Tentamenskrivning i Flervariabelanalys (del 2) 00-01-17 :
Losningar

F.1 (i) Definition 1, s. 202 i PB.
(ii) Sats 3, s. 206-7 i PB.

F.2 Det ar latt att se fran symmetrin att den medel djupheten av vat-

tnet i poolen r 7/2 m. Alltsd, volymen ér Zm(25)? = 4357 m3,

F.3 Berikna V x F = (z,—y,x?). Stokes’ sats antyder att fvﬁ_" - dF =
I Js (6 X 13”) -1 dS dar S ar den del av paraboloiden pa insidan av cylin-
dern och 7. pekar upp. S kan parameteriseras som

S={r=(z,y,4° —2°) : 2 +9° <1}, (1)
sa att

ndS = £ (7 x 7y) dedy = £[(1,0,—2z) x (0,1,2y)] dzdy = £(2z, —2y,1) dzdy.

(2)
Eftersom 7 pekar upp, da tar vi ndS = +(2z, —2y, 1) dz dy. Lat enhetsski-
van z2 + y? < 1 kallas for D. Nu har vi att

//g(%xﬁ).ﬁdS://D(gc’ —y,xQ)-(Zx,—Qy,l) d-’EdyZ//D(3ﬂc2+2y2) dzdy.

(3)
Fran symmetrin dr [ [, 2? dv dy = [ [, y? dz dy och bida beriknas genom
att byta till polara koordinator, dar vi far t.ex.

//l)a:2dxdy:</027r0032¢d¢> (/Olrsdr>:£. (4)

Alltsé éir [, F - dif = 5T,

F.4 Berikna V- F = 22 + y? + z?. Lat S; beteckna den 6vre halven
av enhetssfaren och Ss den enhetsskivan i det zy-planet. Vi ar interesserad
av [ [s F -7 dS. Den Divergens satsen siiger att

//Slﬁ-ﬁd5+/[92ﬁ-ﬁdsz///Vﬁ-ﬁdv, (5)
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dar V ar den 6vre halven av enhetsklotet. Pa Sy ar z = 0 och 72 = (0,0, —1)
sa att

//Szﬁ'ﬁds = //x2+y2<1(—y2) dz dy = —% (se F.3). (6)

Vi berdknar den volym integralen genom att byta till sfiariska koordinator
och far

///vﬁﬁdV:(/O%d‘ﬁ) </0w/231n9d9> (/01r4dr)=2§. (7)

Diir [ [q F-ndS =2 +7% =275

F.5 (i) En ganska lang men okomplicerad berdkning. Vi avstar fran att
ge detaljerna.

(ii) Den littaste 16sningen (som undvikar en lite komplicerad partiell inte-
gration) #r att observera att filtet (2 siny,z?cosy — 3y?) ir konservativt
med potential funktion

Ul(z,y) = x?siny —y* + C. (8)

Da dr den kurvintegralen lika med U(1,1) — U(0,0) =sin1 — 1.
F.6 Titta i GLO, avsnitt 2.4 for den lampliga materialen.

F.7 (i) Forst notera att sin(2n + 1)z = sin2nz cosz + sinz cos 2nz. Nu
skriv serien som

) i sin 2nx b i cos 2nzx (9)
= 1n .
) =coszx 1 sinz 1

n=1 n=1

Enligt Dirichlet’s test (lemma 3.9 och sats 3.10 i GLO) konvergerar bada
dessa serier likformigt i varje sluten delintervall till (0, 7). Alltsa, enligt Kor.
3.4 1 GLO ar f(z) kontinuerlig i (0, 7).

(ii) Berdkna direkt den Fourier serien till ¢ och far du serien 2f(z). ¢
satisfierar de Dirichlet villkoren, alltsa ar ¢(x) = 2f(x) for 0 < x < 7. Dyvs,



f(z) har det konstanta vardet % for = € (0, ).

F.8 Jag ska ge TRE alternativa losningar. Alla tre ar vard att lasa. Alla
tre beror pa att forst notera att n? + 5n + 6 = (n +2)(n + 3).

LOSNING 1 : Betrakta den potensserien

00 xn—|—3

fl@) = 7;) (n+2)(n+3)n!” (10)

Notera att R = oo for denna serie och att vi vill berdkna f(1). Serien kan
differentieras termvis. Differentiera tva ganger och far du att

o0 n+1

) =3 T = ze®, (11)

!
n=0 n.

Nu integrera vi igen tva ganger (fran 0 till z) for att fa en formul till f(z).
Notera att f(0) = f/(0) = 0. DA far du efter tva integrationer att

flx)=(z—2)e* +z+2. (12)
Antligen, f(1) =3 —e.

LOSNING 2 : Betrakta den potensserien

o0
.'L'”

f(@) :nzzo (n+2)(n+3)n!" (13)

R = oo sa att serien kan integreras termvis, och vi vill berdkna f(1). Inte-
grera termvis och far du att

£
Nu simplificera den hogra summan som foljer. Vi har
<, (n:j; = ;12 >, 5‘:;: = ;15 [e* — (1 4z + (22/2))]. D& fran differ-
entiation av (14) far vi att
d[1 9 e 4+1 0 2(e” - 1)
%[? —(l+z+(z /2))}]_ S (19)
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sa att f(1) =3 —e.

LOSNING 3 :

n+1

Sto G = Lm0 ara)

o0 n+3)—2
= 2n=0 ((;L%)!

= Yoo taray — 2 Xns0 sy
= e m — 2 s
—le— (D] -2[e— (1 +1+3)

=3—e.



