Homeomorphismer och diffeomorphismer

DEFINITION : Lat X € R™ och Y C R™. En funktion f : X — Y kallas
fér en homeomorfism om f ar en kontinuerlig bijektion med en kontinuerlig
invers. Om det finns en sadan f, X och Y kallas for homeomorfa, och man
siger att X och Y ar topologiskt ekvivalenta.

Om bade f och f~! ir till och med C*® funktioner, d3 kallas f for en
diffeomorfism. 1 detta fall, X och Y kallas for diffeomorfa.

I komplex analys, man kan betrakta tva delméngder X och Y till C. De
kallas for (komplezt) diffeomorfa om det finns en analytisk bijektion dar
emellan i bada riktningar.

Vi har inte definierat termen analytisk men man kan bevisa att om tva
delméangder till C ar komplext diffeomorfa, da ar de ocksa diffeomorfa som
delmingder till R2.

Jordan curve theorem

DEFINITION : Lat ¢ : [0,1] — R"™ vara en kurva i n-space. Kurvan kallas
for sluten om ¢(0) = ¢(1). Kurvan kallas for enkel (eng.: simple) om

¢(t1) 75 ¢(t2) for alla tl 7é t2.

Sats (Jordan curve theorem). Lat C vara en sluten, enkel kurva i planet.
Da bestir R? — C av precis tvd 6ppna, sammanhdingande omrdde.

Dessa omrade kallas for kurvans insida och utsida. JCT ar intuitivt ‘klart’
men mycket svart att bevisa (dtminstone, inget elementér bevis ar kinnt).

Riemann Mapping Theorem

En vanlig tillimpning av JCT #r att bevisa att en sluten skiva i R? kan
inte vara topologiskt ekvivalent med en annulus (se inlamningsuppgift 2).
Intuitivt, skillnaden mellan en skiva och en annulus ar att den senare har ett
hal. Man kan ge en precis formulering av féljande definition (t.ex. Massey,
‘Algebraic Topology’, Springer-Verlag) :

DEFINITION : En sammanhingande delmangd till R™ kallas for enkelt sam-
manhdangande (eng.: simply connected) om den har inga hal.



D3 finns det foljande berémd sats :

Sats (Riemann Mapping Theorem). Varje tvdi enkelt sammanhdngande
oppna delmangder till C, med undantag av C sjalv, ar diffeomorfa.

For ett bevis, se t.ex. Ahlfors, ‘Complex Analysis’, Kap. 6. Det foljer
fran Liouville’s sats (en begrdnsad analytisk funktion adr konstant) att C
sjalv kan inte vara diffeomorfa med ett begrinsad enkelt sammanhidngande
omrade.



