1 Sammandrag av forelasning 1
Tisdag 2/11/99

Det viktigaste malet i denna kurs ar att utviga teorin av den Riemanniska
integralen, som ni har sett i envariabelanalys, till reellvarda funktioner av
flera variabler. I stort sett, ska vi betrakta bara funktioner av tva eller tre
variabler, dir den geometriska betydelse av en (definit) integral ar klarare
och eftersom dessa ar de viktigaste fallen i tillimpningar. Kom ihig fran
envariabelanalys att vi kan ge en precis mening till uttrycket

[ sty (1)

for varje funktion i C°[a, b] via s kallade Riemann summor (om ni har glémt
de lampliga fakta, ska vi gora lite repetition nere). Det finns ocksa icke-
kontinuerliga funktioner som kan behandlas i Riemann’s teori, men en battre
teori for sdidana funktioner ar Lebesgue integration. Eftersom vi ska inte
diskutera Lebesgue’s teori i denna kurs (trots att den ar ocksa viktig i
tillimpningar), kan ni anta att, mer eller mindre, alla funktioner som ska
betraktas under kursen ar kontinuerliga.

Om vi tar, till exempel, en funktion f(z,y) av tva variabler, ska vi visa
hur man ger en precis mening till uttrycket

| [ #(@v)dzdy, 2

dir A ir, i borjan, ett kompakt omrade i R?, som generaliserar en sluten
intervall [a,b] i R. Liksom det finns kompakta delméngder till R som inte
ar slutna intervaller, sa ocksa ar det problematiskt att definiera (2) for en
godtycligt kompakt delmingd till R?. Men (2) kan definieras, som vi skall
visa, ndr A ar en sluten, axelparallell rektangel [a,b] X [c,d] och i en mer
allmén situation som oftast uppfylls i tillaimpningar. Bevis av de limpliga
satserna kommer i nista foreldsning.

For att dessa bevis kan genomfors, dock, behdver vi en egenskap av kon-
tinuerliga funktioner pa kompakta mangder, ndmligen att de ar likformigt
kontinuerliga. Alltsa, borjar vi med en diskussion av likformigt kontinuitet.

Likformig kontinuitet

Kom ihag att en funktion f : X C R® — R™ sags vara kontinuerlig i en
punkt @ € X om, for varje € > 0, det finns § > 0 sa att

|z —al <0 =[f(z) - fla)] <e (3)



Om f ar kontinuerlig pa hela X, da foljer det att, for varje given e finns
det, for varje punkt a i X en § = d,¢ > 0 sa att (3) stimmer. Men, i
allménhet, d, beror pd a och det finns ingen § = . > 0 som passar alla
a € X. Ekvivalent, man kan hitta i allmanhet par a, b av punkter i X som ar
godtyckligt ndra varandra men sa att |f(a)— f(b)| > € (obs! detta ekvivalens
ar kanske lite subtil, men det ar viktig att forsta det).

Alltsa, om vi kan ju vilja en §, som passar alla punkter i X, denna later
som en viktig extra egenskap till funktionen f. Vi ger ett namn till egen-
skapen dar vi kan gora ett sadant val for alla € > 0. Mer precist :

DEFINITION : Lat f : X € R"™ — R™ vara kontinuerlig. Vi siger att f
ar likfomigt kontinuerlig pa X om, for varje € > 0 finns det § = §. > 0 sa att

Va,be X, l[a—0b| <d = |f(a) — f(B)] <e. (4)

Intuitivt (for mig atminstone !), later likformigt kontinuitet som ett my-
cket starkare villkor dn kontinuitet. A andra hand, &r det ocksa klart fran
definitionen att ‘whether or not’ (? svenska) den kontinuerliga funktionen
f ar likformigt kontinuerlig beror sa mycket pa definitionsmingden som
pa ‘inneboende’ (intrinsic) egenskaper till f (t.ex.: om X &r en enda punkt,
da &r alla kontinuerliga funktioner pa X triviallt likformigt kontinuerliga).
Men det ar fortfarande kanske lite av en Overraskning att ALLA kontin-
uerliga funktioner med KOMPAKTA definitionsméangder ar likfomigt kon-
tinuerliga. Dvs, har vi f6ljande sats :

Sats. Om f : X C R"™ — R™ ar kontinuerlig och X kompakt, dda ar f
likformigt kontinuerlig pa X.

BEvIS : Vi gav ett bevis men det behovs inte lara det. Ett alternativt
bevis finns i GLO, s. 50.

OBS! (a) Kanske ni undrar vad som hinder nir definitionsméingden inte
ar kompakt, t.ex. om definitionsmangden ar hela R". Intuitivt, en kon-
tinuerlig funktion ar likfomigt kontinuerlig i detta fall om dess derivata ar
begriinsad (om den existerar). Man kan bevisa, faktiskt, att en C'-funktion
(dvs en funktion som uppfyller den n-dimensionella medelvirdessatsen) med
en begrinsad gradient ar likformigt kontinuerlig. Den har egentligen en
starkare egenskap, namligen Lipschitz kontinuitet. Just nu kan jag inte
tinka pa nagon del av kursen dar vi ska anvinda Lipschitz kontinuerliga
funktioner, s& ska vi inte g& djupare in i denna diskussion har. Men ni kan



titta 1 GLO 1.6 for lampliga definitioner och satser.

(b) Senare i kursen (GLO, kap. 3) kommer vi att inféra begreppet lik-
formigt konvergens for punktfoljder, serier och foljder av funktioner. Det ar
latt att rora ihop de tva begreppen ‘likformigt kontinuitet’ och ‘likformigt
konvergens’, si gor det inte !!!

Aterblick pa den 1-dimensionella Riemann integralen

Kom ihag foljande fakta fran envariabelanalys :

DEFINITION 1 : Lat f : [a,b] — R. Vi sdger att f ar Riemann integrerbar

pa [a,b] om
"

1
Jim > flci)(@iv1 — i) (5)
=1

existerar, dar griansvirdet tas over alla indelningar (partitions) a = zy <
21 < .. <zp =bav [a,b] sd att lingden av varje delintervall [z;, z; 1] gar
mot 0 nir n — oo och ¢; ar en godtycklig punkt i intervallen [z;, z;11].

ANMARKNING : Summan i (5) kallas for en Riemann summa.

DEFINITION 2 : Om ovanstdende griansvirde existerar kallas det for den
Riemann integralen till f fran a till b och betecknas ff f(z)dz.

Sats. Varje kontinuerlig f : [a,b] — R ar Riemann integrerbar.

ANMARKNING : Jag tror att ni maste ha hoppat over beviset av denna
sats i envariabelanalys, ty man maste anvinda likformigt kontinuitet av f.
Lite senare, kommer vi att bevisa satsens generalisering till R2.

Om f &r kontinuerlig i [a, b] kan vi tolka [ : f(z)dz som arean under grafen
y = f(z) mellan z = a och z = b dér arear under z-axeln riknas negativa.

Om vi fixerar en indelning a = 2 < 1 < ... < z, = b och ett val av
¢; € [zj,x;iy1], den funktion som antar det konstanta vardet f(c;) mellan z;
och z;;1 ar en ‘piecewise’ konstant funktion som kallas for en trappfunktion.
Det ar latt att se fran Definition 1 att varje trappfunktion (dvs ‘piecewise’



konstant funktion) i [a, b] & Riemann integrerbar. Ocksa, varje term i sum-
man (5) kan betraktas som en rektangulir area.

Alltsa, for en kontinuerlig f kan ovanstiende satsen tolkas intuitivt som
att saga :

‘ om vi approximerar f bittre och biattre med trappfunktioner, da far vi
battre och battre approximationer till arean under f’s graf med summor av
rektangulara arear’.

Denna observation kommer att bli central i generaliseringen av den Rie-
mann integralen till hogre dimensioner.



2 Sammandrag av forelasning 2
Torsdag 4/11/99

Forra gingen gav vi en lite pratlig definition av Riemann integrerbarhet
for funktioner av en variabel pa en sluten intervall och framstillde utan
bevis att varje kontinuerlig funktion hade denna egenskap. For att bevisa
denna faktum och dess generalisering till R? (senare ocksa R3 och i princip
alla R™) behover vi en mer precis definition som vi kan jobba med utan tvek.

Genom dagens forelisning, betraktar vi bara funktioner f : A C R? - R
dar A ar en sluten, begridnsad, axelparallell (SBA) rektangel. Nésta gang,
forsoker vi att skapa nagon slags teori av integration over mer allmana 2-
dimensionella omréde.

DEFINITION 1 : Lat A vara en SBA rektangel i R2. En reellvird funk-
tion p& A kallas for enkel (eng.: simple) om den antar indliga manga virde'.

NOTATION : Om den enkla funktionen A antar de n virden Aq,..., A, i de
delmingderna Ay, ..., A, resp. till A, betecknar vi detta som A = (\;; 4;).

DEFINITION 2 : Den enkla funktionen A = (\;;A;) kallas for en trapp-
funktion om varje A; ir ocksi en BA rektangel?. Konventionen hiir ir att
rektangeln A; ar sluten om den har en gemensam sida med A’s topp eller

hoger sida, och annars ar en rektangel av formen [z5, Zs11) X [Yt, Yrt1)-

DEFINITION 3 : Lat A = (\;; A;) vara en trappfunktion pd A. Den Riemann
integral av A 6ver A ges av

| [ Adsdy dzefizijlw(m), (6)

dar p betyder ‘area’.

Den geometriska tolkningen av Definition 3 &r klar. Den integral av A
kan uppfattas som volymen mellan ytan z = A(z,y) och omradet A i det

T Lebesgue integration, tilliter man ett av dessa virde att vara co. En integrerbar
funktion maste anta virdet co pa en méngd av Lebesgue mdat noll. Se [1] eller [2]
21 Lebesgue integration, varje A; maste vara en Lebesgue mdtbar mangd.



zy-planet, dar volymer under planet betraktas vara negativa.

Det ar ocksa klart fran definitionen att integralen av en trappfunktion kan
representeras som en itererad integral, dvs om A = [a,b] X [¢,d] da har vi

//AAdxdyZ/cd </abA(:v,y)dx> dyzfab (/ch(x,y)dy> s, (7)

dar de sista tva uttrycken hanvisar till vanliga 1-dimensionella Riemann in-
tegraler.

DEFINITION 4 : L&t f vara en reellvard funktion i A. Vi siger att f ar
Riemann integrerbar 6ver A om, for varje € > 0 det finns trappfunktioner

D, Ui A sjatt

Mo <f<ub.
(D) [ o~ [ [s® <

Om f ar Riemann integrerbar, foljer det att

su P = inf// v, 8
<I>§IJ)0//A v>f A (®)

dar supremum (resp. infimum) tas over alla trappfunktioner i A som ar
likformigt mindre (resp. storre) an f.

Det gemensamma véardet i (8) kallas for den Riemann integralen av f dver A.

De 2 viktigaste satserna

Den forsta satsen utvigar (7) och ger en praktisk metod for att berdkna inte-
gralerna av manga funktioner genom att reducera problemet till att berdkna
tva 1-dimensionella definita integraler. Vi har

Sats 1. Om f : A — R ar Riemann integrerbar, och den itererade in-
tegralen fcd ( f; f (w,y)dw) dy existerar, da ar den lika med den Riemann

3Notera att enligt denna definition, varje integrerbar funktion &r begrinsad. Ofta, vill
man ocksa definiera sa kallade ‘generaliserade integraler’ av obegrinsada funktioner. Den
kommer vi att gora senare.



integralen till f over A. Detsamma gdller den andra itererade integralen.
BEVIs : Gavs i forelasningen. Se ocksa PB, sats 6.2.

Existens av de itererade integralerna ar en fraga som inte ar bast behandlas
inom ramen fér Riemann integration. Om vi betraktar Lebesgue integraler
i stallet, dd kan man bevisa att om f : A — R ar Lebesgue integrerbar,
da existerar bada itererade integraler och Sats 1 stdmmer. Detta ar ett
berémd resultat, som kallas for Fubini’s sats. For ytterligare detaljer, se [1]
eller [2] t.ex.

En alternativ och mycket interessant fraga ar f6ljande : antag att f : A - R
ar en funktion si att bade itererade Riemann integraler existerar - maste
f vara integrerbar 7 Svaret ir nej : ett exempel presenteras i en annan
dokument pa kursens hemsida [3]. Fler exempel, inom ramen foér Lebesgue
integration, finns i [2], avsnitt 8.9.

Alltsa, ser vi fran dessa anmarkningar att det viktigaste saken &r att ha
allména villkor som garanterar integrerbarhet av en funktion f : A — R.
Da kan vi alltid berékna [ [, f som en itererad Lebesgue integral, och oftast
som en vanlig itererad Riemann integral ocksa.

Lyckligtvis, ar det inte svart att hitta en stor klass av integrerbara funk-
tioner. Den viktigaste sadan klass ges av foljande sats :

Sats 2. Lat f : A — R wvara kontinuerlig. Da ar f Riemann integrerbar,
bade itererade Riemann integraler existerar och

//Afdxd’yz/cd (/jf(%?/)dm) dy=/ab </Cdf(x,y)dy> dz. (9)

BEVIS : Gavs i foreldsningen. Samma bevis finns i boken (sats 6.3). Notera
den centrala rollen som spelas av likformigt kontinuitet av f pa den kom-
pakta mangden A.

Nasta gang, kommer vi att visa att integrerbarhet garanteras av ett lite sva-
gare villkor an kontinuitet. Detta ska inleda en diskussion om integrerbarhet
over mer allmina omrade &n slutna rektangler.
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3 Sammandrag av forelasning 3
Tisdag 9/11/99

Integration av icke-kontinuerliga funktioner

I detta avsnitt, betraktar vi fortfarande bara funktioner pa SBA rektangler
som vi betecknar som vanligt med A.

DEFINITION : En begrinsad delmingd D C R? kallas for en nollmdngd
om, for varje € > 0, vi kan ticka D med dndliga manga aexlparallella rek-
tangler av total area hogst e.

ANMARKNING : Intuitivt, en nollmingd &r en méngd av area noll.
Proposition. Foljande ar nollmangder :

(I) Grafen y = f(z) till en kontinuerlig funktion f i en sluten intervall
a<zx<hb.

(IT) En C'-kurva ¢ : [a,b] — R2.
Bevis : (I) Jag gav samma bevis som i boken (Lemma 1, avsnitt 6.2).
(IT) Detta resultat finns inte i boken. Idéen for beviset ar att bevisa forst att
en Cl-kurva ér Lipschitz kontinuerlig (se GLO, 1.6) och da att varje sidan
funktion (pa en sluten intervall) dr en nollméngd.
ANMARKNING : Det dr INTE sant att varje kontinuerlig kurva ¢ : [a,b] —
R? ir en nollméngd. Till exempel, det finns en kontinuerlig kurva ¢ :
[0,1] — R? som gér genom varje punkt i den enhetskvadraten (en s kallad
‘space-filling curve’).

Den stora satsen i detta avsnitt ar

Sats 1. Lat f : A — R wvara en begransad funktion, som dr kontinuerlig i
A\N for nagon nollmangd N. Da dr f Riemann integrerbar éver A.



BEVIs : Det bevis som jag gav ar ungefar lika med beviset av Lemma 2,
avsnitt 6.2 i boken.

Integration over mer allména begransade omrade

DEFINITION 1 : Lit D vara en begrinsad omrade i R?, A en sluten, ax-
elparallell rektangel som innehaller D och f : D — R en funktion. Den
noll-utvidningen av f till A ar en funktion fa : A — R definieras som

fale,y) dzef{ floy om e . 0)

DEFINITION 2 : Lat D vara ett begrinsad omrade i R?> och f: D — R. Vi
siger att f ar Riemann integrerbar 6ver D om det finns en sluten, axelpar-
allell rektangel A D D si att fa ar Riemann integrerbar over A.

Det foljer omedelbart fran Sats 1 att

Sats 2. Om f : D — R ar kontinuerlig, dir D dr en begrdnsad omrdde
sa att D dar en nollmdngd, da ar f Riemann integrerbar over D.

BEevis : Vilj A som innehaler D. Den funktion fa ar kontinuerlig i A\0D
och 0D ar en nollmingd. Nu tillimpa Sats 1.

For en viss typ av omrade, kan vi beridkna den Riemann integral av en
kontinuerlig funktion via en itererad integral. Vi har

Sats 3. Lat a < b och a, 8 vara tvd kontinuerliga funktioner pd [a,b] sa att
a(z) < B(z) for alla z € [a,b]. Ldt

D={(z,y) :a <z <b, a(z) <y < f(z)}. (11)

Om f:D — R ar kontinuerlig, da ar f Riemann integrerbar over D och

fdrdy= " flz,y)dy | dz. (12)
J bt =]

10



BEevis : Jag foljde beviset i boken (Sats 6.3). Notera att en viktig del
av beviset ar att visa att den itererade integralen existerar.

Vi hoppade 6ver avsnitt 6.3 mer eller mindre (det ar varken viktigt eller
mycket interessant) och gick fram till

Variabel bytning i berdkningen av dubbla-integraler

Vi gav lite berdttigande (justification) men inte ett helt bevis (finns inte i
boken heller) av foljande sats :

Sats 4. Ldt ® : (u,v) — (z,y) vara en C' wariabel bytning som avbil-
dar det begransade omrdadet D i det uv-planet bijektivt pa det begransade

omradet D* i det xy-planet. Om f : D* — R dr Riemann integrerbar och
vl betmktar f som en funktion pa D, da ar denna funktion ocksa integrerbar

// z,y) dzdy = // z(u,v),y(u,v)) |det(Jac[®])| dudv.  (13)

EXEMPEL 1 : Vi bytade till polira koordinator for att visa att klotet

x4+ y2 + 22 < a? har volym %71'@3.

Manga fler exempel ska diskuteras i torsdagens lektion.

11



4 Sammandrag av forelasning 4
Torsdag 11/11/99

Generaliserade dubbelintegraler

Idag vill vi utviga de tidigare begreppen for att kunna ge en mening till
uttryck av formen [ [, f dz dy dér antingen ... eller

(1) D &r obegréansad,
(2) D ér inte sluten och f dr obegrédnsad ndr man gar mot 0D,
(3) bade (1) och (2).

Vi gor den basta vi kan inom ramen for Riemann integration, som racker for
de situationer som vi kommer att moéta i denna kurs, men vi haller i sinnen
att man far en mycket mer klar och komplett bild med Lebesgue integration.

MOTIVERING FRAN ENVARIABELANALYS

Betrakta, t.ex. ett uttryck av formen

/00 f(z) dz. (14)
0

Vi ténker pa (14) som en forkortning till ett gransvairde, ndmligen

/  f) dz % tim / " fz) da (15)
Alltsa, ar (14) meningsfull om f dr Riemann integrerbar i varje sluten in-
tervall [0,n] och gransvérdet i (15) existerar.

Om f > 0, da existerar gransvirdet alltid, enligt Supremumaxiomet/Monoton
Konvergens satsen eftersom f6lden i (15) dr vixande. Om den ar begriansad,
da konvergerar den till ndgot positivt reellt tal ; annars, sager vi att inte-
gralen i (14) ar lika med +oo.

A andra sidan, om integranden f inte &r positiv, da ar det ofta inte mogligt
att ge en otvetydig (unambiguous) mening till (14). Aven om foljden i (15)

12



konvergerar, till r sig, kan det vara lite meningslos att skriva [;° f(z)dz = 7.
Betrakta, till exempel, funktionen f : [0,00) — R dar

f(a:):% forn—1<z<n. (16)

Enligt (15), skulle vi ha

/Ooof(:v) dr =3 (—1mL — o, (17)

n=1 n

Sa vad ar problemet med (17) ? Det finns tva saker :

(1) Forst, man vill tolka en integral av form (14) geometriskt som arean
till nigot obegriansad omrade i R? (arean under grafen y = f(z)), dér arear
under z-axeln betraktas negativa. Alltsa, vill man tolka integralen, fér en
integrand med vaxlande tecken, som en differens av tva arear, en av dem
over z-axeln och den andra under axeln. Men for funktionen i (16), bade
dessa arear ar odndliga, si att man kan inte prata om deras ‘differens’. Vi
ser att problemet kommer fran att summan i (17) konvergerar INTE absolut.
Detta orsaker ocksad problem 2, ndmligen -

(2) Kom ihag foljande sats fran envariabelanalys (om ni inte har sett den
forut, acceptera den !)

Sats. Lat (ay) vara en foljd av reella tal.

(a) Om 0%, apn, konvergerar, men inte absolut, da for varje reellt tal s
finns det en omskrivning (eng.: rearrangement) av serien som konvergerar
till s.

(b) Om Y72, a, konvergerar absolut, da konvergerar varje omskrivning
av serien till samma varde.

Fran del (a) av denna sats ser vi att gransvéardet till en serie som konvergerar,
men inte absolut, dr verkligen inte valdefinierad - det beror pa ordningen
av termerna. Men den geometriska tolkningen av en generaliserad integral
borde vara oberoende av den ordningen av de vanliga integralerna i sin def-
inition.

Sa nar kan man undvika dessa konstigheter och definiera generaliserade

13



integraler av funktioner med véxlande tecken 7 Del (b) av ovanstaende sats
ger svaret : vi kan ge ett otvetydig varde till [° f(z) dz nar [§°|f(z)| dz
ar andlig.

Alltsa, nar vi kommer till dubbelintegraler, ovanstiaende diskussion antyder
att vi skulle inleda generaliserade integraler av formen [ [, fdzdy itva steg :

Steg 1 : For positiva integrander f > 0.

Steg 2 : For funktioner f med vaxlande tecken som satisfierar
JJp|fldedy < oco.

Nu gor vi just sa.

STEG 1 : POSITIVA INTEGRANDER

DEFINITION 1 : Lat f : D C R? — R. Antag att f > 0 och att f &r
integrerbar over varje kompakt, kvadrerbar delomrade till D. D& definierar

" //Dfd:(;dy = sup//dexdy, (18)

dar supremum tas Over alla sidana kompakta delomride K. Om denna
supremum &r +oo da sitter vi [ [, f dzdy = +o0.

DEFINITION 2 : Lat D C R?. En uttémmande svit for D ar en vixande
foljd K1 C Ko C ... av kompakta (kvadrerbara) delméngder till D sa att
Use, K, = D.

Foljande proposition ger en metod for att berakna generaliserade integraler.
Beviset ar tekniskt och vi hoppar over det, men intuitivt ar propositionen
ekvivalent med del (b) av satsen ovan. Man borde jamfora ekv. (19) med

ekv. (15).

Proposition. Lit f : D C R? — R wara positiv. Antag att f satis-
fierar villkoren i Definition 1. Lat (K,)S | vara en godtycklig uttommande

svit for D. Da ar
//D fdxdy = nli)ngo//Kn f dzdy. (19)

14



EXEMPEL : Betrakta [ [g2 e=@*+9") dzdy. Vi viljer en uttémmande svit
for R? som bestdr av slutna skivar av radie n (n = 1,2,...) med centrum i
(0,0). Varje skiv-integral berdknas med polira koorinator och fran (19) far
vi att

//R2 e~ @) drdy = Jim r(1—e ™) =m. (20)

Metoden som ges av Propositionen dr inte sa latt att anvinda eftersom
man maste vilja en lamplig uttommande svit i varje problem. Den bista
metoden vi har sett hittills for att berakna dubbelintegraler ar via itererade
integraler. Lyckligtvis, kan man utviga dessa metoder till generaliserade
integraler. Detta ar en del av Fubini’s sats. Teorin genomfors bast inom
ramen for Lebesgue integration, men oftast gar allting bra med vanliga Rie-
mann integraler. Vi hinner inte ge mer detaljer - den interesserade lasaren
kan titta i Royden’s eller Rudin’s bok.

Alltsa, om vi gar tillbaka till exempel 1, kan vi ocksa skriva integralen som

0o 00 00 00 00 2
/ / ef(“2+y2)da:dy = (/ e v d:v) (/ eV dy) = (/ e v du) .

(21)
Fran (20) och (21), far vi den berémde formulen

/c: e dz = /. (22)

FLER EXEMPEL : Vi loste problem 6.34, 6.36, 6.38 i 0vningsboken. Notera
att alla Ovningar i den dir boken handlar om generaliserade integraler dér
integranden ar positiv. I lektionen nista gang, kommer vi att 16sa en gen-
erliserad integral dér integranden har vaxlande tecken. Se ocksa Exempel
26, 27, 28 i PB, avsnitt 6.6.

STEG 2 : INTEGRANDER MED VAXLANDE TECKEN

DEFINITION 3 : Lat D C R?. Vi definierar L'(D) att vara rummet av alla
funktioner f : D — R sa att

(i) f ar integrerbar 6ver varje kompakt, kvadrerbar delomrade till D.

15



(ii) [ [p|f| dedy < oo™

DEFINITION 4 : Lit f : D — R. Vi definierar funktionerna fi och f_
via

f1(p) := max{f(p),0} f-(p) := —min{f(p),0}. (23)

Notera att
(i) f+ >0 och f_ > 0.
(i) f=fy — f-
(ili) |f] = f+ + /-
Fran (i) och (iii) foljer det att om f € L'(D), d& ar
[ [isiasay= [ [ frazay+ [ [ 5 dasdy. (24)

Alltsa motiverar (ii) foljande helt naturliga definition :

DEFINITION 5 : Lat f € L'(D). D4 definierar vi

//Dfd'”dy :://Df+ dxdy—//Df_ dzdy. (25)

Alternativt, kan man skriva (25) i formen

//I)fdwdyz//l)+fdxdy—//[)_(—f) dzdy, (26)

dir Dy = {pe D: f(p) Z 0.

*Vi har inte gjort det, men det &r inte svart att bevisa att om f #r integrerbar Sver
det kompakta, kvadrerbara omradet K, sa ocksa ar |f].
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5 Sammandrag av forelasning 5
Tisdag 16/11/99

Vektoranalys

DEFINITION : Lat Q C R"™. Ett vektorfalt i ) ar en funktion F:Q >R

Vi ar interesserad, i stort sett, av vektorfalt i planet (n = 2) och i rum-
met (n = 3) (notera att fallet n = 1 dr envariabelanalys), dar motiveringen
for att studera dessa filt kommer fran (klassisk) fysik. I modern fysik &r
man ocksé interesserad av 4-dimensionella vektorfilt, och inte bara i R*,
men i en mer allmén typ av rum som kallas for mangfalt (eng.: manifolds).

OPERATIONER PA VEKTORFALT

DEFINITION : L&t ﬁ(w,y,z) = (P(z,y,2),Q(x,y, 2), R(z,y, z)) vara ett
3-dimensionellt vektorfalt. Vi definierar och betecknar den divergensen och
curP till F som foljer

= o = def OP  0Q  OR
divF=V.F = o 3y+82

- - s def [OR 0Q OP OR 0Q OP
1 F = F = _—— — — — — — — . 2
et VX Oy 0z 0z 0z’ 0 Oy (28)

(27)

Notera att V - F ir en skalir, men V x F &r en ny vektorfalt.

En alternativ, formel (men littare att komma ihag !) beskrivning av ‘div’
och ‘curl’ ges av foljande formuler

o = 0o 0 0
F=(—,—,—)-(P 2
g & &
VxF=|& & 2 (30)
P Q R

P4 svenska siger man rotationen av f, men jag tycker inte om denna Gversdttning.
Termen ‘curl’ kommer fran Maxwell. Jag har lagt pa kurshemsidan en excerpt fran ett
brev som skrev Maxwell dér han anvinder termen ‘curl’ for forsta gang.
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I (29) och (30), betraktar vi V som en ‘formel vektor’ med komponenter
8 8 8
(%’ Ay’ 5)'

For ett 2-dimensionellt vektorfalt F(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)) i det zy-
planet, formuler (27) och (28) for ‘div’ och ‘curl’ reducerar till

vV . F=— 4<% 1
v (9:c+3y (31)
L. (0Q 0P\

Vektoranalys i planet

Vi ar mest interesserad av integration av vektorfilt langs kurvor i planet.
Vi borjar med en precis definition av detta begrepp.

DEFINITION : Lt € vara ett oppet omrade i planet och F = (P,Q) ett

kontinuerligt vektorfilt i Q. Lat v : [a,b] — R? vara en (parameteriserad)
Cl-kurva i Q dér

v(t) =7(t) = (2(t),y(t)) a<t<b (33)
Den kurvintegralen av F langs v definieras och betecknas som

[ Far= [ pacrqay C [ 1P, 00) 20 + QE0,50) -y 0] i
v Y a

(34)
Motiveringen for att studera kurvintegraler kommer fran fysik. Om F ir ett
kraftfalt och v en kurva i planet, dd mater kvantiteten f7 F . d7 det arbetet
som gors nir en partikel ror sig langs kurvan, fran vy(a) till y(b), under
verkan av kraften F. Detta ar lika med forandringen i partikelns enegri, dvs

W:AE:/ﬁdﬁ (35)
Y

EXEMPEL : Om en partikel av mass m ligger pa avtsand > R fran centrum
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av en sfariskt symmetrisk kropp av mass M och radie R, da paverkas den
av en gravitationell kraft

mM
7”', (36)

F=—k
dir k£ ar en universell positiv konstant och # pekar ut fran centrum. Om
partikeln flyttats fran kroppens yta till en hojd h Gver ytan, langs en rat

linje v som passar genom kroppens centrum, da gor vi arbetet

/Wﬁ-dfz/oh—k%dt:—kmM(l—L) (37)

Fran den fysiska tolkningen av en kurvintegral som en energi differens, foljer
det omedelbart att kraftfalt har foljande tva egenskaper :

(i) For varje kurva v, [ Y F-d7 ir obereonde av den parameteriseringen for .
(ii) Om kurvan v ar sluten, da ar [ F.d7 =0.

Det ar latt att bevisa (se boken, s. 289) att (i) stimmer faktiskt for alla
kontinuerliga vektorfdlt. Men detsamma inte géller (ii), som visar f6ljande
exempel :

EXEMPEL : Exempel 3, s. 290 i boken. Notera att den kurvintegral beraknas
genom att dela upp v i tre delar och att vilja olika paramateriseringar for
de tre delarna. Har anviander vi att om v =+ + ... +7, (som betyder
att den dndpunkten till ; dr den begynnelse punkten till y9 mm) da &r

/ﬁ"-di«’: Fodit ..+ [ F-ar (38)
Y 71 Tn

Notera att en sidan ‘sammansatt’ v &r inte nédvindigtvis C', men den &r
styckvis C'. Ekvation (38) ger, faktiskt, en definition av kurvintegraler lings
styckvis C'-kurvor.

NOTATION : Om -« ar sluten, betecknar vi ofta en kurvintegral lings ~y
som ¢, F - dr.

GREEN’S SATS

Ofta ar det ganska svart att berdkna kurvintegraler eftersom vi maste forst
valja en lamplig parameterisering for kurvan. Green’s sats ger en metod for
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att berdkna vissa kurvintegraler genom att ersitta dem med vanliga dubbe-
lintegraler. Den ar ofta mycket anviandbar, men ocksd av stor teoretisk
interesse. Green’s sats har tva generaliseringar till R3, Stokes’ sats och den
Divergens satsen, som har viktiga fysiska tillimpningar. Dessa saker kom-
mer vi att prata om senare.

DEFINITION : Lat D vara ett begrinsad omrade i planet och antag att
0D ir en sluten, styckvis C'-kurva. En positiv orientation for 0D &r en
orientation dar D ligger alltid till vanster.

Green’s sats. Lt Q C R? vara éppen och F = (P,Q) ett C'-vektorfilt
i Q. Lat D C Q wvara kompakt, och antag att 0D dar en sluten, styckvis
C-kurva. Om 0D Gr positivt orienterad, dd dr

ﬁDPda:wLQd@/://D(%—g—];) dz dy. (39)

BEvis : Vi hoppade dver det och ska gora det nista gang. Vi foljer (mer
eller mindre) beviset i boken i alla fall. Notera hir att den dubbelintegralen
i (39) existerar ju eftersom de partiella derivatorna &r kontinuerliga (F &r
C*') och 8D ir styckvis C!, allts& en nollméngd.

EXEMPEL : Exempel 7, 5.297 i boken. Detta exempel visar hur anvandbar

Green’s sats kan vara, till och med for att berdkna integraler lings kurvor
som inte ar slutna.
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6 Sammandrag av forelasning 6
Torsdag 18/11/99

BEVIS AV GREEN’S SATS : Vi foljade idéen av ‘beviset’ i boken, som inte ar
ett komplett bevis eftersom satsen bevisas bara med en extra forutsattning,
men jag kanner inget bevis som undvikar de fula detaljerna som uppstir
annars.

Jag tror att det dr vird att bevara de viktiga stegen :

Steg 1 : Vi bevisar satsen under det extra villkoret att

(a) D =Dy UDyU...D,, en andlig union av delomrade av formen
D; = {(z,y) : a; <z < by, ai(z) <y < Bix)}, (40)

dar a;, B; ar kontinuerliga funktioner for z € [a;, b;] och a; < G;

(b) ocksa D = DY U D3 U...U Dy, en dndlig union av delomrade av formen

D; ={c; <y <dj, vi(y) <z < ;(y)}, (41)

dar v, §; ar kontinuerliga i [¢;, d;] och y; < 6;.

Steg 2 : Om F = (P, @), da bevisar vi att, for varje D,

Pdz = // dx dy, (42)
oD;

genom att berdkna den dubbelintegralen som en itererad integral (med hjalp
av Sats 6.4 i PB). P4 samma sitt, bevisar vi att for varje D3,

;9 y—// % 4z dy. (43)

Steg 8 : Summera (42) 6ver alla i, dvs

n

Z aDPd:E—Z// ——d:vdy (44)
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Den hogra leden av (44) &r lika med [ [, —33—1; dz dy fran definitionen av
dubbelintegraler. Den vénster leden ar lika med §,, P dz, eftersom alla
kurvintegraler i inren kancellerar. Alltsa, far vi att

oP
Pd :// —— dz dy. 45
o0 p oy Y (45)
P43 samma satt, far vi att
7{ Qdy:// 9Q i dy. (46)
aD D Oz

(45) + (46) ger Green’s sats.

TVA ALTERNATIVA FORMULERINGAR AV GREEN’S SATS

I: Cirkulation och ‘curl’.

Om D ligger i det zy-planet, da ar €, en enhets normal vektor till D i
varje punkt. Denna vektor betecknas normalt med 7. Alltsa, fran (28) kan
Green’s sats skrivas i formen

ﬁDﬁ-dF://D(§XF’).deS (dS := dz dy). (47)

Den véanster leden i (47) kallas for den cirkulationen av F kring D och
forklarar termen curl. Filtet V x F mater den lokala cirkulationen av vek-
tofiltet F. Denna formulering av Green’s sats generaliserar till Stokes’ sats
i R3, som vi kommer att diskutera nista vecka.

II : Flod och divergens.

I en kurvintegral ¢, F - d7 tar vi den skalira produkten i varje punkt
langs 0D av F och £ dr, dir t 4r en enhets vektor tangent till kurvan i den
positiva riktningen. I rittvinkliga koordinator t dr = (dz,dy) s& att, om
F = (P, Q) som vanligt, den kurvintegralen blir [ op P dz + Q dy.

Nu betraktar vi i stdllet den kurvintegralen som fas nir man tar i varje
punkt den skalara produkten av F med 7 dr, diar n ar en enhets vektor
NORMAL till kurvan och som pekar ut fran D. I rattvinkliga koordina-
tor ar i dr = (dy, —dz) sa att vi far den kurvintegralen ¢, Q dy — P dz.
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Green’s sats antyder att denna kurvintegral ar lika med den dubbelintegralen
I /b (?,—1; + %—5) dz dy. Fran (27) kan vi nu skriva att

j[ F’-ﬁdr://ﬁ-ﬁdxdy. (48)
oD D

Den vinster leden i (48) kallas for fiodet ut av D. I tillimpningar, F repre-
senterar t.ex. en material stromning. Fran mass konservering, finns det ett
nett 1éd ut av D endast om material produceras i D. Alltsa, mater V.F
den lokala produktionen av material i D.

Denna formulering av Green’s sats generaliserar till den s kallade Di-
vergens satsen (Gauss’ lag) i R3.

Konservativa vektorfalt

DEFINITION 1 : Lt F vara ett kontinuerlig vektorfilt i det 6ppna omradet
Qi det zy-planet. F kallas for konservativt om ﬁy F - di = 0 for varje sluten
Cl-kurva v i Q.

Notera foljande alternativ definition

DEFINITION 1’ : Lat F vara ett kontinuerlig vektorfilt i det 6ppna omradet
Qidet zy-planet. F kallas for konservativt om, for varje tva punkter p, g € Q
och varje tva C'-kurvor v, i Q fran p till ¢, f% F-dr = fvz F -dr.

Vi har sett fran vara ovningar att de flesta vektorfalt inte ar konservativa.
A andra sidan, dr konservativa vektorfilt mycket viktiga i fysik. Om F ar
ett kraftfilt di ar F konservativ nir som helst den energi konserverings
principen (eng.: principle of conservation of energy) géller.

Nu bevisar vi tvd satser som karakteriserar konservativa vektorfilt. Den
forsta satsen galler alla kontinuerliga falt i bagvis sammanhangande omrade.
Den andra satsen ér lite mer restriktiv : den giller C'-filt i enkelt sam-
manhéngande (definition nere) omrade.

Sats 1. Ldt F vara en kontinuerlig vektorfalt i det oppna, bagvis sam-
manhangande omrdadet Q2. Da dr F konservativi om och endast om det
finns en C'-funktion U : Q — R sd att F = VU.
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BEVIS : gavs i foreldsningen. Se ocksa satser 9.2 och 9.3 i PB.
Funktionen U i Sats 1 kallas for en potential funktion till F.

ANMARKNING : Om U,V ar tva potential funktioner till F da foljer det
fran Sats 2.5 1 PB att U = V + C for nagon reell konstant C.

Innan vi skriver ner Sats 2, behover vi en definition till. Kom ihdg att
den Jordan curve theorem antyder att komplementet till varje enkel, sluten,
kontinuerlig kurva - i planet bestar av precis tvd Oppna sammanhéingande
omrade, som kallas for insidan och utsidan till .

DEFINITION 2 : Den bigvis sammanhiingande delmiingden Q till R? kallas
for enkelt sammanhangande om insidan till varje enkel, sluten, kontinuerlig
kurva i €2 ligger helt i ().

ANMARKNING : Intuitivt, det b.s.h. omradet € ar enk. sam. om det
har inga hal !

Sats 2. (i) Lat F = (P, Q) vara ett C'-vektorfilt i det 6ppna, enkelt sam-
manhangande omradet Q i det xy-planet. Da ar F konservativt om och
endast om 90 P
- = 49
Oz dy (49)
(i) Om Q inte ar enk. sam., (49) dr fortfarande ett nédvindigt villkor for
F' att vara konservativ.

EXEMPEL : Filtet B(z,y) = (ﬁ, ﬁ), som representerar det mag-
netiska faltet kring en oandlig rak ledare genomfluten av en konstant strém,
visar att Sats 2 kan misslyckas (fail 7) om  inte 4r enkelt sammanhéingande.
Denna B ér definierad och C' i R2\{0}, som inte ir enk. sam.. Man kon-
trollerar litt att B uppfyller (49). Men B ir inte konservativ eftersom
$om B - dif = 2 for alla r > 0.

Denna (matematisk) olikhet mellan det elektriska filtet E och det mag-
netiska filtet B ses ocksd i deras forhallande med de motsvarande elek-
triska och magnetiska krafterna. Kraften pa en stationar punktladdning ¢
ar gE. Alltsa ir E konservativ om vi glommer magnetiska falt - det finns
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en sa kallad elektrisk potential.

Men den magnetiska kraften pa en laddning q som ror sig med hastighet
¥ 1 ett magnetiskt falt B ir qix B.

Alltsa, den totala elektromagnetiska kraften pa en rérande laddning g ar

—

Forn.=q(E+7xB). (50)

Maxwell’s ekvationer (som foljer fran Stokes’ och Gauss’ sats i rummet)
beskriver precist den interaktionen mellan elektriska och magnetiska falt,
och antyder existensen av si kallade elektromagnetiska vagar vars hastighet
(i vakuum) dr en universell konstant (c &~ 2.998 x 10® ms~!). Detta ledar till
Speciell Relativitet. Vi ska prata mer om Maxwell’s ekvationer efter kapitel
10 i PB.
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7 Sammandrag av forelasning 7
Torsdag 23/11/99

Vektoranalys i rummet

Lat S vara en yta i rummet. Lat f(z,y,z) vara en kontinuerlig funktion
pa ytan. Vi vill ge en precis mening till uttrycket

//Sf(a:,y,z) ds. (51)

Kvantiteten dS kallas for ett areaelement som generaliserar en infinitesimal
rektangel i planet. Dvs, om S ligger i ett plan, sig det zy-planet, da ar dS =
dz dy och (51) blir en vanlig dubbelintegral [ [¢ f(z,y) dz dy. Har tanker vi
pa z,y som parametrer till ytan och pa dS som arean av den infinitesimal
rektangeln med vertices i (z,y), (z +dz,y), (z + dz,y + dy), (z,y + dy). For
en godtycklig Cl-yta i R? har vi féljande definition :

DEFINITION : Lt S vara en C'-yta i rummet med en parameterisering
S = {#(s,t) = (z(s,t),y(s,t), 2(s,1)) : (s,) € D C R?}. (52)

Det areaelementet pa ytan i punkten 7(s,t) ar arean av det infinitesimal
parallellogrammet med vertices i

7(s,t), 7(s+ds,t), (s +ds,t + dt), ¥(s,t + dt).
Notera att langderna av parallellogrammets sidor ar %—:ds och %’dt. Alltsa,

fran den formul for arean till ett parallellogram far vi att

or or or or
Areaelement = dS = gds X Edt‘ 28 X En

Nu ar vi beredd att ge en precis definition av integralen i (51).

ds dt. (53)

DEFINITION : Lt S vara en C'-yta i rummet med en parameterisering
som i (52). Lat f(z,y,z) vara en funktion pa ytan. D& definierar vi den

integralen av f over S via formulen
67’ B'r
—d 7
t‘ //frst Bt dsdt,

f s | e
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om den hogra dubbelintegralen existerar.

EXEMPEL : Vi beriknade arean av en sfar av radie R. Arean av en yta
S ar [ [¢dS. For sfiaren, anvindade vi parameteriseringen

S = {7(¢,0) = (Rsin¢cosb, Rsin¢psinf, Rcos ) : 0 < ¢ < pi, 0 <6 < 2rm}.

(55)
En explicit berikning visar att det areaelementet ir dS = R?sin¢ d¢ db.
Alltsa, blir integralen [7™ [T R?sin ¢ d df = 47 R.

FLOD GENOM EN YTA : DIVERGENS SATS

Det finns en viss typ av ytintegral som vi ar sirskilt interesserad av. Kom
ihag att i 2-dimensionell vektoranalys, moter vi integraler av formen

/F’-fdr och /F’-ﬁdr, (56)
Y Y

dir F ar ett kontinuerligt 2-dimensionellt vektorfilt, v ir en orienterad C'-
kurva, vektorerna ¢, 7 ar respektivt tangent och normal till kurvan, och dr
ar ett langd element langs kurvan.

I 3-dimensionell vektoranalys, betraktar vi (naturligt !) 3-dimensionella
fals ﬁ, och vi vill ersitta kurvan v med en C'-yta S och lingd elementet dr
med det motsvarande area elementet dS for att fa en ytintegral. Nar kan vi
gora detta meningsfullt ?

Forst notera att kurvintegralen f7 F.idr har ingen meningsfull ‘yta analog’

eftersom det finns inte en unik rikning ¢ tangent till en yta i en punkt - det
finns faktist ett helt plan tangent till ytan.

A andra sidan finns det ju ett unik par av anti-parallella riktningar nor-
mal till ytan i varje punkt. Alltsa, om vi viljer en av dessa riktningar i
varje punkt, blir yttrycket 2 meningsfull. Men for att kunna integrera
det, maste uttrycket vara kontinuerligt, dvs maste vi kunna valja riktnin-
gen 7 kontinuerligt pa hela ytan. Detta behov motiverar féljande definition :

DEFINITION : Den C'-ytan S kallas for orienterbar om det finns ett kontin-
uerligt val av normalvektoren pa hela ytan. Om S ar orienterbar, da bestar
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en orientering av S av ett sadant kontinuerligt val.

Det finns icke-orienterbara ytor : det klassiska exemplet ar ett Mobius band
(se kurshemsidan). Intuitivt, en yta &r orienterbar om den har tva sidor. I
detta fall, fir man en orientering av ytan genom att vilja en sida och att
valja den normalriktningen i varje punkt som pekar mot denna sida.

De flesta vanliga ytor ar 2-sidade, alltsa orienterbara. Ett viktigt speciellt
fall ir nir ytan ir randen till ndgot kompakt omrade V i R3. D4 representerar
V en sida och resten av R® den andra sidan. Denna #r den situation som
betraktas i foljande viktiga sats :

Sats (Gauss’ divergens sats). Ldt den C'-ytan S begrinsa det kom-
pakta omrddet V i R3. Ldt F vara ett vektorfdlt som ar C' i ndgot oppet
omrade  som innehaller V. Da har vi att

//Sﬁ-ﬁ,dsz///vvﬁdv, (57)

om S ar orienterad sd att i pekar ut fran V i varje punkt.

BEVIs : Gavs i foreldsningen. Notera att (57) dr en direkt generalisering av
versionen (48) av Green’s sats i planet. Alltsa ar det ingen Gverraskning att
de bevisen av de tva satserna ar mycket liknande. Vi bevisar den Divergens
satsen, som i boken, bara med det extra villkoret att V kan delas upp i
andliga manga delomrade V;, W;, X;; av formen respektivt

Vi= {(a:,y,z) : ("Bay) € D, ai(fﬂay) <z< /Bl(may)} (58)
Wj = {(x,y,z) : (:L‘,Z) € Ej’ ’7]'(3"’2) <y< 5](.7,‘,,2)} (59)
X = {(:c,y,z) : (yaz) € Fy, ek(yaz) <z< ¢k(yaz)}’ (60)

dar alla «;, B;, 4, 05, €k, Px ar kontinuerliga och Green’s sats galler alla tva dimensionella
kompakta omrade D;, E;, Fj,.

Om F = (P,Q, R) da kan vi bevisa direkt, genom att berikna limpliga
itererade integraler att, respektivt,

//BW(O,O,R)-deS:///Waa_]:dV (61)
/éwj(O,Q,O)-ﬂdsz///Wj%dV (©2)

(P,0,0) - 7 dS = oF . (63)
//3Xk ///Xk oz
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Nér vi tar summorna av de hogra lederna i (61), (62) och (63) far vi den
hogra leden av (57) enligt definitionen av trippelintegraler. Detsamma géiller
de vanster lederna pa grund av att alla ytintegraler i inren till V' kancellerar
om varje delomrade ar orienterad med 7 pekande ut.

ANMARKNING : Den vénster leden i (57) tolkas som flodet av F ut av
V. Om F representerar nagon material stromning, da sager (57) att V - F
mater den lokala produktionen av materialen.

EXEMPEL : Gauss’ lag i electrostatik (ett fysisk lag !) sdger (i vakuum)
att, med S, V och 7 som i ovanstaende sats,

/ / eof -71dS = total laddning i omradet V, (64)
S

dir ep ~ 8.854 x 10712 C>N~'m~2 &r en universell konstant. Detta lag &r
faktiskt ekvivalent med det mer vanliga Coulomb’s laget.

Om laddningen i V ar distribuerad sa att den lokala laddnings densiteten
ges av p = p(z,y, z), da siger Gauss’ lag att

//Sﬁ-ﬁdS:///VpdV. (65)

Men (antagande att filtet ir C', som betyder fysiskt att det finns inga
idealiserade punkt laddningar) den Divergens satsen sdger att

//Sﬁ-ﬁdszf//vﬁ-ﬁdv. (66)

D4 foljer det frin Lemman nere att
6'.@’:/)/60, (67)

som ar en av Maxwell’s ekvationer.

Lemma. Ldt f : Q C R* — R wvara kontinuerlig, dar Q dr oppen, och
antag att [, f dV =0 for varje kompakt delomrade V till Q. Da ar f =0
overallt i €.

BEvis : Antag att f(P) # 0, sig f(P) > 0. Ty f ar kontinuerlig och

) 6ppen, finns det 7 > 0 sa att B[P,r] C Q och f > 0 overallt i B[P, r].
D4 ar fB[P,r] fdV > 0, en motsagelse.
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8 Sammandrag av forelasning 8
Torsdag 25/11/99

Stokes’ sats

Vi vill generalisera version (47) av Green’s sats. Betrakta en gang till en
parameteriserad yta i rummet,

S = {#(s,t) : (s,t) € D C R?}.

Om D ér kompakt med en styckvis C'-rand 8D, da ir {7(s,t) : (s,t) € 0D}
en sluten, C'-kurva i rummet som ‘begransar’ S. Vi betecknar denna kurva
som 3S. Nu kan vi framstilla Stokes’ sats :

Stoke’s sats.® Ldt 0S vara en sluten, styckvis C'-kurva som begrinsar den
Cl-ytan S i rummet. Lat F vara ett C'-vektorfilt i ndgot éppet omrdde Q
som innehaler S. Da ar

74 F”-Edv«://(ﬁxf)-ﬁds, (68)
as S

ddr S och 9S dr orienterade sd att 7 x t pekar in mot S.

ANMAARKNING : I ord, 05 ar orienterad si att S ligger till vinster av
0S. Kom ihag att reglerna for rikningar av vektor produkter ges av den
sa kallade hogra hands regeln som ar ekvivalent med de tre formulerna

— — —

€z X €y = €, y X €, =€y, €,XEy =8y (69)

BEevis : (Liksom i boken). Vi bevisar satsen under det extra villkoret att
S kan delas upp i #ndliga ménga kompakta C?-funktionsytor Si, ..., S, dvs
varje S; har formen

Si = {(,y, fi(z,)) : (z,y) € D; CR?}, (70)

5Stokes’ sats bevisades inte faktiskt av Stokes. Det var den fysikern Kelvin som forst
skrev ner satsen i ett privat brev till Stokes i 1850. Satsen visade sig offentligt den forsta
gangen som ett tentamensproblem av Stokes pa Cambridge i 1854.
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dir f; ar en C?-funktion i ndgot 6ppet delmingd till R? som innehaller det
kompakta omradet D;, som har dessutom en styckvis-C' rand orienterad
liksom 0.;.

Vi bevisar direkt, med hjilp av Green’s sats (de berikningarna ar ganska
langa), att for varje 4

/ F’-fdr:// (Vx F)-nds. (71)
a5S; S;

Nar vi summerar 6ver alla S;, di kancellerar alla kurvintegraler i inren till

S och far vi (68).

Konservativa falt och potentialer

Den definition av begreppet ‘konservativt’ i R? &r detsamma som i R?.

DEFINITION 1 : Lit F vara ett kontinuerligt vektorfalt i det 6ppna omradet
Q. F Xkallas for konservativt om 557 F.d7 = 0 for varje sluten, C''-kurva i €.

Nista sats generaliserar Sats 1, forelasning 6 och har exakt samma
bevis :

Sats 1. Det kontinuerliga F dr konservativt i Q om och endast om det
finns en C-funktion U(z,y,2) i Q sd att F = VU.

Funktionen U kallas f6r en potentialfunktion till F som vanligt.

Nu ger vi en generalisering av Sats 2, foreldsning 6 som anviands om man ar
bara interesserad av om faltet ar konservativt eller ej, och inte av att ange
en explicit potentialfunktion. Forst, maste vi utviga definitionen av enkelt
sammanhangandehet. Vi ger tva definitioner :

DEFINITION 2 (intuitiv, giller bara R®) : En delmingd Q C R3 kallas
for enkelt sammanhdangande om ) ar bagvis s.h. och varje sluten kurva i Q2

begransar nigon kontinuerlig yta som ligger helt i €.

OBS! Medan (whereas) R? minus en punkt dr inte enk. s.h., R® minus
en punkt AR enk.. s.h. enligt denna definition. Ett exempel av en bagvis
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s.h., icke-enk. s.h. delmingd till R &r komplementet av en rit linje. En
kontinuerlig yta som begriansar en kurva kring linjen maste moéta linjen.

Jag tror att det ar vird att ge en precis definition av enkelt sammanhingandehet
(definition 4 nere) som kan utvigas till alla topologiska rum. Forst behover
vi ett begrepp till :

DEFINITION 3 : Lat vy : [a,b] — R" vara en kurva. En kontinuerlig de-
formation av v ar en kontinuerlig funktion F': [a,b] X [0,1] — R" sa att

(i) F(s,0) = 7(s), for a < s <b.
(ii) F(a,t) =v(a) for 0 <t < 1.
(ii) F(b,t) = v(b) for 0 < t < 1.

Da har vi

DEFINITION 4 : En delmangd 2 C R" kallas for enkelt sammanhdngande
om £ ar bagvis s.h. och varje sluten kurva i Q kan deformeras kontinuerligt,
i, till en punkt”.

Nu kan vi generalisera Sats 2, forelasning 6 :

Sats 2. (i) Lit F vara ett C'-vektorfdlt i det oppna, enkelt s.h. omradet
Q C R3. Dé dr F konservativt i Q om och endast om

— -

§><F

(72)
overallt 1 €.

(ii) Om Q inte dar enkelt s.h., da dar (72) fortfarande ett nédvindigt vil-
lkor for ett konservativt C'-filt.

1 allména omrade € fixerar vi en baspunkt P och betraktar alla slutna kurvor med
begynnelse punkt P. Tva sadana kurvor -1, y2 sdgs vara ekvivalenta om 1 kan deformeras
till v2 i . Man kontrollerar ldtt att detta dr en ekvivalens relation. De ekvivalensa
klasserna utgdr en grupp (mulitplikation dr sammansattning - maste kontollera att den
dr vél-definierad - inversion svarar mot orientations véxling, och det enhets elementet ar
den konstanta kurvan vid P) som kallas for den fondamentala gruppen av Q med avseende
pad P och betecknas m1(Q, P). Om § dr bagvis s.h., da &r m1(Q, P) oberoende av P och
kallas helt enkelt fér den fondamentala gruppen av Q och betecknas 71(Q2). Till exempel,
om Q = R3 — en rit linje, da ir m (Q) = Z.
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BEVIS : Bevis av (ii) anvinder ekv. (73) nere (se ocksa Ovning 13(a)
pa stencilen). Bevis av (i) anvinder Stokes’ sats.

Relationer mellan curl, div och grad

Det finns manga formuler som relaterar dessa tre ‘vektor operatorer’. Har
ar en kort lista, som togs fran [1]. Vektorfalt betecknas med F' och G och
skalarfalt med ¢ :

Vx(Vg) =0 (73)
V- (VxF) = 0 (74)
Vx(VxF) = V(V-F)-AF (75)
V- (*xé) = é-(ﬁxﬁ)—ﬁ-(ﬁxé) (76)

V-(¢F) = ¢(V-F)+F- (V¢ (77)

Vx (¢0F) = ¢(VxF)+(V¢) x F (78)

V(F-G) = Fx(9xG)+(F-9)G+Gx (IxF)+ (G TyF
Vx (Fx@) = (G-V)F—(F-V)G-G(V-F)+F(VxG) (80

ANMARKNINGAR : Sats 2 ovan ger en motsats till (73), &tminstone i enkelt
s.h. omrade. Det finns en liknande motsats till (74), ndmligen om det
vektorfiltet B satisfierar V - B = 0, d& finns det (under vissa villkor) ett
vektorfilt A si att B = V x A. Filtet A i sa fall kallas for en vektorpotential
till B. Dessa uppstar i elektromagnetik eftersom det magnetiska faltet ar
alltid divergens-fri (se nésta foreldsning).

Ekv. (75) ar ocksa viktig. Den anvinds t.ex. for att deducera den elek-
tromagnetiska vagekvationen fran Maxwell’s ekvationer (se nasta foreldsning
+ 6vning 17 pa inlimningsuppgift 1). Har kallas operatoren A for den Lapla-

ctan och ges av
0? 0? 0?
“o? oy "o
Ekv. (76) finns i PB utan bevis. Bade (77) och (78) kan tolkas som gen-
eraliseringar av Leibniz’ regeln for differentiation av produkter. OK, bade

(79) och (80) ar lite svarare att tolka !

(81)
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9 Sammandrag av forelasning 9
Tisdag 30/11/99

Den material som diskuterades i denna féreldasning ar supplementir och
behovs e for tentan. Alltsa, om du ar interesserad, gé till den supplementara
kursmaterialen pd hemsidan.
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10 Sammandrag av forelasning 10
Torsdag 2/12/99

Serier

Det eventuella malet av resten av kursen ar att undersoka och skapa nagon
slags teori for reellvarda funktioner av EN reell variabel som ar definierade
genom oandliga summor av andra sadana funktioner. Dvs, kommer vi att
undersoka funktioner f(z) av formen

o
fl@) =3 fala), (82)
n=1
fér nagon f6ljd av funktioner fi, fo,.... Vi studerar sadana saker eftersom

(i) fran en synpunkt, ar det ofta passande, i matematik och dess tillimpningar,
att forsoka representera en funktion i termer av enkla/elementéara funktioner
med hjalp av en oandlig serie. Till exempel, ni har redan mott i envariabel-
analys den MacLaurin/Taylor utvecklingen av en C*° funktion. Hér, de
elementara funktionerna i serien ar bara potenser av z. Senare, kommer
vi att studera en annan typ av serie representation, den si kallade Fourier
expansion av en periodisk, kontinuerlig funktion. Héar, de elementéira funk-
tionerna i serien ar cos(nz) och sin(nz). Fourier serier har manga viktiga
tillampningar, sarskilt i elektroteknik.

(ii) fran en annan synpunkt, dr den en kraftfull metod for att skapa nya
funktioner.

I matematisk analys, om vi tar synpunkt (ii) da ar vi mest interesserade
av vilka ‘skona analytiska egenskaper’ av de termerna, i serien ‘are inherited
by’ deras summa. Typiska fragor som stalls ar, t.ex.:

(a) Om alla f; &r C*, nir giller detsamma deras summa ?

(b) néir kan vi differentiera/integrera summan termvis ?

Vi kommer att bevisa satser som ger ganska bra svar till dessa fragor.
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Om man tar synpunkt (i), da 4r man interesserad av en till och med mer
fondamental fraga, namligen : nar ar den serie representationen av en funk-
tion ‘korrekt’ ?

For att battre forklara vad jag menar, tag t.ex. den Taylor utvecklingen
av en C'°-funktion. Konstiga saker kan handa -

(a) I del 1 av kursen, triffade vi funktionen f(z) = e /%" och sig att
den MacLaurin utvecklingen av denna funktion ar identiskt noll. Sa hér har
vi en MacLaurin utveckling som konvergerar till ett fel svar.

(b) Till och med konstigare, finns det en sats av Borel som sédger att varje
oandlig potensserie Y ,° janz™ dr den MacLaurin utvecklingen av nagon
C>-funktion. Alltsé, finns det skona, snygga C'°°-funktioner vars MacLau-
rin utvecklingar ‘blow up like balloons’ och konvergerar inte alls !

Fran ovanstaende diskussion ser vi att det fondamentala problemet i detta
amne ar konvergens av oidndliga serier av funktioner. Innan vi kan analysera
detta problem for serier av funktioner méaste vi dock ha en bra uppfattning
av det analogiska problemet for serier av vanliga tal, eftersom en serie av
funktioner f,,(z) ger en serie av reella tal for varje virde av z.

Serier av reella tal

En stor del av denna material har ni redan sett i envariabelanalys, sa gar vi
ganska snabbt. Forst och framst, kom ihdg den definition av konvergens av
en FOLJD av reella tal.

DEFINITION 1(a) : Den foljden (z,) av reella tal konvergerar till det reella
talet L om, for varje € > 0 finns det N, >> 0 si att

n>Ne= |z, — L| <e. (83)

DEFINITION 1(b) : Den foljden (z,) gar mot +oo om, for varje R > 0 finns
det Ng >> 0 sa att
n > Ng = z, > R. (84)

DEFINITION 1(c) : Den f6ljden (z,) gdr mot —co om, for varje R > 0 finns
det Ng >> 0 sa att
n> Nr = z, < —R. (85)
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Alltsa, for en allmén 6ljd (z,) av reella tal finns det 4 mogligheter :

(i) z, — L for nagot reellt tal L.
(ii) zp — +o0.

(iii) z, — —00.

(iv) z, gar ingenstans/‘oscillerar’.

Det begrepp av konvergens for serier definieras i termer av det motsvarande
begreppet for foljder. Vi har

DEFINITION 2 : Lat (a,)22; vara en odndlig foljd av reella tal. Satt S, :=
Y k=1 ak. Om foljden (S,,) konvergerar till det reella talet L da skriver vi

o0
Z a, =L, (86)
n=1

och sédger att serien konvergerar. Om foljden (S,) inte konvergerar till ett
reellt tal, da siger vi att serien divergerar. Men om S,, — 400 (resp. —o0)
dé& skriver vi fortfarande att

i a, = +0o (resp. —00). (87)

n=1

Den centrala problemet i studium av serier av reella tal ar foljande, i tva
delar :

DEL 1 : For en given foljd (ay) av tal, bestdm om ) a,, konvergerar.
DEL 2 : Om serien konvergerar, bestam dess varde.

Jag hoppas att det inte dr en 6verraskning for er att det finns ingen allmén
16sning till del 18. Del 2 ér oftast hopplost utan numeriska metoder. Det
finns nagra serier vars summor kan skrivas ner med en explicit formul, och
nagra isolerade imponerande resultat liksom Eulers’ beromd formul

1 2
—= n? 6

8Det #r en icke-svar Svning i matematisk logik att bevisa att det finns inget dator-
program som tar som input en godtycklig f6ljd (a, ) av reella tal, och ger som output ‘JA’
om Y an konvergerar och ‘NEJ’ annars.




men i allménhet maste vi ndja oss med att approximera seriens varde battre
och bittre genom att summera mer och mer termer (med hjilp av en dator).

Men hér finns det fortfarande en central teoretisk komponent : nir man
gor en numerisk berdkning, maste man veta pa féorhand hur snabbt serien
konvergerar, sa att man vet hur bra en approximation man fir genom att
summera ett visst antal termer.

Det finna ocks3 tillimpningar dir man jobbar med divergenta serier som
gar mot +0o och ar interesserad av hur snabbt serien vixer. Alltsa har vi
en lite mer ambitiés, men mycket mer realistisk, reformulering av del 2,
namligen :

DEL 2’ : Om en serie konvergerar, bestim hur snabbt den gor si. Om
serien gar mot +o0o0, bestdm hur snabbt den vaxer.

Var strategi i studium av serier ar foljande :

STEG 1 : Skriva ner nagra typer av konvergenta serier vars exakta véirde
kan 1att beraknas genom t.ex. att skaffa en explicit formul, och nagra andra
divergenta serier vars divergens kan latt bevisas.

STEG 2 : Forsoka jamfora andra serier med dessa. Har hoppas du ocksa att
dina jamforelser kommer att ge bra information med hansyn till DEL 2/ ovan.

STEG 3 : I det varsta fallet, formulera allmdna nodvindiga/tillrickliga vil-
lkor for konvergens/divergens av vissa typer av serier som ger ingen infor-
mation med hiansyn till DEL 2'.

STEG 1 : NAGRA GRUNDLAGGANDE SERIER

A. Den sa kallade Harmoniska serien. Vi vet att
> 1
D — =+oo. (89)
n
n=1
Notera att detta resultat kan bevisas utan dven kalkyl - alltsd, ar det
fornuftigt att betrakta det som ett fondamentalt resultat.
Notera ocksa den néstan trivialla propositionen (som tillhér Steg 3, men
ar sa latt att vi kan framstéilla den hér) att om )" a,, konvergerar da maste
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an — 0. Den harmoniska serien ar det standarda exemplet som visar att
den motsats av denna proposition stimmer inte.

B. Geometriska serier. Kom ihag att
(90)

Vi far direkt den odndliga versionen av detta resultat, namligen
pr divergent, annars.

C. Teleskopande serier. Lat (b,) vara en f6ljd av tal och inleda en ny f6ljd
(an) genom
ap, = by — bpt1. (92)

Serien ) ay, kallas for teleskopande. Om b, — L (resp. 400, —00, ingenstans),
da har vi att

o
Z apn = by — L (resp. —o0, +00, ingenting). (93)
n=1

EXEMPEL : Y 2, m = 1. Vi far detta genom att skriva —n(n1+1) =
1 1

n n+1"°

STEG 2 : JAMFORELSER

De enklaste jamforelsekriteria handlar om serier med positiva termer. Den
Monoton Konvergens satsen antyder att en sidan serie antingen konvergerar
eller gar mot +oo. Alltsa har serien alltid ‘ett varde’. Idag kommer vi ihag,
och bevisar inte, tva satser som ni har redan sett i envariabelanalys. Bevis

finns i GLO, s. 61-64.

Sats 1 (allmén jamforelsekriterium). Lat (a,), (b,) vara foljder av pos-
itiva tal.

Version 1 : (i) Om a, < by, for alla n och Y b, konvergerar, dd konvergerar

> ay.
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(i) Om an < by, for alla n och Y a, divergerar, da divergerar ) by,.
Version 2 : (i) Om ay, < by, for allan >> 0 och Y by, konvergerar, da konvergerar
> an.

(i) Om a, < by, for allam >> 0 och > a,, divergerar, dd divergerar 'y, by,.

Version 8 : Om lim,,_, Z—Z ezisterar och ar ett icke-noll reellt tal, dd konvergerar
> an omm Y b, konvergerar.

ANMARKNING : Notera att detta allmént kriterium ar mycket anvandbart
for bade DEL 1 och DEL 2.

EXEMPEL : Vi betraktade de 4 serierna

SR
:n n=1 n:1n+\/ﬁ n=1

Sats 2 (integral test). Ldt f(x) vara en positiv, avtagande, kontinuerlig
funktion i intervallen © > 1. Da konvergerar serien Y .- f(n) omm det-
samma galler [° f(z) dz. Mer precist,

[Trwae<S s <+ [“ (99

ANMARKNING : Notera att (94) ger en analytisk approximation till seriens

EXAKT virde om vi kan integrera f(z) analytiskt (dvs, ange en primitiv
funktion). Annars, siger (94) ingenting anvindbar m.a.p. DEL 2 eftersom
en numerisk berakning av integralen ar mer eller mindre ekvivalent med att
berdkna seriens partiella summor.

EXEMPEL : Denna sats kan anvands for att bevisa latt att bade

<1

Zn—a och Z

— lnn

konvergerar om och endast om « > 1. Beviset ges i boken (s. 65).
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11 Sammandrag av forelasning 11
Tisdag 7/12/99

De flesta metoder som vi kommer att diskutera idag tillh6r STEG 3 av det
program som skisserades i den sista forelasningen, dvs vi ar interesserad av
att hitta allmana villkor som garanterar konvergens av vissa typer av serier
medan vi struntar i frigor om ‘konvergens hastighet’.

Allména serier (icke-positiva termer)

Vi ar interesserad av att studera serier av godtyckliga komplexa tal. Forst
har vi

Proposition. Lat (z,) vara en foljd av kompleza tal, sig z, = x, + iyn.
Da konvergerar " z, om och endast om bade > x,, och Yy, konvergerar. I

sa fall ar
Z Zn = (Z iL‘n) +1 (Z yn) . (95)

BEvVIs : Mycket latt och solklart (dvs en 6vning !).

Fran en synpunkt siger den hir propositionen att nir man undersoker kon-
vergens av serier, racker det att betrakta serier av reella tal.

En annan synpunkt, som ar ocksa mycket viktig, &r att propositionen kan
anvands for att bevisa konvergens av en serie av reella tal genom att skriva
serien som den reella delen av en serie av komplexa tal och da att bevisa
konvergens av den komplexa serien. Denna ar en trick som anvands ganska
ofta eftersom det visar sig ofta mycket enklare att bevisa konvergens av den
komplexa serien.’ Det klassiska exemplet behandlas i 6vning 8, avsnitt 2.1
i GLO (som vi Iste i morse). Aven om vi betraktar divergenta serier kan
den édndliga versionen av (95) vara anvandbar, ndmligen

i 2k = <i :ck> +1 (i yk> . (96)
k=1 k=1 k=1

°I naturvetenskapliga tillimpningar, de funktioner som beskriver fysiska processer ar,
i slutet av dagen, reella, men det ar ofta mycket littare att genomfora berdkningar med
komplexa funktioner. Dessa funktioner uppstar oftast som losningar till diffekvationer
(jag tror att ni maste har sett sddana saker i envariabelanalys eller linjar algebra). I slutet
av berdkningen, tar man den reella (eller imaginira) delen av 16sningen for att fa en fysisk
tolkning.
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Dvs, kan vi ofta skriva ner en explicit formul for den vanstra leden och
alltsa fa formuler for de summerna pa hogra sidan.

EXEMPEL (fran lektionen) : Vi utvigade Svning 8, avsnitt 2.1. For en
godtycklig r > 0 fick vi att

= 1— g —rntt 1)6 — r"*2 cos nf
3 v cos k) = T COS rl . (:208(7;4— )‘9 ™2 cosn (97)
= r2 — 2r cos
n et g _nt2
Zrk sinkd — rsind —r Sln2(n—|— 1)6 —r SlnnG. (98)
= 1472 —2rcosé
Det viktigaste fallet ar » = 1 dar vi far alltsa
" 1 0 1)0
3" cos kO = - coan(;l— cos(n9+ ) (99)
= — cos 6)
zn:sinkB __ sind  sinnf+sin(n+1)¢ (100)
= ~ 2(1 —cos ) 2(1 — cos9) )

Dessa uttryck konvergerar inte naturligtvis nar n — oo, men man ser direkt
att de ar BEGRANSADE, om @ inte dr en multipel av 2. Detta ar viktigt
i manga tillimpningar till Fourier serier (se nere).

RIEMANN’S SATS

Man maste skilja mellan tva olika typer av konvergens for serier med icke-
positiva termer, som forklaras av foljande definition :

DEFINITION : En konvergent serie )" a, av komplexa tal kallas for absolut
konvergent om Y |a,| konvergerar. Annars, siger vi att serien ar betingad
konvergent (eng.: conditionally convergent).

De skonaste serierna #ir de som #r absolut konvergenta. A andra sidan
ar det konvergens problemet for andra serier, frdn en viss synpunkt, inte
ens vildefinierad. Situationen sammanfattas i foljande imponerande sats av
Riemann :

Sats (Riemann). (i) Om Y a, dr betingad konvergent da for varje reellt
tal s finns det en omskrivning av serien som konvergerar till s. Det finns
ocksa omskrivningar som konvergerar till 400 eller —oo eller som konverg-
erar inte alls (oscillerar).
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(ii) Om Y ay, dr absolut konvergent, da konvergerar varje omskrivning till
samma varde.

BEvVIS : Jag skisserade ett bevis som ni inte behover lara er for tentan.

Trots att situationen ar alltsa lite forvirrande for betingade konvergenta
serier, finns det manga tillampningar dar uppstar sddana serier. Alltsa, kan
vi inte strunta i dem i féljande diskussion.

DIRICHLET’S TEST OCH ABEL’S FORMUL

Det finns méanga viktiga serier som har formen
(o]
> axby, (101)
k=1

dar (ag) och (by) ar tva olika foljder sa att foljden (bg) ar av en vilkinnd
och valférstod typ (fran synpunkten av konvergens atminstone), men de
termerna ay ar, mer eller mindre, godtyckliga. Man tanker pa de ay som
koefficienterna i serien.

Vi ger fyra exempel av sadana serier :

A. Potensserier : Dessa ar serier av formen
o0
> arz® (2 € Q). (102)
k=0

Hir, b, = 2*, en geometrisk foljd.
B. Fourier serier : Dessa ar serier av formen

o o
Z apcoskx eller Z ay sin kz. (103)
k=0 k=0

Har by = cos kx (resp. sinkz).

C. Alternerande serier : Ett viktigt speciellt fall av A. dar vi satter z = —1
och betraktar serier av formen

> (=D*ay, (104)



dir de ay Ar positiva reella tal. Har by = (—1)*.

D. Dirichlet serier : Uppstar 6verallt i (analytisk) talteori. Serier av formen
o) a
> o (s € C). (105)
k=1

Har by = % Vi diskuterar inte dessa serier s mycket i denna kurs. Dirich-
let inledade dem i beviset av sin beromda sats om aritmetiska foljder av
heltal.?

Idéen bakom Dirichlet’s test ar att anta att f6ljden by atminstone inte ‘blaser
upp’ och da att hitta tillrickliga villkor pa den f6ljden av koefficienterna ay
som garanterar konvergens av serien (102). Han upptéackte foljande sats :

Sats 1 (Dirichlet’s test). Lat (ay),(bx) vara tva foljder av reella tal.
Antag att

(i) de partiella summerna By, = > ;_; by utgor en begransad foljd.
(ii) foljden (ay) dr avtagande.

Da konvergerar Y 3= aby.
BEVIS : Det moderna beviset anvinder Abel’s summationsformul, ndmligen

Lemma (Abel). Lat (ay), (bx) vara kompleza talfoljder. Da, for1 <m <n
galler

n

n
Z akbk = an+1Bn — am+1Bm + Z (ak - ak+1)Bk. (106)
k=m+1 k=m+1

Vi bevisade lemman och deducerade satsen, liksom i boken (s. 69-70).

Nu tillampar vi detta resultat till tre av de ovanstaende fyra typer av serier.
Tillaimpningen till potensserier (typ A) uppskyttas till ndsta avsnitt.

0Varje aritmetisk f6ljd {a+nb : n > 0} av heltal s3 att gcd(a,b) = 1 innehaller osindliga
manga primtal.
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B. Fourier serier : Enligt diskussionen efter (99) och (100) uppfyller se-
rier av formen (103) det forsta villkoret i formuleringen av Dirichlet’s test.
Alltsa, far vi féljande korollarium av Dirichlet :

Korollarium 1.1 Lat (ag) vara en avtagande foljd av positiva reella tal
som konvergerar till noll. Da konvergerar bada Fourier serier

o o0
Z apcoskx och Z ap sinkzx,
k=1 k=1
for alla = € (0,27).
C. Alternerande serier : B, = —1 f6r udde n och B, = 0 for jamt n.

Alltsa uppfylls villkor (i) och far vi f6ljande korollarium till Dirichlet (som
gar hela vigen tillbaka till Leibniz !) :

Korollarium 1.2 Lat (a) vara en avtagande foljd av positiva heltal som
konvergerar till noll. Da konvergerar den alternerande serien Ez’;l(—l)kak.

ANMARKNING : Det ar klart att villkoret ay — 0 dr nodvandigt i kor. 1.2 -
annars gar den k:te termen inte mot noll. Det ar lite mer av en utmaning
att skapa en (icke-avtagande) foljd (ax) av positiva tal som gar mot noll,
men sé att 3 (—1)¥ay, inte konvergerar (se inlimningsuppgift nr. 2).

D. Dirichlet serier : Vi framstéller foljande resultat utan bevis (beviset
ar inte svart - du kan forsoka dig sjélv !)

Korollarium 1.3 Om serien Y a,n™*® konvergerar for nagon sy € C da

konvergerar den for alla s sa att Re(s) > Re(sy). Alltsa konvergerar en
Dirichlet serie i ett halvtplan.

POTENSSERIER

Den huvudsatsen om potensserier som vi vill antligen bevisa ar foljande :

Sats. Det finns en konstant R > 0 (kanske R = +00) sd att den potensse-
rien Y. anz" konvergerar absolut for |z| < R och divergerar for |z| > R. Mer
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precist,

= limsup|a,|'/" (Hadamard’s formul). (107)

R n—oo

ANMARKNINGAR : (a) R kallas for seriens konvergensradie.

(b) Beviset av denna sats anviander inte Dirichlet’s test.

(c) Satsen siger ingenting om vad som hinder pa ‘randcirkeln’ |z| = R. Ofta
anvands Dirichlet’s test for att undersoka var serien konvergerar pa denna
cirkel, men metoden fungerar inte alltid och det finns faktist ingen allman
metod. Det kan bli mycket svart att analysera en potensserie pa dess rand-
cirkel.

Det forsta steget i beviset av satsen ar att forklara den nya teminologin
‘lim sup’.

DEFINITION : Lat (a,) vara en f6ljd av reella tal. Vi definierar

lim sup ay, def lim (supak) (108)
n—00 n=00 \ k>n

och
liminfa, ' lim (inf ak). (109)
n—00 n—00 \k>n

Notera att bade limsup och liminf av en godtycklig (konvergent eller diver-
gent) foljd av reella tal existerar, om vi tilliter 00 som gransvéarde, efterom
i (108) resp. (109) tar vi lim av en avtagande resp. vixande foljd.

De viktiga egsnskaperna hos limsup och liminf sammanfattas i foljande
proposition, som ar valvard att bevisa i sin helhet :

Proposition. (i) limsupa, = +00 < (ay) uppat obegransad.
(#) liminfa,, = —c0 & (a,) neddt obegransad.

(iii) Om limsupa, = [ da for varje € > 0 finns det bara dndliga mdnga
n sa att ap > 1+ ¢, men det finns oandliga mdnga n sa att an, > 1 — €.

(iv) Om liminfa, = [ da for varje € > 0 finns det bara dandliga mdnga
n sa att a, <l — €, men det finns oandliga manga n sa att a, <[+ €.
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(v) liminf a, < limsupa,.

(vi) liminfa, = limsupa, < lima, ezisterar och i sa fall dr lima, =
lim inf a,, = lim sup a,,.

BEvIS : Gavs i forelasningen. Vissa delar finns i boken.
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12 Sammandrag av forelasning 12
Torsdag 9/12/99

Sats (Rotkriteriet). Lat (ay) vara en foljd av kompleza tal. Sdtt
L = limsup |a,|*/™. (110)

(i) Om L < 1, da konvergerar Y |ay|.
(1)) Om L > 1 da divergerar Y ay,.

ANMARKNING : Notera att denna sats ger ingen information om L = 1.
Satsen vore faktiskt mycket mer kraftfull om det inte var si manga serier
med L = 1.

BEVIS : Gavs i foreldsningen. Notera att i beviset anvindade vi del (iii)
av den sista propositionen i féreldsning 11.

Korollarium (Kvotkriteriet). Lat (ay,) vara en foljd av komplexa tal.
Antag att

nll)ngo existerar, = L sdg. (111)

anp

(i) Om L < 1 da konvergerar Y |ay|.
(i) Om L > 1 da divergerar Y a,.

BEVIS : Man visar att (110) antyder (111). Gavs i féreldsningen.

Den huvudsats for potensserier (se foreldsning 11) kan ocksa deduceras fran
det Rotkriteriet, som vi visade i foreldsningen.

Foljder och serier av funktioner

I forsta hand koncentrerar vi pa foljder eftersom en serie ar bara en viss typ
av f0ljd. Den fondamentala definitionen i detta &mne ar foljande

DEFINITION : Lat D C R och lat (f,) vara en f5ljd av reellvirda funktioner

med gemensam definitionsmangd D. Vi sdger att foljden (f,) konvergerar
punktvis pa D om, for varje z € D, den foljd (f,(z)) ar en konvergent foljd
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av reella tal. I s& fall definierar vi en funktion f : D — R genom

f@) L tim fo(a). (112)

n—oo

Denna funktion kallas for den gransfunktion till foljden (f,). Man skriver
symboliskt f, — f.

Betrakta foljande intuitiv hierarki av egenskaper hos reellvirda funktioner!!:

‘ Lebesgue matbar ‘

‘ Riemann integrerbar ‘

C° = kontinuerlig

C' = kontinuerligt differentierbar

C* = k-ganger kontinuerligt differentierbar

Utan att vara mycket precis, de egenskaper mot toppen av hierarkin dgas
av mer funktioner, alltsd ar svagare och svarare att analysera men mer
allména. Vi har ocksa tva operationer pa reellviarda funktioner, ndmligen
‘integration’ och ‘differentiation’, som tar man ner (resp. upp) i hierarkin.

"Jag medger att diagrammet &r imprecist. Till exempel kan man inte ens prata
om differentierbarhet om definitionsméngden inte &r 6ppen. Ocksa har ni kanske bara
sett en teori av Riemann integration Gver slutna intervaller. Men om vi glommer dessa
‘technicalities’ just nu, tror jag att diagrammet har fortfarande sitt virde for en inutitiv
uppfattning av det problem som vi kommer att diskutera nere.
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Just nu har vi definierat en ny operation pa foljder av reellviarda funk-
tioner, namligen formation av gransfunktioner. Den centrala frigan i detta
amne ar hur man ror sig i ovanstaende figuren niar man konstruerar
gransfunktioner.

Nu 14t oss vara mer precis, och stélla fyra viktiga och naturliga fragor :

FRAGA 1 : Lt (fy) vara en foljd av reellvarda funktioner med gemensam
definitionsméngd D. Antag att f, — f pa D. Om varje f, ar kontinuerlig
pa D, maste detsamma gilla f 7

SVAR : Nej ! som visas av foljande exempel. Lat D = [0,1], f, = z™.
D3 ar varje f, tydligen kontinuerlig, till och med C'*°. Men f,, — f dar

{2 =

Alltsa har f en diskontinuitet vid z = 1.

FrRAGA 2 : Lat (f,) vara en foljd av reellvarda funktioner med gemen-
sam definitionsmangd D = [a, b], en dndlig sluten intervall. Antag att varje
fn ar Riemann integrerbar och att f,, — f.

(i) Maste f vara Riemann integrerbar ?

(ii) Antag att f AR Riemann integrerbar ? Maste

lim /abfn(a:) dw:/abf(w) dz 7 (114)

n—0Q

SVAR : (i) Nej !!!' Att ge ett explicit exempel vore lite for abstrakt for denna
kurs, men de finns ! A andra sidan kan man bevisa litt (nir man kinner
de lampliga definitionerna) att grinsen till varje punktivs konvergent 61jd
av Lebesgue mitbara funktioner dr ocksa Leb. mat. Detta visar en gang
till varfor Lebesgue’s teori av integration ar mycket mer tillfredstallande dn
Riemanns teori.

(ii) Nej ! som visas av foljande exempel. Lat D = [0,1] och fp(z) =
(n+ 1)z" — (n+ 1)z™". Notera att varje f, ar C*°. Man kontrollerar litt
att f, konvergerar punktivs till den nolla funktionen, alltsa ar fol f=0.
A andra sidan beriknar man ocksa litt att fol fn=1- nﬂj;—ll — 1.

OBs! Man kan modifiera detta exempel for att skapa en punktvis konver-
gent foljd (fy) sa att fol fn inte ens konvergerar (se inlimningsuppgift nr. 2).
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FRAGA 3 : Lat foljden (f,) ha en gemensam definitionsméngd D och antag
att f, — f. Vi har sett att &ven om alla f, ar C°°, behover f vara inte ens
kontinuerlig. Men nu antag att alla f, dr C™ och att f AR kontinuerlig -
maste den vara minst ocksa differenterierbar ?

SVAR : Nej !!! som visas av foljande exempel. Lat D = [—1,1] och

—m+%, —1<z<0.
= —na - 115
fu(2) {w——en +%,0§x§1.( )
Da kontrollerar man att varje f, dr C* och att f, — f dar f(z) = |z|, som
ar kontinuerlig men ej differentierbar vid £ = 0. Vi ska komma tillbaka, till
detta exempel senare.

FRAGA 4 : Lat foljden (f,) ha gemensam definitionsméangd D och kon-
vergerar punktvis till f. Antag att varje f, ar C'.

(i) Maste foljden (f]) konvergerar punktvis pa D ?

(i) Antag att de gor s och #iven att f ir ocksa C'. Maste f, — f'?

SVAR : Nej ! i bada fall. Har ar det lite svarare att ge explicita ex-
empel s3 vi gjorde den inte men gav en idé for att konstruera dem.

Alltsa ser fran denna diskussion att de flesta funktionsegenskaper i ovanstaende
hierarkin respekteras inte under formationen av gransfunktioner. Teorin av
puntkivs konvergens ar mycket mycket otillfredstallande !! Men de fragor
som vi har stillt ar bade naturliga och viktiga, och det skulle bli mycket
bra om man kunde ge allmana tillrackliga villkor, som inte ar for restriktiva,
men som garanterar att alla fyra och liknande fragor forvirvar (acquire)
positiva svar. Det kommer vi att gora nista gang.
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13 Sammandrag av forelasning 13
Tisdag 14/12/99

Likforming konvergens

Forra gangen stallde vi fyra fragor, alla med negativa svar, som visade att un-
der formationen av gransfunktioner till punktvis konvergenta foljder bevaras
(preserved) inte i allmdnhet manga viktiga funktionsegenskaper. Alltsa vad
kan vi gora for att fa en battre teori 7 Det verkar vara tva mogligheter :

(A) inskrdnka de typer av funktioner som betraktas

(B) forsoka inleda en precis men starkare typ av konvergens for foljder som
ar inte for restriktiv och artificiell men som garanterar battre resultat.

Det visar sig att synpunkt (B) &r korrekt. Intuitivt, problemet med att
jobba med bara punktvis konvergenta foljder ar att det kan vara stora vari-
ationer i de konvergens hastigheterna i olika punkter.

Alltsa, den intuitiva 16sningen for detta problem &r att betrakta bara
punktvis konvergenta foljder dar den konvergens hastigheten ar ungefir
samma ( det vore battre att siga ‘nedre begriansad’) i alla punkter.

Vi ska nu illustrera denna idé med en mer modern formulering. Idéen ar att
betrakta alla funktioner f : D — R (for nagon fixerad D) och att uppfatta
varje funktion som en punkt i (det stora, odndligt dimensionella) rummet av
alla sadana funktioner. Da forsoker vi definiera en ‘distans’ d(f, g) mellan
tva godtyckliga punkter i detta rum, och siger att foljden (f,) av funktioner
konvergerar till en funktion f om d(f,, f) — 0.

Det visar sig att man kan genomf6ra dett program i rummet, inte av alla
reellvarda funktioner pa D, men bara av de begransade funktionerna.

NoTATION : For D C R ar L*°(D) :={f : D — R | f ar begransad}.

DEFINITION : Vi definierar den co-normen || f||oo av en funktion f € L*(D)

genom

1110 9" sup £ (). (116)
zeD

Proposition. L*®(D) dr sluten under addition och skaldr multiplikation,
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alltsd ett vektorrum'2. Den funktion || ||eo : L®(D) — R har féljande egen-
skaper :

() |fIl =0 och [|fI| =0« f=0.
(1) ||INfl| = [A|If]| for alla f, och alla X € R.
(#ii) (triangel olikheten) ||f + g|| < ||f]l + ||g]l-

BEvVIs : Ovning.

For ett allmant vektor rum X, en reellvird funktion X — R med ovanstaende
tre egenskaper kallas fér en norm pa X. Paret (X,|| ||) kallas for ett
normerat linjart rum (NLR).

DEFINITION 2 : Lat f,g € L*°(D). Den distansen mellan f och g definieras
genom

d(f,g) % |17 =gl (117)

Proposition. Den funktion d : L®°(D) x L*®(D) — R har foljande egen-
skaper :

(i) d(f,g) 2 0 och d(f,9) =0 f =g.
(i) (symmetri) d(f,g) = d(g, f).
(iii) (triangel olikheten) d(f,h) < d(f,g) + d(g,h) for alla f,g,h.

BEvVIS : Foljer fran forra propositionen. 6vning !

For en godtycklig mangd X en funktion d : X x X — R med dessa tre
egenskaper kallas for en metrik pa X. Paret (X,d) kallas for ett metriskt
rum. Notera att Definiton 2 kan tillampas i varje NLR, dvs att en metrik

kan anslutas till varje norm, si att varje NLR ir ocksd ett metriskt rum?!3.

DEFINITION 3 : En f6ljd (f,) av funktioner i L*°(D) sédgs konvergera lik-

2Det ar ‘litt’ att se att detta rum &r odndligt dimensionellt om och endast om D &r
en odndlig mingd.

13Alltsd &r ett metriskt rum en generalisering av det vanliga Euklidiska rummet R™.
I varje metriskt rum kan vi inleda begrepp liksom ‘konvergent f5ljd’ och ‘Cauchy foljd’.
Ett metriskt rum kallas for fullstindigt om alla Cauchy foljder konvergerar. Alltsa &r
R"™ fullsténdigt med den vanliga Euklidiska metriken. Ett fullstindigt NLR kallas for ett
Banach rum. For mer i denna riktning, se t.ex. Simmons’ bok.
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formigt till en funktion f € L*°(D) om d(fn, f) — 0.

I mer gammaldags sprak, konvergerar (f,) likformigt till f om, for varje
€ > 0 finns det N, > 0 sd att n > N, = |fn(z) — f(z)| < e for alla z € D.

NOTATION : f, — f betyder att konvergensen &r likformig.

Med detta nytt begrepp kan vi fi positiva svar till vara fyra fragor. Vi
boérjar med

Sats 1. Lat D C R. Om f, —r1 f pa D och varje f, ar kontinuerlig
da ar f ocksa kontinuerlig.

BEVIs : Gavs i forelasningen. Det ar Sats 3.3 i GLO.

ANMARKNING : Titta pd exemplet efter FRAGA 1 i den sista vorelesun-
gen. Har gar f, inte mot f likformigt. Vi visade faktiskt att ||f, — f|| — 1.

Korollarium 1.1. Lat D = [a,b], en dndlig sluten intervall. Antag att
fn =L f pa D. Om varje f, dr kontinuerlig, da dar f integrerbar och

n—oo

lim / (@) dz = / " b e) de. (118)

BEvIS : Gavs i vorelesungen. Det ar Sats 3.5 i GLO.

ANMARKNING : Kor. 1.1 ar verkligen bara en ‘Mickey Mouse’ sats i integra-
tionsteori - ekv. (118) stdmmer under mycket svagare villkor. Den Lebesgue
dominerad konvergens satsen siger att (118) stimmer om f,, — f punktvis
och det finns en positiv funktion ¢ : [a,b] — R sa att (i) f(fg dz < oo (ii)
|fn(z)| < g(x) for alla n och alla = € [a, b].

Trots att dessa villkor ar klart mycket svagare an de i korollariet, dr det
fortfarande latt att hitta ett exempel dar de inte uppfyllas. Se exemplet
efter FRAGA 2 i den sista vorelesungen.

Nista steg dr att betrakta foljder av C'-funktioner (med Sppna defini-

tionsméngder). P& grund av vad vi har redan bevisat skulle man ténka
kanske att foljande omformulering av FRAGA 3 borde ha ett positivt svar :
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FRAGA 3* : Om D C R ir oppen, f, =1 f pd D och varje f, ar C1,
maste f ocksd vara C! ?

Men svaret ar fortfarande NEJ !!I! Notera att Sats 1 garanterar att f ar
kontinuerlig. Men det exempel (115) i den sista vorelesungen visar att f
inte behover vara kontinuerlig. Man kan kontrollera latt att f, — f i det
exemplet.

Det visar sig att vad som garanterar differentierbarhet av f ar likformig
konvergens av de derivatorna (f}). Vi bevisar

Sats 2. Ldt D = (a,b), en dndlig éppen intervall. Lat (f,) vara en foljd i
CY(D). Antag att

(i) det finns minst en punkt xo € D sa att foljden (fn(xo)) konvergerar.
(ii) foljden (f}) konvergerar likformigt pa D (mot ndgonting).

Da konvergerar (fy,) likformigt pa D, till en funktion f sdg. Dessutom ar f
en Cl-funktion och f! —1 f'. Dus,

. d d /..

lim — fp(z) = - ( lim fn(:c)) . (119)

BEVIs : Gavs i vorelesungen. Det ar Sats 3.7 i GLO.

ANMARKNING 1 : M.a.p. villkor (i) i ovanstdende sats, kan man skriva
ner ett (helt triviallt !) exempel av en f6ljd av funktioner vars derivator
konvergerar likformigt pa hela R, men sa att (f,) konvergerar inte i en enda

punkt ! Se inlimningsuppgift nr. 2.

ANMARKNING 2 (real analysis sucks !) : Det ar vird att notera att den
analogen till FRAGA 3* har ett positivt svar i komplex analys. Det finns

Weierstrass’ sats: Om en foljd (f,) av differentierbara'# funktioner konverg-

En differentierbar komplexvird funktion f(z) av en komplex variabel z kallas mer
vanligt for analytisk eller holomorfisk. Komplex analys dr en mycket mer vacker och mycket
mer ‘rigid’ teori dn reell analys. Den fondamentala orsaken &r att varje differentierbar
komplex funktion dr faktiskt C°° !! Detta foljer fran den berémde satsen av Cauchy i
komplex analys.
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erar punktvis i ett dppet delomrade 2 till C, och likformigt i varje kompakt
delmingd till €2, da ar gransfunktionen f differentierbar och

lim 4 n(z) = diz (2). (120)

n—oo dz

Exempel (115) fran torsdag visar ocksa att en annan vacker sats fran kom-
plex analys kan inte utvigas till den reella doméanen, namligen

Hurwitz sats : Med samma villkor som i Weierstrass’ sats, antag ocksa att

fn(z) # 0 for alla z € Q och alla n. Da antingen detsamma giller f eller f
ar identiskt noll i 2.
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14 Sammandrag av forelasning 14
Torsdag 16/12/99

Serier av funktioner

Nu vill vi tillampa de resultaterna fran tisdagens diskussion till serier av
funktioner. Forst, den fondamentala definitionen :

DEFINITION 1 : Lat (f,) vara en foljd av funktioner med gemensam def-
initionsméingd D. Lat F,(z) = Y.7—; fx(z) for z € D. Om f6ljden (F,)
konvergerar punktvis (resp. likformigt) till en funktion f pa D, da siger vi
att serien Y 72, fx(z) konvergerar punktvis (resp. likformigt) till f(z) pa D.

Proposition 1. ) f, =1 f om och endast om > f, — f punktvis och

||§fk(m)||—>0ndrn—>oo. (121)
k=n

BEvVIs : Foljer omedelbart fran definitionen. Notera att ibland &r det enklare
att anvinda villkor (121) beskrivet i termer av Cauchy foljder, dvs (121) ar
ekvivalent med att saga att

n
I Z fe(z) || = 0 ndr m,n — oo. (122)
k=m+1

Som vi har redan sett, ar det likformigt konvergens som &r den onskvérda
egenskapen hos foljder av funktioner. Detsamma galler serier, naturligt,
eftersom Definition 1 antyder att en serie ar bara en viss f6ljd (de tva begreppen
ar faktiskt ekvivalenta, eftersom till varje f6ljd (f,,) kan anslutas den
teleskopande serien Y f, — fn11). Satser 1, 2 tillsammans med Korollarium
1.1 fran tisdag har foljande omedelbara formuleringer for serier :

Sats 1.S Antag att > f, —1r f @ mangden D och att varje f, dar kon-
tinuerlig. Da ar f ocksa kontinuerlig.
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Korollarium 1.1.S Antag att > f, —r1 f i den slutna intervallen D =
[a,b], och att varje f, ar kontinuerlig. Da dar f integrerbar och

o0

/abf(w) dr = Z bfn(ac) dz. (123)

n=1"4
Sats 2.S Ldit D = (a,b) och (f,) en foljd av C*-funktioner pd D. Antag att

(i) det finns minst en punkt xo € D dar > o> fn(xo) konvergerar.
(ii) 3 f} konvergerar likformigt i D.

Da konvergerar . f,, likformigt i D till en C'-funktion, f sdg, och
[e.e]
d
- = —_ 124
-5 o =

Nu vill vi ge bade ett nédvandigt och ett tillrackligt villkor for likformig
konvergens av en serie av funktioner. Forst, det nodvandiga villkoret :

Proposition 2. Om Y f, konvergerar likformigt da || fn|| — 0.

BEVIS : Gavs i foreldsningen (prop. 3.2 i boken). Detta resultat borde
jamforas med villkoret som siger att om en punktserie ) a, konvergerar,
da maste a, — 0.

Sats (Weierstrass M-test). FEit tillrackligt villkor for att )" f, konverg-
erar likformigt ar att Y || fn|| konvergerar.

BEVIS : Gavs i foreldsningen.

ANMARKNING : Trots att Weierstrass’ test ar ganska ‘hjarnlos’, tror jag
att det ar inte sa latt att se att villkoret inte &r nodvandigt. Men det ar
sa !l (se inldmningsuppgift nr. 2).

EXEMPEL 1 : Betrakta foljden f,(z) = Hﬁ;? Foljden konvergerar punk-
tvis i (0,00) som latt bevisas med hjilp av det jamforelsekriteriet. Weier-
strass’ test kan anvinds for att bevisa att du far likformig konvergens i varje
intervall [r, 00) for 7 > 0. Men Proposition 2 kan anvinds for att visa att du
INTE far likformig konvergens i hela intervallen (0, o0) (|| fn|| = 1 for alla n).
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Detta exempel uppvisar en ganska typisk situation, namligen att du har
punktivs konvergens i en mingd D och likformigt konvergens i varje delmangd
D* C D som ar ‘begransad bort’ fran en eller fler problematiska punkter.
Ett speciellt och sarskilt viktigt fall av denna situation visas av foljande
exempel :

EXEMPEL 2 : Betrakta den geometriska serien ) z™, for en reell variabel
z. Vi vet att serien konvergerar punktvis i (—1,1). Med hjalp av Prop. 2
och den M-testen, bevisar vi latt serien konvergerar likformigt i varje sluten
delintervall, men inte i hela 6ppna intervallen. Eftersom varje kompakt
delméngd till (—1,1) ligger i nagon sluten delintervall, da kan vi siga att
serien konvergerar i varje kompakt delmangd till (—1,1).

OBS !! Det ar VIKTIGT att veta (trots att boken sdger ingenting om det)
att Satser 1, 1.S, 2 och 2.S (3.3,3.4,3.7,3.8 i boken) stdmmer fortfarande
om vi ersatter villkoret ‘likformig konvergent’ med ‘likformig konvergent i
varje kompakt delmiingd’'®. Nista sats uppvisar detta for potensserier - det
allmina beviset ar liknande. Notera ocksa att Weierstrass’ sats i komplex
analys formuleras med denna typ av konvergens. Det var faktiskt Weier-
strass som upptackte att den har var det korrekta konvergens begreppet for
att fa den basta kombinationen av starka resultat och bred tillampning.

Sats (utvidning av huvudsatsen for potensserier). Ldt ) a,z" vara
en potensserie med konvergensradie R. Da

(i) serien konvergerar likformigt i varje kompakt delmdngd till |z| < R.
(i1) serien ar differentierbar i |z| < R och

diz (Z anz") =Y nayz"" . (125)
n=1

n=0

15Den fondamentala orsaken for detta ar att R™ (eller C™) har den topologiska egen-
skapen att varje punkt har en kompakt omgivning och till och med att varje omgivning
innehaller en kompakt omgivning. Denna egenskap kallas for lokal kompakthet. I topologi,
ar lokal kompakthet en av de viktigaste egenskaperna hos allména topologiska rum, sirksilt
hos sa kallade Hausdorff rum.
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(#ii) Serien ar integrerbar i |z| < R och

/zo (i anz”> dz = i a—nz(f“. (126)
0 n=0 n=0 n+1

BEvVIS : Gavs i forelasningen. Notera att z ar en komplex variabel i denna
sats, men eftersom ni har inte gjort komplex analys, racker det att kunna
bevisa satsen i det reella fallet.

Repeterad tillimpning av del (ii) av satsen antyder att varje potensserie
ar C' i inren av dess konvergensskivan. I komplex analys har detta obser-
vation foljande stor generalisering :

Sats. Lat f(z) vara en analytisk funktion i det oppna sammanhdngande
omradet Q C C. Da dr f(z) en C®-funktion i . Dessutom, om zy ar en
punkt i Q och B(zg,R) C Q da kan f(z) representeras som en potensserie
i B(20,R). Denna serie ar lika med den Taylor utvecklingen av f(z) kring
punkten zg.

BEvIS : Lias en godtyclkig bok om Komplex Analys, eller tag en kurs !
Nyckel ord : Cauchy’s sats och Cauchy’s Integral formul.

I allminhet, om en funktion f(z) av en reell eller komplex variabel z kan
representeras som en potensserie i en 6ppen skiva |z — zp| < R, di maste
f(z) vara C*° i skivan och serien vara lika med den Taylor utvecklingen av
f(2) kring punkten z;. Detta bevisas i boken (korollarium 3.14). Vi har
inte tiden for att diskutera denna sats vidare, men det ar vard att lisa den
er sjalva, !
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15 Sammandrag av forelasning 15
Tisdag 11/01/00

Serier av icke-positiva funktioner

Weierstrass’ M-test for likformig konvergens av en serie av funktioner ar
verkligen en test for serier av positiva funktioner. Mer precist, serien > fy
satisfierar villkoret i M-testen (ndmligen att > ||fn|| < 00) om och endast
om serien ). |f,| av absolut belopp gor det.

Men det finns manga (och ofta viktiga) typer av serier av funktioner som
inte satisfierar detta villkor men &r fortfarande likformigt konvergenta. Man
kan till och med ge ett exempel av en sddan serie dar alla termer ar positiva
(lite svarare, dock - se de supplementara fragorna pa kurshemsidan), men
de flesta exemplen uppstar bland serier med icke-positiva termer.

Lyckligtvis, finns det en allmin sats som ger ett tillrickligt (men inte
nédviandigt !) villkor for likformig konvergens av allméina serier. Den ar
en direkt generalisering av Dirichlet’s sats for serier av reella tal (sats 2.9).
Forst en definition :

DEFINITION : Lat (¢n(z)) vara en f6ljd av funktioner med gemensam def-
initionsmangd D. Foljden sigs vara likformigt begransad i D om det finns
C > 0 sa att ||¢y|| < C for alla n.

Nu kan vi stalla fram

Sats (Dirichlet). Lat (fn(z)), (gn(z)) vara tva foljder av funktioner med
gemensam definitionsmdngd D. Serien Y fn(z)gn(x) dar likformigt konver-
gent i D om foljande tre villkor satisfieras :

(i) For varje x € D, foljden (fn(x)) av reella tal dr avtagande.

(i) fn =1 0, dvs || fy|| = 0.

(iii) Foljden Gp(z) := 3§ _ gr(x) av partiella summor ar likformigt begrinsad
iD.

BEVIS : Gavs i foreldsningen. Sats 3.10 i boken.
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EXEMPEL : Lat f,(z) = (_nlz)n Dirichlet’s sats visar att serien Y. f, ar

likformigt konvergent i varje intervall av formen [r,oc0), ddr r > 0. Men

notera att i en sidan intervall &r ||f,|| = -1 s& att 3| fn|| = +oo. Alltsa,
visar detta exempel att Weierstrass’ M-test inte ger ett nodvandigt villkor

for likformigt konvergens.

Representation av funktioner med serier

I denna kurs ar vi interesserad av att studera sarskilt tva viktiga typer av
serier. Den forsta typen har vi redan sett :

TyP 1 : POTENSSERIER

Héar samlar vi de viktigaste resultaten fran teorin av sadana serier :

A. Konwvergens : Det konvergens problemet for potensserier har ett ganska
klart svar. Varje potensserie ) a, 2™ har en konvergensradie som ges explicit
av Hadamard’s formul. Serien konvergerar absolut i skivan |z| < R och lik-
formigt i dess kompakta delméngder, och divergerar for |z| > R. Analysen
blir svart pa cirkeln |z| = R déir varje serie maste analyseras individuellt och
det finns fa allména satser. En sadan sats dr Abel’s kontinuitetssats (3.15)
som vi hinner inte diskutera.

B. ‘Unikhet’: For en given reell funktion f(z) finns det hogst en potensserie

> anx™ som representerar f. De koefficienterna ges explicit av a, = %
sa att serien ar lika med den Taylor utvecklingen till f (3.14). Séarskilt ar
funktionen f en C°°-funktion i narheten av origon om den kan representeras
med en potensserie.

C. Representerbarhet : A andra sidan finns det manga C*°-funktioner som
inte kan representeras med potensserier. Dvs, finns det manga C°°-funktioner
vars Taylor utvecklingar konvergerar inte till dem. Funktionen

—1/x?
f(z) = { I )

ar ett exempel. Det finns en imponerande sats av Borel som siger att for
varje foljd (ay) av reella tal, finns det en C*°-funktion med Taylor koeffi-
cienter a,.
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D. Approximation : Om en funktion kan representeras som en potensserie
da kan den intuitivt approximeras med polynom. Men det finns en berémd
sats som sager nagonting mycket, mycket starkare. Det ar

Sats (Stone-Weierstrass). Ldt X vara en kompakt delmdngd till R och
f + X = R kontinuerlig. Da for varje € > 0 finns det ett polynom p sd att

1f = Plloc <&

For ett bevis se, till exempel, Simmons’ bok.

TYP 2 : TRIGONOMETRISKA (FOURIER) SERIER

Teorin av Fourier serier 4r mycket rikare (och svarare!) 4n den av potensserier
och det finns minga bocker i biblioteket som behandlar den. Den standarda
referens boken (men inte den lattaste !) &r Zygmund’s ‘Trigonometric se-
ries’. Har kan vi bara ‘scratch the surface of the theory’.

Vi betraktar funktioner f(z) som kan representeras med serier av formen

o
f(z) = a2_0 + Z an, cos nx + by, sinna. (128)

n=1

Notera att en sadan f maste vara periodisk med period en delare av 2.
Har ar nigra viktiga resultat

A. ‘Unikhet’: Om f(x) kan representeras i formen (128) och serien konverg-
erar likformigt i [0, 27|, da far vi explicita formuler till de koefficienterna i
termer av f, namligen

s
1 27
ap = — f(x)cosnz dx
™
1 2w
by, = - f(x)sinnzx dz. (129)
0

Alltsa, finns det hogst en trigonometrisk serie som representerar en given
2mr-periodisk funktion f och som konvergerar likformigt till f. Ocksa, for-
muler (129) tillater man att definiera DEN Fourier serien till en godtycklig
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integrerbar, 27-periodisk funktion f.

B. Konvergens : 1 teorin av Fourier serier, det viktigaste problemet ar att
ange allmina villkor som garanterar (punktvis eller likformigt) konvergens
av den Fourier serien till en godtycklig integrerbar, 27-periodisk funktion
f- Det visar sig att de funktioner som kan behandlas bast dr de som har
begransad variation (eng.: bounded variation). Vi skall inte definiera detta
begrepp (se, t.ex. Rudin’s ‘Real and complex analysis’, kap. 7) men, som
speciella fall, staller vi fram tva satser som ar de bastkdnda och viktigaste i
tillampningar. Forst, en definition :

DEFINITION : Lat a > 0 och [a,b] vara en sluten intervall. En funktion
f i [a,b] — R sidgs satisfiera ett Lipschitz a-villkor om det finns C > 0
sa att

[f(s)— f(t)]| < Cls—t|* for alla s,t € [a,b]. (130)

Sats 1 (Rudin, 6vning 5.22). Om [ ar 2w-periodisk och satisfierar ett
Lipschitz villkor, da konvergerar den Fourier serien till f likformigt till f.

EXEMPEL : En C! funktion satisfierar ett Lipschitz 1-villkor i varje sluten
intervall (medelvirdesats : den forsta derivaten ar begriansad). Alltsa galler
Sats 1 alla C'-, 2m-periodiska funktioner, som forklarar satsens viktighet.
Man kan bevisa faktiskt ndgonting mer allman :

Sats 2 (3.11 i boken). Lat f vara en 2w-periodisk funktion som satis-
fierar foljande tre villkor i varje intervall av lingd 27 :

(i) f har andliga mdnga dndliga diskontinuiteter (inga asymptoter !)
(ii) f dr C' i varje 6ppen intervall mellan tvd diskontinuiteter
(#53) bade f och f' har tvad en-sidiga gransvarde i varje diskontinuitet.

Da konvergerar den Fourier serien till f punktvis. Den konvergerar till
f(x) om f ar kontinuerlig vid x. Den konvergerar likformigt i varje sluten
intervall dir f dr C'. Och den konvergerar till 1 [f(z +0)+ f(z —0)] i

varje diskontinuitet.

De tre villkoren i formuleringen av denna sats kallas for Dirichlet’s villkor.
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Punkten med Sats 2 ar att den tilliter man att ansluta Fourier serier till
C'-funktioner som inte fir 27-periodiska. Var och en av dessa serier ger en
giltig representation av funktionen i en 6ppen intervall av lingd 27. Idéen
ar foljande : tag en allmén C!-funktion f. Inskrinka f till en halv-Gppen
intervall I av langd 2w. Konstruera en 27-periodisk funktion genom att
‘repeating the pattern’. Denna funktion satisfierar de Dirichlet villkoren
s& antyder Sats 2 att dess Fourier serie konvergerar likformigt. Denna serie
representerar f i inren till /.

EXEMPEL : Vi skall gora exempel 4, s.105 pa torsdag.

Till slut, nagra andra resultat av moglig interesse. Alla funktioner ar 27-
periodiska.

C. Den Riemann-Lebesgue lemman antyder att de Fourier koefficienterna
(ges av (129)) till varje kontinuerlig funktion giar mot noll nir n — oo.
Ofta konvergerar 3 a, och Y b, absolut och i dessa fall konvergerar den
Fourier serien likformigt enligt Weierstrass’ M-test (6vning 3.2.5). Mer ofta
ar foljderna (ay), (b,) atminstone avtagande och da far vi likformig konver-
gens av den Fourier serien i varje intervall av formen [r, 2w — 7] (r > 0) och
punktvis konvergens i (0,27) (se s.72-3 av GLO).

Motsatsen av den Riemann-Lebesgue lemman stimmer inte, dvs finns
det foljder a,, b, som — 0 men som inte &r de Fourier koefficienterna till en
kontinuerlig funktion. Ett explicit exempel verkar vara ganska svart att ge.
A andra sidan, den Riesz-Fischer satsen siger att det finns en sidan kontin-
uerig funktion om bade 3" a2 och 3" b2 konvergerar. Jimfor detta resultat
med Borel’s sats om potennserier.

D. Approzimation : Det finns ju en ‘trigonometrisk Stone-Weierstrass’ sats,
namligen for varje kontinuerlig f och € > 0 finns det ett trigonometriskt

polynom p sa att ||f — p||eo < €.

Bevis av ovanstaende satser finns, t.ex., i Rudin’s bok.
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