Tentamenskrivning i Flervariabelanalys (del 1) 99-10-28 :
Losningar

F.1 (a) Det kvotet regeln ger

B_f B 225 4 42392 — 2zy*

— 1
0x @A ®
och en liknande formul for %
(b) Vi har
of .. f(h,0)—f(0,0) . h*/KZ
9700 = lim h = g == =0

Pa samma sitt, ?(O, 0) = 0 ocksa.

(¢) Vi maste visa att funktionen i (1) gar mot 0 nér (z,y) — (0,0). I polira
koordinator, denna funktion blir 27 cos 6(cos* @ + 2 cos? § sin? § — sin* §) som
gar klart mot 0 nar r — 0.

(d) Delar (b) och (c) visar att f dr C' i (0,0) och vi kan deducera, enligt
Sats 2.3 i PB, att f ar differentierbar dar.

F.2 (a) Dessa ar tva sfir av radie 1 och % med centrum i A = (0,0,0)
och B = (1,—1,—1) respektivt. Alltsa, de tva sfiren skdrnar inte varandra.
D4 ar mangden P lika med mangden av alla punkter pd samma avstiand fran
A och B, dvs ett plan genom (3, —3%, —2) med normal vektor e; — e, — e,.
Alltsé ar P’s ekvation z —y —z — 5 = 0.
(b) Vi soker alla punkter pa ytan dar gradienten ar parallell med e, —e,—e,,
dvs alla 16sningar pa ytan till ekvationsystemet

372 — 3y? = —(3y® — bzy + 62y) = —(—122% + 3y?). (2)

Man kontrollerar att de losningar till (2) bestar av alla multipler av de
vektorerna (0,1,0),(2,2,1) och (-2, —%, 1). D4 kontrollerar man att, bland
dessa, finns det tva punkter som satisfierar ytans ekvation, namligen (0, 3,0)
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och —2\/%(—2, —3,1).

F.3 Sats 2.9 i PB.



F.4 (a) Notera att f1(1,0) = (0,0), f2(0,0) = (2,—3) och f3(2,—3) = 89.
Da ir g(1,0) = 89 och

Jac[g](1,0) = Jac[f3](2, =3) - Jac[£2](0,0) - Jac[f1](1,0). 3)

Da berdknar man att Jac[f3](2,—3) = (120 —45), Jac[f2](0,0) = ( ; (1) )
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och Jac[f1](1,0) = ( 0 e ) Satt dessa in i (3) och du far att (55% 5%) l1,0) =
(60 120e).

(b) Vi anvinder uppskattningen
99 99
9(11,01) ~ g(1,0) + (0.1) 5 (1,0) + (0.1) 52 (1,0) = 95 + 12e.
€L Yy

F.5 (a) Lat ytan kallas for f = 0. Den beskriver y = y(z,z) i narheten av
(—2,0,1) eftersom 3L (—2,0,1) = —8 # 0.
(b) Om man differentierar f = 0 implicit med avseende pa z far man

dy

0
x?’(za + y)e¥? + 4x?2(1 4+ 9?) + 4m2z2y—y

som ger %(—2,0,1) = 2. Pa samma sitt, om man differentierar f = 0
med avseende pa z fir man att %(—2,0, 1) = 3. Nu differentiera (4) med
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avseende pax och man far dntligen att %995(—2, 0,1) = %

F.6 Titta i GLO, kap. 1 for den limpliga materialen.

F.7 (a) Ty ytan ar kompakt.

(b) Om man skriver f(z1,72,23) = 3[(z1 + 22 + 73)2 — (2} + 23 + 73],
ser man omedelbart att f;, = —%, och antas i skdrningen mellan sfiret
och planet z1 + o2 + z3 = 0. For att hitta fmax, anvander vi Lagrange
multiplikatorer, som ger systemet

T2 + 23 = 2Ax1 (5)



1+ 23 = 2Az2 (6)

T1 + 2o = 2)x23 (7)

o+ i+l =1 (8)

(5) + (6) + (7) = 2(x1 + 22+ z3) =2AN(z1 + 22+ 23) => 21 + 22+ 23 =0

(som ger det minsta virdet) eller A = 1 = z; = 29 = 73 = ﬂ:%, och

fmax = f(%a %1 %) =1
(¢) Nej. Punkten (k,k,1) ligger pa ytan for alla & € R, och f(k,k,1) =
k? + 2k — oo nir k — oo.

F.8 (a) Fall (i) : en kontinuerlig bijektion f beskrivs nere.

(b) Fall (iii) : D9 &r sammanhingande men det ar S2 inte.
(¢) Fall (ii) : Det finns ingen bijektiv f ty en sadan f skulle skicka den
sammnhéingande mingden D3—{0} kontinuerligt till den osammanhéingande
méngden Ss — {f(0)}.

Har ar ett exempel av en surjektiv, kontinuerlig funktion : f ar ‘piecewise
linear’ och, for alla n € N,

1 —L_ " podd.
_ ) = n+1?
fa-2) { ,

i
10 M even.



