1. Dimensionsbegreppet

Kanske den allra viktigaste geometriska egenskapen av var varld ar att den
ar (eller mer precis, vi uppfattar den som sa) 3-dimensionellt. Vi vet alla
intuitivt vad detta betyder, men kan vi specificera dess innebord mer
precis ?

Diskussion om detta

Eftersom vi kan uppfatta tre dimensioner, sa kan vi a fortiori uppfatta
tva eller bara en dimension som abstrakta konstruktioner (mer precis, som
projektioner av den tre-dimensionella verkligheten). Ska vi bygga upp vara
geometriska begrepp fran de enklaste till de svarare, adr det daremot battre
att ga at andra hallet.

EN DIMENSION

I en dimension har vi begreppen langd och avstand. For att kunna uttrycka
langder av strackor sa behovs tva saker :

(i) en lingdenhet som alla &r 6verens om

(ii) ett talsystem.

Talsystemet ska vara tillrackligt omfattande sa att varje tankbart langd
motsvarar ett unikt tal i detta system. Det talsystem vi anvander i detta
sammanhang ar systemet av (positiva) reella tal. Sammanfattningsvis, i en
dimension :

Langder < Positiva reella tal

Dikussionsfraga, : Ar en cirkel ett 1-dimensionellt eller 2-dimensionellt
objekt ?

TvA DIMENSIONER

Nu har vi begreppet area. Enheten for areor ar en kvadrat vars sidolangd
ar enheten for langder. Darmed finns det en enkel formel for arean av en
godtycklig rektangel i termer av dess sidolangder, namligen :

Arean av en rektangel = Produkten av dess sidolangder.

En konsekvens av detta ar att om vi t.ex. dubblerar lingden av varje sida i
en rektangel s kommer dess area att fyrdubblas. Mer allmént :



Om langden av varje sida i en rektangel okas med en faktor a sa kommer

dess area att 6ka med en faktor o> = o - au.

Lat oss kalla denna princip for S, eller skalningsprincipen. Den viktiga
observationen ar att denna princip kan utvidgas till alla 2-dimensionella for-
mer, oavsett deras utseende. Det ar egentligen vad som karakteriserar ett 2-
dimensionellt objekt. Vikan formulera den 2-dimensionella skalningsprincipen
sa har :

Om en 2-dimensionell geometrisk figur strackas med samma faktor a 4

alla riktningar, si kommer dess area att 6ka med en faktor o?.

For att kunna forsta principen maste vi ocksa tanka oss vad menas exakt
med arean av figurer som dr mer komplicerade an kvadrater. Vi kan fa en
uppfattning av areabegreppet for allmanna 2-dimensionella figurer genom
foljande trestegsprocess :

1. Formeln for arean av en kvadrat = formeln for arean av en triangel.

2. Arean av en figur vars rand bestar av ihopsatta rakstriackor (ett s.k.
polygon) kan berdknas genom att dela upp figuren i triangler (s.k. triangu-
lering).

3. Arean av en allmén figur kan uppskattas genom att tacka den med ett
polygon. Ju narmare det tackande polygonet passar till sjalva figuren desto
béttre blir uppskattningen av figurens area.

Randen till en 2-dimensionell figur uppfattas intuitivt som 1-dimensionellt
och diarmed har en langd, som kallas for figurens omkrets.

Mojligt diskussionsdmne : Fraktaler ar 2-dimensionella figurer med oandlig
omkrets men andlig area. Hur kan detta vara mojligt 7 Finns det sadana
figurer i verkligheten ?

Fraga : Hur matar man avstand i tva dimensioner 7
TRE OCH HOGRE DIMENSIONER

I tre dimensioner har vi begreppet volym. Volymenheten ar en kub vars
sidolangd ar lika med langdenheten. Direkt fran detta foljer att

Volymen av en ratblock = Produkten av dess sidolangder = Langd x Bredd x Hojd



Skalningsprincipen i tre dimensioner lyder

Om en 3-dimensionell figur strackas med en faktor « i alla riktningar,

sa okar dess volym med en faktor o® = a - a - a.

Lat d vara ett heltal storre an 3. Trots att vi inte kan visualisera d di-
mensioner sa kan vi tinka pa det i liknande termer som vi redan gjort i 1,2
och 3 dimensioner. Hur skulle skalningsprincipen lyda i d dimensioner ?

KOORDINATSYSTEM

For att otvetydigt beskriva positionen av en punkt i ett rum, utan att peka
direkt pa den, sa maste vi forst ha nagon referenspunkt eller s.k. origo. 1
en dimension motsvaras varje punkt pa en linje av ett unikt reellt tal m.a.p.
en utvald origo. Notera att vi maste nu anvanda bade positiva och negativa
tal for att skilja at punkter pa olika sidor av origon. Avstindet mellan en
punkt och origon ar lika med absolutbeloppet av talet som beskriver punktens
position.

I tva dimensioner sa behover vi ange tva reella tal for att bestimma en
position, i tre dimensioner behover vi tre st. Dessa tal kallas for en positions
(Kartesiska) koordinator.

Nu har vi dntligen en ratt sa bra formell definition av begreppet dimen-
sion. Att var varld dr (?7) 3-dimensionellt innebér att varje position kan
entydigt beskrivas med tre reella tal, namligen dess Kartesiska koordinator
m.a.p. utvalda origo och koordinataxlar.

Diskussionsfraga : Om en sfir dr 2-dimensionellt sa borde det ga att beskriva
varje punkt pa sfaren med tva reella tal. Hur gor man det ?

Anvandandet av koordinator underlattar att uttrycka geometriska satser
i termer av algebraiska formler. Nya satser kan i sin tur ofta lattare tas
fram genom algebraiska manipulationer snarare an rent visuella verktyg.

Hur kan avstiandet mellan tva punkter i var 3-dimensionella virld ut-
tryckas i termer av punkternas koordinator 7 Vilken geometrisk sats anvands
har 7



ETT EXEMPEL : VOLYMEN AV EN PYRAMID



2. Cirklar och vinklar

DEFINITION : En cirkel 4r en punktmangd som bestar av alla punkter i
ett plan pa ett givet avstand fran en given punkt. Punkten i fraga kallas for
cirkelns medelpunkt och avstandet i fraga for cirkelns radie.

Forhallendet mellan omkretsen och diametern av en cirkel ar densamma for
alla cirklar och kallas for 7. 7 ar alltsa ett positivt reellt tal s.a. forhallendet

Cirkelns omkrets

7'(' =
Cirkelns diameter

galler for varje cirkel.

I vanligt sprak sa slarvar man ofta och betecknar ocksa med ordet ‘cirkel’
det omrade som omskrivas av en cirkel. Det ar mer korrekt att kalla ett
sadant omrade for en skiva.

PROPOSITION : Arean av en skiva med radie r ar 2. Med ord,
area av en skiva = 7 X radien X radien.

‘BEVIS’ :

I tre dimensioner sa kallas en punktméangd bestaende av alla punkter pa ett
givet avstand fran en given punkt for en sfar. Det inneslutna omrade inom
en sfar kallas for en klot eller en boll. Det var antagligen forst Grekerna
(Archimedes ?7) som bevisade foljande :

PROPOSITION : Arean av en sfir med radie r ar 47r?. Volymen av det

inneslutna klotet ar %m“3.

‘BEVIS’ :
Vinklar och trigonometri

En vinkel ar nagot som vi alla uppfattar intuitivt. Men hur métar vi
dem ?

En vinkel kan matas i termer av langder. Rita upp en cirkel med radie
1. En vinkel med horn i cirkelns medelpunkt skar cirkeln i tva punkter.



Vinkelns storlek, métt i radianer, ar langden av cirkelbagen mellan dessa
tva punkter (fortydligande behovs hér !).

Detta medfor att ett helt varv dr 27 radianer (varfor 7). I matematik
sd4 matas alla vinklar i radianer. Av historiska skil s& matas ocksa vinklar
i termer av grader. 1 det systemet sa ar ett helt varv lika med 360 grader.
Detta innebar att

360 grader = 27 radianer

< 1 radian = &WO grader ~ 57,296 grader

& 1 grad = 155 radianer ~ 0,017 radianer.

EXEMPEL : Néar en vinkel ar liten s ar cirkelbagen som skirs av av vinkeln
ungefar lika lang som rakstriackan mellan de tva skirningspunkterna. Med
tanke pa detta sa kan vi ibland anvanda vinklar for att mata avstand.

DE TRIGONOMETRISKA FUNKTIONERNA

LAt 6 vara en spetsig vinkel, mitt i radianer'. Rita upp en cirkel med radie
1 och stoppa in vinkeln med dess horn i cirkelns medelpunkt.

BILD

cos @ och sinf ar nu, per definition, lingderna av strackorna AC resp. AD.
Diskussion om definitionen av cos # och sin @ for icke-spetsiga vinklar 6 ....

Om vi valjer ett koordinatsystem dar origon &ar cirkelns medelpunkt och
ena benet av vinkeln sammanfallar med den positiva z-axeln sa &ar cos-
inus och sinus av vinkeln helt enkelt lika med z- resp. y-koordinatorna
av skdrningspunkten mellan cirkeln och vinkelns andra ben (fortydligande
behovs héar ).

De trigonometriska funktionerna dyker upp i manga formler i den analytiska
geometrin, dvs den approach till geometri dar man anvander koordinatsys-
tem och darmed forsoker uttrycka geometriska fakta i termer av algebraiska
formler. Till exempel, faktumet att for varje vinkel 8 sa galler att

(cos0)? + (sinf)? =1

ar en omformulering av en sats som ni kanner till. Vilken ?

!Det #r vildigt vanligt i matematiska texter att beteckna vinklar med grekiska
bokstéver, en hyllning till de som uppfann trigonometri antagligen.



3. Trianglar

Vi har sett tidigare hur trianglar ar pa nagot sitt de ‘grundliggande
formerna’ fran vilka alla 2-dimensionella figurer kan byggas upp. Vi ska nu
agna mer tid at att studera dem.

En triangel har tre sidor och tre inre vinklar. Om sidornas langder beteck-
nas a, b och ¢ sa ar det konventionellt att beteckna vinklarna med A, B och
C dar vinkeln A ar den som star tvarsemot sidan a osv.

DEFINITION : Tva trianglar sidgs vara kongruenta om den ena kan forflyttas
sa att den passar perfekt med den andra. M.a.o. de ar samma triangel men
har bara ritats pa olika stallen eller med olika orienteringar. Kongruenta
trianglar har alltsad samma sidolangder och samma vinklar.

En triangel har 6 parametrar (dess tre sidolangder och dess tre vinklar).
Men hur manga av dessa ar overflodiga 7 M.a.o. hur manga av dessa
parametrar kan tva trianglar dela utan att vara kongruenta 7 Svaret ar inte
manga. Foljande tre karakteriseringar av kongruenta trianglar kommer fran
Euklides :

(I) Om tva trianglar har samma tre sidolingder da dr dem kongruenta.

(IT) Om tva trianglar har tva gemensamma sidolingder, och dessutom om
de har samma vinkel mellan dessa tva sidor, da dr dem kongruenta.

(ITT) Om tva trianglar har tva gemensamma vinklar och dessutom om de
har samma sidolangd mellan dessa vinklar, s ar dem kongruenta.

Om tva trianglar har tre gemensamma vinklar si behover dem inte vara
kongruenta, men den ena ar bara en skalning av den andra. Sadana trian-

gelpar sigs vara likformiga.

PROPOSITION : Summan av de tre vinklarna i en triangel ar alltid 7 ra-
dianer, dvs 180 grader, dvs ett halvt varv.

BEVIS :

Denna proposition medfor att det racker for att tva trianglar ska vara lik-
formiga att de har tva gemensamma vinklar. Varfor 7



EXEMPEL : Likformighet av trianglar kan anvindas for att mata avstand.

Foljande sats ar en kul illustration av vad kongruens och likformighets-
begreppen kan anvandas till. Forst en definition :

DEFINITION : Medianen till en sida i en triangel ar rakstrackan mellan
sidans mittpunkt och triangelns motsatta horn.

Sats : I varje triangel sa mots de tre medianerna i en punkt. (Denna
punkt kallas for triangelns tyngdpunkt eller centroid).

BEvVIS :

Det finns ett flertal liknande satser, t.ex. de tre vinkelbisektriserna mots
i en punkt, och de tre perpendicular bisectors gor detsamma.

AREA FORMLER

Den grundlaggande formeln lyder
1
Arean av en triangel = 3 x Langden av en sida x Motsvarande hojd

Samma formel kan uttryckas i termer av de trigonometriska formlerna sa
har : 1at sidolangderna vara a, b, c och vinklarna A, B, C' som vanligt. Da galler
att

1 1
Arean = EabsinC = iacsinB = EbcsinA.

M.h.a. hojder sa kan man ocksa bevisa den s.k. sinusregeln for trianglar,
som ni kanske kanner igen, och som lyder :

a b c
sinA  sinB  sinC’
Det skulle naturligtvia vara kul att ha en formel for en triangels area bara
i termer av dess tre sidolingder, eftersom det ar dessa som ar enklast att
mata, och som oftast bestams i forvag. Vi ndmnar har en sadan formel, men
avstar fran att bevisa den. Formeln heter Herons formel.
Lat a, b, c vara sidolangderna i triangeln. Satt

1
,9::§(a+b+c).



s ar halften av triangelns omkrets alltsa. Da lyder Herons formel sa har :

Triangelns area = \/s(s —a)(s —b)(s —c).
PYTHAGORAS SATS

Denna ar kanske den mest allmant kanda satsen i hela matematiken. Den
relaterar sidolangderna i en ratvinklig triangel eller, om man vill tanka prak-
tiskt, berattar hur man matar diagonaler.

PYTHAGORAS SATS : I en ratvinklig triangel sd galler att kvadraten pa
hypotheneusen ar lika med summan av kvadraterna pa de tva kateterna.

Det finns manga méanga bevis av P.S. i den matematiska litteraturen. Vi
nojer oss med 2 st. Som i de flesta andra bevisen sa spelar kongruens och
likformighetsbegreppen en central roll.

BEvis 1 :
BEvis 2 :

ANMARKNING : P.S. har en generalisering till godtyckliga trianglar, den
s.k. cosinusregeln, som ni kanske kanner igen. Den lyder s hér :

Lat en triangel ha sidoldngder a, b, ¢ och inre vinklar A, B, C' som vanligt.
Da galler att

a? = b% + 2 — 2bccos A,
b = a® + ¢ — 2accos B,
2 =a®+b* —2abcos C.

BonusuppGIFT ! Harleda Cosinusregeln fran Pythagoras sats.

EXEMPEL : Att mata jordens omkrets.



