
1. DimensionsbegreppetKanske den allra viktigaste geometriska egenskapen av v�ar v�arld �ar att den�ar (eller mer preis, vi uppfattar den som s�a) 3-dimensionellt. Vi vet allaintuitivt vad detta betyder, men kan vi spei�era dess inneb�ord merpreis ? Diskussion om dettaEftersom vi kan uppfatta tre dimensioner, s�a kan vi a fortiori uppfattatv�a eller bara en dimension som abstrakta konstruktioner (mer preis, somprojektioner av den tre-dimensionella verkligheten). Ska vi bygga upp v�arageometriska begrepp fr�an de enklaste till de sv�arare, �ar det d�aremot b�attreatt g�a�at andra h�allet. En DimensionI en dimension har vi begreppen l�angd oh avst�and. F�or att kunna uttrykal�angder av str�akor s�a beh�ovs tv�a saker :(i) en l�angdenhet som alla �ar �overens om(ii) ett talsystem.Talsystemet ska vara tillr�akligt omfattande s�a att varje t�ankbart l�angdmotsvarar ett unikt tal i detta system. Det talsystem vi anv�ander i dettasammanhang �ar systemet av (positiva) reella tal. Sammanfattningsvis, i endimension : L�angder $ Positiva reella talDikussionsfr�aga : �Ar en irkel ett 1-dimensionellt eller 2-dimensionelltobjekt ? Tv�a DimensionerNu har vi begreppet area. Enheten f�or areor �ar en kvadrat vars sidol�angd�ar enheten f�or l�angder. D�armed �nns det en enkel formel f�or arean av engodtyklig rektangel i termer av dess sidol�angder, n�amligen :Arean av en rektangel = Produkten av dess sidol�angder:En konsekvens av detta �ar att om vi t.ex. dubblerar l�angden av varje sida ien rektangel s�a kommer dess area att fyrdubblas. Mer allm�ant :1



Om l�angden av varje sida i en rektangel �okas med en faktor � s�a kommerdess area att �oka med en faktor �2 = � � �.L�at oss kalla denna prinip f�or S, eller skalningsprinipen. Den viktigaobservationen �ar att denna prinip kan utvidgas till alla 2-dimensionella for-mer, oavsett deras utseende. Det �ar egentligen vad som karakteriserar ett 2-dimensionellt objekt. Vi kan formulera den 2-dimensionella skalningsprinipens�a h�ar :Om en 2-dimensionell geometrisk �gur str�akas med samma faktor � ialla riktningar, s�a kommer dess area att �oka med en faktor �2.F�or att kunna f�orst�a prinipen m�aste vi oks�a t�anka oss vad menas exaktmed arean av �gurer som �ar mer komplierade �an kvadrater. Vi kan f�a enuppfattning av areabegreppet f�or allm�anna 2-dimensionella �gurer genomf�oljande trestegsproess :1. Formeln f�or arean av en kvadrat ) formeln f�or arean av en triangel.2. Arean av en �gur vars rand best�ar av ihopsatta rakstr�akor (ett s.k.polygon) kan ber�aknas genom att dela upp �guren i triangler (s.k. triangu-lering).3. Arean av en allm�an �gur kan uppskattas genom att t�aka den med ettpolygon. Ju n�armare det t�akande polygonet passar till sj�alva �guren destob�attre blir uppskattningen av �gurens area.Randen till en 2-dimensionell �gur uppfattas intuitivt som 1-dimensionelltoh d�armed har en l�angd, som kallas f�or �gurens omkrets.M�ojligt diskussions�amne : Fraktaler �ar 2-dimensionella �gurer med o�andligomkrets men �andlig area. Hur kan detta vara m�ojligt ? Finns det s�adana�gurer i verkligheten ?Fr�aga : Hur m�atar man avst�and i tv�a dimensioner ?Tre oh h�ogre DimensionerI tre dimensioner har vi begreppet volym. Volymenheten �ar en kub varssidol�angd �ar lika med l�angdenheten. Direkt fr�an detta f�oljer attVolymen av en r�atblok = Produkten av dess sidol�angder = L�angd� Bredd�H�ojd2



Skalningsprinipen i tre dimensioner lyderOm en 3-dimensionell �gur str�akas med en faktor � i alla riktningar,s�a �okar dess volym med en faktor �3 = � � � � �.L�at d vara ett heltal st�orre �an 3. Trots att vi inte kan visualisera d di-mensioner s�a kan vi t�anka p�a det i liknande termer som vi redan gjort i 1,2oh 3 dimensioner. Hur skulle skalningsprinipen lyda i d dimensioner ?KoordinatsystemF�or att otvetydigt beskriva positionen av en punkt i ett rum, utan att pekadirekt p�a den, s�a m�aste vi f�orst ha n�agon referenspunkt eller s.k. origo. Ien dimension motsvaras varje punkt p�a en linje av ett unikt reellt tal m.a.p.en utvald origo. Notera att vi m�aste nu anv�anda b�ade positiva oh negativatal f�or att skilja �at punkter p�a olika sidor av origon. Avst�andet mellan enpunkt oh origon �ar lika med absolutbeloppet av talet som beskriver punktensposition.I tv�a dimensioner s�a beh�over vi ange tv�a reella tal f�or att best�amma enposition, i tre dimensioner beh�over vi tre st. Dessa tal kallas f�or en positions(Kartesiska) koordinator.Nu har vi �antligen en r�att s�a bra formell de�nition av begreppet dimen-sion. Att v�ar v�arld �ar (?) 3-dimensionellt inneb�ar att varje position kanentydigt beskrivas med tre reella tal, n�amligen dess Kartesiska koordinatorm.a.p. utvalda origo oh koordinataxlar.Diskussionsfr�aga : Om en sf�ar �ar 2-dimensionellt s�a borde det g�a att beskrivavarje punkt p�a sf�aren med tv�a reella tal. Hur g�or man det ?Anv�andandet av koordinator underl�attar att uttryka geometriska satseri termer av algebraiska formler. Nya satser kan i sin tur ofta l�attare tasfram genom algebraiska manipulationer snarare �an rent visuella verktyg.Hur kan avst�andet mellan tv�a punkter i v�ar 3-dimensionella v�arld ut-trykas i termer av punkternas koordinator ? Vilken geometrisk sats anv�andsh�ar ?
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Ett exempel : Volymen av en pyramid
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2. Cirklar oh vinklarDefinition : En irkel �ar en punktm�angd som best�ar av alla punkter iett plan p�a ett givet avst�and fr�an en given punkt. Punkten i fr�aga kallas f�orirkelns medelpunkt oh avst�andet i fr�aga f�or irkelns radie.F�orh�allendet mellan omkretsen oh diametern av en irkel �ar densamma f�oralla irklar oh kallas f�or �. � �ar allts�a ett positivt reellt tal s.a. f�orh�allendet� = Cirkelns omkretsCirkelns diameterg�aller f�or varje irkel.I vanligt spr�ak s�a slarvar man ofta oh beteknar oks�a med ordet `irkel'det omr�ade som omskrivas av en irkel. Det �ar mer korrekt att kalla etts�adant omr�ade f�or en skiva.Proposition : Arean av en skiva med radie r �ar �r2. Med ord,area av en skiva = � � radien� radien:`Bevis' :I tre dimensioner s�a kallas en punktm�angd best�aende av alla punkter p�a ettgivet avst�and fr�an en given punkt f�or en sf�ar. Det inneslutna omr�ade inomen sf�ar kallas f�or en klot eller en boll. Det var antagligen f�orst Grekerna(Arhimedes ?) som bevisade f�oljande :Proposition : Arean av en sf�ar med radie r �ar 4�r2. Volymen av detinneslutna klotet �ar 43�r3.`Bevis' : Vinklar oh trigonometriEn vinkel �ar n�agot som vi alla uppfattar intuitivt. Men hur m�atar videm ?En vinkel kan m�atas i termer av l�angder. Rita upp en irkel med radie1. En vinkel med h�orn i irkelns medelpunkt sk�ar irkeln i tv�a punkter.5



Vinkelns storlek, m�att i radianer, �ar l�angden av irkelb�agen mellan dessatv�a punkter (f�ortydligande beh�ovs h�ar !).Detta medf�or att ett helt varv �ar 2� radianer (varf�or ?). I matematiks�a m�atas alla vinklar i radianer. Av historiska sk�al s�a m�atas oks�a vinklari termer av grader. I det systemet s�a �ar ett helt varv lika med 360 grader.Detta inneb�ar att 360 grader = 2� radianer, 1 radian = 180� grader � 57,296 grader, 1 grad = �180 radianer � 0,017 radianer:Exempel : N�ar en vinkel �ar liten s�a �ar irkelb�agen som sk�ars av av vinkelnungef�ar lika l�ang som rakstr�akan mellan de tv�a sk�arningspunkterna. Medtanke p�a detta s�a kan vi ibland anv�anda vinklar f�or att m�ata avst�and.De trigonometriska funktionernaL�at � vara en spetsig vinkel, m�att i radianer1. Rita upp en irkel med radie1 oh stoppa in vinkeln med dess h�orn i irkelns medelpunkt.BILDos � oh sin � �ar nu, per de�nition, l�angderna av str�akorna AC resp. AD.Diskussion om de�nitionen av os � oh sin � f�or ike-spetsiga vinklar � ....Om vi v�aljer ett koordinatsystem d�ar origon �ar irkelns medelpunkt ohena benet av vinkeln sammanfallar med den positiva x-axeln s�a �ar os-inus oh sinus av vinkeln helt enkelt lika med x- resp. y-koordinatornaav sk�arningspunkten mellan irkeln oh vinkelns andra ben (f�ortydligandebeh�ovs h�ar !).De trigonometriska funktionerna dyker upp i m�anga formler i den analytiskageometrin, dvs den approah till geometri d�ar man anv�ander koordinatsys-tem oh d�armed f�ors�oker uttryka geometriska fakta i termer av algebraiskaformler. Till exempel, faktumet att f�or varje vinkel � s�a g�aller att(os �)2 + (sin �)2 = 1�ar en omformulering av en sats som ni k�anner till. Vilken ?1Det �ar v�aldigt vanligt i matematiska texter att betekna vinklar med grekiskabokst�aver, en hyllning till de som uppfann trigonometri antagligen.6



3. TrianglarVi har sett tidigare hur trianglar �ar p�a n�agot s�att de `grundl�aggandeformerna' fr�an vilka alla 2-dimensionella �gurer kan byggas upp. Vi ska nu�agna mer tid �at att studera dem.En triangel har tre sidor oh tre inre vinklar. Om sidornas l�angder betek-nas a; b oh  s�a �ar det konventionellt att betekna vinklarna med A;B ohC d�ar vinkeln A �ar den som st�ar tv�arsemot sidan a osv.Definition : Tv�a trianglar s�ags vara kongruenta om den ena kan f�oryttass�a att den passar perfekt med den andra. M.a.o. de �ar samma triangel menhar bara ritats p�a olika st�allen eller med olika orienteringar. Kongruentatrianglar har allts�a samma sidol�angder oh samma vinklar.En triangel har 6 parametrar (dess tre sidol�angder oh dess tre vinklar).Men hur m�anga av dessa �ar �over�odiga ? M.a.o. hur m�anga av dessaparametrar kan tv�a trianglar dela utan att vara kongruenta ? Svaret �ar intem�anga. F�oljande tre karakteriseringar av kongruenta trianglar kommer fr�anEuklides :(I) Om tv�a trianglar har samma tre sidol�angder d�a �ar dem kongruenta.(II) Om tv�a trianglar har tv�a gemensamma sidol�angder, oh dessutom omde har samma vinkel mellan dessa tv�a sidor, d�a �ar dem kongruenta.(III) Om tv�a trianglar har tv�a gemensamma vinklar oh dessutom om dehar samma sidol�angd mellan dessa vinklar, s�a �ar dem kongruenta.Om tv�a trianglar har tre gemensamma vinklar s�a beh�over dem inte varakongruenta, men den ena �ar bara en skalning av den andra. S�adana trian-gelpar s�ags vara likformiga.Proposition : Summan av de tre vinklarna i en triangel �ar alltid � ra-dianer, dvs 180 grader, dvs ett halvt varv.Bevis :Denna proposition medf�or att det r�aker f�or att tv�a trianglar ska vara lik-formiga att de har tv�a gemensamma vinklar. Varf�or ?7



Exempel : Likformighet av trianglar kan anv�andas f�or att m�ata avst�and.F�oljande sats �ar en kul illustration av vad kongruens oh likformighets-begreppen kan anv�andas till. F�orst en de�nition :Definition : Medianen till en sida i en triangel �ar rakstr�akan mellansidans mittpunkt oh triangelns motsatta h�orn.Sats : I varje triangel s�a m�ots de tre medianerna i en punkt. (Dennapunkt kallas f�or triangelns tyngdpunkt eller entroid).Bevis :Det �nns ett ertal liknande satser, t.ex. de tre vinkelbisektriserna m�otsi en punkt, oh de tre perpendiular bisetors g�or detsamma.Area FormlerDen grundl�aggande formeln lyderArean av en triangel = 12 � L�angden av en sida�Motsvarande h�ojdSamma formel kan uttrykas i termer av de trigonometriska formlerna s�ah�ar : l�at sidol�angderna vara a; b;  oh vinklarnaA;B;C som vanligt. D�a g�alleratt Arean = 12ab sinC = 12a sinB = 12b sinA:M.h.a. h�ojder s�a kan man oks�a bevisa den s.k. sinusregeln f�or trianglar,som ni kanske k�anner igen, oh som lyder :asinA = bsinB = sinC :Det skulle naturligtvia vara kul att ha en formel f�or en triangels area barai termer av dess tre sidol�angder, eftersom det �ar dessa som �ar enklast attm�ata, oh som oftast best�ams i f�orv�ag. Vi n�amnar h�ar en s�adan formel, menavst�ar fr�an att bevisa den. Formeln heter Herons formel.L�at a; b;  vara sidol�angderna i triangeln. S�atts := 12 (a+ b+ ) :8



s �ar h�alften av triangelns omkrets allts�a. D�a lyder Herons formel s�a h�ar :Triangelns area = qs(s� a)(s� b)(s� ):Pythagoras SatsDenna �ar kanske den mest allm�ant k�anda satsen i hela matematiken. Denrelaterar sidol�angderna i en r�atvinklig triangel eller, om man vill t�anka prak-tiskt, ber�attar hur man m�atar diagonaler.Pythagoras Sats : I en r�atvinklig triangel s�a g�aller att kvadraten p�ahypotheneusen �ar lika med summan av kvadraterna p�a de tv�a kateterna.Det �nns m�anga m�anga bevis av P.S. i den matematiska litteraturen. Vin�ojer oss med 2 st. Som i de esta andra bevisen s�a spelar kongruens ohlikformighetsbegreppen en entral roll.Bevis 1 :Bevis 2 :Anm�arkning : P.S. har en generalisering till godtykliga trianglar, dens.k. osinusregeln, som ni kanske k�anner igen. Den lyder s�a h�ar :L�at en triangel ha sidol�angder a; b;  oh inre vinklar A;B;C som vanligt.D�a g�aller att a2 = b2 + 2 � 2b osA;b2 = a2 + 2 � 2a osB;2 = a2 + b2 � 2ab osC:Bonusuppgift ! H�arleda Cosinusregeln fr�an Pythagoras sats.Exempel : Att m�ata jordens omkrets.
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