
Talteori
1. Talsystem oh de grundl�aggande r�aknelagarnaDet enklaste talsystemet, som vi alla g�or bekanskap med tidigt i livet �arm�angden av s.k. naturliga tal eller av positiva heltal. Den talm�angdenbeteknas av matematiker som N. Allts�a,N = f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; :::::gDet �nns tv�a grundl�aggande operationer vi kan utf�ora p�a dessa tal som vikallar f�or addition oh multiplikation. F�orst�as all addition �ar bara upprep-ning av addition av talet 1 (dvs av r�akning), oh multiplikation �ar baraupprepad addition (t.ex. 4 � 3 = 4 + 4 + 4), s�a koneptuellt kan allting re-dueras till r�akning. Men �and�a s�a �ar det helt `naturligt' att inf�ora dessatv�a operationer eftersom man vill kunna r�akna snabbt oh e�ektivt oh intealltid p�a �ngrarna typ.Fr�aga : Om addition �ar upprepad r�akning oh multiplikation �ar upprepadaddition (av samma tal), vad kallas upprepad multiplikation (av samma tal)f�or ?N�ar vi utf�or additions oh multiplikationsuppgifter s�a m�aste vi alltid re-spektera de tre grundl�aggande r�aknelagarna :(I) Kommutativitet :B�ade addition oh multiplikation �ar kommutativa operationer. Dvs, f�orgodtykliga naturliga tal a oh b s�a g�aller atta+ b = b+ a oh a � b = b � a(II) Assoiativitet : 1



B�ade addition oh multiplikation �ar assoiativa operationer. Dvs, f�orgodtykliga naturliga tal a; b;  s�a g�aller atta+ (b+ ) = (a+ b) +  oh a � (b � ) = (a � b) � (III) Distributiva lagen :Multiplikation �ar distributativ �over addition. Dvs, f�or godtykliga naturligatal a; b;  s�a g�aller att a � (b+ ) = a � b+ a � Notera dok att addition �ar inte distributativ �over multiplikation, dvsa+ (b � ) 6= (a+ b) � (a+ )i allm�anhet. Det �nns faktiskt inga tre naturliga tal f�or vilka vi har likhet -varf�or ?Vi kan �aven subtrahera ett naturligt tal b fr�an ett annat naturligt tal as�a l�ange b < a. Vill vi f�a bort denna restriktion m�aste vi dok f�or f�orstag�angen utvidga v�art talsystem s�a att varje naturliga tal f�ar ett `negativt'motstyke. Dessutom beh�over vi talet noll. M�angden av alla heltal, b�adepositiva, negativa oh noll, beteknas av matematiker med Z. S�aZ = f� � � ;�3;�2;�1; 0; 1; 2; 3; � � �g:Notera att subtraktion av ett positivt tal �ar nu samma sak som addition avdess negativa motstyke. En speiell f�ordel med att inf�ora negativa tal �ar attdet underl�attar algebraiska manipulationer. Men f�or att beh�alla den f�ordelen�ar det ytterst viktigt att de tre grundl�aggande r�aknelagarna forts�atter attg�alla i det nya sammanhanget. Det �ar inget problem med de kommutativaoh assoiativa lagarna, men f�or att den distributiva lagen ska �and�a g�alla �ardet n�odv�andigt att ANS�ATTA(�1) � (�1) := 1:Detta �ar vad vi k�anner till som `minus minus �ar plus' regeln.Man kan �aven dela ett naturligt tal a med ett annat naturligt tal b, menresultatet brukar inte vara ett heltal. �Ar det det, s�a s�ager vi att b delar a,2



eller att a �ar en multipel av b, oh skriver bja. Annars l�amnas en s.k. restvid divisionen, som �ar ett heltal mellan 0 oh b� 1 (inkl.).Fr�aga : Ge tre olika sammanhang i vilka man vill r�akna med rester ?Om vi nu utvidgar v�art talsystem till alla br�aktal eller s.k. rationella tals�a kan vi genomf�ora alla fyra r�aknes�atten utan problem. Men vi�aterkommeri n�asta avsnitt till just hur man r�aknar med br�aktal. M�angden av alla br�aktalbeteknas av matematiker som Q.Historiskt s�a uppfattades l�ange `r�akning' oh `m�atning' som i prinip sammakonept, dvs att alla l�angder (m.a.p. en given enhetsl�angd) kunde represen-teras med br�aktal. Men (om inte redan tidigare) grekerna uppt�akte attdetta inte var s�a. L�angden p2 dyker upp naturligt som l�angden av hy-poteneusen i en r�atvinklig triangel med kateter av l�angd 1.Sats p2 �ar inget br�aktal.Bevis :F�or att kunna entydigt betekna varje m�ojlig l�angd (dvs varje m�ojliga re-sultat av en m�atning) s�a m�aste vi utvidga talsystemet ytterligare till des.k. reella talen. En viktig egenskap hos reella tal �ar att varje reellt talkan approximeras godtykligt bra med rationella tal - detta �ar egentligeninneh�allet i den formella DEFINITIONEN av de reella talen. Vi ser dettaexpliit genom att betrakta deimalutveklingen av tal. Ett tal med eno�andlig deimalutvekling kan approximeras hur bra som helst genom atttrunkera utveklingen n�agonstans. Varje tal med en �andlig deimalutvek-ling �ar rationellt (varf�or ?).Fr�aga : Vilka tal bland de med o�andliga deimalutveklingar �arrationella ? Varf�or ?Vi ska diskutera kort andra talsystem : t.ex. komplexa tal, talen p�a enkloka (modul�ar/rest aritmetik).
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Delbarhet, primtal oh br�akr�akningMan kan f�a alla naturliga tal fr�an talet 1 genom addition. Men genombara multiplikation f�ar man inget nytt tal utom 1 sj�alvt. F�or att kunnaf�a alla naturliga tal genom multiplikation m�aste vi ta med fr�an b�orjan allas.k. primtal. Ett primtal �ar ett naturligt tal st�orre �an 1 som inte �ar produk-ten av tv�a mindre naturliga tal, m.a.o. ett tal som bara g�ar att dela medsig sj�alvt oh 1. F�oljande tv�a satser �ar tv�a av de allra viktigaste inslagen iden grekiska matematiken. B�ada satserna tillskrivs Euklides :Sats 1 Varje naturligt tal st�orre �an 1 kan skrivas p�a ett unikt s�att somen produkt av primtal.Sats 2 Det �nns o�andligt m�anga primtal.S�attet att skriva ett tal som en produkt av primtal kallas f�or talets prim-talsfaktorisering. Diskussion oh exempelF�oljande begreppen �ar viktiga f�or br�akr�akning :Definition 1 : L�at a oh b vara tv�a naturliga tal. Den st�orsta gemen-samma delaren av a oh b, som beteknas SGD(a; b), �ar det st�orsta heltalsom delar b�ade a oh b.Definition 2 : L�at a oh b vara tv�a naturliga tal. Den minsta gemen-samma multipeln (n�amnaren) av a oh b, som beteknas MGM(a; b), �ar detminsta naturliga tal som �ar en multipel av b�ade a oh b.Kan man primtalsfaktoriseringarna av talen a oh b s�a kan man ber�aknaderas SGD oh MGM direkt. Den f�orsta �ar n�amligen produkten av alla de-ras gemensamma primtalsfaktorer, medan den andra �ar produkten av alladeras sammanlagda primtalsfaktorer, utan repitition. Speiellt s�a inneb�ardetta att vi alltid har f�oljande relation mellan SGD oh MGM :SGD(a; b) �MGM(a; b) = a� b:Det �nns dok en f�or stora tal i allm�anhet myket snabbare metod f�or attber�akna den SGD:en av tv�a givna tal. Den heter Euklides algoritm oh byg-ger p�a upprepad anv�andning av f�oljande priniper :4



(i) L�at a oh b vara heltal. Om a delar b s�a delar det �aven varje multi-pel av b.(ii) L�at  vara ett tredje heltal som oks�a delas av a. D�a g�aller att a delar�aven b+  oh b� . Diskussion oh exempelBr�akr�akning(I) F�orkortning av br�ak :L�at a oh b vara heltal med b 6= 0. Hur myket kan man f�orkorta br�aket ab ?Ju, det mesta man kan g�ora �ar att dela ut fr�an b�ade t�aljaren oh n�amnarenden st�orsta gemensamma delaren av a oh b.Ett br�ak ab s�ags vara i l�agsta form om b > 0 oh SGD(a; b) = 1.(II) Addition av br�ak :L�at a; b; ; d vara heltal med varken b eller d lika med noll. Vill man plussap�a de tv�a br�aken ab oh d s�a m�aste man f�orst hitta en gemensam multipel(n�amnare) f�or b oh d. Det enklaste valet �ar talet b � d. D�a g�aller att(varf�or ?) ab + d = a � d+ b � b � d :Man kan d�arefter f�orkorta br�aket p�a HL enligt (I) ovan. En ekvivalent pro-edur �ar att fr�an b�orjan inte v�alja vilken som helst gemensam n�amnare f�orb oh d, men deras MGM. Varf�or �ar det samma sak ? Exempel ...(III) Multiplikation av br�ak :ab � d = a � b � d Varf�or ?(IV) Division av br�ak :a=b=d = ab � d = a � db �  Varf�or ?
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