Talteori

1. Talsystem och de grundliggande riknelagarna

Det enklaste talsystemet, som vi alla gor bekanskap med tidigt i livet ar
mangden av s.k. naturliga tal eller av positiva heltal. Den talmangden
betecknas av matematiker som N. Alltsa,

N ={1,2,3,4,5,6,7,8,....}

Det finns tva grundliggande operationer vi kan utfora pa dessa tal som vi
kallar for addition och multiplikation. Forstas all addition ar bara upprep-
ning av addition av talet 1 (dvs av rdkning), och multiplikation &r bara
upprepad addition (t.ex. 4-3 = 4 + 4 4 4), sa konceptuellt kan allting re-
duceras till rakning. Men anda sa ar det helt ‘naturligt’ att infora dessa
tva operationer eftersom man vill kunna rakna snabbt och effektivt och inte
alltid pa fingrarna typ.

FRAGA : Om addition ar upprepad rakning och multiplikation ar upprepad
addition (av samma tal), vad kallas upprepad multiplikation (av samma tal)
for 7

Nar vi utfor additions och multiplikationsuppgifter s4 maste vi alltid re-
spektera de tre grundlaggande raknelagarna :

(I) Kommutativitet :

Bade addition och multiplikation ar kommutativa operationer. Dvs, for
godtyckliga naturliga tal a och b sa galler att

at+b=b+a och a-b=0b-a

(IT) Associativitet :



Bade addition och multiplikation ar associativa operationer. Dvs, for
godtyckliga naturliga tal a, b, ¢ sa galler att

a+(b+c)=(a+b)+c och a-(b-¢c)=(a-b)-c

(ITT) Distributiva lagen :

Multiplikation ar distributativ 6ver addition. Dvs, for godtyckliga naturliga
tal a, b, ¢ sa géller att

a-(b+c)=a-b+a-c
Notera dock att addition ar inte distributativ 6ver multiplikation, dvs
a+((b-c)#(a+b) (a+c)

i allmanhet. Det finns faktiskt inga tre naturliga tal for vilka vi har likhet -
varfor ?

Vi kan aven subtrahera ett naturligt tal b frin ett annat naturligt tal a
sa linge b < a. Vill vi fa bort denna restriktion maste vi dock for forsta
gangen utvidga vart talsystem sa att varje naturliga tal far ett ‘negativt’
motstycke. Dessutom behdver vi talet noll. Mangden av alla heltal, bade
positiva, negativa och noll, betecknas av matematiker med Z. Sa

Z={-,-3-2-1,01,23,}

Notera att subtraktion av ett positivt tal ar nu samma sak som addition av
dess negativa motstycke. En speciell fordel med att infora negativa tal ar att
det underlittar algebraiska manipulationer. Men for att behalla den fordelen
ar det ytterst viktigt att de tre grundlaggande raknelagarna fortsatter att
galla i det nya sammanhanget. Det ar inget problem med de kommutativa
och associativa lagarna, men for att den distributiva lagen ska dnda gélla &r
det nodvindigt att ANSATTA

(1) (=1) := 1.

Detta ar vad vi kanner till som ‘minus minus ar plus’ regeln.

Man kan aven dela ett naturligt tal a med ett annat naturligt tal b, men
resultatet brukar inte vara ett heltal. Ar det det, sa siger vi att b delar a,



eller att a dr en multipel av b, och skriver bja. Annars limnas en s.k. rest
vid divisionen, som ar ett heltal mellan 0 och b — 1 (inkl.).

FRAGA : Ge tre olika sammanhang i vilka man vill rikna med rester ?

Om vi nu utvidgar vart talsystem till alla braktal eller s.k. rationella tal
sa kan vi genomfora alla fyra raknesatten utan problem. Men vi aterkommer
i ndsta avsnitt till just hur man rdknar med braktal. Mangden av alla braktal
betecknas av matematiker som Q.

Historiskt sa uppfattades lange ‘rikning’ och ‘métning’ som i princip samma
koncept, dvs att alla lingder (m.a.p. en given enhetsldngd) kunde represen-
teras med braktal. Men (om inte redan tidigare) grekerna upptickte att
detta inte var sia. Lingden /2 dyker upp naturligt som lingden av hy-
poteneusen i en ratvinklig triangel med kateter av langd 1.

Sats /2 ir inget braktal.
BEvis :

For att kunna entydigt beteckna varje mojlig lingd (dvs varje mojliga re-
sultat av en mitning) sa maste vi utvidga talsystemet ytterligare till de
s.k. reella talen. En viktig egenskap hos reella tal ar att varje reellt tal
kan approximeras godtyckligt bra med rationella tal - detta ar egentligen
innehallet i den formella DEFINITIONEN av de reella talen. Vi ser detta
explicit genom att betrakta decimalutvecklingen av tal. Ett tal med en
oandlig decimalutveckling kan approximeras hur bra som helst genom att
trunkera utvecklingen nagonstans. Varje tal med en dndlig decimalutveck-
ling ar rationellt (varfor 7).

FRAGA : Vilka tal bland de med oéndliga decimalutvecklingar ar
rationella ? Varfor 7

Vi ska diskutera kort andra talsystem : t.ex. komplexa tal, talen pa en
klocka (modulir/rest aritmetik).



Delbarhet, primtal och brakrakning

Man kan fa alla naturliga tal fran talet 1 genom addition. Men genom
bara multiplikation far man inget nytt tal utom 1 sjilvt. For att kunna
fa alla naturliga tal genom multiplikation maste vi ta med fran borjan alla
s.k. primtal. Ett primtal ar ett naturligt tal storre an 1 som inte ar produk-
ten av tva mindre naturliga tal, m.a.o. ett tal som bara gar att dela med
sig sjilvt och 1. Foljande tva satser ar tva av de allra viktigaste inslagen i
den grekiska matematiken. Bada satserna tillskrivs Euklides :

Sats 1 Varje naturligt tal storre an 1 kan skrivas pa ett unikt sdtt som
en produkt av primtal.

Sats 2 Det finns odndligt manga primtal.

Sattet att skriva ett tal som en produkt av primtal kallas for talets prim-
talsfaktorisering.

Diskussion och exempel

Foéljande begreppen ar viktiga for brakrikning :

DEFINITION 1 : Lat a och b vara tva naturliga tal. Den stdérsta gemen-
samma delaren av a och b, som betecknas SGD(a,b), ar det storsta heltal
som delar bade a och b.

DEFINITION 2 : Lat a och b vara tva naturliga tal. Den minsta gemen-
samma multipeln (ndmnaren) av a och b, som betecknas MGM(a, b), ar det
minsta naturliga tal som dr en multipel av bade a och b.

Kan man primtalsfaktoriseringarna av talen a och b si kan man berakna
deras SGD och MGM direkt. Den forsta ar namligen produkten av alla de-
ras gemensamma primtalsfaktorer, medan den andra ar produkten av alla
deras sammanlagda primtalsfaktorer, utan repitition. Speciellt sa innebar
detta att vi alltid har foljande relation mellan SGD och MGM :

SGD(a,b) x MGM(a,b) = a x b.

Det finns dock en for stora tal i allmanhet mycket snabbare metod for att
berdkna den SGD:en av tva givna tal. Den heter Fuklides algoritm och byg-
ger pa upprepad anvandning av f6ljande principer :



(i) Lat a och b vara heltal. Om a delar b sa delar det dven varje multi-
pel av b.

(ii) Lat ¢ vara ett tredje heltal som ocksa delas av a. Da gdller att a delar
aven b+ c och b — c.

Diskussion och exempel

BRAKRAKNING

(I) Férkortning av brak :

Lat a och b vara heltal med b # 0. Hur mycket kan man forkorta braket § 7
Ju, det mesta man kan gora ar att dela ut fran bade tiljaren och nAmnaren
den storsta gemensamma delaren av a och b.

Ett brak ¢ sigs vara i ldgsta form om b > 0 och SGD(a,b) = 1.

(IT) Addition av brak :

Lat a, b, c,d vara heltal med varken b eller d lika med noll. Vill man plussa
pa de tva braken 7 och 5 si maste man forst hitta en gemensam multipel
(ndmnare) for b och d. Det enklaste valet ar talet b-d. Da géller att
(varfor ?7)

a ¢ a-d+b-c

b * d  b-d
Man kan dérefter forkorta braket pa HL enligt (I) ovan. En ekvivalent pro-

cedur ar att fran borjan inte valja vilken som helst gemensam namnare for
b och d, men deras MGM. Varfor ar det samma sak 7 Exempel ...

(ITT) Multiplikation av brak :

% X 2 = m Varfor ?
(IV) Division av brak :
a_/b gxé:_a-d Varfor ?
c/d b ¢ -



