Tentamenskrivning i Algebra, del 1 02-01-03

Losningar

F.1 (i) Vi kan anvidnda induktion. Fér n = 1 kollar vi att

1
VL=1=1>1'¢e"!' == = HL.

€
Antag nu att, for nagot n > 1,
n! > n"e™". (1)
Vi skall forsoka visa att
(n+ 1) > (n+1)"Hle (D), (2)

Men (n+ 1)! = (n+1) - n! sa (1) medfor pa en gang att
(n+1)!>(Mn+1)n"e " (3)

HL av (3) kan skrivas som

(n+1)n"e™ = (n+ 1)"le~(+D)

Och det ar givet att

fran vilket (2) foljer.

10
2
val for detta. D& kan de kvarstdende 8 killarna paras med de 8 tjejerna pa 8!

F.2 (i) Forst valjer vi vilka tva killar som ska vara ett par. Vi har

sitt. Svaret ar alltsa, enligt multiplikationsprincipen, 20 - 8l



(ii) Svaret &r (ni har gjort flera liknande Gvningar - t.ex. F.12(ii) pa
inldmningsuppgiften)

18!
or (21)%

F.3 Vi vet att det finns en rot av formen z = i for nigot reellt tal a.
Sétt in i ekvationen p(z) = 0, sa far vi att

(oi)® — 8(ai)* + 23(ai)® — 52(cvi)? + 76(cvi) — 80 = 0,
= (—8a* 4 52a% — 80) + i(a® — 23a® + T6a) = 0,

som ger de tva ekvationerna

—8a* +52a% — 80 = 0, (4)
o’ — 230 + T6a = 0. (5)

Notera att a = 0 16ser (5) men inte (4), sa vi kan ersitta (5) med
ot —23a% + 76 = 0. (6)
Men vi ser direkt att (6) faktoriserar som
(a? —19)(a?® —4) =0,

och har alltsa de fyra losningarna o = £++/19,£2. D4 fir man kolla att
a = £2 ocksa loser (4).

D& har vi hittat tva rotter, namligen z = +24. Darfor ar (z — 24i)(z + 2i) =
2% + 4 en faktor till p(z), och divisionsalgoritmen ger att

2° — 82% + 2323 — 5222 + 762 — 80
22 +4 B

23 — 822 + 192 — 20 := ¢(2).

Antag nu att examinatoren ar snill, sa att g(z) har minst en rationell rot
g = g. Sats 7.27 medfor att ¢ | 1 och p | — 20, som ger moljigheterna
[ = +1,£2,+4,+5,+10,£20. Man far kolla direkt att 8 = 5 ar en rot.
Alltsa, z — 5 ar en faktor och divisionsalgoritmen ger

2% — 822 +192 — 20
z—5H

=22 —3z+4:= r(2).



Den vanliga formeln ger de tva rottena till r(z), nimligen 5 (3 + \/72)

Svar : Ekvationen p(z) = 0 har de 5 16sningarna

+2i, 5, % (3 + fn) .

F.4 (i) Den Kinesiska Restsatsen medfor att det finns odndligt manga
HELtal N som satisfierar de tre kongruenserna. Alla sadana N ges av

N=Ny+(3-5-T)n,
dar n € Z och
No=1-b1-(5-7T)+2-b2-(3-7T)+3-b3-(3-5),
dar by, bo, by ar godtyckliga heltal som satisfierar

(5-7)by =1 (mod 3),
(3:7)be =1 (mod 5),
(3-5)b3 =1 (mod 7).
Det ar latt att se direkt att, t.ex., by = 2, by = 1, bg = 1 16ser ovanstaende

kongruenser. D3 far vi att alla 16sningarna till de ursprungliga tre kongru-
enserna ges explicit av

N =157+ 105n, n€Z. (7)

Det ar nu latt att kolla att 157 ar ett primtal.

(ii) Det racker, enligt (7), att bevisa att det finns odndligt manga n s att
157 4+ 105n ar ett primtal. Men detta foljer fran Dirichlets sats, eftersom
SGD(157,105) = 1.

(T.ex.: Tag n = 2. D& far man kolla att 1574 105-2 = 367 &r ett primtal
och dirmed en alternativ 16sning till del (i)).

F.5 Sats 3.9 i ‘Aritmetik och Algebra’ eller Sats 9.6 i mina anteckningar.



F.6 Man borde imitera beviset av satsen av Pythagoras att /2 &r irra-
tionellt (Sats 2.16 i boken). Dvs, antag att ¥/7 AR ett rationellt tal, sig
p/q, dir SGD(p,q) = 1. Vi ska fa fram en motsigelse ut av detta. Kubera,
sd har vi att

T="=p =745 (8)

Alltsa 7 | p® och dérfor, eftersom 7 &r ett primtal, Aritmetikens Fundamen-
talsats medfor att 7 | p. Lat p = Tr = p? = 73r3. Substituera in i (8), s har
vi att

49r% = ¢3.

Alltsa 7 | ¢* och en ny tillimpning av AFS medfor att 7 | g. Men nu har vi
visat att 7 delar bade p och ¢, som séger emot att SGD(p,q) = 1.

F.7 Notera att vi har faktoriseringarna

2 —3z4+2=(z—1)(z —2),
—23 +32% — 2z = —x(z — 1)(z — 2)

Da har vi att

som visar att f INTE ar INJEKTIV.

A andra sidan pastar jag att f ar surjektiv. Eftersom f &r en kontinuerlig
funktion racker det, pga Medelvirdesatsen, om vi kan visa att f(z) — 4oc
da  — 400 och att f(x) - —oo da £ — —oo. Men dessa fakta ar klara.
For nir £ — +o0o sd dominerar den positiva exponentialen %’ —3T+2
blir stor och positiv. Nar z — —oo blir bade termerna stora och positiva,
2. s4 i detta fall dominerar termen e~%°32°=2% och f

som

men —z3 dominerar z
gar mot —oo.

Svar : f ar surjektiv men inte injektiv.



F.8 Jag pastar att inget heltal kongruent med 7 modulo 8 kan skrivas som
summan av kvadraterna av tre eller farre heltal. Foér man far kolla att
kvadraten av varje heltal dr kongruent till 0,1 eller 4 modulo 8, och det finns
ingen 10sning till ekvationen

T=a+b+c,

dar var och ett av a,b, ¢ ar lika med 0,1 eller 4.



