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2.4.1 Övningar Efter dessäar det l̈ampligt att g̈ora prov 2b . . . . 48
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2.5.1 Övningar Efter dessäar det l̈ampligt att g̈ora prov 2c . . . . 52

2



3 Geometri 53

3.1 Euklidisk geometri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.1.1 Kongruens och likformighet . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.1.2 Pythagoras sats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.2 Trianglar och trigonometri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

3.2.1 Vinkelm̈atning . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

3.2.2 Trigonometri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
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4.2.1 Övningar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

4.3 Rationella funktioner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
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Välkommen till Sommarmatte!

Detta material ska hjälpa dig f̈orsẗarka dina matematikkunskaper från gymnasiet s̊a
du kan r̈akna obehindrat och koncentrera dig på det somär nytt n̈ar du kommer till
högskolekurser.

Texten finns b̊ade i tryckt form och p̊a kursens webplats

www.matematiskavetenskaper.se

Inneh̊allet är likadant, s̊a du kan ta med dig kompendiet i ryggsäcken eller l̈asa p̊a
skärmen. Vi har f̈ors̈okt ge en repetition av de viktigaste momenten i gymnasiets mate-
matik, med nya infallsvinklar som gör dig b̈attre f̈orberedd f̈or högskolans matematik.

Hur anv̈ander du materialet?

Börja med inneh̊allsförteckningen. K̈anner du igen det mesta? Vet du vad du har ganska
bra koll p̊a och vad som kommer att kräva mer repetition f̈or dig? G̈or en realistisk
tidsplan f̈or hur du b̈orjar, och s̈att igång, med pennan i handen och papper bredvid så
du kan ẗanka med b̊ade huvudet och handen. Textenär ẗatare skriven̈an vad de flesta
gymnasieb̈ockernäar. Lär du dig att l̈asa den, s̊a har du kommit en bra bit mot att kunna
studera i ḧogskoleb̈ocker.

Om du k̈anner att du redan kan materialet i ett avsnitt kan du gå till övningarna f̈orst
och testa dig. Du hittar facit efter kurstexten. Går det bra, s̊a kan du forts̈atta med
motsvarande prov p̊a webben. P̊a många sẗallen, fr̊an negativa tal till Pythagoras sats
och exponentialfunktioner, har vi förs̈okt presentera nya sidor hos kunskap som du
redan besitter, s̊a läs texten nogäaven om du klarar uppgifterna och provet. Då har du
chansen att komma ett steg längre och f̊a nya insikter.

Känner du att du behöver grundligare repetition på ett avsnitt, eller att texten föruts̈atter
saker som du inte kan, så är det dags att v̈anda dig till en l̈arobok f̈or gymnasiesko-
lan, en repetitionsbok, eller någon Internetreferens (se referensförslag p̊a kursens web-
plats).

Fastnar du med ett begrepp eller en uppgift, ställ en fr̊aga p̊a kursens “chat” eller kon-
takta v̊ara mentorer som hjälper dig att komma vidare!

Lycka till med Sommarmatten!

Göteborg, 2 juni 2008

Stefan Lemurell, Carl-Henrik Fant, Laura Fainsilber
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1 Aritmetik och Algebra

I detta kapitel skall vi f̈orst arbeta med grundläggande aritmetik, alltså de fyra r̈akne-
sätten, f̈or olika typer av tal. Detta lägger en stabil grund för algebra, som ḧar inneb̈ar
grundl̈aggande r̈akning med symboler vilket vi behandlar i slutet av kapitlet.

Alla räkneregler som används i algebraiska räkningar, har sin bakgrund i hur man
räknar med tal. Alla reglerna kan därför förklaras genom att man utgår från aritmetiken.
Oftast r̈acker det att utg̊a från ett exempel, om man samtidigtövertygar sig om att
exempleẗar allmängiltigt. Även om du kan vissa regler utantill, som ”minus minus̈ar
plus”, så vinner du i l̈angden p̊a att kunna f̈orklara varf̈or regeln g̈aller.

Vi rekommenderar att duinteanv̈ander r̈aknare eller formelsamling då du l̈oser uppgif-
terna. De kunskaper du får genom att dels räkna sj̈alv och ẗanka p̊a vilka r̈akneregler du
anv̈ander och dels lära dig en del fakta i stället för att förlita dig p̊a formelsamlingen,̈ar
oerḧort värdefulla f̈or dina fortsatta studier. I m̊anga matematikutbildningar förväntas
du klara dig utan hj̈alpmedel.

1.1 Räkning med naturliga tal och heltal

Denaturliga talenär talen0, 1, 2, 3, 4 · · ·. (De tre avslutande punkterna i listan indi-
kerar att m̈onstret forts̈atter utan slut.) Denegativa heltalenär−1, −2, −3, −4 · · ·.
Ibland skriver man negativa tal med en parentes:(−1), (−2), (−3), (−4) · · ·.

I detta kapitel skriver vi minustecknet lite upphöjt för att det inte skall se ut likadant
som subtraktionstecknet:−1, −2, −3, −4, · · ·. Vi vill po ängtera att det handlar om ett
speciellt tal, eller en operation på ett tal, och inte subtraktion. Men det händer, speciellt
längre fram i kapitlet, att minustecknet skrivs på vanligt s̈att. Fr̊an och med kapitel 2
förekommer inte det upphöjda minustecknet. Naturligtvis kan du själv skriva som du
är van. I proven p̊a webben skall du skriva t.ex.−3.

De naturliga talen och de negativa talen bildar tillsammansheltalen
· · · −4, −3, −2, −1, 0, 1, 2, 3, 4 · · ·.
Ofta talar man ommängdenav alla naturliga tal. Ordet m̈angd, anv̈ands ḧar p̊a ett ma-
tematiskt s̈att. I normalsvenska betyder ordetett stort antalelleren m̈atbar ansamling.
En matematisk m̈angdär en samling objekt, element. Mängden av de naturliga talen
har allts̊a som element naturliga tal. Talet 13är ett element i m̈angden, liksom varje
annat naturligt tal. M̈angden av alla naturliga tal betecknas oftaN. Vill vi po ängtera att
13 är ett naturligt tal kan vi skriva13 ∈ N (läses: 13 tillḧor de naturliga talen).

På samma s̈att talar man om m̈angden av alla heltalZ, mängden av alla negativa heltal
Z− och m̈angden av alla positiva heltalZ+. (Notera att0 varkenär ett positivt eller ett
negativt tal.)

6



1.1.1 Naturliga tal

Naturliga tal kan adderas och multipliceras. Vid addition och multiplikation gäller det
man kallarkommutativitet: a + b = b + a ocha · b = b · a för alla naturliga tala ochb.

Om fler än tv̊a tal skall adderas vet vi att additionen kan ske i vilken ordning som
helst med samma resultat. Vi tänker ofta inte ens p̊a att man utf̈or flera operationer och
väljer ordningen. Summan av talen 3, 6 och 13är 22 hur viän r̈aknar. Vill man skrift-
ligt redovisa ordningen p̊a additionerna anv̈ands parenteser tillsammans medförsta
prioritetsregeln: operationen inom parentes utförs först: 3 + (6 + 13) = 3 + 19,
(3 + 6) + 13 = 9 + 13. Om inga parenteser skrivits ut gäller läsriktningsprioritet,
den v̈anstra additionen utförs först.3 + 6 + 19 är samma som(3 + 6) + 13

Vid addition och multiplikation g̈aller associativitet: a + (b + c) = (a + b) + c och
(a · b) · c = a · (b · c) för alla naturliga tala, b ochc.

Då b̊ade addition och multiplikation̈ar inblandade, som i beräkningen av3 + 4 · 7,
kommer prioritetsregelnmultiplikation f̈ore additionin: 3 + 4 · 7 = 3 + 28. Här g̈aller
alltså inte läsriktningsprioritet.

Vill vi att additionen skall utf̈oras f̈orst kr̈avs parenteser:(3 + 4) · 7 = 7 · 7. Denna
uträkning kan ocks̊a g̈oras meddistribution: (3 + 4) · 7 = 3 · 7 + 4 · 7 = 21 + 28

Vid addition följt av multiplikation g̈aller distributivitet: (a + b) · c = a · c + b · c för
alla naturliga tala, b ochc.

Vill man först̊a r̈akneregler soma − (b − c) = (a − b) + c är det ocks̊a enkelt att
utgå från ett exempel: Vi skall beräkna14 − (6 − 2). Om vi då först ber̈aknar14 − 6
så har vi subtraherat 2 för mycket. Allts̊a är 14 − (6 − 2) = (14 − 6) + 2. Addition
och subtraktion har samma prioritet. Med läsriktningsprioritet kan vi d̈arför skriva det
senare utan parenteser:14− (6− 2) = 14− 6 + 2. Generellta− (b− c) = a− b + c,
somär första exemplet p̊aminus minus̈ar plus.

På samma s̈att kan man inse atta− b− c = a− (b + c) för alla naturliga tala, b ochc.

Nu några ord om division av naturliga tal. För att underl̈atta polynomdivision l̈angre
fram, är det v̈ardefullt att kunna utf̈ora l̊ang division av naturliga tal för hand, t.ex.
med hj̈alp av uppsẗallning i ”liggande stolen” eller ”trappan”. Vilken man väljer är helt
oviktigt, algoritmenär samma. Ḧar nedan anv̈ands ”liggande stolen”.

Kvot

Täljare Nämnare

Exempel. Vi önskar ber̈akna8476÷ 23. (Här anv̈ands÷ som divisionstecken.)

Lösning.

För att det skall vara enklare att följa kalkylerna redovisas varje steg i en ny ”stol”. En
förklaring ges efter exemplet.
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Kvot

8476 23

3

8476
−69

23

15

36

8476
−69

23

157
−138

19

368

8476
−69

23

157
−138

196
−184

12 Rest

Vi ser ḧar att8476÷ 23 = 368 rest12. ¤

Om du tycker att algoritmen̈ar sv̊arbegriplig eller kr̊anglig kan du kanske ha hjälp av
följande f̈orklaring:

Multiplikation och division av naturliga tal̈ar motsatta operationer. Alltså: eftersom
6 · 7 = 42 så är 42 ÷ 7 = 6. Men multiplikationär samma som upprepad addition:
6 ·7 = 42 eftersom7+7+7+7+7+7 = 42. Division är d̈arför samma som upprepad
subtraktion:42÷7 = 6 eftersom42−7−7−7−7−7−7 = 0. (De gamla mekaniska
räknemaskinerna byggde helt på denna princip.) Om divisionen inte går jämnt ut f̊ar
man enrest. 45− 7− 7− 7− 7− 7− 7 = 3 alltså42÷ 7 = 6 med rest3.

Det är väldigt opraktiskt att subtrahera talet23 från talet8476 mer än 300 gånger.
Därför effektiviserar man genom att först r̈akna ut hur m̊anga hundra g̊anger23 går i
8476.

Eftersom84÷ 23 = 3 rest15 går23 minst300 gånger i8476, men inte400 gånger. Vi
kan d̈armed skriva hundratalssiffran3 i kvoten och subtrahera300 · 23 från8476.

Vi har att84 − 3 · 23 = 15 och8476 − 300 · 23 = 1500 + 76 = 1576. I den andra
”stolen” är inte nollorna utskrivna, dëar underf̈orst̊adda. I den tredje stolen tas inte
siffran 6 med i resten1576. Det betyder inget, men man brukar göra s̊a eftersom den
inte kommer in i kalkylerna i detta steg.

157 ÷ 23 = 6 rest 19. Alltså g̊ar 23 minst 60 gånger i1576, men inte70 gånger.
157− 6 · 23 = 19 och1576− 60 · 23 = 190 + 6 = 196. Vi kan nu skriva tiotalssiffran
6 i kvoten.

Slutligen196÷ 23 = 8 rest12. Alltså är196 = 8 · 23 + 12 och kvotens entalssiffräar
8.

Kalkylerna ovan kan sammanföras:8476 = 300 ·23+1576 = 300 ·23+60 ·23+196 =
360 ·23+196 = 360 ·23+8 ·23+12 = 368 ·23+12. Alltså8476÷23 = 368 rest12.
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Testövning

1. Ber̈akna937÷ 31 2. Ber̈akna427÷ 23

Svar:

1. 30 rest7 2. 18 rest13

1.1.2 Negativa tal

Addition av naturliga tal̈ar ju direkt sammankopplad med antalsräkning och d̈armed
(nästan) en medfödd m̈ansklig f̈ormåga. Eftersom dëovriga r̈aknes̈atten f̈or naturliga
tal bygger p̊a addition, kan de också anses medfödda.

Då det g̈aller negativa tal̈ar situationen annorlunda: deär objekt mandefinierarmed
hjälp av de naturliga talen. Till varje naturligt tala införs ett negativt (motsatt) tal−a.
Man måste sedandefinierahur man skall r̈akna med dessa nya objekt. Att göra det i
detalj ḧar skulle ta mycket utrymme, men vi skalländ̊a förs̈oka ge en lagom repetition
och kanske f̈ordjupning.

Man måste f̈orst definiera addition p̊a ett s̊adant s̈att att det leder till
7 + −3 = 7 − 3 = 4, 4 + −7 = −(7 − 4) = −3, −5 + 7 = 7 − 5 = 2,
−5 + 3 = −(5− 3) = −2 och −5 + −3 = −(5 + 3) = −8.

Det är ganska l̈att att argumentera för att ovanst̊aendëar enda rimliga additionen. Men
detär endefinition, något man har bestämt.

Det är inte sj̈alvklart, men antagligen intëoverraskande, att additionen,även med ne-
gativa tal,är associativ:a+(b+c) = a+b+c. Denär ocks̊a kommutativa+b = b+a.
Båda dessa egenskaper kan manbevisa.

Av 7 + −3 = 7 − 3 följer att subtraktion f̈or naturliga tal kan ers̈attas av en addition:
Oma ochb är naturliga tal s̊adana atta > b så g̈allera− b = a + −b.

Om vi låter−b beteckna det motsatta talet tillb även d̊ab är negativt,−(−3) = 3 (minus
minusär plus), skall vi se att all subtraktion kan erhållas genom addition av motsatt
tal.

Sats:För alla heltala ochb gäller det atta− b = a + −b.

Bevis:Subtraktion kan ses som uppdelning av tal eller lösning till en ekvation:
a− b är det (unika) talx som uppfyllerx + b = a.

Vi ser attx = a+−b är lösning till ekvationen eftersom(a+−b)+ b = a+(−b+ b) =
a + 0 = a. Att det inte finns n̊agon annan lösning ser vi genom att addera−b till b åda
sidor av likheten:(x + b) + −b = a + −b.

Eftersom additionen̈ar associativ ochb + −b = 0 så följer att v̊ansterledeẗar (x + b) +
−b = x + 0 = x och d̈armedx = a + −b. ¤
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Ocks̊a multiplikation f̈or heltal m̊astedefinieras. Precis som vid addition m̊aste man
tänka p̊a alla kombinationer av naturligt och negativt.

4 · −7 = −(4 · 7) = −28, −5 · 7 = −(5 · 7) = −35, och −5 · −3 = 5 · 3 = 15,
(minus minus̈ar plus).

Återigenär det ganska lätt att argumentera för att ovanst̊aendëar enda rimliga multi-
plikationen. Men deẗar endefinition, något man har bestämt.

Det är inte heller sj̈alvklart, men bevisbart, att samma räkneregler g̈aller för heltalen
som f̈or de naturliga talen. I lärob̈ocker anv̈ander man ofta vissa av räknereglerna f̈or
att förklara hur multiplikation m̊aste g̊a till. Det finns n̈amligen inget annat sätt att
räkna om man vill att r̈aknereglerna skall fortsätta g̈alla.

Testövning

1. Ber̈akna5− (−4− 7) 2. Ber̈akna−5 · (−4− 3) 3. Ber̈akna−5 · −4− 3

Svar:

1. 16 2. 35 3. 17

1.1.3 R̈akneregler

Här sammanfattas de prioritetsregler och räkneregler som behandlats i kapitlet.

Prioriteringsordning

1. Operation mellan parenteser.

2. Multiplikation och division

3. Addition och subtraktion

4. Vid lika prioritet g̈aller läsriktningsprioritet
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Räkneregler

För alla heltala, b ochc gäller det att

• a + b = b + a kommutativitet

• a + (b + c) = (a + b) + c associativitet

• a− (b− c) = a− b + c minus minus̈ar plus

• a− (b + c) = a− b− c

• a + −a = 0

• −(−a) = a minus minus̈ar plus

• a · b = b · a kommutativitet

• (a · b) · c = a · (b · c) associativitet

• (a + b) · c = a · c + b · c distributivitet

• a · −b = −(a · b)
• −1 · a = −a

• −a · −b = a · b minus minus̈ar plus

1.1.4 Övningar Efter dessaär det lämpligt att göra prov 1a

1.1.1 Besẗam kvot och rest till

a) 7956÷ 21 b) 7497÷ 21

c) Är något av talen7956 eller7497 delbart med21?

1.1.2 Ber̈akna

a) 7− −2 · (3− 9) · ((2 + −5− 8) · (−3− −5)− 4)

b) (−4− 2) · ((−6− −9)− ((6− −7 + 3) · (−2− 3) + −1 · (7− −4)))

11



1.1.3 Skriv följande utan parenteser och utan negativa (motsatta) tal.

a) a− −b · (a + 1)− b · (−a + 1)

b) (−a · −b + a · (b− 2 · −a)) · (−1 + b)

1.2 Bråkr äkning

1.2.1 De rationella talen

Rationella talellerbråktalskrivs
p

q
, därp ochq är heltal ochq 6= 0. Några exempel p̊a

rationella talär
3

7
,
−5

34
,

−5
−12

,
7

1
,

1

7
.

Om s är ett heltal s̊a är de tv̊a br̊aktalen
p

q
och

s · p
s · q lika. Man s̈ager att br̊aktalet

p

q

förlängtsmed (faktorn)s 6= 0 till
s · p
s · q , eller att

s · p
s · q förkortatsmeds till

p

q
.

Talen
7

11
och

14

22
är lika eftersom

7

11
=

2 · 7
2 · 11

=
14

22
.

Man kan f̈orlänga/f̈orkorta med negativ faktor också:
−7
−11

=
−1 · 7
−1 · 11

=
7

11
,

7
−11

=
−1 · 7

−1 · −11
=

−7

11
.

I allmänhet f̈ors̈oker man ange bråktal p̊a enklaste formen så att ẗaljarenp och n̈amnaren
q inte har n̊agon gemensam faktor (utom1 eller−1).

Man kan v̈alja att ge talet p̊a blandad form isẗallet för ren br̊akform. I s̊a fall skriver

man3
1

4
istället för

13

4
. Detär emellertid l̈att att missuppfatta den blandade formen och

läsa3 · 1

4
somär

3

4
.

Mängden av alla rationella tal brukar betecknasQ.

Talet
p

1
identifieras med heltaletp. På det visetär alla heltal ocks̊a rationella tal.

Mängden av alla heltal,Z, är endelm̈angdav mängden av alla rationella tal,Q. Detta
skrivsZ ⊂ Q.

1.2.2 R̈akning med rationella tal

Addition och subtraktion av bråktal utf̈ors genom att de tv̊a termerna skrivs med ge-
mensam n̈amnare:
7

12
+

39

15
=

5 · 7
5 · 12

+
4 · 39

4 · 15
=

35

60
+

156

60
=

35 + 156

60
=

191

60
.

12



Generelltär
a

b
+

c

d
=

d · a
d · b +

b · c
b · d =

d · a + b · c
d · b

Det är en god vana att inte förlänga med mer̈an n̈odvändigt. D̊a man arbetar med
rationella funktioner, se avsnitt 4.3, blir det extra viktigt.

Om man f̈oljer den allm̈anna principen vid addition av
7

12
och

39

15
får man

7

12
+

39

15
=

15 · 7
15 · 12

+
12 · 39

12 · 15
=

105

180
+

468

180
=

105 + 468

180
=

573

180
.

Här kan och b̈or man f̈orkorta med3 somär den gemensamma faktorn i de två n̈amnarna
12 och15.

Eftersom
a

b
+

−a

b
=

a + −a

b
=

0

b
= 0 är det logiskt att kalla

−a

b
det motsatta talet till

a

b
och skriva

−a

b
= −

(a

b

)

Subtraktion av br̊aktal g̈ors p̊a motsvarande sätt som addition:

a

b
− c

d
=

d · a− b · c
d · b ,

men man kan, som då man subtraherar heltal, addera det motsatta talet istället:

a

b
− c

d
=

a

b
+ −

( c

d

)
.

7

12
− 39

15
=

5 · 7
5 · 12

− 4 · 39

4 · 15
=

35

60
− 156

60
=

35− 156

60
= −121

60
.

Multiplikation av rationella tal definieras av:

a

b
· c

d
=

a · c
b · d

Att denna definition̈ar den enda rimliga kan man motivera på följande s̈att:

• Multiplikation med heltal skall motsvara upprepad addition.

Alltså är3 · c

d
=

c

d
+

c

d
+

c

d
=

3 · c
d

• Vidare skall multiplikation vara associativ. Alltså är
c

d
=

7

7
· c

d
= 7 ·

(
1

7
· c

d

)
.

Men dettäar möjligt endast om
1

7
· c

d
=

c

7 · d .
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• Tillsammantaget ger detta
a

b
· c

d
= a ·

(
1

b
· c

d

)
= a · c

b · d =
a · c
b · d .

Division av rationella tal ges av

a

b
÷ c

d
=

a

b
· d

c

Detta motiveras av att division̈ar den till multiplikation motsatta operationen:
Eftersom3 · 4 = 12 så är12÷ 4 = 3.

Så kan vi resonera också d̊a det g̈aller rationella tal:

Eftersom

(
a

b
· d

c

)
· c

d
=

a

b
så är

a

b
÷ c

d
=

a

b
· d

c

Specielltär13÷ 4 =
13

1
÷ 4

1
=

13 · 1
1 · 4 =

13

4
.

I kapitel 1.1.1 skulle vi sagt att13 ÷ 4 = 3 rest1. Då handlar det omheltalsdivision
som speglar t.ex. en fördelning:om trettonägg skall f̈ordelas p̊a kartonger som rymmer
fyra ägg vardera s̊a får man tre fulla kartonger och etẗaggöver.I detta kapitel handlar
det om division f̈or rationella tal. Alla rationella tal kan divideras, kvotenär alltid ett
rationellt tal.

Likheten13÷ 4 =
13

4
motiverar/f̈orklarar anv̈andandet av bråkstrecket som divisions-

symbol.

Det är ofta praktiskt och bekv̈amt att anv̈anda br̊akstrecket som divisionssymbol. Det

gäller bara att veta vad
a

b
betyder.Är det ett br̊aktal alltså ett rationellt tal, eller̈ar det

ett bråk alltså en division?
3

4
är ett rationellt tal,

√
2√
3

är ett br̊ak men inte ett rationellt

tal.

Ibland orskar anv̈andningen av bråkstreck som divisionssymbol felläsning/feltolkning:

Vi har att
a

b
÷ c =

a

b · c mena ÷ b

c
=

a · c
b

. Därför är det viktigt att veta vad som

avses d̊a man anv̈ander ”dubbelbr̊ak”. Att
a
b

c
och

a
b
c

inte är samma sak, syns lätt i tryckt

text, men inte lika l̈att i handskriven text. Ḧar rekommenderas därför att man anv̈ander
annan divisionssymbol÷ eller/ eller förtydligande parenteser.

Tänk ocks̊a p̊a att ett dubbelbråk ofta inneh̊aller ”osynliga parenteser”, vilket illustreras
i nästa exempel.
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Exempel. Vi skall skriva
1
7
− 3

11
2
63

+ 11
18

som ett br̊aktal p̊a enklaste form.

Lösning.
1
7
− 3

11
2
63

+ 11
18

=

(
1

7
− 3

11

)
÷

(
2

63
+

11

18

)
=

(
1 · 11

7 · 11
− 3 · 7

11 · 7
)
÷

(
2 · 2

7 · 9 · 2 +
11 · 7

2 · 9 · 7
)

=

(
11− 21

11 · 7
)
÷

(
4 + 77

2 · 9 · 7
)

=

−10 · 2 · 9 · 7
11 · 7 · 81

= −20

99
¤

1.2.3 R̈akneregler

Här sammanfattas de räkneregler som g̈aller för rationella tal. De som tidigare behand-
lats för heltalen g̈aller även f̈or de rationella talen.

Räkneregler

För alla rationella tal,
a

b
och

c

d
, dära, b, c ochd är heltal, g̈aller det att

• a

b
+

c

d
=

d · a
d · b +

b · c
b · d =

d · a + b · c
d · b

• a

b
− c

d
=

d · a− b · c
d · b

• a

b
· c

d
=

a · c
b · d

• a

b
÷ c

d
=

a

b
· d

c

1.2.4 Övningar Efter dessaär det lämpligt att göra prov 1b

1.2.1 Skriv följande rationella tal p̊a enklaste form

a)
5040

40320
b)

6182
−616

c)
−42 · 308 · 230
−60 · 121 · −69
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d)
1

4
+

3

5
e) 3

1

4
+ 2

5

6
+ 4

3

8
f) 2

15

17
− 3

1

5
+ 1

2

3

1.2.2 Skriv följande rationella tal p̊a enklaste form och blandad form

a)
1

4
− (

1
1

3
− 2

1

6

)

b) 2
1

4
− 3

1

5
−

(
4
11

21
− 3

5

7

)
+

(
3
1

5
− 1

7

15

)

1.2.3 Skriv följande rationella tal p̊a enklaste form

a)
1

7
÷ 4

7
b)

6

11
· 11

24
· 3

19
· 38

17

c) 2
1

6
· 33

4
÷ 4

7

12
d) −11

1

3
· 22

5
÷ −1

2

15

e)

(
2

5
· 3

20

)
÷

(
9

100
· 5

19

)
f)

2

5
· 3

20
÷ 9

100
· 5

19

g)

(
77

8
÷ 4

3

)
÷

(
24

13
÷ 6

11

)
h)

77

8
÷ 4

3
÷ 24

13
÷ 6

11

1.2.4 Skriv följande rationella tal p̊a enklaste form

a)

(
1

2
+

1

3

)
÷

(
1

4
− 2

3

)
b)

35
6
− 27

8

4 5
11
− 31

6

c)
31

4
− 2 7

12

11
5
− 2

7

− 1 2
11
− 8

9
23
99

· 1 5

41

1.3 Potenser med heltalsexponent

1.3.1 Potenser

I detta kapitel introduceras begreppet potens för rationella tal, och d̈armed naturligt-
vis för alla heltal. Exponenten̈ar ḧar heltal men l̈angre fram (i kapitel 1.7) kommer
exponenten att vara ett rationellt tal och slutligen ett reellt tal. De räknelagar som pre-
senteras i kapitleẗar allmängiltiga, de g̈aller även med reella exponenter.
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1.3.2 Potens med heltalsexponent

Potensermedheltalsexponenterdefinieras av

a0 = 1 (för a 6= 0), a1 = a, a2 = a · a, a3 = a · a2 = a · a · a,
an = a · an−1 = a · a · · · a, (produkten avn faktorer d̊an är ett positivt heltal.)

Vidare definierar mana−n =
1

an
dån är ett positivt heltal ocha > 0.

I definitionen ovan kann bara vara ett heltal mena kan vara s̊aväl ett heltal som ett
rationellt tal.

Vid ber̈akning av potenser av negativa tal får man vara extra uppm̈arksam. De beräknas
naturligtvis p̊a samma s̈att som potenser av positiva tal.−34 = −3 · −3 · −3 · −3.
Men risken f̈or felläsningär stor varf̈or detär klokt att alltid skriva parentes runt talet:
−34 = (−3)4 så att det inte f̈orväxlas med−(34).

Då (−1)2 = 1, gäller att:(−a)1 = −a, (−a)2 = a2, (−a)3 = −(a3) och allm̈ant

(−a)n =

{
an om n = 2m = jämnt heltal
−(an) om n = 2m + 1 = udda heltal.

För potenser av bråktal g̈aller att

(
p

q

)n

=
pn

qn
. Ocks̊a i detta fall är det klokt att

anv̈anda f̈ortydligande parenteser. Detär annars l̈att att uppfatta det som
pn

q
.

Följande potenslagar kan härledas om man skriver upp vad de olika potensernaär. T.ex
är (23)4 = (2 · 2 · 2)4 = (2 · 2 · 2) · (2 · 2 · 2) · (2 · 2 · 2) · (2 · 2 · 2) = 23·4.

1.3.3 R̈akneregler

Potensregler

För alla tala ochb gäller det att

• a0 = 1

• am · an = am+n

• (ab)n = an · bn

•
(a

b

)n

=
an

bn
.

• (an)m = an·m

• am

an
= am−n.

• a−n =
1

an
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Vid räkning med potenser gäller prioritetsregeln att potenser beräknas f̈ore multipli-
kation eller division ocḧaven f̈ore addition eller subtraktion.2 · 32 = 2 · 9 = 18,
2 + 32 = 2 + 9 = 11. Som tidigare skall operation inom parenteser beräknas f̈orst:
(2 · 3)2 = 62 = 36, (2 + 3)2 = 52 = 25.

Vid upprepad potensberäkning, som i :233, gäller att exponenten beräknas f̈orst:

233
= 2(33) = 227 = 134217728, 25+3 = 2(5+3) = 28 = 256.

Ocks̊a ḧar ger parenteser förtur: (23)3 = 83 = 512.

En litenvarning! Det finns ingen standardprioritet för upprepad potensberäkning. Vis-
sa kalkylatorer har ”exponenten först” prioritet, andra har läsriktningsprioritet.233 kan
bli antingen134217728 eller 512, det beror p̊a r̈aknarfabrikatet, ibland t.o.m. på mo-
dellen. F̈or s̈akerhets skull – anv̈and parenteser.

Här är de prioritetsregler som behandlats i kapitlet.

Prioriteringsordning

1. Operation mellan parenteser.

2. Exponent

3. Potens

4. Multiplikation och division

5. Addition och subtraktion

6. Vid lika prioritet g̈aller läsriktningsprioritet

1.3.4 Övningar

1.3.1 Ber̈akna

a) 52 b) 25 c) (−3)4 d) (−4)3

e) 1100 f) 1001 g) 30 h) (−3)0
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1.3.2 Skriv följande som ett br̊aktal p̊a enklaste form, utan potenser.

a) 2−2 b) (−3)−3 c) 1−5

1.3.3 Skriv som potenser av 2

a) 1/64 b) 163/210 c) 1283/325

1.3.4 Skriv följande som ett br̊aktal p̊a enklaste form, utan potenser.

a)
25 · 3−7 · 105 · −7−2

23 · 3−5 · 5 b)

(
2
5

)3 · (− 3
7

)−1 ÷ (
3
10

)−3

56 · 10−6

1.4 Reella tal

Det är ganska komplicerat att definiera vad som menas med ett reellt tal. Det kräver
mer avancerad matematikän vad som normalt ing̊ar i en gymnasieutbildning. Vi m̊aste
därför hålla oss till en relativt intuitiv och f̈orenklad bild av begreppet. Med ettreellt
tal menas d̊a ett talr som ges av endecimalutveckling, som beskrivs nedan.

Varje positivt reellt tal har en heltalsdeln, somär ett naturligt tal, och en decimaldel:
r = n.a1a2a3a4a5 · · ·, där alla talenai är naturliga tal mellan0 och9. Detta betyder att

r = n +
a1

10
+

a2

100
+

a3

1000
+

a4

10000
+

a5

100000
+ · · ·.

Till varje positivt reellt tal finns ett motsatt, negativt tal
−r = −n.a1a2a3a4a5 · · · = − (

n + a1

10
+ a2

100
+ a3

1000
+ a4

10000
+ a5

100000
+ · · · ).

Genom att bara ta med̈andligt m̊anga decimaler får vi ett rationellt tal som approxi-
merar det reella talet. Ju fler decimaler dess bättre approximation.

Reella tal kan adderas, subtraheras, multipliceras och divideras, genom att man utför
operationerna p̊a de rationella approximationerna. Genom att ta med fler och fler de-
cimaler f̊ar man en f̈oljd av rationella tal som n̈armar sig (har gr̈ansv̈ardet) de reella
talens summa, differens, produkt eller kvot.

Två decimalutvecklingar representerar samma reella tal om deras differensär0. Detta
inneb̈ar att t.ex.3.25300000 · · · = 3.25299999 · · ·. (De avslutande punkterna innebär
som vanligt att m̈onstret forts̈atter obrutet.)

För att åsk̊adligg̈ora de reella talen använder man ofta punkter på tallinjen. Inte heller
dettaär helt oproblematiskt. Vad̈ar en linje och vad̈ar en punkt?

Euklides definierade begreppen punkt, linje och plan på ett s̈att som, kanske ger rätt
associationer, men̈and̊a är väldigt diffust. Enpunkt är n̊agot som inte kan delas. En
linje är en l̈angd utan bredd. En linjes̈andarär punkter. Enrät linje är en linje som
ligger jämnt mellan punkterna på densamma. Enyta är n̊agot som bara har längd och
bredd. Ettplan är en yta som ligger med de räta linjerna p̊a detsamma.
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De definitionerna leder inte till att man kan säga vad ett reellt tal̈ar. Endast naturliga
tal, positiva br̊aktal och vissa (geometriskt konstruerbara) reella tal. Man kan alltså inte
definiera ett reellt tal som en punkt på tallinjen. Resonemangetär det omv̈anda. N̈ar vi
har de reella talen kan vi definiera vad som menas med rät linje, punkt och plan. D̊a
motsvarar varje reellt tal en punkt på linjen och varje punkt motsvarar ett reellt tal.

I praktiken r̈aknar vi bara med rationella approximationer till de reella talen, eller med
symboler, som

√
2, som representerar specifika reella tal. Redan de gamla grekerna

visste att det inte finns rationella talx sådana attx2 = 2, 3, 5, 6 m.fl. Man kan
numera visa att det däremot finns s̊adana reella tal.

Mängden av alla reella tal betecknasR. De rationella talen̈ar ocks̊a reella tal, m̈angden
av alla rationella tal̈ar endelm̈angdav mängden av alla reella tal.
Vi har attN ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R.

1.4.1 Olikheter för reella tal

I likhet med heltalen och de rationella talen finns det tre typer av reella tal, de positiva,
de negativa och talet0. Detta g̈or det m̈ojligt att definiera begreppenstörre än och
mindreän för reella tal.

Definition
Det reella taleta är större än taletb, skrivsa > b, om och endast oma− b är
positivt.

Taleta ärmindreän taletb, skrivsa < b, om och endast oma− b är negativt.

För alla reella tala ochb finns d̈armed tre m̈ojligheter:a = b, a > b ellera < b.

I detta sammanhang har man ofta användning av en praktisk m̈angdbeskrivning.

Säg till exempel att vi, av n̊agon anledning,̈ar intresserade av alla de reella talx som
uppfyller villkoret x < 5. Då g̈aller det att beskriva denna mängd av tal p̊a ett prak-
tiskt s̈att: {x ∈ R : x < 5}. De speciella parenteserna{ och } är mängdparenteser,
(vardagligt krullparenteser). De inramar beskrivningen av objekten i mängden.x ∈ R
inneb̈ar att alla objekten skall tillḧora m̈angden av alla reella tal, kort sagt att alla ob-
jekt är reella tal. Kolon: läsessådana att. Efter kolontecknet kommer villkoret som
skall vara uppfyllt f̈or att ett reellt talx skall få vara med i m̈angden. I ord l̈aser man
alltså:mängden av alla reella talx sådana attx är mindreän5.

Vi har att−3 ∈ {x ∈ R : x < 5} och12 /∈ {x ∈ R : x < 5}. Talet−3 tillh ör mängden,
talet12 tillh ör inte m̈angden.

De positiva reella talen̈ar{x ∈ R : x > 0}, de negativa reella talen̈ar{x ∈ R : x < 0}
och deicke-negativareella talen̈ar{x ∈ R : x ≥ 0}.
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Mängdbeteckningen kommer vi också att anv̈anda f̈or andra grundm̈angder̈an de reella
talen. Man kan t ex skriva{x ∈ Z : x2 < 5} vilket då betyder m̈angden av alla heltal
vars kvadraẗar mindreän5, dvs{−2,−1, 0, 1, 2}.

När detär klart att deẗar de reella talen som avses så finns det praktiska beteckningar
för intervall. Vi kommer att anv̈anda f̈oljande beteckningar:

[a, b] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ b}
(a, b) = {x ∈ R : a < x < b}
(a, b] = {x ∈ R : a < x ≤ b}
[a, b) = {x ∈ R : a ≤ x < b}

(−∞, b] = {x ∈ R : x ≤ b}
[a,∞) = {x ∈ R : x ≥ a}

Observera att ‘(’ respektive ’)’ betyder attändpunkteninte är med och att ‘[’ respektive
‘]’ betyder attändpunkten̈ar med.

1.4.2 R̈akneregler för olikheter

Ocks̊a för olikheter g̈aller vissa r̈akneregler. De kan alla härledas fr̊an definitionen. Vi
ger ḧar ett exempel p̊a regel och ḧarledning.

Exempel. Vi skall bevisa olikhetsregeln:Oma ochb är reella tal s̊adana atta > b så
gäller det atta + c > b + c för alla reella tal c.

Lösning. Vi beräknar differensen(a + c)− (b + c) och skall visa att dennäar positiv
om a > b. Men (a + c) − (b + c) = a + c − b − c = a − b, somär positiv eftersom
a > b. Vi har d̈armed visat atta + c > b + c oma > b. ¤
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Räkneregler

För alla reella tala, b, c ochd, gäller det att

• Oma < b ochb < c så g̈allera < c

• Oma < b så g̈allera + c < b + c

• Oma < b ochc < d så g̈allera + c < b + d

• Oma < b och0 < c så g̈allera · c < b · c
• Oma < b ochc < 0 så g̈allera · c > b · c

1.4.3 Övningar

1.4.1 Gäller det att

a) 2 ∈ {x ∈ R : x ≤ 3}? b) 2 ≤ 3?

(Symbolen≤ utläsesmindreän eller lika med. Talet3 är med i m̈angden.)

c) Är det n̊agon skillnad p̊a utsagorna i (a) och (b) ovan?

1.4.2 Visa att r̈aknereglerna f̈or olikheter i avsnitt 1.4.2 g̈aller genom att anv̈anda me-
toden som presenteras i exemplet i samma avsnitt.

1.4.3 Ge exempel p̊a reella tala, b, c ochd sådana att

a < b ochc < d men d̈ara− c < b− d integäller.

1.5 Absolutbelopp

I detta kapitel skall vi arbeta med en av grundläggande operationerna på reella tal,
absolutbelopp. Dettåaterkommer i kapitel 4.4 d̊a vi studerar funktioner.

Definition: Oma är ett reellt tal s̊a ärabsolutbeloppetava

|a| =
{

a om a ≥ 0
−a om a < 0
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Tänk p̊a att−a är det motsatta talet tilla. Om a är negativt s̊a är −a positivt. Som
exempel̈ar |−3| = −(−3) = 3

Av definitionen f̈oljer direkt att|a| ≥ 0 för alla reella tala. Absolutbeloppet ava talar
om hur l̊angt fr̊an punkten0 som punktena ligger p̊a tallinjen.

Om a ochb är två reella tal s̊a är |a− b| avst̊andet mellana ochb på tallinjen. Vi har
t.ex. att−7 och3 ligger p̊a avst̊andet10 från varandra,|−7− 3| = |−10| = 10.

Exempel. Vi söker de talb som uppfyller|3− b| = 5.

Lösning. Vi söker de punkter p̊a tallinjen, som ligger p̊a avst̊andet5 från3. Det är två
punkter, en till ḧoger om3, nämligen3 + 5 = 8, och en till v̈anster,3− 5 = −2. ¤

Exempel. Vi söker de talb som uppfyller|3− b| ≤ 5.

Lösning. Nu s̈oker vi de punkter p̊a tallinjen, som ligger p̊a avst̊andhögst5 från 3.
Det är alla punkter som liggermellan3 och3 + 5 = 8, ellermellan3 och3− 5 = −2.
Alltså alla punkter mellan−2 och8.

Med mängdskrivs̈attet har vi{x ∈ R : |3− b| ≤ 5} = {x ∈ R : −2 ≤ x ochx ≤ 8}.
Ett alternativt s̈att att skriva−2 ≤ x ochx ≤ 8 är−2 ≤ x ≤ 8. ¤

1.5.1 Övningar

1.5.1 Besẗam

a) |7| b) |−7| c) |0|

1.5.2 Besẗam alla reella talx sådana att

a) |x + 1| = 1 b) |3− x| = 7, 5 c) |x + 4| = 0

d) |3− 2x| = 5 e) |x− 2| = −2

1.5.3 Ange (utan beloppstecken) dex, som satisfierar

a) |x− 1| ≤ 2 b) |x + 3| < 5 c) 2 < |x− 2| ≤ 3

d) |x + 2| ≤ 0

1.6 Kvadratr ötter

Vi fortsätter nu med den andra av de grundläggande operationerna på reella tal, ka-
vadratroten. Ocks̊a till dennaåterkommer vi i kapitel 4 d̊a vi studerar funktioner.

23



1.6.1 Kvadratroten ur ett positivt reellt tal

Eftersom produkten av såväl två positiva tal, som tv̊a negativa tal,̈ar positiv s̊a g̈aller
det att

x2 = x · x ≥ 0 för alla reella talx.

Alltså har ekvationenx2 = b ingen reell l̈osning omb < 0.

I avsnitt 1.4 behandlades svårigheterna med att avgöra huruvida det talsystem man
arbetar med r̈acker till för att lösa en viss ekvation. Men som påpekades d̈ar s̊a har
ekvationenx2 = b alltid reell lösning omb > 0. I själva verket alltid tv̊a. Som exempel
har ekvationenx2 = 9 lösningarna3 och−3.

Definition: Med
√

b, där b ≥ 0, menas det icke-negativa, reella tal, vars
kvadratär b.

Alltså är
√

9 = 3 och inte−3 eller±3. Det g̈aller ocks̊a att
√

0 = 0.

Enligt definitionen har vi allts̊a att(
√

b)2 = b.

Men det g̈aller ocks̊a att(−
√

b)2 = −√b · −
√

b = (
√

b)2 = b.

Alltså g̈aller det att:

Ekvationenx2 = b har för b > 0 två olika reella r̈otter:
√

b och−
√

b

Man skriver iblandx2 = b ⇔ x1,2 = ±
√

b, för b ≥ 0. Med detta menas alltså att
ekvationen har r̈otternax1 =

√
b ochx2 = −√b

Exempel. Ekvationenx2 = 9 har s̊aledes r̈otternax1,2 = ±√9 = ±3, d.v.s.x1 = 3
ochx2 = −3. ¤

1.6.2 R̈akneregler

Av definitionen p̊a
√

b följer vissar äkneregler:

24



• (
√

a)
2

= a för a ≥ 0.

• √a ·
√

b =
√

ab och

√
a√
b

=

√
a

b
, för a ≥ 0 och b > 0.

•
√

a2 = |a| för alla reellaa

alltså:
√

a2 = a om a ≥ 0 och
√

a2 = −a om a < 0.

•
√

a2 · b = |a| ·
√

b för b ≥ 0 och alla a.

alltså:
√

a2 · b = a ·
√

b om a ≥ 0 och
√

a2 · b = −a ·
√

b om a < 0.

• 1√
a

=

√
a

a
, oma > 0.

• 1√
a +

√
b

=

√
a−

√
b

a− b
och

1√
a−

√
b

=

√
a +

√
b

a− b
a 6= b, a, b > 0.

Den första punkten f̈oljer direkt av definitionen:√
a är det icke negativa tal vars kvadratära.

Punkt tv̊a kan bevisas genom att vi konstaterar att
√

a ·
√

b ≥ 0 och att
(√

a ·
√

b
)2

=

(
√

a)
2 ·

(√
b
)2

= a · b.
Alltså är

√
a ·
√

b =
√

a · b
På samma s̈att bevisas regeln för roten ur en kvot och de två efterf̈oljande reglerna.

Den femte regeln f̈oljer av
1√
a

=

√
a√

a · √a
=

√
a

(
√

a)2
=

√
a

a

De två sista reglerna kallasförl ängning med konjugatuttryck eftersom(
√

a −
√

b)
och(

√
a +

√
b) kallas konjugatuttryck till varandra.

Den första av av dem följer av
1√

a +
√

b
=

√
a−

√
b

(
√

a +
√

b)(
√

a−
√

b)
=

(konjugatregeln se avsnitt 1.9)=

√
a−

√
b

(
√

a)2 − (
√

b)2
=

√
a−

√
b

a− b
för a 6= b, a ochb > 0.

OBS: I allmänhet, allts̊a för de flesta tala ochb, är
√

a + b 6= √
a +

√
b.

Till exempel gera = b = 1 att
√

a + b =
√

2 medan
√

a +
√

b = 2.
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På samma s̈att är i allmänhet
√

a− b 6= √
a−

√
b.

Exempel.

(a) Ekvationen4x2 − 3 = 0, d.v.s.x2 = 3/4 har r̈otternax1,2 = ±
√

3/4 = ±√3/2

(b)
√

(−3)2 =
√

32 = 3 = |−3|

(c) För a > 0, b > 0 ära ·
√

b =
√

a2 · b
(d) För a < 0, b > 0 ära ·

√
b = −(−a)

√
b = −√

(−a)2 · b = −√a2 · b

(e) För a > 0, b > 0 ära ·
√

b
a

=
√

a2 · b
a

=
√

ab

(f) För a < 0, b < 0 ära ·
√

b
a

= −(−a)
√

b
a

= −
√

(−a)2 · b
a

= −
√

a2 · b
a

= −√ab

(g)
1√
2

=

√
2(√
2
)2 =

√
2

2
.

(h) Vi skriver
1

5 +
√

6
med heltalsn̈amnare.

Lösning. Multiplicera med konjugatuttrycket:

1

5 +
√

6
=

5−√6

(5 +
√

6)(5−√6)
=

5−√6

52 − (
√

6)2
=

5−√6

25− 6
=

5−√6

19
¤

1.6.3 Övningar

1.6.1 Förenkla

a)
√

0, 49 b)
√

90000 c)
√

6 · √75 d)
√

10/
√

125

e)
√

12−√3 f)
√

2−√4+
√

8+
√

16−√32+
√

64.

1.6.2 Lös ekvationen

a) x2 − 25 = 0 b) 5− x2 = 0 c) 9x2 − 4 = 0 d) 16− 6x2 = 0

e) x2 = 0
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1.6.3 Skriv med heltalsn̈amnare

a) 2/
√

6 b) 3/
√

21 c) 1/(
√

3 +
√

2)

d) 2/(
√

11− 3) e) 1/(2−√5) f) (
√

6−√3)/(
√

6+
√

3)

1.7 n:te roten ur ett reellt tal

Man kan visa att, omb ≥ 0 och n är ett positivt heltal, s̊a finns, i likhet med fallet
n = 2, precis ett icke-negativt tala så attan = b. Omn är ett j̈amnt tal s̊a g̈aller ocks̊a
att (−a)

n
= b. Om n är ett udda tal s̊a g̈aller isẗallet att(−a)

n
= −b. Detta leder till

följande definition avn-te roten ur ett icke-negativt tal.

1.7.1 n-te roten ur reella tal

Definition: Omn är ett positivt heltal ochb är ett reellt tal≥ 0, s̊a menas med
n
√

b det rella tal≥ 0, som uppfyller( n
√

b)n = b.

Om b är ett negativt tal ochn är ett positivt, udda heltal så menas medn
√

b det
negativatal som uppfyller( n

√
b)n = b.

Ekvationenxn = b, där b reellt tal ochn är ett positivt heltal, har d̊a följandereella
rötter:

1) x = n
√

b, omn = 2m + 1 = udda(positivt) heltal,

2) x = ± n
√

b, omb ≥ 0 ochn = 2m = jämnt(positivt) heltal.

(Omn är jämntochb < 0, s̊a saknarxn = b reella r̈otter och n
√

b är intedefinierat.)

För uddan = 1, 3, 5, . . . gäller att: n
√−b = − n

√
b.

Definitionenäv n
√

b gäller även f̈or n = 1, vi har d̊a att 1
√

b = b för alla reella talb.

Exempel.

Eftersom24 = 16 och53 = 125 så är 4
√

16 = 2, 3
√

125 = 5 och 3
√−125 = −5. ¤

1.7.2 R̈akneregler

Följanderäknereglerför n:te rötterbevisas p̊a samma s̈att som motsvarande regler för
kvadratroten.
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• (
n
√

a
)n

= a för a ≥ 0 omn är jämnt, f̈or alla a om n är udda.

• n
√

an = a för alla a om n är udda.

• n
√

an = |a| om n är jämnt.

• n
√

a · n
√

b =
n
√

ab och
n
√

a
n
√

b
= n

√
a

b
, för a ≥ 0 och b > 0.

• m

√
n
√

a = m·n√a =
n

√
m
√

a

Exempel.

(a)
6

√
3
√

2 =
6·3√

2 =
18
√

2

(b) 12
√

125 =
12
√

53 =
4·3√

53 =
4

√
3
√

53 =
4
√

5

(c) 2n
√

a2 =
n
√√

a2 = n
√
|a| ¤

För uttrycken n
√

a + n
√

b, n
√

a− n
√

b, n
√

a + b och n
√

a− b finns inga allm̈anna formler.
Exempelvis̈ar i allmänhet n

√
a + b 6= n

√
a + n

√
b.

1.7.3 Övningar

1.7.1 Förenkla

a) 6
√

9 b) 6
√

8 c) 3
√−24

d) 3
√

4
√

3 e) 5
√√

2 f)
√√√

5

g) 4/ 3
√

16 h) 3
√

81 − 6
√

9 +
√

12 − 6
√

27− 3
√

3
√

3

1.7.2 Besẗam dereella rötterna till

a) x8 = 16 b) x5 = 243 c) 64x6 − 27 = 0
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d) x3 + 8 = 0 e) x4 + 8 = 0

1.7.3 Förenkla:

a) 3
√

3a2 · 3
√

9a b)
√

x/ 4
√

x c) 5
√

3
√

x

d)
3
√

4
√

a6 e) 4
√

a3/ 3
√

a f)
√

x 3
√

x
√

x

1.8 Potenser med rationell exponent

I detta kapitel definieras vad som menas med en potens med rationell exponent. Defi-
nitionen bygger b̊ade p̊a potens med heltalsexponent (kapitel 1.3) och på definitionen
avn-te roten som gjordes i föreg̊aende kapitel.

1.8.1 Potenser med rationell exponent

Definition:

Om
m

n
är ett rationellt tal ochb är ett icke-negativt reellt tal så gesb

m
n av:

b
m
n =

n
√

bm.

Specielltärb
1
n =

n
√

b. Exempelvis g̈aller för den vanligakvadratroten, att
√

b = 2
√

b =
b1/2 .

Vi har ocks̊a attb
m
1 =

1
√

bm = bm (om inte detta g̈allt hade definitionen varit misslyc-
kad).

Om n är ett udda heltal s̊a är n
√

b definieratäven f̈or b < 0. Man anv̈ander d̈arför ofta
skrivs̈attetb

1
n för uddan även d̊a b < 0. Här kr̈avs stor f̈orsiktighet. Man m̊aste vara

medveten om att definitionenb
m
n =

n
√

bm endast g̈aller för b ≥ 0.

Vi har att
(−27

) 1
3 =

3
√
−27 = −3.

Men vi har ocks̊a att
1

3
=

2

6
. Om man d̊a tillämpar definitionen avb

m
n =

n
√

bm med

b = −27 får manett felaktigt resultat
(−27

) 1
3 =

(−27
) 2

6 =
6

√
(−27)2 =

6
√

36 = 3.

1.8.2 R̈akneregler

Med hj̈alp av r̈aknereglerna f̈orn:te roten ur ett positivt tal och räknereglerna f̈or poten-
ser med heltalsexponent kan man visa attpotensuttrycketb

m
n med rationell exponent
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x =
m

n
för b > 0 satisfierar sammapotenslagarsom potens med heltalsexponent (se

avsnitt 1.3.3).

Potensregler

För alla positiva reella tala ochb och alla rationella talx ochy gäller det att

• a0 = 1

• ax · ay = ax+y

• (ab)x = ax · bx

•
(a

b

)x

=
ax

bx
, omb > 0.

• (ax)y = ax·y

• ax

ay
= ax−y.

• a−x =
1

ax

Exempel.

(a)
√

a · 3
√

a = a
1
2 · a 1

3 = a
1
2
+ 1

3 = a
5
6 =

6
√

a5 för a ≥ 0.

(b)
6

√
3
√

2 = (21/3)
1
6 = 2

1
3
· 1
6 = 2

1
18 =

18
√

2

(c) 12
√

125 =
12
√

53 = (53)
1
12 = 5

3
12 = 5

1
4 =

4
√

5

¤

1.8.3 Övningar Efter dessaär det lämpligt att göra prov 1c

1.8.1 Förenkla

a) 271/3 b) 4−0,5 c) (
√

8)2/3

d) 21/3 · 2−4/3 e) 31/2/9−3/4 f) 3−2/3/(1/3)−4/3

g) (0, 0016)−0,25

1.8.2 Förenklaa) 6
√

9 b) 6
√

8 c) 3
√−24 d) 3

√
4
√

3 e) 5
√√

2

f)
√√√

5 g) 4/ 3
√

16 h) 3
√

81− 6
√

9 +
√

12− 6
√

27− 3
√

3
√

3

1.8.3 Förenkla:a) 3
√

3a2 · 3
√

9a

b)
√

x/ 4
√

x c) 5
√

3
√

x d)
3
√

4
√

a6 e) 4
√

a3/ 3
√

a f)
√

x 3
√

x
√

x
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1.9 Algebraiska omskrivningar

Oerḧort många resonemang, i såväl matematik som andra sammanhang där matemati-
ken tillämpas, bygger p̊a omskrivningar av matematiska uttryck. Ofta handlar det om
att förenkla uttrycket, men minst lika ofta gäller det att skriva uttrycket p̊a den mest
lämpade formen. Vilken denna form̈ar beror naturligtvis p̊a situationen.

Vid algebraiska omformningar får man utnyttja alla de räkneregler som g̈aller vid
räkning med reella tal. Man bör därför vara synnerligen v̈al förtrogen med dessa. Spe-
ciellt de som behandlats i samband med heltal 1.1.3, rationella tal 1.2.3 och potenser
1.8.2.

Det finns ett mycket vanligt sätt att skriva produkter d̊a variablerär inblandade.6 · a
skrivs ofta6a, a ·b ·c skrivsabc osv. D̊a man utel̈amnar multiplikationssymbolen m̊aste
man vara s̈aker p̊a att detta inte orsakar missuppfattning,abc kan mycket v̈al varaen
variabel isẗallet för produkt av tre. Hur skall2m + 10cm tolkas? Betyder det210cm
eller2 ·m + 10 · c ·m = 2 · (1 + 10 · c) ·m? Det beror helt p̊a sammanhanget. I detta
kapitel skallabc tolkasa · b · c och2m + 10cm betyder2 ·m + 10 · c ·m.

Exempel. Med de vanliga r̈aknereglerna kan man förenkla en del algebraiska uttryck.

a) 10m−9y+5y+7m+4y−m = (10+7−1)m+(−9+5+4)y = 16m+0·y = 16m

b) m− [a− b− (c−m)] = m− [a− b− c + m] = m− a + b + c−m = b + c− a

c) 3abc · a3bc2 · −(4b2) = 3 · (−4) · a · a3 · b · b · b2 · c · c2 = −12a4b4c3

d) (3x2y3z)4 = 34 · (x2)4 · (y3)4 · z4 = 81x8y12z4

e) (2x + 3)(4x2 − 6x + 9) = 2x · (4x2 − 6x + 9) + 3 · (4x2 − 6x + 9) =
2x · 4x2 − 2x · 6x + 2x · 9 + 3 · 4x2 − 3 · 6x + 3 · 9 =
8x3 − 12x2 + 18x + 12x2 − 18x + 27 = 8x3 + 27

¤

1.9.1 N̊agra viktiga algebraiska identiteter

Utöver r̈aknereglerna finns det en hel del samband som man behöver kunna anv̈anda.
De flestaär s̊adana att man behöver kunna demaktivt. Det r̈acker inte att veta att de
finns och kunna slå upp dem i en formelsamling. För att kunna r̈akna ”med flyt” kr̈avs
en hel del utantillkunskap.

Följande viktiga identiteter behöver man kunna utantill:

31



kvadreringsreglerna:
{

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2

(a− b)2 = a2 − 2ab + b2 = (b− a)2

kuberingsreglerna:
{

(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3

(a− b)3 = a3 − 3a2b + 3ab2 − b3

konjugatregeln: a2 − b2 = (a + b)(a− b) = (a− b)(a + b)

faktoruppdelningarna:
{

a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab + b2)
a3 + b3 = (a + b)(a2 − ab + b2)

Exempel.

a) 232 = (20 + 3)2 = 202 + 2 · 20 · 3 + 32 = 400 + 120 + 9 = 529.

b) 292 = (30− 1)2 = 302 − 2 · 30 · 1 + 12 = 841.

c) 372 − 332 = (37− 33) · (37 + 33) = 4 · 70 = 280

¤

OBS: a2 + b2 (liksoma2 + ab+ b2 ocha2− ab+ b2) kan ejfaktoruppdelas (med reella
tal).

En generalisering av formeln för a3 − b3 ärallmänna konjugatregeln.

an − bn = (a− b)(an−1 + an−2 · b + an−3 · b2 + · · ·+ a · bn−2 + bn−1)

som visas genom ihopmultiplicering av parenteserna i högra ledet.

Exempel.

a) (3a+4b)2 = (kvadreringsregeln) = (3a)2+2·3a·4b+(4b)2 = 9a2+24ab+16b2

b) (3 + x2)(x2− 3) = (x2 + 3)(x2− 3) = (konjugatregeln) = (x2)2− 32 = x4− 9

c) (x− 2y)3 = (kuberingsregeln) = x3 − 3 · x2 · 2y + 3 · x · (2y)2 − (2y)3 =
x3 − 6x2y + 12xy2 − 8y3

d) Faktoruppdelning:4x2 − 9a4 = (2x)2 − (3a2)2 = (konjugatregeln) =
= (2x + 3a2)(2x− 3a2)
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e) Faktoruppdelning:12x4−2x5−18x3 = (alla gemensamma faktorer brytes ut) =

= 2x3 · (6x − x2 − 9) = −2x3(x2 − 6x + 9) = (kvadreringsregeln) = −2x3 ·
(x− 3)2

f) Faktoruppdelning:x4 + 8xy6 = x · (x3 + 8y6) = x · [x3 + (2y2)3] =
= (enligt formeln f̈or a3 + b3) = x · (x + 2y2)[x2 − x · 2y2 + (2y2)2] =
= x · (x + 2y2)(x2 − 2xy2 + 4y4) ¤

1.9.2 Pascals triangel och(a + b)n

Koefficienterna i utvecklingen av(a + b)n kan besẗammas med hjälp avPascals tri-
angel:

n = 0
1
2
3
4
5

. . .

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
· · · · · · · · · · · o.s.v.

Den sista raden innebär att(a+b)5 = 1·a5+5·a4·b+10·a3·b2+10·a2·b3+5·a·b4+1·b5

Ett tal i triangeln erh̊alles genom addition av de två tal, som st̊ar n̈armast snett ovanför.
För att inse att detta ger koefficienterna i utvecklingen kan vi se på (a + b)4. Vi har ju
att (a + b)4 = (a + b) · (a + b)3. Men (a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3. Alltså är
(a + b)4 = a · (a3 + 3a2b + 3ab2 + b3) + b · (a3 + 3a2b + 3ab2 + b3). Man får en term
a3b ur båda produkterna, delsb · a3, delsa · 3a2b. Koefficienten f̈or a3b är summan av
koefficienterna f̈or a3 ocha2b.

På samma s̈att fungerar det f̈or allaövriga termer ocks̊a.

Exempel.

a) (a + b)4 = a4 + 4a3b + 6a2b2 + 4ab3 + b4

b) (a− b)4 = (a + −b)4 = a4 + 4a3(−b) + 6a2(−b)2 + 4a(−b)3 + (−b)4 =
a4 − 4a3b + 6a2b2 − 4ab3 + b4

c) (a + b)6 = a6 + 6a5b + 15a4b2 + 20a3b3 + 15a2b4 + 6ab5 + b6

¤

33



1.9.3 Rationella uttryck

Räkning med rationella uttryck följer samma r̈akneregler som räkning med rationella
tal. Vid additionär det l̈ampligt att f̈orlänga med ”s̊a lite som m̈ojligt”. Man besẗammer
i så fall minsta gemensamma nämnare i sẗallet för att ”multiplicera korsvis”. F̈or att
besẗamma minsta gemensamma nämnare beḧover man faktoruppdela de olika termer-
nas n̈amnare. I detta kapitel med hjälp av kvadrerings- kuberings- eller konjugatregler-
na, senarëaven med hj̈alp av faktorsatsen och polynomdivision.

Exempel.

a)
b− a

c
=

−(a− b)

c
= −

(
a− b

c

)
, varav f̈oljer att

b− a

a2 − b2
= −

(
a− b

a2 − b2

)
= −

(
a− b

(a− b)(a + b)

)
= −

(
1

a + b

)

b)
30x4y7

12xy10
=

2 · 3 · 5 · x4−1

2 · 2 · 3 · y10−7
=

5x3

2y3
= 2.5 · x3 · y−3

c)
x− y

xy − x2
=

x− y

x(y − x)
= −

(
y − x

x(y − x)

)
= − 1

x

d)

(
a

b
+

b

a
+ 2

)
÷

(
1

b
− b

a2

)
=

(a2 + b2 + 2ab)

ab
÷ (a2 − b2)

a2b
=

(a2 + b2 + 2ab) · a2b

ab · (a2 − b2)
=

(a + b)2 · a
(a + b)(a− b)

=
(a + b)a

a− b

e)
5

2x− 2
− 1

3x
+

3x + 1

1− x2
= (faktoruppdela n̈amnarna) =

5

2(x− 1)
− 1

3x
− 3x + 1

(x + 1)(x− 1)
=

{ minsta gemensamma nämnarëar2 · 3 · x · (x + 1) · (x− 1)}

=
5 · 3x(x + 1)

2(x− 1) · 3x(x + 1)
− 1 · 2(x + 1)(x− 1)

3x · 2(x + 1)(x− 1)
− (3x + 1) · 2 · 3x

(x + 1)(x− 1) · 2 · 3x =

(15x2 + 15x)− (2x2 − 2)− (18x2 + 6x)

2 · 3 · x(x + 1)(x− 1)
=

−5x2 + 9x + 2

6x(x2 − 1)
=

−
(

5x2 − 9x− 2

6(x3 − x)

)

¤
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1.9.4 Rotuttryck

Vid omskrivning av rotuttryck kan man givetvis använda alla de r̈akneregler som g̈aller
för reella tal. Det man speciellt skall tänka p̊a är (

√
a)

2
= a oma ≥ 0 och

√
a2 = |a|.

Exempel.

a)
3− c√
c− 3

= − c− 3√
c− 3

= −
(√

c− 3
)2

c− 3
= −√c− 3 om c > 3.

OBS:
√

c− 3 är definierat omc − 3 ≥ 0, d.v.s. omc ≥ 3, men1/
√

c− 3 är
definierat endast omc > 3.

b)
a√

a2 + a3
=

a√
a2(1 + a)

=
a√

a2 · √1 + a
=

a

|a|√1 + a
=

{
1/
√

1 + a om a > 0
−1/

√
1 + a om −1 < a < 0.

OBS: Var uppm̈arksam p̊a tecknet vid inmultiplicering i och utbrytning ur rotut-
tryck! ¤

1.9.5 Övningar Efter dessaär det lämpligt att göra prov 1d

1.9.1 Förenkla

a) 10t− 14u + 7v − t− 8v + 14u− 8v − u

b) 70a + 20c + 33x + c− x− 28a− 40a− 9c + 41x

1.9.2 Förenkla

a) m + 2p− (m + p− r) b) 3c− (2a + c− 5b)− (2b− 2a)

c) 7a− 2b− [(3a− c)− (2b− 3c)]

1.9.3 Förenkla

a) 2xz7 · 10xz b) a2b4c · (−3ac2) · 9abc

c) −2p2qr · pq7s2 · (−7qr3)
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1.9.4 Förenkla

a) (3x2y)3 b) (4ab2c3)2(−2a2b)3 c) (a2)p · (apb3p)2 · bp

1.9.5 Omforma (genom att multiplicera ihop parenteserna)

a) (2x− y)(x + 2y) b) (2x− y)(x + 2y)(x− y)

c) (a + x)(a4 − a3x + a2x2 − ax3 + x4)

d) (x2 − 2x + 3)(2− 3x− 2x2)

1.9.6 Utveckla

a) (3a− 4b)2 b) (a3 + 2b2)2

c) (m4 + 4)2 + (m4 − 4)2

1.9.7 Förenkla

a) (6− x)(x + 6) b) (a2 + y)(a2 − y)

c) (x3 + 3)(x3 − 3)(x6 + 9)

1.9.8 Utveckla

a) (y + 3x)3 b) (3x + 2y2)3 c) (x4 − 6x)3

1.9.9 Uppdela i faktorer

a) x2 − a4 b) 9x4 − 25x2

c) 18x + 81 + x2 d) x4y + 4x2y3 − 4x3y2

e) x4 − x f) 3a3 + 81b3

g) x2 − x6 h) 54x2y7 − 16x5y

1.9.10 Utveckla

a) (x− 1)5 b) (1− y)7 c) (2x + a2)5 d) (xy2 − 3z)6

1.9.11 Förenkla

a)
6a7b3c

16ab3c3
b)

32xnyp

36xn+1yp−1
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c)
2ay + y2

2ay
d)

12x2y2 + 20xy2 − 8x2y

4xy

1.9.12 Förenkla

a) (2a + 2b)/(b2 − a2) b) (x2 − 4x4)/(4x2 − 4x + 1)

c) (x− y)3/(y − x)5 d) (b8 − 9)/(b8 − 6b4 + 9)

e) (a3 − b3)/(b− a)2 f) (a3 + 1)/(a− a2 + a3)

g) (x4 − 16)/((x + 2)(x3 − 8))

1.9.13 Förkorta (om m̈ojligt)

a) (a3 + b3)/(a + b) b) (a4 − b4)/(a− b)

c) (a4 + b4)/(a + b) d) (a5 − b5)/(b− a)

1.9.14 Förenkla

a)

(
x

y2
− y2

x

)
÷

(
1

x
+

1

y2

)
b)

(
1− 1

x4

)
÷

(
1 +

1

x3

)

c)

(
x + y

x− y
− x− y

x + y

)
÷

(
x + y

x− y
− 2 +

x− y

x + y

)

d)

(
1/a

b
− 1/b

a
+

1

2b/a
+

2

a/b

)
÷

(
a2 + 4b2

ab

)

1.9.15 Skriv som ett br̊ak (p̊a s̊a enkel form som m̈ojligt)

a)
1

x− 3
+

1

x + 3
− 2

x
b) 1 +

1

2x
+

1

x2 − 4x

c)
1

x2 + x
+

1

1− x2
d)

1

x3 − 8
+

1

2x2 − 8
+

1

8− 4x

1.9.16 Förenkla och avg̈or för vilka värden p̊a c som likheten g̈aller.

a)
√

c2 + 4c + 4 b) c/
√

c2 c) (
√

c)2/c

d) (c2 − 9c)/
√

9− c e) c/
√

c3 − 2c2 f)
√

c3 + 2c2/c
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2 Ekvationer

I det ḧar avsnittet ska vi bara diskutera vad en ekvationär och hur den kan dyka upp
vid probleml̈osning. Vi ska inte alls oroa oss för hur man l̈oser dem. Det kommer i de
följande avsnitten.

En ekvationär helt enkelt en likhet som innehåller en eller eventuellt flera obekanta
variabler. Vi tar n̊agra enkla exempel.

Exempel. Likheten21 − x = x − 3 är en ekvation med en obekantx. Om detär en
enda obekant i ekvationen så brukar man ofta av tradition använda bokstavenx, men
det g̊ar lika bra med vilken bokstav (symbol) som helst. Likheteng2 − g = 1 är en
ekvation med en obekant som heterg.

Det är vanligt ocks̊a med ekvationer med flera obekanta. Likheten3x + 2y = 31 är en
ekvation som inneh̊aller två obekantax ochy. ¤

Vad ska man d̊a ha ekvationer till? En ekvation använder man till att beskriva ett sam-
band som inneh̊aller n̊agonting som̈ar obekant och som man̈onskar r̈akna ut vad det
är. Vi tar en titt p̊a n̊agra exempel p̊a problem som man kan ha nytta av en ekvation för
att lösa.

Exempel. Kal har en storasyster som heter Ada. Skillnaden på dem iålder är lika
mångaår som Kal fyllde f̈or 3 år sedan. Adäar 21år gammal. Hur gammalär Kal?

Lösning. Vi betecknar Kals nuvarande̊alder medx. Skillnaden mellan deras̊alderär
då 21 − x och för 3 år sedan fyllde Kalx − 3. En ekvation som beskriver sambandet
är allts̊a21− x = x− 3. ¤

Exempel. Vi söker nu ett tal med den magiska egenskapen att om man ifrån kvadraten
av talet subtraherar talet själv s̊a får man exakt 1. Vilkeẗar talet?

Lösning. Vi betecknar det ok̈anda talet medg. Subtrahera talet själv ifrån kvadraten
av taletärg2 − g och detta skulle bli 1. Allts̊a får vi ekvationeng2 − g = 1. ¤

Exempel. Bedaär i godisaff̈aren f̈or att k̈opa l̈ordagsgodis. Hon k̈oper 3 likadana
chokladkakor och 2 likadana tablettaskar. Hon betalar 31 kronor. Hur mycket kostar
chokladkakorna respektive tablettaskarna per styck?

Lösning. Vi betecknar priset p̊a chokladkakan medx och priset p̊a en tablettask med
y. Det totala priset p̊a Bedas l̈ordagsgodis blir d̊a 3x + 2y. Hon betalade 31 kronor så
vi f år allts̊a ekvationen3x + 2y = 31. ¤
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2.1 Förstagradsekvationer

Vi ska nu b̈orja titta p̊a hur man l̈oser ekvationer. Deẗar viktigt att veta vad man får
göra med en ekvation och vad man inte får g̈ora. I det ḧar avsnittet beḧover vi bara
3 grundl̈aggande regler. Detär tillåtet att: (1) addera eller subtrahera samma sak från
båda sidor av likheten, (2) multiplicera eller dividera båda sidorna med något som inte
är 0 samt (3) f̈orenkla de tv̊a sidorna av likheten var för sig. Alla dessa tre operationer
leder till en ekvivalent ekvation, dvs manändrar inte p̊a lösningarna till ekvationen.

Vi börjar med den allra enklaste typen av ekvationer, så kallade linj̈ara ekvationer. Man
säger att en ekvation̈ar linjär om deẗar s̊a att det enda man gjort med de obekantaär att
man multiplicerat dem med ett tal och sedan adderat eller subtraherat de olika termerna
med varandra och med tal.

Exempel. Ekvationen21 − x = x − 3 är linjär för den enda obekanta variabelnx
har bara adderats och subtraherats med tal. Samma sak för 3x + 2y = 31 där de tv̊a
obekanta bara multiplicerats med tal.

Däremotär ekvationeng2 − g = 1 inte linjär d̊a den obekante här har multiplicerats
med sig sj̈alv. Inte heller ekvationenxy = 1 är linjär d̊a man ḧar multiplicerat de tv̊a
obekanta med varandra. ¤

Linj ära ekvationer̈ar det enklaste som finns att lösa. Vi b̈orjar med att titta p̊a linjära
ekvationer med 1 obekant som vi kallarx. Strateginär enkel. Samla alla termer som
inneh̊allerx på en sida och alla tal på den andra.

Exempel. Vi l öser ekvationen21− x = x− 3:

21− x = x− 3 ⇐⇒ (21− x) + x = (x− 3) + x ⇐⇒ 21 = 2x− 3 ⇐⇒

21 + 3 = (2x− 3) + 3 ⇐⇒ 24 = 2x ⇐⇒ 24

2
=

2x

2
⇐⇒ 12 = x.

Här betyder dubbelpilen⇐⇒ att ekvationernäar ekvivalenta. Vi ser allts̊a att ekvatio-
nen har en enda lösning, n̈amligenx = 12. (Därmed vet vi allts̊a att Kal ifr̊an exemplet
i f örra avsnitteẗar 12år.)

Vi l öser nu ekvationen21 + x = x− 3:

21 + x = x− 3 ⇐⇒ (21 + x)− x = (x− 3)− x ⇐⇒ 21 = −3.

Här försvannx och kvar fick vi bara orimligheten21 = −3. Ingetx i världen kan f̊a
den likheten att g̈alla, allts̊a saknar ekvationen lösning.

Avslutningsvis l̈oser vi ekvationen12− (x− 3) = 15− x:

12− (x− 3) = 15−x ⇐⇒ 12−x+3 = 15−x ⇐⇒ 15−x = 15−x ⇐⇒ 15 = 15.

Denna sista likhet g̈aller uppenbarligen alltid så till denna ekvation̈ar alla tal en
lösning. Den har allts̊a öandligt m̊anga l̈osningar. ¤
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Vi såg i exemplet att en linjär ekvation med 1 obekant kunde ha 1, 0 eller oändligt
många l̈osningar och dettäar faktiskt de enda m̈ojligheterna som finns. Vi ska nu tit-
ta p̊a en linj̈ar ekvation med mer̈ar en obekant. Ḧar blir strategin att v̈alja ut en av
variablerna att l̈osa ut (f̊a ensam p̊a ena sidan) p̊a samma s̈att som vi gjorde medx
ovan.

Exempel. Vi l öser ekvationen3x + 2y = 31 genom att l̈osa uty:

3x + 2y = 31 ⇐⇒ (3x + 2y)− 3x = 31− 3x ⇐⇒ 2y = 31− 3x ⇐⇒ y =
31− 3x

2
.

Här ser vi att f̈or varjex vi väljer s̊a får vi precis etty nämligeny = (31 − 3x)/2. Vi
får allts̊a öandligt m̊anga par av l̈osningar. Tv̊a möjliga lösningar̈ar t exx = 5, y = 8
ellerx = 6, y = 13/2.

Denna ekvation var ju den vi hade i förra avsnittet d̊a Beda k̈opte ett antal chokladkakor
och tablettaskar. Vi ser nu när vi löser ekvationen att det inte finns unik lösning och
därför räcker inte informationen till att räkna ut vad godiset kostar per styck. ¤

Om man har en linj̈ar ekvation med mer̈an 1 obekant s̊a får man alltid öandligt m̊anga
lösningar (eller ingen lösning alls om alla obekanta försvinner n̈ar man f̈orenklar).

2.1.1 Övningar

2.1.1 Lös ekvationerna:

a) 3(2− x) = −(1 + 2x) b) 3(5− 3x)− 2(4− x) = 10

c) 3(5− 3x)− 2(4− x) = 7− 7x d) 3(5− 3x)− 2(4− x) = 6− 7x

2.1.2 Lös uty i f öljande ekvationer:

a) 3(2− x) = −(1 + y) b) 3(5− 3y)− 2(4− x) = 10 + 2y

2.2 Andragradsekvationer

Ocks̊a andragradsekvationer löser man genom att addera eller subtrahera samma tal till
båda sidor av ekvationen, multiplicera eller dividera båda leden med tal (6= 0), eller
göra omskrivningar.

Den enklaste typen av andragradsekvationer,x2 = a där a är ett positivt tal, kan man
lösa helt utan kalkyler. Vi har ju att

√
a är det positiva tal vars kvadratära, (

√
a)2 = a

om a > 0 . Eftersom det ocks̊a g̈aller att (−√a)2 = a så har ekvationen de två
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lösningarna
√

a och−√a. Att det inte kan finnas fler lösningarnåaterkommer vi till i
kapitel 2.5.

Ekvationenx2 = 9 har allts̊a de tv̊a lösningarna3 (=
√

9) och−3.

Exempel. Förhållandet mellan de tv̊a sidorna i en rektangelär 2:3. Om kortsidan̈ar
10 mär allts̊a långsidan 15 m. Vi skall bestämma sidl̈angderna s̊a arean̈ar 54 m2.

Lösning.Om kortsidanär 2a m s̊a är långsidan3a m och arean6a2 m2. Alltså skall
a vara l̈osning till 6a2 = 54. Division med 6 gera2 = 9 vars l̈osningarär 3 och -3.
Endast positiva l̈osningen kan vara relevant så rektangelsidornäar 6 respektive 9 m.¤

Den n̈ast enklaste typen̈ar (x− b)2 = a dära är ett positivt tal. Ḧar ärx− b ett tal vars
kvadratär a. Då är x − b =

√
a eller x − b = −√a. Lösningarna till(x − b)2 = a är

såledesx1 = b +
√

a ochx2 = b−√a.

Exempel. Ekvationen(x− 2)2 = 9 har de tv̊a lösningarna som ges avx− 2 = 3 och
x− 2 = −3. Såledesx1 = 5 ochx2 = −1. ¤

Exempel. Långsidan i en rektangelär 6 meter l̈angreän kortsidan. Vi skall bestämma
sidlängderna s̊a arean̈ar 55 m2.

Lösning.

Antag att kortsidan̈arx m. Dåär långsidanx+6 m och are-
anx(x + 6) m2. Vi söker s̊aledes en l̈osning till ekvationen
x(x + 6) = 55.

x

x + 6

x(x + 6) = 55 ⇔ x2 + 6x = 55. Genom att addera9 till v änsterledetx2 + 6x blir
uttrycket en j̈amn kvadrat:x2 + 6x + 9 = x2 + 2 · 3x + 32 = (x + 3)2.

Addera d̈arför 9 till båda sidor av ekvationen.x(x + 6) = 55 ⇔ x2 + 6x = 55 ⇔
x2 + 6x + 9 = 55 + 9 ⇔ (x + 3)2 = 64 ⇔ x + 3 = 8 ellerx + 3 = −8 ⇔ x + 3 = 8
ellerx = −11 . Endast positiv l̈osning:x = 5. Sidornaär 5 respektive 11 m. ¤

Metoden i exemplet kallaskvadratkom-
plettering: Genom att addera en kvadrat
med arean9 m2 gör vi om rektangeln till
en kvadrat med sidanx + 3. Rektangeln
har arean55 m2, kvadraten har arean64
m2.

x

x + 6

x^2

9

3x

3x

3x

41



På samma s̈att kan man kvadratkomplet-
tera alla andragradsuttryck:x2 + 2rx kan
ses som arean av en rektangel med si-
dornax och x + 2r. Genom att addera
en kvadrat med sidanr erh̊aller man en
kvadrat med sidanx + r.

x x^2

x + 2r

rx

r^2

rx

rx

Man löser alla andragradsekvationer med hjälp av kvadratkomplettering:

x2 + px + q = 0 ⇔ x2 + 2 · p
2
· x = −q ⇔

x2 + 2 · p
2
· x +

(
p
2

)2
=

(
p
2

)2 − q ⇔ (
x + p

2

)2
=

(
p
2

)2 − q

varför x +
p

2
=

√(p

2

)2

− q ellerx +
p

2
= −

√(p

2

)2

− q.

Andragradsekvationenx2 + px + q = 0 har r̈otterna

x1 = −p

2
+

√(p

2

)2

− q och x2 = −p

2
−

√(p

2

)2

− q.

Resultatet ovan har du använt m̊anga g̊anger. Ofta skrivs det medenformel:

x = −p

2
±

√(p

2

)2

− q. Den är inte s̊a sv̊ar att memorera, men minnet blir lätt lite

diffust efter ett tag. D̈arför är det betydligt b̈attre om düaven kan kvadratkomplettera
och p̊a det viset komma fram till lösningen utan att använda formeln. Tecknet± är
praktiskt vid kalkyler men man b̈or alltid ange de tv̊a rötterna separat.

Exempel.

a) Ekvationenx2 + 6x + 5 = 0 har r̈otterna

x1,2 = −3±
√

(−3)2 − 5 = −3±√9− 5 = −3±√4 = −3± 2 d.v.s.

x1 = −3 + 2 = −1 ochx2 = −3− 2 = −5

b) Ekvationen6 + 3x− 4x2 = 0 kan skrivasx2 − 3

4
x− 3

2
= 0.
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Denna har r̈otterna

x1,2 =
3

8
±

√(3

8

)2
+

3

2
=

3

8
±

√
9

64
+

3

2
=

3

8
±

√
9 + 96

64
=

3

8
± 1

8
·
√

105.

Såledesx1 = (3 +
√

105)/8 ochx2 = (3−√105)/8. ¤

Observera!Detär inte alltid n̈odvändigt att r̈akna f̈or att besẗamma en ekvations rötter.
detta illustreras av följande exempel.

Exempel. Ekvationen(x−1)(x+3) = 0 har de tv̊a lösningarnax1 = 1 ochx2 = −3.

Detta f̈orklaras av att en produkt av två tal är 0 om minst ett av talen̈ar 0, men inte
annars. Produkten(x− 1)(x + 3) är allts̊a 0 bara omx− 1 = 0 ellerx + 3 = 0 vilket
ger de tv̊a lösningarna.

På samma s̈att ser vi att ekvationenx2 + px = 0 har de tv̊a lösningarnax1 = 0 och
x2 = −p. ¤

Anmärkning: Om vi multiplicerar ihop de tv̊a termerna f̊ar vi att (x − 1)(x + 3) =
x2 +2x−3. Ekvationenx2 +2x−3 = 0 har allts̊a de tv̊a rötternax1 = 1 ochx2 = −3.
Det vi ser ḧar är ett generellt fenomen: ekvationenx2 + px+ q = 0 har r̈otternax1 och
x2 om och endast omx2 + px + q = (x− x1)(x− x2). Detta ger b̊ade en m̈ojlighet att
kontrollera att r̈otternaär korrekta och en m̈ojlighet att enkelt gissa heltalsrötter.

Observera!En ekvationx2 = a, dära är ett negativt tal, saknar reella rötter. Det finns
ju inte n̊agot reellt tal vars kvadraẗar negativ. D̈aremot finns det komplexa lösningar.
Ekvationenx2 = −4 har lösningarnax1 = i och x2 = −i där i är denimagin̈ara
enheten. Genom kvadratkomplettering ser vi att ekvationenx2 + 2x + 2 = 0 har
rötternax1 = −1 + i ochx2 = −1 − i. Vi återkommer till detta i ett senare kapitel. I
detta kapitel̈ar vi endast intresserade av reella lösningar.

2.2.1 Övningar

2.2.1 Lös ekvationerna

a) x2 + 3x− 4 = 0 b) 3 + 2x− x2 = 0 c) 2x2 = 3 + x

d) 3x + 7x2 = 0 e) 4x2 + 9 = 12x f) 5x2 + 3x = 1
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2.2.2 Kvadratkomplettera

a) x2 + 4x + 1 b) 4x2 − 36x + 100 c) 3− 12x− x2

2.2.3 Faktoruppdela (med reella tal)

a) x2 + x− 6 b) 8− 6x− 2x2

c) x2 − x− 1 d) x2 + x + 1

2.2.4 Angiv en andragradsekvation med rötterna

a) 2 och−5 b) −1
2

och 2
3

c) 1 +
√

5 och1−√5

2.3 Ekvationer som leder till andragradsekvationer

En del ekvationer kan̈overföras till en andragradsekvation genom en algebraisk om-
skrivning.

Observera!Om en ekvation multipliceras med en faktor, som innehåller den obekanta
variabeln, kan man få extra r̈otter. Ekvationen(x− 1)(x− 2) = 0 har r̈otternax1 = 1
ochx2 = 2. Om vi multiplicerar medx−3 får vi ekvationen(x−1)(x−2)(x−3) = 0
som har ytterligare en rotx3 = 3.

På samma s̈att leder oftast division till att r̈otter tappas bort. Ekvationenx2 + 4x = 0
har r̈otternax1 = 0 och x2 = −4. Division medx leder till ekvationenx + 4 = 0,
rotenx1 = 0 tappas bort.

Det är d̈arför extra viktigt att pr̈ova de erh̊allna r̈otterna i den givna ekvationen och,
naturligtvis, ẗanka sig noga f̈or då man dividerar med en faktor som innehåller den
obekanta.

Exempel. Vi l öser ekvationenx− 8

x + 2
= 0.

Lösning.Ekvationen multipliceras medx + 2.

Rötterna till den nya ekvationenx(x + 2)− 8 = 0 besẗams med kvadratkomplettering:
x(x+2)−8 = 0 ⇔ x2+2x = 8 ⇔ x2+2x+1 = 9 ⇔ (x+1)2 = 9 ⇔ x1,2 = −1±3.

Rötternaär x1 = 2 och x2 = −4. Vi prövar dessa i ursprungsekvationen och finner
att b̊adaär korrekta. (Eftersom vi multiplicerade medx + 2 är enda m̈ojliga falska
roten−2. Kontrollen var logiskt setẗoverflödig men man b̈or alltid kontrollera genom
insättning.) ¤

Vissa ekvationer, som innehåller rottecken kan̈overföras till en andragradsekvation
genom att de b̊ada leden kvadreras. Detta bygger på att oma ochb är positiva tal och
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b =
√

a så är b2 = a. Notera att omb är ett negativt tal ochb = −√a så är ocks̊a
b2 = a. Den kvadrerade ekvationenkanha fler r̈otterän den givna.

Exempel. Vi l öser ekvationen
√

2x + 143 = x.

Lösning. Ekvationen kvadreras. Den nya ekvationen2x + 143 = x2 skrivs om till
x2 − 2x + 143 = 0.

Denna har r̈otternax1,2 = 1±√144 = 1± 12.

Rotenx1 = 13 är rot till givna ekvationen eftesom
√

2 · 12 + 143 =
√

169 = 13.

Däremotärx2 = −11 en s.k.falsk rot:
√

2 · (−11) + 143 =
√

121 = 11 6= −11.

Denna falska rot erh̊alls p̊a grund av kvadreringen ochär rot till ekvationen√
2x + 143 = −x. ¤

Exempel. Vi l öser ekvationen1 +
√

x2 + 5 = 2x.

Lösning. Ekvationen kan skrivas
√

x2 + 5 = 2x− 1.

Kvadrering gerx2 + 5 = (2x − 1)2 som utvecklas tillx2 + 5 = 4x2 − 4x + 1, d.v.s.
3x2 − 4x− 4 = 0, som l̈oses.

Man fårx1 = 2 ochx2 = −2/3. Nu måste pr̈ovning ske genom insättning i den givna
ekvationen, ellerhellregenom pr̈ovning i ekvationen

√
x2 + 5 = 2x−1, varvidendast

tecknet beḧover pr̈ovas, eftersomq2 = p ⇔ q =
√

p eller q = −√p:

x1 = 2 gerhöger led: HL = 2x− 1 = 2 · 2− 1 = 4− 1 = 3 > 0, s̊ax1 = 2 är en rot
till den givna ekvationen. F̈or s̈akerhets skull kontrollerar vïaven v̈anster led (vi kan
ju ha r̈aknat fel):V L =

√
x2 + 5 =

√
4 + 5 =

√
9 = 3 vilket bekr̈aftar attx1 = 2 är

en rot till den givna ekvationen.

x2 = −2/3 gerHL = 2 · (− 2
3

)− 1 < 0. Alltså ärx2 = −2/3 en falsk rot.

Svar: Ekvationen har rotenx1 = 2. ¤

Flera olika typer av ekvationer, t.ex. fjärdegradsekvationer som saknarx− och x3-
termer, vissa ekvationer som innehåller rotuttryck och en del andra, kanöverföras till
andragradsekvationer med lämpligasubstitutioner.

En fjärdegradsekvation, som saknarx- och x3-termer,ax4 + bx2 + c = 0,
kan med substitutionenx2 = z överföras till en andragradsekvation för z,
az2 + bz + c = 0.

Om denna andragradsekvation har de positiva rötternaz1 ochz2, s̊a har den ursprungli-
ga fjärdegradsekvationen de reella rötternax1,2 = ±√z1 ochx3,4 = ±√z2, ty x2 = z.

Exempel. Vi l öser ekvationenx4 − 20x2 + 64 = 0.
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Lösning.Sättx2 = z. Då fåsz2 − 20z + 64 = 0 med r̈otterz1,2 = 10±√100− 64 =
10± 6, d.v.s.z1 = 16 ochz2 = 4.

x2 = z1 = 16 gerx1 = 4 ochx2 = −4, x2 = z2 = 4 gerx3 = 2 ochx4 = −2.

Rötterna tillx4 − 20x2 + 64 = 0 är4,−4, 2 och−2. ¤

Ibland är det enklast att lösa en ekvation som innehåller rottecken med hjälp av en
substitution.

Exempel. Vi l öser ekvationenx +
√

x = 6.

Lösning.Sätt
√

x = z. Då fåsz2 + z = 6 vars r̈otterärz1,2 = −1

2
±

√
25

4
=
−1± 5

2
,

z1 = 2, z2 = −3.
√

x = z1 = 2 ⇒ x = 4,
√

x = z1 = −3 är orimligt.

Den givna ekvationen har en enda rot,x = 4. ¤

2.3.1 Övningar Efter dessaär det lämpligt att göra prov 2a

2.3.1 Lös ekvationerna

a) x + 3 = 4 · x−1 b) x + 9x−1 = 12 c) 3 + x−2 = x−1

2.3.2 Lös ekvationerna genom kvadrering

a) x− 6 =
√

x b) x + 1 =
√

x2 + 5 c) x− 2 =
√

x2 − 4x + 5

d) 3 +
√

x2 − 6x + 9 = 2x

e) x + 2
√

x = 8

f)
√

x + 132 = x

g)
√

x + 1 · √x + 6− x = 3

h) 2x +
√

x2 + x = 1

i)
√

x + 3 =
√

x− 2 +
√

x− 5

2.3.3 Lös ekvationen

a) x4 − 7x2 + 12 = 0

b) 1225− 74x2 + x4 = 0

c) x4 − x2 − 12 = 0

d) 24x2 = 72 + 2x4

e) 6x4 = 7x2 + 3

2.3.4 Lös ekvationerna med substitution

a) x− 6 =
√

x b) x + 6
√

x = 1 c) x + 2 = 3
√

x
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2.4 Linj ära ekvationssystem

Ibland har man flera ekvationer med flera obekanta, och man vill lösa ekvationssyste-
met, dvs hitta alla v̈arden f̈or de obekanta som uppfyller alla ekvationer samtidigt.

När man skall l̈osa ett s̊adant system förs̈oker man genomeliminationskaffa sig en
ekvation, som endast innehåller en obekant. N̈ar man v̈al har l̈ost denna kan man sätta
in värdet i en av ursprungsekvationerna och lösa f̈or den andra obekanta variabeln.

Exempel. Lös ekvationssystemet

{
3x + 2y = 5
7x + 3y = 1

Metod 1: (Substitutionsmetoden): Man kan isolerax i den första ekvationen och få
x = (5− 2y)/3.

När man s̈atter in detta (substituerar) i den andra ekvationen får man

7(5− 2y)/3 + 3y = 1 ⇐⇒ 35− 14y + 9y = 3 ⇐⇒ 32 = 5y

och d̈armedy = 32/5 = 6, 4 ochx = (5− 2y)/3 = −13/5 = −2, 6.

Metod 2: (Additionsmetoden): Multiplicera (för att eliminerax) de givna ekvationerna
med7 resp.(−3) och addera:

{
21x + 14y = 35
−21x− 9y = −3

5y = 32

Här får many = 32/5 = 6, 4, som insatt i en av de givna ekvationerna (vilken som
helst) gerx = −13/5 = −2, 6.

Svar:x = −2, 6 ochy = 6, 4

OBS:Man b̈or alltid kontrollera svaretgenom ins̈attning i de givna ekvationerna!¤

Anmärkning 1. I exemplet ovan g̈aller att:
{

3x + 2y = 5
7x + 3y = 1

⇐⇒
{

3x + 2y = 5
5y = 32

där det ḧogra ekvationssystemetär triangulärt, d.v.s. koefficienterna för x ochy bildar
en triangel. N̈ar ett system̈ar triangul̈art, s̊a är en av de obekanta redan eliminerad i
sista ekvationen, så systemeẗar förberett f̈or lösning.

Anmärkning 2. Det spelar ingen roll vilken av variablerna man eliminerar, så man
kan b̈orja med den som leder till de enklaste uttryck. Variablerna kan ha andra namn
änx ochy, vilka som helst egentligen;u ochv är ganska vanliga. Man kan dessutom
utvidga metoderna till system med3 eller fler ekvationer (och3 eller fler variabler).
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Anmärkning 3. Geometriskt motsvarar den linjära ekvationenax + by = c en r ät
linje . (Här ära, b, c fasta parameter ochx, y variabler). Ett system av två s̊adana linj̈ara
ekvationer motsvarar alltså sk̈arningspunkterna mellan två r̈ata linjer, och har d̈armed

• en lösning om de r̈ata linjernäarsk̈arande

• ingenlösning om de r̈ata linjernäarparallella (och olika)

• oändligtmånga l̈osningar om de r̈ata linjernasammanfaller.

2.4.1 Övningar Efter dessaär det lämpligt att göra prov 2b

2.4.1 Lös ekvationssystemen:

a)

{
2x + 3y = 10
2x− y = 6

b)

{
3x− 2y = 10
x + y = 5

c)

{
2x + 3y = 2
7x + 5y = −4

d)

{
3x− 2y = 3
9x− 6y = 8

e)

{
5x + y = 3
10x + 2y = 6

f)

{
15s + 14t = 59
12s− 35t = 1

g)

{
1/x + 1/y = 5/6
1/x− 1/y = 1/6

h)





6x + 5y + z = 45
5x + 2y − z = 23
13x− 7y + z = 6

i)





2x− y + z = 20, 1
x + y − z = 9, 9
3x + 2y + 8z = 30, 4

j)





a + 2b + c = 3
a− b + 2c = 2
3a− 2b + c = −3

k)





x + 2y + 2z = 3
3x + y + 2z = 7
5x + 4y + z = 0

2.4.2 En person som tillfr̊agades om sin̊alder svarade: ”F̈or 9 år sedan var jag26
gånger s̊a gammal som min son, men om 2år blir jag blott4 gånger s̊a gammal.”
Hur gammal var han? (Du kan behöva r̈akna med halv̊ar).

2.5 Polynom, ekvationer av ḧogre grad, faktorsatsen, polynomdi-
vision

Vi ska nu titta lite p̊a polynom. Polynom består av en summa av termer på formenaxn,
där koefficientena är ett tal,potensenn ≥ 0 ett heltal (med andra ord ett naturligt
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tal) samtx en variabel. Den ḧogsta potensenn med koefficienten skild ifr̊an 0 i ett
polynom kallas f̈or graden av polynomet. (Istället för x kan man f̈orst̊as anv̈anda en
annan variabel om man så vill.)

Exempel. När vi löste andragradsekvationer så hade vi uttryck p̊a formenx2 +3x+1.
Dettaär ett polynom av grad 2. Uttrycketx4 + 3x3 + x är ett polynom av grad 4.

Däremotär inte uttryckenx2 + x−1 + 1 ellerx2 +
√

x + 1 några polynom d̊a potensen
i den andra termen intëar ett naturligt tal. ¤

Vi l återp(x) beteckna ett polynom.Värdet i en punkta för polynomeẗar p(a), dvs vi
ers̈atter helt enkeltx meda. Ett nollställe till polynometär ett talb sådantp(b) = 0.

Exempel. Låt p(x) = x2 + 3x + 2. Värdet i 2är d̊a p(2) = 22 + 3 · 2 + 2 = 12
och v̈ardet i -1är p(−1) = (−1)2 + 3 · (−1) + 2 = 0. Alltså är -1 ett nollsẗalle till
polynomet. ¤

Det finns ett viktigt samband mellan nollställen till ett polynom och faktorer till poly-
nomet. F̈oljande sats̈ar mycket viktig att beḧarska f̈or att kunna arbeta med polynom:

Faktorsatsen: Antag attp(x) är ett polynom ocha ett tal. D̊aära ett nollsẗalle
till p(x), dvsp(a) = 0, om och endast omx− a är en faktor ip(x), dvs

p(x) = (x− a) · q(x),

där q(x) är ett polynom med grad ett mindreänp(x).

Exempel. Vi såg i exemplet ovan att -1̈ar ett nollsẗalle till polynometp(x) = x2 +
3x + 2. Enligt faktorsatsen vet vi d̈armed att

x2 + 3x + 2 = (x− (−1)) · q(x) = (x + 1) · q(x),

därq(x) är ett polynom av grad 2-1=1. Alltså ärq(x) = kx + m för några talk ochm.
Vi kan räkna ut vadq(x) är genom att utnyttja likheten

x2+3x+2 = (x+1)·q(x) = (x+1)(kx+m) = kx2+kx+mx+m = kx2+(k+m)x+m.

Genom att identifiera koefficienterna förx2 får vik = 1 och om vi identifierar konstan-
terna s̊a får vi m = 2. En extra kontroll f̊ar man genom att man ser att koefficienterna
för x är 3 respektivek + m = 1 + 2 = 3. Alltså är

x2 + 3x + 2 = (x + 1)(x + 2),

och allts̊a är ocks̊a -2 ett nollsẗalle till polynomet. (Eventuellt kanske du kunde listat ut
att det skulle vara justx + 2 direkt i huvudet?) ¤
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Metoden som anv̈andes i exemplet att hitta den andra faktorn när man k̈anner en faktor
i ett polynom kallas f̈or kort division. Man kan alternativt använda sig av l̊ang division
med liggande stolen ungefär som f̈or tal. Vi illustrerar de tv̊a metoderna i ytterligare
ett exempel.

Exempel. Vi tittar på tredjegradspolynometx3 − 9x + 10. Genom att testa så ser vi
att 2 är ett nollsẗalle till polynomet, ty23 − 9 · 2 + 10 = 0. Därmed vet vi enligt
faktorsatsen attx− 2 är en faktor och attx3 − 9x + 10 = (x− 2)q(x), där q(x) är ett
andragradspolynom.

Vi besẗammer f̈orstq(x) med kort division. Vi har

x3 − 9x + 10 = (x− 2)(ax2 + bx + c) = ax3 + (−2a + b)x2 + (−2b + c)x− 2c.

Koefficienten framf̈or x3 gera = 1 och konstanten ger10 = −2c så c = −5. Koeffici-
enten framf̈or x2 ger nu0 = −2a + b = −2 + b så b = 2. Kontroll med koefficienten
framför x ger−9 = −2b + c = −2 · 2− 5 vilket sẗammer alldeles utm̈arkt.

Vi utf ör nu l̊ang division med liggande stolen. Här besẗammer man successivt koeffi-
cienten f̈or den ḧogsta kvarvarande potensen.

I f örsta steget fr̊agar vi oss hur m̊anga g̊anger g̊ar högsta termen,x, i nämnaren i ḧogsta
termen i ẗaljaren dvsx3. Jo den g̊ar x2 gånger. Vi skriver dettäoverst och subtraherar
sedanx2(x−2) ifr ån ẗaljaren och f̊ar2x2−9x+10. Nu frågar vi oss hur m̊anga g̊anger
går ḧogsta termen,x, i nämnaren i ḧogsta termen i det som̊aterst̊ar av ẗaljaren dvs2x2.
Jo den g̊ar 2x gånger. Vi l̈agger till dettäoverst och subtraherar sedan2x(x− 2) ifr ån
återstoden av täljaren och f̊ar−5x + 10. Nu frågar vi oss hur m̊anga g̊anger g̊ar ḧogsta
termen,x, i nämnaren i ḧogsta termen i det som̊aterst̊ar av ẗaljaren dvs−5x. Jo den g̊ar
−5 gånger. Vi l̈agger till dettäoverst och subtraherar sedan−5(x− 2) ifr ånåterstoden
av ẗaljaren och f̊ar 0. D̈armed ser vi att resten blir 0 (det visste vi ju redan) och kvoten
blir x2 + 2x− 5. ¤

Faktorsatsen kan man använda f̈or att förkorta uttryck som består av en kvot av tv̊a po-
lynom. F̈or att förkorta ett s̊adant uttryck m̊aste man hitta en gemensam faktor mellan
de tv̊a polynomen. Vi tittar p̊a ett exempel.
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Exempel. Förkorta
x3 − x

x3 + 5x2 − 6x

så långt det g̊ar. F̈orst observerar vi att man kan bryta ut faktornx ur både ẗaljare och
nämnare som vi f̈orkortar bort. Kvar blir d̊a

x2 − 1

x2 + 5x− 6

Täljaren kan vi faktorisera med hjälp av konjugatregeln till(x−1)(x+1). För att kolla
om n̊agon av dessa två är faktorer i n̈amnaren s̊a kollar vi om 1 eller−1 är ett nollsẗalle
till x2 + 5x− 6. Vi finner att 1är ett nollsẗalle och faktoriserar (med kort division som
ovan)x2 +5x− 6 = (x− 1)(x+6). Därmed kan vi f̈orkorta bortx− 1 och f̊ar till slut

x + 1

x + 6
,

vilket inte kan f̈orkortas mer.

Observera att det urspungliga och det förkortade uttryckeẗar lika för allax utomx = 0
ochx = 1. För dessa tv̊a värden s̊a ju inte det ursprungliga uttrycket definierat, ¤

Vi såg i ett exempel ovan att om man visste ett nollställe till ett andragradspolynom så
kunde man med hjälp av faktorisering f̊a det andra nollstället. F̈or andragradspolynom
har vi ju redan en allm̈an metod f̈or att hitta nollsẗallen, men f̈or polynom av ḧogre grad
kan man ha stor nytta av denna observation. Antag att vi har ett tredjegradspolynom
p(x) som vi vill hitta alla nollsẗallen till och att vi k̈anner till atta är ett nollsẗalle. Då
ärp(x) = (x−a) ·q(x) därq(x) är ett andragradspolynom. Ett nollställe till p(x) är nu
ett nollsẗalle till antingenx− a eller till q(x). Alltså för att hittaövriga nollsẗallen till
p(x) så hittar vi nollsẗallena till andragradspolynometq(x) vilket vi vet hur man g̈or.

Exempel. Vi l öser ekvationenx3 − 9x + 10 = 0. Vi såg i ett tidigare exempel att
x3− 9x + 10 = (x− 2)(x2 + 2x− 5), s̊a attx1 = 2 är en l̈osning och eventuellt andra
lösningar̈ar nollsẗallen till x2 + 2x − 5. Dessa hittar vi med formeln för lösningar till
andragradsekvationer:

x2,3 = −2

2
±

√(
2

2

)2

− (−5) = −1±
√

6

Rötternaär allts̊ax1 = 2, x2 = −1 +
√

6 ochx3 = −1−√6. ¤

Följande resultat kan man ha nytta av om man ska förs̈oka hitta ett nollsẗalle till ett
polynom av grad 3 eller ḧogre med heltalskoefficienter:

Antag att vi har ett polynomx3 + cx2 + bx + a där alla koefficienter̈ar heltal. Om
x1 är ett heltal som̈ar ett nollsẗalle till polynomet s̊a g̈aller att konstanttermena är en
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multipel avx1. Med andra ord s̊a är varje heltalsnollställe en delare till konstanttermen
a. Samma sak g̈aller för polynomxn + . . . + bx + a av vilken gradn som helst.

Exempel. Vi tittar på polynometx4 + x3 − 7x2 − x + 6. Det har endast heltalsko-
efficienter s̊a om det har n̊agot heltal som nollställe s̊a måste det vara en delare till
6. Möjliga nollsẗallen blir allts̊a {1, −1, 2, −2, 3, −3, 6, −6}. Om man testar dessa
tal s̊a finner man att 4 av dem̈ar nollsẗallen n̈amligen{1, −1, 2, −3}. Vi kan allts̊a
faktorisera polynomet som

x4 + x3 − 7x2 − x + 6 = (x− 1)(x + 1)(x− 2)(x + 3). ¤

Om ett polynomp(x) har samma faktor(x − a) två g̊anger s̊a s̈ager man atta är
en dubbelrottill ekvationenp(x) = 0 (om den f̈orekommer tre g̊anger s̊a kallas den
trippelrot osv).

Exempel. Lös ekvationen(x2 − 2x− 7)2 = 0.

Lösning:Först löses ekvationenx2 − 2x − 7 = 0, som har r̈otternax1,2 = 1 ± 2
√

2.
Polynomet kan faktoriseras som

(x2 − 2x− 7)2 = (x− (1 + 2
√

2))2(x− (1− 2
√

2))2,

så1 + 2
√

2 och1 + 2
√

2 är dubbelr̈otter. ¤

2.5.1 Övningar Efter dessaär det lämpligt att göra prov 2c

2.5.1 Förenkla f̈oljande kvoter mellan polynom så långt det g̊ar.

a)
x2 − 2x + 1

x2 + 3x− 4

a)
x3 − 4x

x4 − 7x2 + 6x

2.5.2 Lös följande ekvationer. Tips: De har minst en rot somär ett heltal.
a)x3 + 3x2 + x = 0
b)x3 − 2x2 − 5x + 6 = 0
c) 2x3 + 14x2 + 22x + 4 = 0
d) 6 + 3x2 − 5x− x3 = 0

2.5.3 Lös följande ekvationer. Ange om någon av r̈otternaär dubbelrot eller trippelrot.
a) (x− 1)3 = 0
b) x3 − 1 = 0
c) (x2 − 1)3 = 0

2.5.4 Faktoruppdela f̈oljande polynom.
a)x3 − 2x2 − 5x + 6
b) x3 + 7x2 + 11x + 2
c) 6 + 3x2 − 5x− x3
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3 Geometri

Detta kapitel handlar om analytisk geometri, speciellt räta linjens och cirkelns ekva-
tioner, samt trigonometri.

Grunden till den analytiska geometri som behandlas här är euklidisk geometri, vi in-
leder d̈arför med att precisera begrepp och formulera några viktiga satser inom den
euklidiska geometrin.

3.1 Euklidisk geometri

Som tidigare p̊apekats,̈ar det inte helt oproblematiskt att definiera begrepp som punk-
ter, r̈ata linjer och plan. Vi m̊aste n̈oja oss med en intuitiv uppfattning och utgå från att
alla har en gemensam inre bild av ett plan som har sin utbredning i två dimensioner och
saknar begr̈ansningar, r̈ata linjer i detta plan vilka har sin utbredning i en dimension
ochär obegr̈ansade samt punkter som fyller planet men inte har någon utbredning alls.

Grundantaganden i den euklidiska geometrinär att om man har tv̊a olika punkterP
ochQ i planet, s̊a finns det exakt en rät linje som g̊ar genom dessa punkter. Har man
en tredje punktR, som inte ligger p̊a linjen, s̊a finns det exakt en rät linje genomR pa-
rallell med linjen genomP ochQ. Detta senare kallas deteuklidiska parallellaxiomet
ochär den avg̈orande skillnaden mellan euklidisk geometri ochicke-euklidisk.

Det är praktiskt att ha vissa konventioner/överenskommelser om hur olika begrepp
betecknas.

I detta kapitel betecknas punkter med stora bokstäverA, B, C osv. Medlinjen AB
menas linjen genom punkternaA ochB. MedstrålenAB menas den del av linjenAB
som b̈orjar iA, genoml̈operB och forts̈atter obegr̈ansat̊at det h̊allet. MedsträckanAB
menas den del av linjen som ligger mellanA ochB. Om inget annat s̈ags s̊a avses med
AB str̈ackanAB. Längden av str̈ackanAB betecknas|AB|. Om vi beḧover enklare
beteckningar f̈or längder s̊a betecknas dessa med små boksẗaver,a, b, c osv.

Två str̊alar eller str̈ackorAB och AC bildar en vinkel med spets vidA. Denna be-
tecknas∠A eller∠BAC. Str̊alarna kallasvinkelns ben. Egentligen ger de tv̊a str̊alarna
upphov till två vinklar, oftast en som̈ar mindreän ett halvt varv och en som̈ar sẗorre.
Om inget s̈arskilt p̊apekas s̊a avses den mindre av de två.

Storleken, m̈atetalet, f̈or∠A betecknas oftast också medA eller, om dettäar opraktiskt,
med sm̊a boksẗaver,v, v1, u osv. Vi återkommer i avsnitt 3.5 till vinkelm̈atning.

Med4ABC menas triangeln med hörnA, B ochC.

Då två linjer sk̈ar varandra i en punktA bildas fyra vinklar. Tv̊a som har ett vinkelben
gemensamt, dessa kallassupplementvinklarellersidovinklar, och tv̊a som inte har ett
gemensamt ben, dessa kallasvertikalvinklar. Vi f år de tv̊a supplementvinklarna också
om vi låter en str̊aleAC utgå från en punktA på en linjeAB. Om en vinkel̈ar lika stor
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som sin supplementvinkel så s̈ager vi att vinkeln̈ar rät. En r̈at vinkel är en fj̈ardedels
varv. Beroende p̊a hur man anger vinklars storlekär den r̈ata vinkelnπ

2
radianer eller

90 grader.

u
v

supplementvinklar

v

w

vertikalvinklar

Två vinklar,∠BAC och∠B′A′C ′, är lika stora om man kan flytta, vrida och eventuellt
spegla (v̈anda)∠B′A′C ′ så attA′ faller på A, vinkelbenetA′B′ faller på vinkelbenet
AB och vinkelbenetA′C ′ faller på vinkelbenetAC.

Med denna definition f̈oljer direkt att summan av de två supplementvinklarna alltid̈ar
två r̈ata vinklar och att vertikalvinklar alltid̈ar lika stora.

En av de f̈orsta geometrisatser man får lära sig i skolan̈ar följande sats.

Sats:Vinkelsumman i alla trianglar̈ar två räta (180◦).

Ofta ges n̊agon relativt enkel motivering, något experiment eller liknande som skall
övertyga om sanningshalten i satsen. Tyvärr finns det ingen enkel och korrekt motive-
ring och inget experiment som kan visa satsen. Denär ekvivalent med parallellaxiomet
och beviset m̊aste utg̊a från detta.

3.1.1 Kongruens och likformighet

För alla resonemang om geometriär kongruens- och likformighetsbegreppen viktiga.

Man s̈ager att tv̊a trianglar4ABC och4A′B′C ′ är kongruentaom man genom att
flytta, vrida och eventuellt v̈anda (spegla) den ena kan få ḧornenA ochA′, B ochB′

samtC ochC ′ att sammanfalla. . (Notera att ordningenär väsentlig.)

A B

C

A’ B’

C’

a’

c’

a

c

b b’

Med detta och axiomen som utgångspunkt kan man bevisa de olika så kallade kongru-
ensfallen f̈or trianglar.

Första kongruensfallet: sida - vinkel - sidaOm tv̊a sidor och mellanliggande vinkel
i två trianglar är lika så är trianglarna kongruenta.

I figuren ovan: Omb = b′, c = c′ och∠A = ∠A′ så är trianglarna kongruenta.
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Andra kongruensfallet: sida - sida - sidaOm tv̊a trianglars sidorär lika så är tri-
anglarna kongruenta.

I figuren ovan: Oma = a′, b = b′ ochc = c′ så är trianglarna kongruenta.

Tredje kongruensfallet: vinkel - sida -vinkel Om tv̊a vinklar och mellanliggande
sidaär lika i två trianglar s̊a är trianglarna kongruenta.

I figuren ovan: Om∠A = ∠A′, ∠B = ∠B′ ochc = c′ så är trianglarna kongruenta.
Anm: Eftersom vi vet att vinkelsumman i alla trianglarär två r̈ata s̊a måste∠C = ∠C ′

om de tv̊a andra vinklarnäar lika. Därför går det lika bra oma = a′ eller b = b′.

Likformighet Man kallar tv̊a trianglar4ABC och4A′B′C ′ likformigaom

∠A = ∠A′, ∠B = ∠B′, ∠C = ∠C ′ och |AB|
|A′B′| = |AC|

|A′C′| = |BC|
|B′C′| .

Den viktigaste satsen om likformiga trianglarär topptriangelsatsen.

A

C
E

D B

I triangeln ovan̈ar DE parallell medBC. Triangeln4ADE är entopptriangeli den
större triangeln4ABC.

Topptriangelsatsensäger d̊a att de tv̊a trianglarna4ADE och4ABC är likformiga.
Denna sats̈ar det nog l̈att att tro p̊a, men den̈ar faktiskt riktigt sv̊ar att bevisa. Man
måste ha en bra definition avlinje så att punkterna p̊a varje linje motsvarar de reella
talen. Dessutom kommer det in gränsv̈ardesresonemang. Tyvärr ryms detta inte i en
sommarmattekurs.

De olika kongruensfallen har sina motsvarande likformighetsfall som bevisas genom
att man visar att den mindre av de två trianglarnäar kongruent med en topptriangel i
den sẗorre.

A B

C

a

c

b
b’

C’

a’

B’A’ c’
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Första likformighetsfallet: (sida - vinkel - sida) Om det för trianglarna4ABC och

4A′B′C ′ gäller att∠A = ∠A′ och
c

c′
=

b

b′
så är trianglarna likformiga.

Andra likformighetsfallet: (sida - sida - sida) Om det för trianglarna4ABC och

4A′B′C ′ gäller att
a

a′
=

b

b′
=

c

c′
så är trianglarna likformiga.

Tredje likformighetsfallet: (vinkel - vinkel) Om det f̈or trianglarna4ABC och
4A′B′C ′ gäller att∠A = ∠A′ och∠B = ∠B′ så är trianglarna likformiga.

Exempel.

I vidstående figur̈ar ∠ABC och∠ADB
räta vinklar. Eftersom∠A är gemensam
för trianglarna4ABC och 4ADB är
dessa tv̊a trianglar likformiga enligt tred-
je likformighetsfallet. P̊a samma s̈att vi-
sas att trianglarna4ABC och4BDC är
likformiga A B

C

D

¤

3.1.2 Pythagoras sats

Pythagoras sats̈ar, eller borde vara, v̈alkänd f̈or de flesta i v̊ar kultur. F̊a resultat om
något inom matematiken har en längre historia. Deẗar dokumenterat att satsen var känd
redan av babylonierna för 3500år sedan̈aven om den f̊att sitt namn efter en grekisk
matematiker Pythagoras, som verkade för ca 2500̊ar sedan.

En formulering av satsen̈ar:

Summan av areorna av kvadraterna (som står)
på kateterna i en r̈atvinklig triangelär samma
som arean av kvadraten (som står) på hypote-
nusan.

Med denna formulering̈ar vidst̊aende figur me-
ningsfull.

En mer algebraisk formulering av satsen ges
ocks̊a av figuren:
Om längderna av kateterna i en rätvinklig tri-
angelär a respektiveb och hypotenusans längd
är c så är a2 + b2 = c2.

b

c

2

2

a 2

b c

a
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Ett klassiskt bevis f̈or Pythagoras sats̈ar ettpusselbevissom bygger p̊a just areatolk-
ningen av satsen. Idén beviset bygger p̊a är att en kvadrat med sidornaa + b kan fyllas
med kvadrater och trianglar på olika s̈att.

Konstruera f̈orst en kvadratABCD med sidana + b.
Avsätt punkterE påAB, F påBC, G påCD ochH
på DA så att |AE| = |BF | = |CG| = |DH| = b.
Trianglarna4AEH, 4BFE, 4CGF och4DHG
är alla kongruenta med den ursprungliga triangeln (s-
v-s). Hypotenusan̈ar d̈arför c.
Således̈ar fyrhörningenEFGH liksidig med sidanc.
Dessutom har vi att vinkelsumman i4AEH är två
räta. Eftersom en av vinklarnäar r̈at s̊a är summan av
de spetsiga vinklarna en rät vinkel. D̈arför måste∠E
vara r̈at. Samma g̈aller deövriga ḧornen i EFGH.
Alltsså ärEFGH en kvadrat med sidanc.

Konstruera sedan en ny kvadratABCD med sidan
a + b. Avsätt punkterI på AB, J på AD, K på
BC och L på DC så att |AI| = |AJ | = |BK| =
|DL| = a. Str̈ackornaL och JK delar in kvadra-
tenABCD i fyra delar. Alla vinklar som uppkommer
är r̈ata. Av detta f̈oljer att fyrḧorningarnaAIMJ och
KCLM är kvadrater med sidornaa respektiveb och
att fyrhörningarnaIBKM ochMLDJ är rektanglar
med sidornaa ochb. DiagonalernaBM ochMD de-
lar dessa rektanglar i trianglar somär kongruenta med
den givna triangeln.

a

a

b

b

A B

CD

I

L

M KJ

A

H

BEb

c

a

F

CGD

Genom att subtrahera de fyra trianglarnas areor från kvadratensABCD area finner vi
atta2 + b2 = c2.

En annan formulering av satsen lyder:

I alla r ätvinkliga trianglarär förhållandet mellan de tv̊a kateterna,a ochb, och hypo-
tenusanc sådant atta2 + b2 = c2.

Denna formulering leder till ett annat, minst lika klassiskt, bevis för satsen.
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Kalla triangelns ḧornA, B ochC där∠C är r̈at.

Drag ḧojden fr̊anC. Denna sk̈arAB i D.

De tre trianglarna4ABC, 4ACD och
4CBD är likformiga eftersom de har lika
vinklar.

Av likformigheten f̈oljer (bland annat) att
b

c
=

d

b
och

a

c
=

e

a

Multiplicera den f̈orsta ekvationen medb · c och
den andra meda · c. Då erh̊alls

b2 = d · c och a2 = e · c.
Geometriskt kan detta tolkas som att kvadra-
ten med sidaa har samma area som rektangeln
BDEH och kvadraten med sidab har samma
area som rektangelnADEI.

b c

a

A

BC

D

E

A

A

D DC CB

d

e

b b

a

a

c

e

d

C

B

h

h

h

H

I

Addera likheterna, utnyttja först distributiva lagen och sedand + e = c så erh̊alls:

a2 + b2 = e · c + d · c = (e + d) · c = c2.

3.2 Trianglar och trigonometri

Det är naturligtvis v̈alkänt för alla l̈asare att taletπ definierassom f̈orhållandet mellan
en cirkels omkrets och dess diameter. Så ḧar långt har vi egentligen endast talat om
längd av str̈ackor men vi kommer senare i detta kapitel, se 3.5 att ta upp längd av
cirkelbågar.

3.2.1 Vinkelmätning

I detta avsnitt definierar vi helt enkelt mätetalet f̈or
en vinkel ∠A som s

R
, där s är längden av en cir-

kelbågeBC med centrum iA dåB ochC är cirkelns
skärningspunkter med vinkelbenen ochR är cirkelns
radie.
Eftersom alla cirklar̈ar likformigaär denna kvot obe-
roende av cirkelns radie. Man kan istället välja att de-
finiera vinkelns m̊att som l̈angden av cirkelb̊agenBC
då radien̈ar1.

vA

B

C

R

s
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I huvudsak anv̈ander man radianer som enhet vid vinkelmätning i matematiken. Men
just inom geometrïar det vanligare med grader. Vinkelsumman i en triangelärπ eller

180◦. En r̈at vinkelär
π

2
eller90◦. De spetsiga vinklarna i en likbent rätvinklig triangel

är
π

4
eller45◦. En liksidig triangel har vinklarna

π

3
eller60◦.

Sambandet mellan de två s̈atten att ange en vinkels storlek ges av

1◦ =
π

180
radianer och 1 radian=

180◦

π
≈ 57, 3◦

3.2.2 Trigonometri

Betrakta nu tv̊a r̈atvinkliga trianglar4ABC och
4AB′C ′med ∠A = v, ∠C = ∠C ′ = π/2 och
∠B = ∠B′ = π/2 − v. Hypotenusornas längder
är |AB| = c och |A′B′| = c′. Kateternas l̈angder
är |BC| = a och |B′C ′| = a′ samt|AC| = b och
|A′C ′| = b′.

A
C C’

B

B’

a a’

b

c

v

Eftersom de tv̊a trianglarnäar likformiga g̈aller det att
a

a′
=

b

b′
=

c

c′
.

Men d̊a följer det att
a

c
=

a′

c′
,

b

c
=

b′

c′
och

a

b
=

a′

b′
.

Dessa tre kvoter beror alltså endast av vinkeln och vi kan göra följande definitioner:

sin v =
a

c
=

motst̊aende katet
hypotenusa

, cos v =
b

c
=

närliggande katet
hypotenusa

och

tan v =
a

b
=

motst̊aende katet
närliggande katet

.

Av definitionerna f̈oljer det att

a = c · sin v, b = c · cos v, a = b · tan v

Det följer ocks̊a direkt av definitionerna attsinusochtangensför en vinkelv, sin v och
tan v, ökar omv ökar, mencosinus, cos v, minskar.
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Eftersom∠B =
π

2
− v så g̈aller det att

cos
(π

2
− v

)
= sin v, sin

(π

2
− v

)
= cos v, tan v =

sin v

cos v
och

tan
(π

2
− v

)
=

1

tan v

.

Den sista kvoten
1

tan v
kallascotangensför v, cot v =

b

a
.

Sats:Trigonometriska ettan

För alla vinklar0 < v < π
2

är

sin2 v + cos2 v = 1

Bevis:Med beteckningar som i definitionenär sin v =
a

c
ochcos v =

b

c
.

Då är sin2 v + cos2 v =
(a

c

)2

+

(
b

c

)2

=
a2 + b2

c2
= {Pythagoras sats} =

c2

c2
= 1.

Anmärkning: Vi kommer att definierasin v ochcos v för vinklar som intëar spetsiga
längre fram i kapitlet. Trigonometriska ettan gäller även dessa vinklar.

Vi härleder nu v̈ardena f̈or sin v, cos v och tan v då v är är en spetsig vinkel i en

likbent, r̈atvinklig triangel eller i en halv liksidig triangel dvs. dåv är
π

6
,

π

4
eller

π

3
.

1

1

1

2

u v

w

c

b

Pythagoras sats ger oss attc =
√

2 ochb =
√

3.

Vidareäru =
π

4
, v =

π

3
ochw =

π

6
.
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Definitionerna ger oss då följande v̈arden:

v π
6

π
4

π
3

sin v 1
2

1√
2

√
3

2

cos v
√

3
2

1√
2

1
2

tan v 1√
3

1
√

3

3.2.3 Övningar

3.2.1 Hur många grader och radianerär

a) 1/2 varv b) 1/8 varv c) 1/3 varv

d) 1/6 varv e) 3/4 varv f) 7/6 varv

3.2.2 Omvandla till radianer:

a) 90◦ b) 30◦ c) 45◦ d) 270◦

e) 18◦ f) 150◦ g) 110◦

3.2.3 Omvandla till grader:

a) 3π b) π/2 c) 3π/4 d) 5π/12

3.2.4 Ber̈akna l̈angden av periferib̊agen i en cirkelsektor med

a) centrumvinkelnv = 60◦ och radienR = 2 (längdenheter)

b) v = 150◦ ochR = 5 c) v = 300◦ ochR = 4/3.

3.2.5 Besẗam vinklen mellan tv̊a (n̈arliggande) sidor i en regelbunden

a) 6-ḧorning b) 5-ḧorning c) n-hörning.

Ledning: Vinkelsumman i en triangelär180◦ = π (radianer).
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3.2.6 Besẗam v̈ardet av

a) 2 sin
π

6
· cos

π

6
· cot

π

3

b) sin
π

3
· cos

π

6
− cos

π

3
· sin π

6
c) (sin 60◦ + sin 45◦)(cos 30◦ − cos 45◦)

d) (tan 60◦ − tan 45◦)/(1 + tan 60◦ · tan 45◦).

3.2.7 Solvera (besẗam alla sidor och vinklar) f̈oljande r̈atvinkliga trianglar (beteck-
ningar enligt figur):

a) c = 4, 0 ochA = 35◦

b) a = 3, 0 ochA =
π

5
c) a = 2, 0 ochc = 3, 0

d) a = 2, 0 ochb = 3, 0

e) b = 5, 0 ochB = 55◦.
A v C

B

a

c

b

3.2.8 Besẗam (för 0 < v <
π

2
)

a) cos v ochtan v, omsin v = 3/5, [Ledning: Rita en triangel meda = 3 och
c = 5]

b) cos v ochtan v, omsin v = 2/3

c) sin v ochtan v, omcos v = 1/3

d) sin v ochtan v, omcos v = 0, 4

e) sin v ochcos v, omtan v = 1/2

f) sin v ochcos v, omtan v = 24/7

g) sin v ochcos v, omcot v = 0, 7

3.3 Koordinatsystem

Analytisk geometri handlar om ekvationer för att beskriva geometriska objekt. Här
skall vi enbart studera räta linjens ekvation och cirkeln ekvation samt grunderna till
trigonometrin. Grunden till det heläarkoordinatsystem.

Ett koordinatsystem består av tv̊a linjer som sk̈ar varandra under rät vinkel i en punkt.
Oftast ritar man ena linjen horisontellt, den kallasabskissan, och den andra linjenor-
dinatanritas vertikalt. Deras sk̈arningspunkt kallasorigo. Abskissa och ordinata kallas
koordinatsystemetsaxlar. Givetvis kan koordinatsystem vridas om man såönskar, men
i detta kapitel h̊aller vi oss till horisontell abskissa.
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De två koordinataxlarnäar tallinjer. Origo motsvarar talet0 på b̊ade abskissa och
ordinata, punkterna till ḧoger p̊a abskissan och uppåt p̊a ordinatan motsvarar positiva
tal, de till vänster och ned̊at motsvarar negativa tal. Om punktenP motsvarar taleta så
är |a| = avst̊andet mellan origo och punktenP .

Varje punkt i planet kan nu tilldelas ko-
ordinater(a, b) genom att vi drar en linje
genom punkten parallell med abskissan.
Denna linje sk̈ar abskissan i en punkt som
motsvarat taleta. Drag ocks̊a en linje pa-
rallell med ordinatan. Denna skär ordina-
tan i punkten som motsvararb.

Ganska ofta anv̈ander man variablernax
ochy för koordinaterna, Abskissan kallas
dåx-axeln och ordinatany-axeln.

Abskissa

Ordinata

(a,b)

a

b

Vi har s̊aledes att varje punkt i planet motsvarar exakt ett par av reella tal och var-
je s̊adant par motsvarar exakt en punkt i planet. Därför s̈ager vi att planeẗar R2 =
{(x, y) : x ∈ R ochy ∈ R}.
De två koordinataxlarna delar in planet i fyra delar,kvadranter. Dessa numreras moturs
med b̈orjan i första kvadranten d̈ar b̊adex- ochy-koordinaten̈ar positiva. I andra kva-
drantenär x < 0 och y > 0. I tredje är b̊ada negativa och i fjärdeär x > 0 och
y < 0.

Då koordinatsystemet har vinkelräta,ortogonala, axlar och avst̊anden p̊a axlarna mot-
svarar absolutbeloppen av talen kallas koordinatsystemetortonormeratellercartesiskt
efter den franske matematikern Descartes med latinska namnet Cartesius (1596-1650).

Betrakta nu tv̊a punkter i planet(x1, y1)
och(x2, y2). Dessäar ḧorn i en r̈atvinklig
triangel med (x1, y2) som det tredje
hörnet. De tv̊a kateternas längderär d̊a
|x1 − x2| och|y1 − y2|.
Pythagoras sats ger oss nu att hypotenu-

sans l̈angdär
√
|x1 − x2|2 + |y1 − y2

2|.
(x ,y )(x ,y )

(x ,y )

1
2 2

1

x

y

1

2

d
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Eftersom avst̊andet fr̊an en punkt till en annan̈ar längden av str̈ackan mellan punkterna
kan avst̊andet mellan(x1, y1) och(x2, y2) ber̈aknas medavst̊andsformeln:

d =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2

3.3.1 Övningar

3.3.1 Besẗam avst̊andet mellan

a) (−6, 0) och origo

b) origo och(2, 3)

c) (2, 2) och(−3, 2)

d) (2,−2) och(−4, 6)

e) (−2, 5) och (−4, 8).
(Rita figur!)

3.3.2 Besẗam en punkt p̊ay-axeln, som ligger lika l̊angt fr̊an punkterna

a) (−3, 2) och(4, 1) b) (−2, 1) och(4, 5) (Rita figur!)

3.3.3 Besẗam l̈aget f̈or en liksidig triangels tredje ḧorn d̊a två av ḧornen ligger i

a) (−1,−1) och(3, 1). b) (2, 3) och(−1, 0).

3.4 Räta linjens ekvation

Betrakta f̈orst en linje parallell medx-
axeln i ett cartesiskt koordinatsystem iR2.
Eftersom alla punkter p̊a denna linje har
sammay-koordinat och alla punkter med
dennay-koordinat ligger p̊a linjen, kan vi
beskriva linjen som{(x, y) : y = b}. Vi
säger att ekvationeny = b är ekvationen
för en r̈at linje parallell medy-axeln.
På samma s̈att ärx = a ekvationen f̈or en
rät linje parallell medx-axeln.

x

y

x=a

y=b

Vi skall nu ḧarleda ekvationer för linjer som intëar parallella med n̊agon av koordina-
taxlarna och b̈orjar med en linjeL som g̊ar genom origo och n̊agon punkt(a, b) i f örsta
kvadranten.
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Låt (x, y) vara en godtycklig punkt p̊a L
medx > 0. Vi har d̊a två r̈atvinkliga tri-
anglar med ett ḧorn i origo och ett p̊a lin-
jen. Dessa tv̊a trianglarär likformiga ef-
tersom de har lika vinklar. D̊a följer det

att
b

a
=

y

x
vilket gery = kx där k =

b

a
.

(Konstantenk kallas riktningskoefficient
för linjen.)

x

y

x

(x,y)

(a,b)

a

Om punkten(x, y) ligger p̊a linjen menx < 0 och y < 0, s̊a g̈aller som ovan att
b

a
=
−y

−x
vilket ocks̊a gery = kx.

Med ett motsvarande resonemang ser man att linjer genom origo och en punkt i fjärde
kvadranten har en ekvationy = kx, därk < 0.

Betrakta nu en r̈at linje som sk̈ar y-axeln
där y = m. Dennaär parallell med en
linje genom origo och riktningskoeffici-
ent k. För punkten(x, y − m) gäller d̊a
atty −m = kx.
Linjen genom(0,m) har allts̊a ekvationen
y = kx + m. x

y

x

m

(x,y)

y=kx

(x,y−m)

Exempel.Vi skall visa den s.k.enpunktsformeln: ekvationen f̈or en r̈at linje, somär
parallell med linjeny = kx och g̊ar genom engiven punkt(x0, y0) är

y − y0 = k(x− x0).

Lösning. Ekvationeny − y0 = k(x − x0) kan skrivas om tilly = kx + m där m =
y0 − kx0. Alltså är det ekvationen för en r̈at linje parallell med linjeny = kx.

Dessutom g̈aller det att ins̈attning avx = x0 ochy = y0 ger0 i både v̈anster och ḧoger
led av ekvationen. D̈arför äry−y0 = k(x−x0) ekvationen f̈or en linje genom(x0, y0).
¤

Exempel. En r̈at linje, som g̊ar genomtvå givna punkter(x1, y1) och (x2, y2), har

ekvationeny − y1 =
y2 − y1

x2 − x1

· (x − x1). Dettaär den s.k.tvåpunktsformelnför räta

linjen.
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Lösning. Eftersom linjen g̊ar genom
(x1, y1) och (x2, y2), där x1 6= x2, s̊a kan
riktningskoefficientenber̈aknas:

k =
y2 − y1

x2 − x1
Till ämpa nu enpunktsformeln med
(x0, y0) = (x1, y1) så erh̊alls den s̈okta
ekvationen. x

y

y − y

x − x

(x ,y )

(x ,y )

1

2 2

2

2 1

1

1

¤

Vi har härlett tre typer av ekvationer för räta linjer. Delsx = a, delsy = b och dels
y = kx + m. Alla dessa kan skrivasAx + By + C = 0 somär denallmänna formen
för räta linjens ekvation. Till skillnad fr̊an de andra skrivsättenär inte ekvationenAx+
By +C = 0 entydigt besẗamd. B̊adex+2y +3 = 0 och2x+4y +6 = 0 är ekvationer
för en och samma linje. Man talar därför hellre omen ekvationför den r̈ata linjen i
sẗallet för ekvationenför linjen.

Om A = 0, menB 6= 0 så fås en linje,y = −C/B, parallell medx-axeln, om
B = 0, A 6= 0 en linje,x = −C/A parallell medy-axeln och omA 6= 0, B 6= 0 en r̈at

linje som sk̈ar b̊ada axlarna. Riktningskoefficient för denna linjëar−A

B
.

Två linjerA1x + B1y + C1 = 0 ochA2x + B2y + C2 = 0 ärparallella om och endast
om riktningskoefficienternäar lika dvs. omk1 = −A1/B1 ochk2 = −A2/B2 är lika
eller omB1 = B2 = 0.

Exempel. Besẗam en ekvation f̈or räta linjen genom punkterna(2, 4) och(−1, 3).

Lösning.Riktningskoefficientenk =
y2 − y1

x2 − x1

=
3− 4

−1− 2
=
−1

−3
=

1

3
.

Med enpunktsformeln fås linjens ekvation:y − 4 =
1

3
(x− 2), dvs.y =

x

3
+

10

3
eller

x−3y+10 = 0. [Alternativt:y−3 =
1

3
(x+1), som naturligtvis ger samma ekvation].

Svar:x− 3y + 10 = 0.

OBS: detär en god vana att kontrollera räkningarna genom att visa att de givna punk-
terna satisfierar den erhållna ekvationen! ¤

Exempel. Sök sk̈arningspunkten mellan linjerna3x+4y−6 = 0 och2x+ y−5 = 0.

Lösning. En punkt ligger p̊a en linje om punktens koordinater satisfierar linjens ekva-
tion. Punkten ligger p̊a b̊ada linjerna om punktens koordinater satisfierar båda ekvatio-
nerna, allts̊a om koordinaternäar en l̈osning till ekvationssystemet med de två linjernas
ekvationer.
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Vi har ekvationssystemet

{
3x + 4y = 6
2x + y = 5

⇔
{

3x + 4y = 6
8x + 4y = 20

⇔
{

3x + 4y = 6
5x = 14,

,

som ger

x = 14/5 = 2, 8 ochy = (6− 3x)/4 = −0, 6.

[Eller: Andra ekvationen gery = 5− 2x, som insatt i den f̈orsta ekvationen ger3x +
4(5− 2x) = 6 o.s.v.].

Svar:Skärningspunkten̈ar (2, 8,−0, 6). (Rita figur!) ¤

En r̈at linje, som sk̈ar en annan given rät linje vinkelr̈att, kallasnormal till den givna
linjen.

Av vidstående figur framg̊ar att om man
vrider linjeny = kx en r̈at vinkel moturs,
så kommer punkten(a, b) att hamna p̊a
(−b, a). Av detta f̈oljer att normalen ge-
nom origo till linjeny = kx har riktnings-

koefficienten
a

−b
.

Eftersomk =
b

a
har vi att

a

−b
=
−1

k
.

x

y

(a,b)(−b,a)

a−b

a
b

Normalens riktningskoefficientär allts̊a
−1

k
, om den givna linjens riktningskoefficient

ärk.

OBS: Räta linjenax + by = c1 har normalenbx− ay = c2.

Exempel. Besẗam en ekvation f̈or linjen, som g̊ar genom(2,−1) och är normal till
3x + 2y + 2 = 0 [OBS: Punkten(2,−1) ligger utanf̈or den givna linjen].

Lösning. Den givna linjen, vars ekvation kan skrivasy = −3x/2− 1, har riktningsko-
efficientenk1 = −3/2. Normalens riktningskoefficienẗar d̈arför k2 = −1/k1 = 2/3

och normalens ekvation:y + 1 =
2

3
(x− 2), dvs.2x− 3y − 7 = 0. ¤

3.4.1 Övningar

3.4.1 Besẗam en ekvation f̈or räta linjen genom

a) origo med riktningskoefficienten2/3

b) (2, 1) med riktningskoefficienten =−2/3
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c) (−2, 3) parallell medx-axeln d) (−2, 3) parallell medy-axeln.

(Rita figurer!)

3.4.2 Besẗam en ekvation f̈or räta linjen genom punkterna (rita figur!):

a) (1, 1) och(2, 3) b) (−2, 3) och origo c) (−1, 0) och origo

d) (−2, 1) och(2/3, 1/3) e) (4/3,−1/5) och(3/7, 2/9)

f) (−2/7,−3/23) och(−2/7, 8/69).

3.4.3 Sök sk̈arningspunkterna mellan linjerna (rita figur!)

a) 2x + 3y − 6 = 0 ochx + y − 1 = 0

b) 2x + 3y = 0 ochx− 2y + 2 = 0

c) 2x− 3y − 6 = 0 och4x− 6y = 36

d) 3x + 2y − 4 = 0 och6x + 4y = 8

3.4.4 Visa att oma 6= 0 ochb 6= 0 så har den r̈ata linjen genom punkterna(a, 0) och

(0, b) ekvationen
x

a
+

y

b
= 1.

3.4.5 Besẗam en ekvation f̈or linjen genom punkterna:

a) (2, 0) och(0,−4) b) (0, 3) och(1, 0) c) (0, 1) och(0, 0).

(rita figurer!)

3.4.6 Besẗam en ekvation f̈or normalen till linjen

a) 2x + 5y = 0 i origo b) 3y − x = 4 i punkten(−1, 1)

c) 5x + 9y = 0 från punkten(2, 3) d) x = 4y + 1 från origo.

(Rita figurer!)

3.5 Cirkelns ekvation

En cirkel best̊ar av alla punkter i ett plan som har ett bestämt avst̊and,cirkelns radie,
till en besẗamd punkt,cirkelns medelpunktellercentrum.
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Ekvationen f̈or encirkel medradienR och me-
delpunkten(x0, y0) är (x− x0)

2 + (y − y0)
2 =

R2.
Detta f̈oljer direkt av avst̊andsformeln.
Speciellt:x2 + y2 = R2 är ekvationen f̈or en
cirkel medradienR ochmedelpunkteni origo.

(x,y)

(x ,y )0 0

R

Exempel. Angiv den geometriska betydelsen av ekvationen

x2 + 2x + y2 − 3y = 3

Lösning:Ekvationen kan (genom kvadratkomplettering) skrivas

x2 + 2x + 1 + y2− 2 · 3
2
· y +

(3

2

)2
= 3 + 1 +

(3

2

)2
, dvs.(x + 1)2 +

(
y− 3

2

)2
=

(5

2

)2
,

vilket betyder en cirkel med medelpunkt(−1, 3
2
) och radie

5

2
. (Rita figur!) ¤

3.5.1 Cirkelns omkrets och area

Det vi kan m̈ataär längd av str̈ackor. F̈or att m̈ata andra kurvor m̊aste vi approximera
kurvan med ett antal korta sträckor mellan punkter p̊a kurvan. Ju fler punkter dess
bättre approximation. Kurvans längdär gr̈ansv̈ardet f̈or dessa approximationer.

Då det g̈aller att ber̈akna cirkelns l̈angdär det enklast att utg̊a från regelbundnan-
hörningar med ḧorn p̊a cirkeln. S̊a gjorde redan Arkimedes.

Man delar inn-hörningen i trianglar med spets i cirkelns
medelpunkt och beräknar basens längd. Om man b̈orjar
med en regelbunden6-hörning, som har basenR och sedan
fördubblar antalet ḧorn g̊ang p̊a g̊ang, s̊a kan man ber̈akna
basens l̈angd med Pythagoras sats. Detaljerna i detta lämnas
till l äsaren.

R R

L

Om cirkelradienär 1 så har6-hörningen omkretsen6. Eftersomπ definierats s̊a att
cirkelomkretsen̈ar2π så får man n̈armev̈ardet 3 tillπ. Inte s̊a bra, men det behövs inte
så många f̈ordubblingar av antalet hörn för att man skall f̊a riktigt bra v̈arde p̊a π. För
att få de miljontals decimaler som nuär besẗamda kr̈avs emellertid helt annan teknik.

En intressant observation man kan göra i figuren ovan̈ar att trianglarna också delar
in cirkelskivan i delar vars area vi kan beräkna. Om basen i varje triangelär L och
höjdenh så är areanL ·h/2. Höjdenär i det n̈armaste samma som cirkelns radie. Då vi
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summerar alla triangelareorna får vi ungef̈ar cirkelns omkrets multiplicerad medR/2.
Eftersom omkretsen̈ar2 ·R · π får vi arean tillπ ·R2. Detär allts̊asammaförhållande
mellan cirkelns omkrets och diametern som det mellan cirkelns area och arean av en
kvadrat med radien som sida. Detta upptäckte ocks̊a Arkimedes.

3.5.2 Cirklar och linjer

En linje som sk̈ar cirkeln kan g̈ora det i en eller tv̊a punkter. Om deẗar två sk̈arningspunkter,
A ochB så bildar str̈ackanAB enkorda till cirkeln.. Om linjen sk̈ar cirkeln i endast
en punkt,A, s̊a s̈ager vi att linjentangerarcirkeln och attA är tangeringspunkten.

Av symmetrisk̈al är linjen genom cirkelns medelpunkt och en punktA på periferin
normaltill cirkelns tangent iA.

Exempel. Vi besẗammer ekvationen för tangenten i punkten(1, 2) till cirkeln med
medelpunkt(2,−1) och radie

√
10.

Lösning. Cirkelns ekvation̈ar (x− 2)2 + (y + 1)2 = 10. Ins̈attning av(x, y) = (1, 2)
gerV L = (1− 2)2 + (2 + 1)2 = (−1)2 + 32 = 1 + 9 = 10 vilket visar att(1, 2) ligger
på cirkeln.

Normalen till cirkeln genom(1, 2) går ocks̊a genom medelpunkten(2,−1).

Riktningskoefficient f̈or normalen̈ar
2− (−1)

1− 2
=

3

−1
= −3.

Riktningskoefficient f̈or tangenten̈ar d̊a− 1

−3
=

1

3
.

Tangentens ekvation erhålls med enpunktsformeln:y − 2 = 1
3
(x− 1) vilket skrivs om

till y = 1
3
x + 5

3
ellerx− 3y + 5 = 0. ¤

Exempel. Vi besẗammer sk̈arningspunkterna mellan cirklarnax2 + 4x + y2 − 2y = 8
ochx2 + 9x + y2 − 3y = 10.

Lösning. Skärningspunkter̈ar lösningar till ekvationssystemet{
x2 + 4x+ y2 − 2y = 8
x2 + 9x+ y2 − 3y = 10

Subtrahera f̈orsta ekvationen fr̊an den andra. D̊a erh̊alls:{
x2 + 4x +y2 − 2y = 8

5x −y = 2

Lös uty och s̈att in i första ekvationen:{
x2 + 4x+ (5x− 2)2 − 2(5x− 2) = 8

y = 5x− 2
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Den första ekvationen förenklas:26x2 − 26x = 0 med l̈osningarnax = 0 som ger
y = −2 ochx = 1 som gery = 3. Ins̈attning av punkternas koordinater i cirklarnas
ekvationer visar att b̊ada punkterna ligger på b̊ada cirklarna. Deẗar en god vana att
göra s̊adan kontroll.

Svar:Skärningspunkternäar (0,−2) och(1, 3). ¤

En cirkels ekvation̈ar besẗamd, om vi k̈anner medelpunkt och radie, alltså om vi k̈anner
detre storheternax0, y0 ochR. Detta betyder atttre av varandra oberoende villkor helt
besẗammer en cirkel. T.ex. genom tre givna punkter, som ej ligger i rät linje, g̊ar en och
endast en cirkel.

Exempel. Vi besẗammer ekvationen för cirkeln som g̊ar genom de tre punkterna(2, 2),
(2,−4) och(−2, 0).

Lösning. Kalla medelpunkten(a, b) och radienR.

Cirkelns ekvation̈ar (x− a)2 + (y − b)2 = R2.

De tre punkterna ger tre ekvationer:



(2− a)2+ (2− b)2 = R2

(2− a)2+ (−4− b)2 = R2

(−2− a)2+ (0− b)2 = R2

Utveckla kvadraterna och subtrahera första ekvationen från deövriga.



a2 − 4a + 4+ b2 − 4b + 4 = R2

12b + 12 = 0
8a+ 4b− 4 = 0

Den andra ekvationen ger nub = −1 som insatt i tredje gera = 1. Dessa v̈arden ger i
första ekvationenR =

√
10.

Svar: Cirkelns ekvation̈ar (x− 1)2 + (y + 1)2 = 10.

Som tidigare kontrollerar man att de givna punkterna satisfierar den erhållna ekvatio-
nen. ¤

3.5.3 Övningar Efter dessaär det lämpligt att göra prov 3a

3.5.1 Besẗam en ekvation f̈or cirkeln med f̈oljande medelpunkt och radie:

a) origo;R = 9 b) (2,−3); R = 7 c) (−6, 0); R = 2, 5
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3.5.2 Ge en ekvation f̈or en cirkel, som har medelpunkten(−1, 3) och g̊ar genom

a) origo b) (1, 1) c) (7, 0)

3.5.3 Ange den geometriska betydelsen av ekvationen

a) x2 + y2 − 3 = 0 b) x2 + y2 − 4y = 5

c) 2x2 + 2y2 − 4x + 3y = 0 d) x2 + y2 + 4x− y + 4 = 0

e) 36x2 + 36y2 − 36x + 48y = 39.

3.5.4 Sök sk̈arningspunkterna mellan cirkelnx2 + 4x + y2− 2y = 8 och r̈ata linjen

a) 5x− y − 2 = 0 b) 2x− 3y − 6 = 0 c) 4x− y − 6 = 0

3.5.5 Ge en ekvation f̈or en cirkel, som g̊ar genom

a) (1,−3), (−3, 1) och(−5,−1) b) (6, 7), (−3, 4) och(−18,−1)

c) (1, 6) och(−3,−2) och har medelpunkt p̊ay-axeln.

3.6 Trigonometri

3.6.1 De trigonometriska funktionerna för godtyckliga vinklar

I avsnitt 3.2 beskrev vi hur man m̈ater en vinkel med längden av en cirkelb̊age. Det-
ta skall vi utnyttja nu f̈or att definierasin v, cos v, tan v och cot v för godtyckliga
vinklar.

I ett xy-plan är origo,O, medelpunkt i enhetscirkelnx2 + y2 = 1. Punkten(1, 0) är
cirkelns sk̈arningspunkt med positivax-axeln.

Låt v vara en vinkel0 ≤ v ≤ 2π. TagQ på cirkeln s̊a attv = ∠POQ. Det finns tv̊a
möjliga val för Q (om intev = π). Q skall väljas s̊a att cirkelb̊agenPQ med l̈angdv
ligger helt eller delvis i f̈orsta kvadranten.

Ett praktiskt s̈att att ẗanka om dettäar att l̊ataOP vara en visare, vridbar kringO. Då
visaren vrids vinkelnv motursgenoml̈oper visarens spets cirkelbågen med l̈angdv.

Det finns en stor f̈ordel med detta synsätt. Vi kan ẗanka oss att visaren vrids merän
ett varv och l̊ata vinkeln vara l̈angden av den genomlöpta cirkelb̊agen. Vinklar kan d̊a
vara sẗorre än 2π. Dessa har inte längre n̊agon geometrisk motsvarighet. Den punkt
som motsvarar vinkeln5π

2
är (0, 1) eftersom5π

2
= 2π + π

2
. Visaren vrids ett och ett

kvarts varv.
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Vinklarna 5π
2

och π
2

motsvaras avsamma punktmenärolika vinklar.

Om visaren vridsmedurs̈ar vinkeln negativ. Vinkeln−3π
2

motvaras ocks̊a av(0, 1).

En första observation vi kan göra är att om
0 < v < π

2
så är Q = (cos v, sin v). Denna

observation ligger till grund f̈or den allm̈anna
definitionen av de trigonometriska funktioner-
nas v̈arden f̈or godtyckliga vinklar.

1

v

(x,y)=(cos v, sin v)

sin v

cos v
x

y

Definition: LåtQ = (x, y) motsvara vinkelnv enligt ovan. D̊a är

cos v = x, sin v = y, tan v = y
x

omx 6= 0 och cot v = x
y

omy 6= 0

För vinklar v sådana attx = 0 är tan v odefinierat. F̈or vinklar v sådana att
y = 0 är cot v odefinierat.

Eftersom en̈okning eller minskning avv med2π motsvarar en vridning av ”visaren”
OP ett helt varv mot- eller medurs följer det att

sin v = sin(v + 2π) = sin(v + n · 2π) där n =heltal
cos v = cos(v + 2π) = cos(v + n · 2π) där n =heltal

Exempel. Vi besẗammersin
(− 7π

4

)
Lösning.−7π

4
=

π

4
− 2π, varför sin

(− 7π

4

)
=

sin
(π

4
− 2π

)
= sin

π

4
= sin 45◦ = 1/

√
2. ¤

Av definitionerna f̈oljer direkt, att
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sin2 v + cos2 v = 1, trigonometriska ettan

−1 ≤ sin v ≤ 1, dvs. |sin v| ≤ 1 för alla vinklar v

−1 ≤ cos v ≤ 1, dvs. |cos v| ≤ 1 för alla vinklar v

tan v =
sin v

cos v
=

1

cot v

cot v =
cos v

sin v
=

1

tan v

Genom att bestämma den punkt som motsvarar en viss vinkel kan man se följande:

v 0 π
2

π 3π
2

2π
sin v 0 1 0 −1 0
cos v 1 0 −1 0 1
tan v 0 odefinierat 0 odefinierat 0
cot v odefinierat 0 odefinierat 0 odefinierat

Eftersomsin v = y ärsin v positivför vinklar i första och andra kvadranten ochnegativ
i tredje och fj̈arde. Liknande regler fås f̈or cos v, tan v ochcot v:

sin v cos v tan v cot v

_

+ + +

+_

_

_ _

_ _

_

++

+ +

Exempel. Vi besẗammersin v, omcos v = 1/4 och3π/2 < v < 2π.

Lösning. I fj ärde kvadranten̈ar sin v negativt, varf̈or trigonometriska ettansin2 v +
cos2 v = 1 ger

sin v = −√1− cos2 v = −
√

1− (1/4)2 = −√15/4. ¤

3.6.2 N̊agra enkla formler, som sammanḧanger med speglingar

Antag att punkten(a, b) på enhetscirkeln svarar mot vinkelnv, dvs. atta = cos v och
b = sin v. ((a, b) är en godtycklig punkt p̊a cirkeln. Vi ritar den f̈or enkelhets skull i
första kvadranten).
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Speglar man(a, b) i x-axeln hamnar man i punkten(a,−b)
med vinkeln(−v).
Alltså är cos(−v) = a = cos v och
sin(−v) = −b = − sin v
tan(−v) = −b

a
= − tan v ochcot(−v) = a

−b
= − cot v.

1

v x

y

(a,b)=(cos v, sin v)

b

−b

(a,−b)

−v
a

Spegelpunkten till(a, b) m.a.p.y-axelnär (−a, b) med vin-
keln (π − v).
Då är cos(π − v) = −a = − cos v och
sin(π − v) = b = sin v.
Som ovantan(−v) = − tan v ochcot(−v) = − cot v

1

v x

y

(a,b)=(cos v, sin v)

b

a

(−a,b)

−a

b

Spegelpunkten till(a, b) m.a.p. linjeny = x är (b, a) med

vinkeln
(π

2
− v

)
.

Då är cos(π
2
− v) = b = sin v,

sin(π
2
− v) = a = cos v,

tan(π
2
− v) = a

b
= cos v/ sin v = cot v och

cot(π
2
− v) = b

a
= tan v.

1

v x

y

(a,b)=(cos v, sin v)

a

b

b

a

(b,a)

Spegling av(a, b) i origo ger(−a,−b) med vinkeln(v+π).

Man får cos(v + π) = −a = − cos v och sin(v + π) =
−a = − sin v, samttan(v + π) = −b

−a
= b

a
= tan v och

cot(v + π) = cot v

1

v x

y

(a,b)=(cos v, sin v)

b

a

−b

−a

(−a,−b)
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Vi sammanfattar formlerna, som alltså g̈aller för godtyckliga vinklar:

sin(−v) = − sin v tan(−v) = − tan v
cos(−v) = cos v cot(−v) = − cot v

sin(π − v) = sin v tan(π − v) = − tan v
cos(π − v) = − cos v cot(π − v) = − cot v

sin(π/2− v) = cos v tan(π/2− v) = cot v
cos(π/2− v) = sin v cot(π/2− v) = tan v

sin(v + π) = − sin v tan(v + π) = tan v
cos(v + π) = − cos v cot(v + π) = cot v

Kommentar: Det är värdefullt att sj̈alv kunna ḧarleda formlerna med hjälp av figurer
i stället för att sl̊a upp dem. Deẗar ocks̊a värdefullt att kunna dem utantill.

Exempel. Besẗamsin
5π

6

Lösning. Vinkeln 5π/6 = 150◦ = 180◦ − 30◦ = π − π/6 ligger i andra kvadranten.
(Rita figur!).

Sambandetsin(π − v) = sin v gersin(5π/6) = sin(π − π/6) = sin π/6 = sin 30◦ =
1/2. ¤

Exempel. Besẗamsin v ochcos v, omtan v = −3/2 och−π/2 < v < 0.

Lösning. Metod 1:

Rita en hj̈alptriangel medtan u = 3/2 och0 < u < π/2. Triangeln beḧover inte vara
skalenlig, den̈ar endast ett stöd för kalkylerna.

Pythagoras sats gerc =
√

13.
Då är sin u = 3/

√
13 ochcos u = 2/

√
13.

Av formlerna ovan f̈oljer attsin v = ± sin u ochcos v = ± cos u.
I fj ärde kvadranten̈ar sin v < 0 ochcos v > 0.
Alltså är sin v = −3/

√
13 ochcos v = 2/

√
13.

A
u

3

2

c

C

B

Metod 2:Använd formelntan v = sin v/ cos v samt ”trigonometriska ettan”:

{
tan v = sin v

cos v
= −3

2

sin2 v + cos2 v = 1
⇒

{
sin v = −3

2
cos v

9
4
cos2 v + cos2 v = 1

⇒
{

cos v = ±2/
√

13

sin v = ∓3/
√

13
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Eftersomcos v > 0 ochsin v < 0 i fj ärde kvadranten, får vi följande

Svar:sin v = −3/
√

13 ochcos v = 2/
√

13. ¤

3.6.3 Snedvinkliga trianglar. Areasatsen. Sinus- och cosinusteoremen.

En vinkel mellan0 och π
2

kallasspetsigmedan en vinkel mellanπ
2

ochπ kallastrubbig.
I triangeln nedan till v̈anster̈arB trubbig, i den ḧograärB spetsig.

En triangel har antingen tre spetsiga vinklar, den kallas då spetsvinklig, eller en trubbig
och tv̊a spetsiga d̊a den kallas trubbvinklig, eller en rät vinkel d̊a den som bekant kallas
rätvinklig.

Ganska ofta beror kalkyler eller resonemang på om triangeln̈ar spets-, r̈at-, eller trubb-
vinklig. Det är d̈arför viktigt att övertyga sig om att p̊ast̊aenden etc.̈ar allmängiltiga
och inte bara g̈aller t.ex. spetsvinkliga trianglar.

För att illustrera detta inleder vi med

Areasatsen:För entriangels areaT gäller

T =
b · c · sin A

2
=

a · c · sin B

2
=

a · b · sin C

2

dvs. arean̈ar halva produkten av två sidors l̈angder och sinus för mellanliggande vin-
kel.

AA

h h

F F

a a

C

B

C

B

cc

För att bevisa areasatsen konstaterar vi att arean av en triangelär basen· höjden /2. I
båda trianglarna ovan̈ar basen|AC| = b. PunktenF är fotpunkt till ḧojden som kan
ber̈aknas p̊a två s̈att. Delsär h = c · sin A, menh kan även ber̈aknas med hjälp av
a ochC. I den trubbvinkliga triangeln̈ar h = a · sin(π − C), i den spetsvinkligäar
h = a · sin C.

Men sin(π − C) = sin C. Alltså g̈allerh = a · sin C i båda trianglarna.

Vi har då attT =
b · c · sin A

2
=

b · a · sin C

2
.
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Givetvis kan man l̊ata de tv̊a triangelḧornenA ochB byta roll vilket inneb̈ar att det

även g̈aller attT =
a · c · sin B

2
och satsen̈ar bevisad.

Om areanT multipliceras med2 och divideras medabc erh̊alls följande sats.

Sinusteoremet:
sin A

a
=

sin B

b
=

sin C

c

Anmärkning: Sinusteoremet g̈aller naturligtvisäven f̈or rätvinkliga trianglar. (Visa
detta!)

Exempel. Solvera en triangel meda = 7, 0, b = 5, 5 ochB = 40◦.

Lösning: Sinusteoremet gersin A =
a

b
· sin B =

7, 0

5, 5
· sin 40◦ ≈ 7, 0

5, 5
· 0, 643 ≈

0, 818. Ekvationensin A ≈ 0, 818 har lösningarA1 ≈ 54, 9◦ (spetsig vinkel) och
A2 = 180◦ − A1 ≈ 125, 1◦ (trubbig vinkel). [tysin A2 = sin(180◦ − A1) = sin A1].

Fall 1: A1 ≈ 54, 9◦ ger vinkelnC1 = 180◦ − B − A1 ≈ 85, 1◦. Med sinusteoremet

fås sidanc1 = b · sin C1

sin B
≈ 5, 5 · sin 85, 1◦

sin 40◦
≈ 5, 5 · 0, 996

0, 643
≈ 8, 5.

Fall 2: A2 ≈ 125, 1◦ ger vinkelnC2 = 180◦ − B − A2 ≈ 14, 9◦, och sidanc2 =
b · sin C2/ sin B ≈ 5, 5 · sin 14, 9◦/ sin 40◦ ≈ 5, 5 · 0, 257/0, 643 ≈ 2, 2.

Svar:A1 ≈ 54, 9◦, C1 ≈ 85, 1◦, c1 ≈ 8, 5 eller

A2 ≈ 125, 1◦, C2 ≈ 14, 9◦, c2 ≈ 2, 2. ¤

Vi skall nu ḧarledacosinusteoremetför en triangel (med beteckningar enligt föreg̊aende
figur):

Låt |AC| = b och |CF | = p. Då ärp = a · cos(π − C) = −a · cos C omC är trubbig
ochp = a · cos C omC är spetsig. I b̊ada fallen̈ar |AF | = b− a · cos C.

Pythagoras’ sats (på de tv̊a deltrianglarna) ger, både d̊aC är trubbig och d̊aC är spet-
sig:a2 = h2 + p2 = h2 + (±a · cos C)2 och

c2 = h2 +(b−a · cos C)2 = h2 +(a · cos C)2 + b2−2ab · cos C = a2 + b2−2ab · cos C

Vi har s̊aledes visat
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Cosinusteoremet:
c2 = a2 + b2 − 2ab · cos C

Anmärking: OmC = 90◦ fåsc2 = a2 + b2 dvs. Pythagoras’ sats.

3.6.4 Additions- och subtraktionsformler för de trigonometriska funktionerna

OBS: I allmänhetär sin(u + v) ej lika med sin u + sin v. T.ex. u = v = 30◦ ger
sin(u+ v) = sin 60◦ =

√
3/2 medansin u+sin v = 2 · sin 30◦ = 2 ·0, 5 = 1 6= √

3/2.

Istället g̈aller följande formler (som också är bra attkunna utantill):

sin(u + v) = sin u · cos v + cos u · sin v
sin(u− v) = sin u · cos v − cos u · sin v

cos(u + v) = cos u · cos v − sin u · sin v
cos(u− v) = cos u · cos v + sin u · sin v

tan(u + v) = tan u+tan v
1−tan u·tan v

tan(u− v) = tan u−tan v
1+tan u·tan v

Vi visar först formeln f̈or cos(u− v):

Tag punkterP = (x1, y1) ochQ = (x2, y2) på
enhetscirkeln s̊a att(x1, y1) = (cos u, sin u) och
(x2, y2) = (cos v, sin v).

Då ärx2
1 + y2

1 = 1 ochx2
2 + y2

2 = 1

Till ämpa cosinusteoremet på triangeln4OPQ.
Det gerd2 = 12 + 12 − 2 · 1 · 1 · cos(u− v).

Med avst̊andsformeln f̊as ocks̊a
d2 = (x1 − x2)

2 + (y1 − y2)
2 =

x2
1 − 2x1x2 + x2

2 + y2
1 − 2y1y2 + y2

2 =
(x2

1 + y2
1) + (x2

2 + y2
2)− 2(x1 · x2 + y1 · y2) =

1 + 1− 2(cos u · cos v + sin u · sin v).

x

y

(cos u, sin u)

d

u−v
v

(cos v, sin v)
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En jämförelse av de tv̊a uttrycken f̈or d2 ger2 − 2 · 1 · 1 · cos(u − v) = 2 − 2(cos u ·
cos v + sin u · sin v) vilket förenklas till formeln f̈or cos(u− v).

Formeln f̈or cos(u−v) kan sedan utnyttjas för att bevisa dëovriga formlerna. Vi l̈amnar
detaljerna till l̈asaren och ger endast en fingervisning till hur det kan göras.

cos(u + v) = cos(u− (−v)]), Använd formlerna f̈or cos(−v) ochsin(−v).

sin(u + v) = cos
(

π
2
− (u + v)

)
= cos

((
π
2
− u

)− v
)
.

sin(u− v). Samma id́e som f̈or cos(u− v)

tan(u+v) = sin(u+v)
cos(u+v)

. Utveckla med formlerna för sin(u+v) ochcos(u+v), dividera
täljare och n̈amnare medcos u · cos v

tan(u− v). Samma id́e som f̈or cos(u− v)

Exempel. Ber̈aknasin 75◦ exakt.

Lösning:sin 75◦ = sin(45◦ + 30◦) = sin
(π

4
+

π

6

)
= sin

π

4
· cos

π

6
+ cos

π

4
· sin π

6

=
1√
2
·
√

3

2
+

1√
2
· 1

2
=

√
3 + 1

2
√

2
= (

√
3 + 1)

√
2/4 = (

√
6 +

√
2)/4. ¤

Formler f ör dubbla vinkeln

Genom att s̈attau = v i summa formlerna f̊ar man direkt formler f̈or dubbla vinkeln.

sin 2u = 2 · sin u · cos u

tan 2u =
2 tan u

1− tan2 u

cos 2u = cos2 u− sin2 u

cos 2u = 2 cos2 u− 1

cos 2u = 1− 2 sin2 u

De tre sista f̈oljer avcos 2u = cos(u+u) = cos u·cos u−sin u·sin u = cos2 u−sin2 u,
som med trigonometriska ettan kan skrivascos 2u = cos2 u−(1−cos2 u) = 2 cos2 u−1
eller cos 2u = cos2 u− sin2 u = 1− sin2 u− sin2 u = 1− 2 sin2 u.
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3.6.5 Övningar Efter dessaär det lämpligt att göra prov 3b

3.6.1 I vilken kvadrant ligger vinkeln a)5π/4 b) 500◦ c)−200◦

d) 1000◦ e)27π/4 f) −100π/3 g)−10000◦?

3.6.2 Besẗam a)cos 13π b) sin(−13π/2) c) sin(13π/3) d) cos(13π/6)

e) tan(137π) f) tan(137π/4).

3.6.3 Visa att a) 1/ cos2 v = 1 + tan2 v b) 1/ sin2 v = 1 + cot2 v

3.6.4 Besẗamcos v, om a)sin v = 1/3, (v i f örsta kvadranten)

b) sin v = −2/5, (v i fj ärde kvadranten) c)sin v = 2/3

3.6.5 Besẗamsin v, om a)cos v = −0, 6; π/2 < v < π b) cos v = 0, 4

3.6.6 Besẗamtan v om a)sin v = 1/4, (v i andra kvadranten)

b) cos v = 0, 3 (v i fj ärde kvadranten) c)sin v = −0, 5 d) cos v = 2/9

3.6.7 Besẗamsin v ochcos v, om a)tan v = 2, π < v < 3π/2

b) tan v = −1/3, π/2 < v < π c) tan v = −5 d) cot v = −2.

3.6.8 Besẗam a)sin(−π

6
) b) cos(−π

6
) c) sin(−π

3
) d) tan(−π

4
) e) sin

3π

4

f) cos
2π

3
g) sin(

7π

6
) h) tan(

7π

6
) i) sin(

7π

4
) j) cot(

11π

6
).

3.6.9 Solvera en triangel (med beteckningar enligt figur ovan), där a)a = 7, 2, b =
4, 5
ochA = 58, 3◦ b) b = 41, 6, c = 63, 5 ochB = 28, 5◦ c) a = 15, 6, c =
11, 6
ochC = 31, 2◦ d) a = 20, 4, b = 5, 1 ochB = 40, 1◦.

3.6.10 Solvera en triangel med a)a = 17, 0 ochb = 8, 0 samtC = 39, 5◦

b) b = 3, 9 ochc = 8, 1 samtA = 117, 1◦

c) a = 57, 2 ochc = 16, 4 samtB = 22, 7◦.

3.6.11 Ber̈akna arean av en triangel med a)a = 5, 0 ochb = 7, 0 (1.enh.) samt
C = 60◦

b) a = 4, 0 ochc = 6, 0 samtB = 40◦ c) b = c = 3, 0 samtA = 110◦.
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3.6.12 Ber̈akna exakt a)cos 75◦ b) tan(5π/12) c) sin 15◦ d) cos(π/12)

e) sin 105◦ f) cos(7π/12).

3.6.13 Besẗam tan(u + v), om a)tan u = 1/2 och tan v = 1/3 b) tan u = 4 och
tan v = −2/3.

3.6.14 Besẗamcos(u + v), om a)cos u = 1/3, cos v = 1/4 (u ochv i f örsta kvadran-
ten)

b) cos u = 0, 8, cos v = 0, 6 (u i fj ärde ochv i f örsta kvadranten)

c) cos u = 1/5 ochcos v = 2/5.

3.6.15 Härled liknande formler f̈or sin 3u, cos 3u ochtan 3u.

[Ledning:Skriv 3u = u + 2u].

4 Funktioner

Begreppet funktion har du säkert sẗott på i gymnasiets kurser i matematik, fysik och
kemi. Där lär man sig (f̈ormodligen) att en funktion̈ar en regel f̈or att till ett eller flera
tal ordna exakt ett tal. Exempelvisär funktionenf(x) = x + 2 den regel som till varje
tal x ordnar taletx + 2 så att t exf(4) = 6 ochf(

√
2) =

√
2 + 2. Ett annat exempel

är funktionenh(a, b) = a + b + 4 som till varje talpar(a, b) ordnar taleta + b + 4,
så att t exh(0, 0) = 4 ochh(4.3, 7.2) = 15.5. (Notera att de specifika bokstävernax,
a ochb är oviktiga, dvs funktionenf i exemplet ovan kan precis lika gärna anges via
f(c) = c2 eller viaf(r) = r2 etc ochh kan lika g̈arna anges viah(j, q) = j + q + 4.)

Vi ska ḧar inteändra p̊a gymnasiets tolkning av funktionsbegreppet, men vi ska göra
det en aning mer allm̈ant.

4.1 Funktionsbegreppet, grafbegreppet, inverser

4.1.1 Funktionsbegreppet

Den allm̈anna definitionen av funktionsbegreppetär:

En funktionf från m̈angdenA till mängdenB är en regel som till varje ele-
menta ∈ A ordnar ett entydigt elementf(a) ∈ B.

82



Lite löst sagt: Man stoppar in ett element frånA i f och f̊ar ut ett element iB. Att f är
en funktion fr̊anA till B skrivs p̊a symbolisk form som

f : A → B.

Om man vill beteckna vad som händer med ett elementa kan man skriva

a 7→ f(a)

vilket utläses som att “a avbildas p̊af(a)”. En illustration till funktionsbegreppet finns
i figur 1.

a

t

x

z

A Bf

f(a)

f(x)

f(t)=f(z)

Figur 1: En illustration av funktionsbegreppet: Punkternaa, t, x ochz i A avbildas p̊a
punkternaf(a), f(t), f(x) respektivef(z) i B.

MängdenA kallas f̈or f ’s definitionsm̈angdeller definitionsomr̊ade, medan m̈angden
B kallas f̈or f ’s målmängd. OmC är en delm̈angd avA sätter man

f(C) = {f(x) : x ∈ C},
dvs f(C) är mängden av alla m̈ojliga värden avf(x) om x får väljas fritt i C. Man
kallar f(C) för bilden avC. Mängdenf(A), dvs bilden av hela definitionsm̈angden,
kallas f̈or f ’s värdem̈angd.

Exempel. Låt A vara m̈angden av alla Sveriges 349 riksdagsledamöter ochB vara
mängden av Sveriges 290 kommuner. En tänkbar funktiong : A → B är d̊a att l̊ata
g(x) vara den kommun d̈ar riksdagledamotenx är (alternativt senast var) folkbokförd.
Dettaär en OK definition d̊a varje ledamoẗar folkbokförd (eller har varit folkbokf̈ord
senast) i exakt en svensk kommun. Vi har t ex (i skrivande stund) att g(“Maud Olofs-
son”)=”Robertsfors”. V̈ardem̈angden blir alla de kommuner i vilken det finns (eller
senast var) en riksdagsledamot folkbokförd.

Däremotär t exh : A → B medh(x) den kommun d̈ar riksdagledamotenx äger en
fastighetinte någon funktion, eftersom det intëar s̊a att varje ledamoẗager fastighet i
exakt 1 kommun (vissäager ingen och vissäager i flerän 1 kommun). ¤
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4.1.2 Grafen till en funktion

Ett s̈att att illustrera en funktion̈ar att rita dessgraf. Formellt definieras grafen till en
funktionf : A → B som m̈angden{(x, f(x)) : x ∈ A}. Man bildar allts̊a alla m̈ojliga
par av v̈arden i definitionsm̈angden och dess funktionsvärde.

Exempel. Låt A = {Lena,Moa,Jamal} och l̊at funktionenf : A → R ges av att
f(Lena) = 164, f(Moa) = 176 och f(Jamal) = 179 (de tre personernas längd i
centimeter). D̊a ärf(A) = {164, 176, 179}. I figur 2 finnsf ’s graf utritad. ¤

160

164

168

172

176

180

x

f(x)

Moa JamalLena

Figur 2: Grafen till funktionen given av Lenas, Moas och Jamals längd.

Exempel.Låt f : R → R ochg : R → R ges avf(x) = x + 5 ochg(x) = x2 − 1.
Då är f(R) = R medang(R) = [−1,∞). Delar av de b̊ada funktionernas grafer finns
i figur 3 ¤

4.1.3 Invers funktion

En viktig egenskap som en funktion kan haär att olika element alltid avbildas på olika
element. Mer precist omf : A → B så ska det g̈alla att oma1 ∈ A, a2 ∈ A och
a1 6= a2 så ärf(a1) 6= f(a2). En funktion med denna egenskap säges varainjektiv.

Exempel. Funktionenh : R → R medh(x) = x2 är inte injektiv ty t ex är h(1) =
h(−1) = 1.

Funktioneng : R → R medg(x) = x + 2 är injektiv ty funktionens v̈arde v̈axer hela
tiden d̊ax ökar s̊a den antar inte samma värde tv̊a g̊anger.

Betrakta funktionen vi hade tidigare i ett exempel där A var mängden av alla Sve-
riges 349 riksdagsledam̈oter ochB var mängden av Sveriges 290 kommuner med
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Figur 3: Delar av graferna till funktionernaf(x) = x + 5 ochg(x) = x2 − 1.

g : A → B där g(x) är den kommun d̈ar riksdagledamotenx är (alternativt senast
var) folkbokförd. Dennäar garanteratinte injektiv, ty det finns fler ledam̈oterän kom-
muner s̊a minst en av kommunerna måste ha mer̈an 1 representant i riksdagen. ¤

Antag att funktionenh : A → B är injektiv och vi vet atth(x) = b för någotb ∈ B.
Eftersom funktionen̈ar injektiv s̊a vet vi att det finns bara ettx som är s̊adant att
h(x) = b. Detta kan vi g̈ora för allab som ligger i v̈ardem̈angden,h(A). Vi kan allts̊a
definiera en funktion

h−1 : h(A) → A medh−1(y) = x omh(x) = y.

Denna funktion kallas f̈or inversentill funktionenh och betecknas som ovan medh−1.
Med ord kan man s̈aga att inversenh−1 tar funktionsv̈ardena tillh tillbaka till deras
ursprung (figur 4 illustrerar).

Observera att detbara är injektiva funktioner som har invers. Omf(x1) = f(x2) = y
medx1 6= x2 så kan man ju inte avg̈ora om en eventuell invers skulle tay till x1 eller
x2.

Exempel. Funktioneng : R → R med g(x) = x + 2 är injektiv s̊a den har en
invers. F̈or att hitta denna s̈atter viy = g(x) = x + 2 och löser sedan utx och vi får
x = y − 2 = g−1(y) enligt definitionen ovan. V̈ardem̈angden avg är alla reella tal s̊a
g−1 är definierad f̈or alla reella tal s̊a

g−1 : R→ R medg−1(y) = y − 2.

Funktionenf : R→ R medf(x) = x2 är inte injektiv s̊a den saknar invers.
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Figur 4: Inversen till en funktion.

Däremotär h : [0,∞) → R medh(x) = x2 injektiv, ty denna v̈axer hela tiden och
kommer inte att anta samma värde merän 1 gång. Likheteny = h(x) = x2 ger
x =

√
y = h−1(y). Detta kan vi g̈ora eftersomx ≥ 0, s̊a vi kan utesluta l̈osningen

x = −√y. ¤

4.1.4 Sammans̈attning av funktioner

Antag attf är en funktion fr̊anA till B och attg är en funktion fr̊anB till n ågon tredje
mängdC, dvs det som “kommer ut” fr̊anf går att “stoppa in” ig. Man kan d̊a bilda
en ny funktionh frånA till C genom att f̈or varjex ∈ A sätta

h(x) = g(f(x)).

Funktionenh kallas f̈or sammans̈attningenavf ochg och man skriverh = g ◦ f , dvs
man harg ◦ f : A → C. Se figur 5.

������

������

��

A B C
f

g

h(a)=g(f(a))

f(a)

a

Figur 5: Den sammansatta funktionenh = g ◦ f .

Exempel. Betrakta funktionen vi hade tidigare i ett exempel där A var mängden av
alla Sveriges 349 riksdagsledamöter ochB var mängden av Sveriges 290 kommuner
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med f : A → B där f(x) är den kommun d̈ar riksdagledam̈otenx är (alternativt
senast var) folkbokf̈ord. Låtg : B −→ N vara funktionen som definieras av attg(y) är
antalet inv̊anare i kommuneny vid årsskiftet 2007/2008. Vi tittar p̊a sammans̈attningen
h = g ◦ f . Om man startar med en riksdagsledamotx så ärf(x) dennes kommun och
g(f(x)) denna kommuns inv̊anarantal. D̈armedär h(x) = g ◦ f(x) = g(f(x)) inget
annatän antalet inv̊anare i riksdagsledamotenx:s kommun. ¤

Det är viktigt att observera attg ◦ f ochf ◦ g i regelär olika saker. Deẗar ju inte s̈akert
attf ◦g ens existerar bara för attg◦f existerar; det ḧanger p̊a om utg̊angen tillg passar
ihop med ing̊angen tillf , dvs omA = C. I det allm̈anna fallet g̈aller inte detta s̊a det
ska snarare betraktas som undantagän regel atẗavenf ◦ g existerar.Även om b̊ade
f ◦ g ochg ◦ f existerar s̊a är de i allm̈anhet olika.

Exempel. I exemplet ovan med kommuner och riksdagsledamöter är intef ◦ g defi-
nierat, ty ut fr̊ang kommer det naturliga tal och dessa kan man inte stoppa in if för f
vill ju ha riksdagsledam̈oter.

Betrakta funktionernaf : R→ R medf(x) = x2 ochg : R→ R medg(x) = x + 2.
Här b̊adef ◦ g ochg ◦ f definierade d̊a det hela tiden̈ar reella tal som̊aker in och ut
(och funktionerna till̊ater vilka reella tal som helst som invärde). D̈aremotär de inte
lika:

f ◦ g(x) = f(g(x)) = f(x + 2) = (x + 2)2 = x2 + 4x + 4

men
g ◦ f(x) = g(f(x)) = g(x2) = x2 + 2.

¤

Låt f vara en funktion med inversf−1 och l̊at x ochy vara s̊adana atty = f(x) (och
därmedärx = f−1(y)). Då g̈aller att

f ◦ f−1(y) = f(f−1(y)) = f(x) = y ochf−1 ◦ f(x) = f−1(f(x)) = f−1(y) = x.

Alltså g̈aller att sammansättningarnaf ◦f−1 ochf−1◦f båda returnerar precis det man
stoppar in. En funktionh som bara returnerar det man stoppar in, dvsh : A −→ A
medh(x) = x, kallas f̈or identitetsfunktionenpå A. Med andra ord s̊a är allts̊a sam-
mans̈attningarna av en funktion med dess invers alltid identitetsfunktioner för respek-
tive definitionsm̈angd.

Exempel. Betrakta funktionenf : [0,∞) −→ [0,∞) medf(x) = x2. Denna har som
vi sett tidigare inversenf−1 : [0,∞) −→ [0,∞) medf−1(x) =

√
x. Om vi s̈atter

samman dem så får vi precis som v̈antat

f−1 ◦ f(x) = f−1(f(x)) = f−1(x2) =
√

x2 = |x| = x

(ty x ≥ 0) och
f ◦ f−1(x) = f(

√
x) = (

√
x)2 = x.

¤
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4.1.5 Reella funktioner

De funktioner som̈ar viktigast i den ḧar kursen̈arreella funktioner, dvs funktioner som
har definitionsm̈angd och m̊almängd som̈ar (delm̈angd till) de reella talen. I resten av
avsnitten i det ḧar kapitlet kommer vi att systematiskt gå igenom ett antal olika typer
av reella funktioner.

Det finns n̊agra egenskaper som̈ar intressanta och specifika för reella funktioner. De
vi ska titta p̊a ḧar är växande/avtagande och udda/jämn.

Begreppen v̈axande/avtagande avser hur funktionensvärdena varierar d̊a variabelns
värdeökar. Vi har f̈oljande definitioner:

LåtA ochB vara tv̊a delm̈angder till de reella talen. En funktionf(x) : A →
B säges vara

• växandeomf(y) ≥ f(x) dåy > x.

• strängt v̈axandeomf(y) > f(x) dåy > x.

• avtagandeomf(y) ≤ f(x) dåy > x.

• strängt avtagandeomf(y) < f(x) dåy > x.

En funktion somär str̈angt v̈axande (avtagande)är per definition automatiskt också
växande (avtagande). En funktion somär str̈angt v̈axande eller str̈angt avtagandëar
alltid injektiv, eftersom den hela tiden för växande argument antar nya större (mindre)
värden.

Exempel. Vi hade i ett exempel tidigare funktioneng : R → R medg(x) = x + 2.
Dennaär str̈angt v̈axande, ty omx < y så ärg(x) = x + 2 < y + 2 = g(y).

Funktionenf : R → R medf(x) = x2 är varken v̈axande eller avtagande, ty t ex
har vi −1 > −2 och f(−1) < f(−2), men2 > 1 och f(2) > f(1). Däremotär
den str̈angt avtagande på intervallet(−∞, 0] och sedan strängt v̈axande p̊a intervallet
[0,∞). Om vi allts̊a s̈atterf1 : (−∞, 0] → R ochf2 : [0,∞) → R medf1(x) = x2

ochf2(x) = x2 så är f1 str̈angt avtagande ochf2 str̈angt v̈axande. Det enda vi gjorde
var allts̊a attändra definitionsm̈angden. ¤

Härn̈ast ska vi inf̈ora begreppen udda och jämn funktion som handlar om relationen
mellanf(a) ochf(−a). Vi har följande definitioner:
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LåtA ochB vara tv̊a delm̈angder till de reella talen. En funktionf(x) : A →
B säges vara

• jämnomf(x) = f(−x) för allax ∈ A.

• uddaomf(x) = −f(−x) för allax ∈ A.

Observera att det krävs attA är symmetrisk, dvs att oma ∈ A så måste ocks̊a
(−a) ∈ A.

Exempel. I figur 6 finns grafen till funktionerna som ges avf1(x) = x3 ochf2(x) =
x2. Funktionenf1(x) är udda eftersom

f1(−x) = (−x)3 = −(x3) = −f1(x),

och funktionenf2(x) är jämn eftersom

f2(x) = (−x)2 = x2 = f2(x).

Geometriskt f̈or grafen s̊a betyder j̈amn att grafen ser likadan ut om den speglas iy-
axeln och udda betyder att grafen ser likadan ut om den speglas i origo.
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Figur 6: Centrala delen av grafen avf1(x) = x3 (heldragen) ochf2(x) = x2 (streckad).

¤

4.1.6 Övningar Efter dessaär det lämpligt att göra prov 4a

4.1.1 Avgör om följande reella funktioner̈ar (str̈angt) avtagande, (strängt) v̈axande,
injektiva, respektive udda eller jämna. Om funktionen̈ar injektiv s̊a besẗam in-
versen.
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a)a : R→ R, a(x) = x
b) b : R \ {0} → R, b(x) = 1

x2

c) c : R→ R, c(x) = x2 + 2x
d) d : {x ∈ R : x ≥ 0} → R, d(x) = x2 + 1
e) e : R→ R, e(x) = x3 + 1

4.1.2 Låtf : R→ R ochg : R→ R vara tv̊a reella funktioner givna avf(x) = x2−1

ochg(x) =
1

1 + x2
. Besẗam sammans̈attningarnaf ◦ f , f ◦ g, g ◦ f ochg ◦ g.

4.2 Polynom

Ett viktigt exempel p̊a funktionerär polynom(funktioner). Vi har tidigare tittat p̊a po-
lynom och ett polynom

f(x) = anxn + . . . + a1x + a0

kan man se som en funktionf : R −→ R. Med andra ord s̊a kan man alltid s̈atta in
vilket reellt tal som helst och ut kommer ett reellt tal.

Exempel. Andragradspolynometf(x) = x2 +4x− 10 kan vi kvadratkomplettera och
vi f år f(x) = (x + 2)2 − 14. Från en kvadratkomplettering kan man sedan läsa ut det
mesta man kan tänkas vilja veta om polynomet som funktion. Nollställena blirx1 =
−2+

√
14 ochx2 = −2−√14. Det minsta v̈ardet som funktionen antarär d̊ax+2 = 0

dvsx = −2 (eftersom(x+2)2 ≥ 0) och v̈ardetär d̊af(−2) = −14. Närx blir mycket
stort eller mycket negativt så växer funktionen obegränsat och kommer därmed att anta
alla värden som̈ar sẗorreän eller lika med -14. V̈ardem̈angden till funktionen̈ar allts̊a
alla reella tal ifr̊an -14 och upp̊at, dvs intervallet[−14,∞). Centrala delen av grafen
finns i figur 7. Man ser de tv̊a nollsẗallena, minimumet och att närx blir stort eller litet
så tycks den f̈orsvinna upp̊at.
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Figur 7: Centrala delen av grafen av andragradspolynometf(x) = x2 + 4x− 10 ¤
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Exempel. Vi tar en titt p̊a polynometf(x) = (x − 3)(x + 3)(x − 1)(x + 2) =
x4+x3−11x2−9x+18 somär av grad 4 och har fyra stycken olika (reella) nollställen.
Centrala delen av grafen finns i figur 4.2. Man ser de fyra nollställena och n̈ar x blir
stort eller litet s̊a tycks den f̈orsvinna upp̊at. F̈or värden som̈ar mycket positiva eller
mycket negativäar det alltid den term med högst potens som dominerar. I det här fallet
är detx4 som dominerar och denna har positiv koefficient (1) ochjämngrad vilket g̈or
att funktionen g̊ar mot öandligheten i b̊adaändarna. V̈ardem̈angden till funktionen̈ar
alla reella tal ifr̊an ca -21 (minimumet n̈arax = 2) och upp̊at.
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Figur 8: Centrala delen av grafen av fjärdegradspolynomet
f(x) = (x− 3)(x + 3)(x− 1)(x + 2) = x4 + x3 − 11x2 − 9x + 18

¤

Exempel. Vi tittar nu på polynometf(x) = (x2 + 3)(x − 1)(x2 − 2) = 6 − 6x −
x2 + x3 − x4 + x5 som är av grad 5 och har tre stycken olika (reella) nollställen
(vilka?). Centrala delen av grafen finns i figur 4.2. Man ser de tre nollställena och n̈ar
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Figur 9: Centrala delen av grafen av femtegradspolynomet
f(x) = (x2 + 3)(x− 1)(x2 − 2) = 6− 6x− x2 + x3 − x4 + x5

x blir stort försvinner den upp̊at och n̈arx blir litet f örsvinner den ned̊at. Detärx5 som

91



dominerar och denna har positiv koefficient (1) ochuddagrad vilket g̈or att funktionen
går mot minus öandligheten respektive oändligheten. V̈ardem̈angden till funktionen̈ar
alla reella tal. ¤

4.2.1 Övningar

4.2.1 Skissa grafen till f̈oljande polynomfunktioner av grad två samt ange rötter och
värdem̈angd.Tips: Besẗam först eventuellt maximum eller minimum samt rötter
med hj̈alp av kvadratkomplettering.

a) p(x) = x2 + 2x− 7 b) p(x) = x2 + 3x + 6

c) p(x) = 5− 4x− x2

4.2.2 Skissa grafen till f̈oljande polynomfunktioner. Ange nollställen och besẗam vad
som ḧander n̈arx går mot (plus eller minus) öandligheten.

a) p(x) = (x2 − 5)(x− 1) = 5− 5x− x2 + x3

b) p(x) = (x2 + 5)(x− 1) = −5 + 5x− x2 + x3

c) p(x) = (x2 − 5)(x2 − 1) = 5− 6x2 + x4

4.3 Rationella funktioner

Låt f(x) ochg(x) vara tv̊a polynom. Vi kan d̊a bilda det rationella uttrycketh(x) =
f(x)/g(x). Då får man vad som kallas för en rationell funktionh : A −→ R. Här
måste man vara lite försiktig, ty kvotenh(x) = f(x)/g(x) är bara definierad för allax
sådana attg(x) 6= 0. Maximal definitionsm̈angd blir allts̊aA = {x : g(x) 6= 0}.
Observera att en rationell funktionh(x) = f(x)/g(x) har ett nollsẗalle i x = a om och
endast omf(a) = 0 ochg(a) 6= 0.

Exempel. Den rationella funktionenh : A −→ R medh(x) =
(x− 2)(x + 1)

x2 − 9
har

nollsẗallen i 2 och -1 och som maximal definitionsmängdA = {x ∈ R : (x2 − 9) 6=
0} = R \ {−3, 3}, dvs alla reella tal utom−3 och3. Centrala delen av grafen finns i
figur 10. Observera att funktionen brakar iväg mot−∞ respektive∞ på de tv̊a sidorna
om de tv̊a sẗallen d̈ar den intëar definierad. N̈ar x närmar sig−∞ och∞ så n̈armar
sig funktionen1, men mer om detta när vi kommer till avsnittet om gr̈ansv̈arden. ¤
Exempel. Den rationella funktionenh : A −→ Rmedh(x) =

(x− 3)(x + 1)

x2 − 9
är inte

definierad ix = 3, men genom att f̈orkorta med faktorn(x − 3) så får vi en rationell

funktionr(x) =
x + 1

x + 3
somär lika medh(x) överallt d̈arh(x) är definierad och också
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Figur 10: Centrala delen av grafen av den rationella funktionenh(x) =
(x− 2)(x + 1)

x2 − 9

definierad ix = 3. Denna rationella funktion har som maximal definitionsmängdR \
{−3} och som enda nollställex = −1. Centrala delen av grafen finns i figur 11.
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Figur 11: Centrala delen av grafen av den rationella funktionenr(x) =
x + 1

x + 3

¤

4.3.1 Övningar

4.3.1 Besẗam sẗorsta m̈ojliga definitionsm̈angd och alla nollställen till följande ratio-
nella funktioner. F̈ors̈ok gärna ocks̊a g̈ora en skiss av hur grafen ser ut.

a)
x− 1

x + 2
b)

x− 3

x2 + 2
c)

x2 − 3

x + 2
d)

x2 + 4

x2 − 2
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4.4 Absolutbeloppet

Absolutbeloppet har vi definierat tidigare och man kan se det som en funktion frånR
till R där

|x| =
{

x omx ≥ 0,

−x omx < 0.

Observera ḧar att deẗar två olika “formler” för absolutbeloppet beroende på om argu-
mentetx är positivt eller negativt. Detta betyder att man när man arbetar med absolut-
beloppet i regel delar upp i olika fall för två eller flera intervall.

Exempel. Den centrala delen av grafen till absolutbeloppsfunktionen finns i figur 12.
Grafen best̊ar av tv̊a olika halvlinjer som m̈ots i origo. Funktionen har ett enda nollställe
nämligenx = 0 och g̊ar mot∞ närx går mot−∞ och∞.
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Figur 12: Centrala delen av grafen av absolutbeloppsfunktionenf(x) = |x|

¤

När man s̈atter samman absolutbeloppsfunktionen med andra funktioner så blir det
som v̈antat en aning mer komplicerat. Men det finns en allmän strategi att f̈olja. Det
gäller att dela upp i olika intervall beroende på n̈ar det som man tar absolutbeloppet
av är positivt eller negativt. Vi illustrerar strategin med ett par exempel när man s̈atter
samman absolutbeloppet med polynom.

Exempel. Vi tar en titt p̊a den sammansatta funktionenf(x) = |2x− 3|. Polynomet
2x− 3 har ett enda nollställe i x = 3

2
ochär positivt f̈or allax > 3

2
och negativt f̈or alla

x < 3
2
. Det ger att

f(x) =

{
2x− 3 omx ≥ 3

2
,

−(2x− 3) omx < 3
2
.

Grafen, som finns i figur 13, består allts̊a av tv̊a olika halvlinjer som m̈ots i punkten
(3

2
, 0).
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Figur 13: Centrala delen av grafen avf(x) = |2x− 3|

¤

Exempel. Vi testar nu att s̈atta samman absolutbeloppet med ett andragradspolynom:
f(x) = |x2 − 3x + 2|. Polynometx2− 3x + 2 har tv̊a nollsẗallen ix1 = 1 ochx2 = 2.
Detär positivt f̈or allax > 2 och allax < 1 samt negativt f̈or allax mellan nollsẗallena,
dvs1 < x < 2. Det ger att

f(x) =

{
x2 − 3x + 2 omx ≤ 1 ellerx ≥ 2,

−(x2 − 3x + 2) om1 < x < 2.

Grafen, som finns i figur 14, består allts̊a av tre olika segment av andragradskurvor.
Den streckade kurvan̈ar vad man f̊att om man tagit bort absolutbeloppet. Det blir helt
enkelt en spegling av kurvan i x-axeln.
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0.5

1

1.5

2

Figur 14: Centrala delen av grafen avf(x) = |x2 − 3x + 2|

¤
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Exempel. I det ḧar exemplet ska vi se hur man angriper en funktion som innehåller
merän en del med absolutbelopp. Låt

f(x) = |3x + 2| − |x− 1| .
Polynomet3x + 2 har ett enda nollställe i x = −2

3
ochär positivt f̈or allax > −2

3
och

negativt f̈or allax < −2
3
. Polynometx−1 har ett enda nollställe i x = 1 ochär positivt

för allax > 1 och negativt f̈or allax < 1. Det betyder att vi f̊ar två brytpunkter. N̈ar
x > 1 så är b̊ada argumenten för absolutbeloppet positiva, när x < −2

3
så är b̊ada

negativa och mellan dessa brytpunkterär3x + 2 positivt ochx− 1 negativt.

Det ger att

f(x) =





(3x + 2)− (x− 1) = 2x + 3 omx ≥ 1,

(3x + 2)− (−(x− 1)) = 4x + 1 om − 2
3
≤ x < 1,

−(3x + 2)− (−(x− 1)) = −2x− 3 omx ≤ −2
3
.

Grafen, som finns i figur 15, består allts̊a av tre olika delar av linjer som m̈ots i punk-
terna(−2

3
,−5

3
) och(1, 5).
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Figur 15: Centrala delen av grafen avf(x) = |3x + 2| − |x− 1|

¤

4.4.1 Övningar

4.4.1 Dela upp i l̈ampliga intevall och ange funktionerna i vart och ett av dessa inter-
vall utan absolutbelopp. Skissa funktionernas grafer.
a) |x + 2|
b) |5x− 2|
c) |x2 − 4|
d) |2x− 2|+ |2x + 1|
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4.5 Potensfunktioner

Vi har i avsnitt 1.8 definierat potens med rationell exponentb
m
n för b ∈ R+ = {x ∈

R : x > 0}. Detta ger att vi f̈or ett rationellt talm
n

kan definiera enpotensfunktion

f : R+ → R+ genomf(x) = x
m
n .

En första sak att noteräar attf(1) = 1
m
n = 1 för alla potensfunktioner.

Exempel. Vi tittar f örst p̊a tre exempel d̊a potensen̈ar positiv. I figur 16 finns grafen
till funktionerna som ges avf1(x) = x

1
3 , f2(x) = x och f3(x) = x3. Vi observerar

som vi redan p̊apekat att kurvorna skär varandra i punkten(1, 1). Alla närmar sig0 då
x närmar sig0 och alla kommer g̊a mot∞ närx går mot∞. Vi ser att n̈arx > 1 så är
f3(x) = x3 störst och n̈ar x < 1 så är f3(x) = x

1
3 störst. I allm̈anhetär det s̊a att en

större potens̈ar sẗorst d̊ax > 1 och en mindre potens̈ar sẗorst d̊ax < 1.
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Figur 16: B̈orjan av grafen avf1(x) = x
1
3 (heldragen),f2(x) = x (streckad) och

f3(x) = x3 (prickad).

¤

Exempel. Vad ḧander n̈ar vi tar en negativ exponent? Tänk p̊a attx−n =
1

xn
. I figur 17

finns grafen till funktionerna som ges avf1(x) = x−
1
3 , f2(x) = x−1 = 1/x och

f3(x) = x−3. Vi noterar återigen att kurvorna skär varandra i punkten(1, 1). Alla
närmar sig∞ då x går mot0 och alla kommer g̊a mot0 när x går mot∞. Vi ser att
närx > 1 så ärf3(x) = x−

1
3 störst och n̈arx < 1 så ärf3(x) = x−3 störst. I allm̈anhet

är det precis som för positiva potenser så att en sẗorre potens̈ar sẗorst d̊ax > 1 och en
mindre potens̈ar sẗorst d̊ax < 1.

¤

När vi har en positiv heltalspotens, som1 respektive3 i det första exemplet, s̊a är
ju potensfunktionen i själva verket ocks̊a ett polynom. D̊a kan man f̈orst̊as definiera
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Figur 17: B̈orjan av grafen avf1(x) = x−
1
3 (heldragen),f2(x) = x−1 (streckad) och

f3(x) = x−3(prickad).

funktionen f̈or alla tal, inte bara de positiva. Om potensenär positiv s̊a kan man alltid
definiera funktionen också för x = 0. Dessutom om potensenär 1/n där n är udda
heltal s̊a existerarx

1
n ocks̊a för negativa talx, s̊a man kan ocks̊a definiera potensfunk-

tionenf(x) = x
1
n för alla reella tal. D̈aremot finns t ex intex

1
2 för negativa v̈arden p̊a

x.

Observera till slut att alla potensfunktionerär antingen str̈angt v̈axande (om potensen
är positiv) eller str̈angt avtagande (om potensenär negativ) p̊aR+ och att v̈ardem̈angden
ocks̊a ärR+ i samtliga fall . D̈armed har en potensfunktionf : R+ → R+ en invers
f−1 : R+ → R+. Potensreglerna ger att omf(x) = xr ochg(x) = x

1
r så g̈aller att

(f ◦ g)(x) = f(g(x)) = f(x
1
r ) = (x

1
r )r = x

1
r
·r = x

och
(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(xr) = (xr)

1
r = xr· 1

r = x.

Alltså ärg(x) = x
1
r invers till f(x) = xr.

4.5.1 Övningar Efter dessaär det lämpligt att göra prov 4b

4.5.1 I figur 18 finns delar av grafen till de fyra potensfunktionernaf1(x) = x−
1
5 ,

f2(x) = x5, f3(x) = x−5 ochf4(x) = x
1
5 . Ange vilken som̈ar vilken, inversen

till respektive funktion samt ange maximal definitionsmängd f̈or de fyra funk-
tionerna.
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Figur 18: B̈orjan av grafen avf1(x) = x−
1
5 , f2(x) = x5, f3(x) = x−5 ochf4(x) = x

1
5 .

4.6 Exponentialfunktioner, logaritmer

4.6.1 Exponentialfunktioner

Istället för att som f̈or potensfunktioner låta basenb variera i en potens,br, s̊a kan man
låta exponentenr variera. Man f̊ar d̊a enexponentialfunktion, f(x) = bx, där b är en
positiv konstant. En exponentialfunktionär definierad f̈or alla reella tal och v̈ardenäar
alltid positiva tal. Vi observerar attf(0) = b0 = 1 oavsett vadb är , s̊a grafen till en
exponentialfunktion g̊ar alltid genom punkten(0, 1).

Det finns en exponentialfunktion som̈ar viktigareän alla andra n̈amligen den d̊a basen
ges av det tal som betecknas med bokstavene. Detta tal har (precis som t exπ) en
oändlig decimalutveckling som intëar periodisk och b̈orjan av denna ser ut så ḧar:

e ≈ 2.71828182845904523536028747135.
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Figur 19: Centrala delen av grafen avf1(x) = 2x (heldragen),f2(x) = 1x = 1 (strec-
kad) ochf3(x) = ex (prickad).

Exempel. I figur 19 finns grafen till funktionerna som ges avf1(x) = 2x, f2(x) =
1x = 1 ochf3(x) = ex. Vi observerar som vi redan påpekat att kurvorna skär varandra
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i punkten(0, 1). När basen̈ar 1 så blir (först̊as) funktionen konstant hela tiden. Med
basen2 eller e så växer funktionen mot∞ när x går mot∞ och g̊ar mot0 när x går
mot−∞. Detta g̈aller allmänt n̈ar basen̈ar sẗorreän1. (Om man multiplicerar tv̊a tal
båda sẗorre än1 så får man en produkt som̈ar sẗorre än b̊ada faktorerna.) I detta fall
blir alltså funktionen str̈angt v̈axande. ¤

Exempel. I figur 20 finns grafen till funktionerna som ges avf1(x) = (1/2)x, f2(x) =
1x = 1 ochf3(x) = (1/e)x. Återigen observerar vi att kurvorna skär varandra i punk-
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Figur 20: Centrala delen av grafen avf1(x) = (1/2)x = 2−x (heldragen),f2(x) =
1x = 1 (streckad) ochf3(x) = (1/e)x = e−x (prickad).

ten(0, 1). Med basen1/2 eller1/e så avtar funktionen mot0 närx går mot∞ och g̊ar
mot∞ när x går mot−∞. Detta g̈aller allmänt n̈ar basen̈ar mindreän1. (Om man
multiplicerar tv̊a tal b̊ada mindrëan1 så får man en produkt som̈ar mindreän b̊ada
faktorerna.) I detta fall blir allts̊a funktionen str̈angt avtagande. ¤

Observera att dessa graferär spegelbilder iy-axeln till de i figur 19. Detta f̈orklaras av

att 1
2

= 2−1 (respektive1
e

= e−1), s̊a

(
1

2

)x

= 2−x (respektive

(
1

e

)x

= e−x) för alla

reella talx.

Anmärkning Vi har tidigare bara definierat potensenbx omx är ett rationellt tal, men
det g̊ar bra att utvidga denna också till alla reella tal. Man g̈or detta genom att betrakta
brn , därrn är rationella tal som b̈attre och b̈attre approximerar ett reellt talx. Om man t
ex låterrn vara approximationen avx medn decimaler (dettäar rationella tal) s̊a är bx

gränsv̈ardet avbrn dån går mot öandligheten. Mer om detta kommer i del 2 av kursen.
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Vi sammanfattar v̊ara observationer angående exponentialfunktionenf(x) = bx:

• Basenb måste vara positiv

• Definitionsm̈angdärR

• Värdem̈angdär{x ∈ R : x > 0} (om b 6= 1)

• f(0) = 1

• f(x) > 0 för allax ∈ R
• Om b > 1 så ärf(x) str̈angt v̈axande

• Om0 < b < 1 så ärf(x) str̈angt avtagande

• Om b = 1 så ärf(x) = 1

4.6.2 Logaritmfunktioner

Eftersom en exponentialfunktionf(x) = bx (med b 6= 1 och b > 0) antingen var
str̈angt v̈axande (b > 1) eller str̈angt avtagande (0 < b < 1) så betyder det att dessa
har en invers funktion (se avsnitt 4.1.5). Inversen till en exponentialfunktion kallas
för en logaritmfunktion. Värdem̈angden f̈or en exponetialfunktion (medb 6= 1) är
alla positiva reella tal, s̊a definitionsm̈angden f̈or en logaritmfunktion blir allts̊a alla
positiva reella tal.

Låt y = f(x) = bx. Från definitionen av invers funktion får vi att f−1(y) = x där
y = f(x) = bx. För en allm̈an basb betecknar man denna funktion medf−1 = logb.
Vi f år allts̊a att

logb : (0,∞) → R, logb(y) = x, därx är det tal som uppfyllery = bx.

I allmänhet finns det inget enkelt sätt att f̈or hand r̈akna ut v̈ardet av en logaritmfunk-
tion. Det finns dock ett v̈arde som alltid̈ar enkelt att r̈akna ut:

logb(1) = logb(b
0) = 0.

Exempel. Vi testar att r̈akna ut logaritmen med bas2 i några enkla exempel då det g̊ar
att r̈akna ut den exakt. I det fallet har vi attlog2(y) = x om y = 2x. Det g̈aller allts̊a

101



att skriva argumentet som en potens av2.

log2(1) = log2(2
0) = 0

log2(2) = log2(2
1) = 1

log2(1024) = log2(2
10) = 10

log2(
√

2) = log2(2
1
2 ) =

1

2
.

Däremot finns det inget enkelt sätt att t ex r̈akna utlog2(3) då inte3 är n̊agon j̈amn och
fin potens av2. ¤

Det finns tv̊a logaritmfunktioner som̈ar s̊a vanliga att de f̊att egna beteckningar. Det
är dels dennaturliga logaritmensom har basene och dels10-logaritmen som har
10 som bas. Dessa betecknas i regel med (det finns exempel i litteraturen med andra
beteckningar)

loge(x) = ln(x) respektivelog10(x) = lg(x).

Exempel. För dessa speciella logaritmfunktioner har vi t ex

lg(10) = lg(101) = 1

lg(0.01) = lg(10−2) = −2

ln(e) = ln(e1) = 1.

¤

Detär en allm̈ant vedertagen konvention att inte skriva ut parentesen för argumentet f̈or
en logaritmfunktion. Man skriver alltså baraln x istället för ln(x) etc och ḧadanefter
kommer vi att g̈ora s̊a överallt d̈ar det inte kan leda till missförst̊and.

Det finns ju som bekant ett antal användbara regler för potenser. Dessa leder i sin turtill
några nyttiga r̈akneregler f̈or logaritmer. Vi vet ju attbx+y = bx·by. Detta kan vi utnyttja
för att visa en r̈akneregel f̈or logb xy. Om vi antar attx > 0 ochy > 0 så får vi

blogb x+logb y = blogb x · blogb y = x · y = blogb xy.

Eftersombx är injektiv (denär antingen str̈angt v̈axande eller str̈angt avtagande) så är
bs = bt bara oms = t. Därmed m̊aste det g̈alla att

logb xy = logb x + logb y.

På samma s̈att får vi genom att utnyttja attbxy = (bx)y att

b− logb x = b(logb x)(−1) = (blogb x)−1 = x−1 =
1

x
= blogb

1
x .
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Precis som ovan får vi att

logb

1

x
= − logb x.

Genom att s̈atta samman respektive upprepa dessa två regler s̊a kan man f̊a regler f̈or
logaritmen av kvot respektive potens. Vi sammanfattar de regler för logaritmfunktioner
som vi kommit fram till.

• logb 1 = 0

• logb xy = logb x + logb y omx, y > 0

• logb
1
y

= − logb y

• logb
x
y

= logb x− logb y omx, y > 0

• logb xn = n logb x omx > 0

Observera att detinte finns n̊agra regler f̈or logb(x + y) eller logb(x− y).

Exempel. Förenkla uttrycketlg 700− lg 7
10

så långt det g̊ar.

Lösning. Vi utnyttjar reglerna f̈or logaritm av produkt och kvot och får

lg 700− lg
7

10
= lg(7 · 100)− (lg 7− lg 10)

= lg 7 + lg 100− lg 7 + lg 10 = lg 102 + lg 101 = 2 + 1 = 3.

¤

4.6.3 Övningar

4.6.1 Vilka av följande r̈akneregler g̈aller för en exponentialfunktionf(x) = bx?

I de fall som det intëar en giltig regel s̊a ge ett exempel d̊a det inte sẗammer.

a) f(x + y) = f(x) · f(y) b) f(x + y) = f(x) + f(y)

c) f(xy) = f(x) · f(y) d) f(x− y) = f(x)− f(y)

e) f(x− y) = f(x)/f(y) f) f(x/y) = f(x)/f(y)
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4.6.2 Förenkla f̈oljande uttryck s̊a långt det g̊ar.

a) lg 1000 b) lg 0, 01 c) 10lg 4

d) 10lg 0.7 e) 10− lg 4 f) 10− lg 0.5

4.6.3 Förenkla f̈oljande uttryck s̊a långt det g̊ar.

a) ln e2 b) ln
√

e c) ln 1
e

d) ln
(

1
e

)2
e) eln 7 f) e− ln 3

4.6.4 Lös ekvationerna.

a) ln x = 0 b) lg x = 1 c) ln x = 2

d) lg x = −4 e) 2 · lg x = 3

4.6.5 Förenkla f̈oljande uttryck s̊a långt det g̊ar.

a) lg 30− lg 0.3 b) 2 ln 8− 3 ln 4 + 20 ln 1

c) 3 ln 2 + 2 ln 3− 4 ln
√

6

4.7 Trigonometriska funktioner

4.7.1 Trigonometriska funktioner

Vi har redan definierat de trigonometriska funktionerna sinus, cosinus etc med hjälp
av trianglar och enhetscirkeln. Trigonometriska funktioner används dock till flera olika
saker och kopplingen till geometriär inte alltid helt uppenbar. Detär d̈arför viktigt att
känna till de grundl̈aggande egenskaperna som dessa har om man ser dem som reella
funktioner.

Vi påminner om att vi definierade funktionerna för alla reella tal med hjälp av en-
hetscirkeln. Undantag var att tangens och cotangens inte var definierade då cosinus
respektive sinus var0. Sinus och cosinus ger värden vars belopp̈ar ḧogst1 medan
tangens och cotangens kan ge alla möjliga reella tal. Vi har allts̊a följande reella funk-
tioner:
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sin : R→ [−1, 1]

cos : R→ [−1, 1]

tan : R \ {π

2
+ kπ : k ett heltal} → R

cot : R \ {kπ : k ett heltal} → R

Här betyderR \ {kπ : k ett heltal} alla reella tal utom de som̈ar p̊a formenkπ med
k ett heltal. Observera att vi angivit respektive funktions värdem̈angd som m̊almängd.
Man skulle lika g̈arna kunnat ange alla de reella talen som målmängd ocks̊a för sinus
och cosinus.

När vi utgick ifrån enhetscirkeln så ẗankte vi oss att en punkt på cirkeln kan represen-
teras av (öandligt m̊anga) olika vinklar som skiljer sig̊at av ett helt antal varv, dvs en
multipel av2π radianer. T ex s̊a representerar vinklarnaπ/2, π/2 + 2π ochπ/2− 2π
alla punkten(0, 1). Detta betyder att funktionerna blirperiodiskamed perioden2π,
dvs attf(x + 2π) = f(x). I figur 21 finns grafen till sinus- och cosinusfunktionen
och man ser tydligt det periodiska beteendet. Vi såg ocks̊a i enhetscirkeln att det fanns
andra likheter f̈or olika värden p̊a vinkeln. F̈or sinus hade vi t ex attsin(π−x) = sin x
och attsin(−x) = − sin x, dvs att sinus̈ar en udda funktion.
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Figur 21: Delar av grafen tillsin x (heldragen) ochcos x (streckad).
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Vi sammanfattar n̊agra av de viktigaste egenskaperna för de trigonometriska funktio-
nerna i f̈oljande tabell.

sin(x + 2π) = sin x sin(π − x) = sin x sin(−x) = − sin x (udda)
cos(x + 2π) = cos x cos(π − x) = − cos x cos(−x) = cos x (jämn)
tan(x + π) = tan x tan(−x) = − tan x (udda)
cot(x + π) = cot x cot(−x) = − cot x (udda)
cos x = sin(x + π

2
) cot x = 1

tan x

Du ska kunna tolka dessa likheter geometriskt, dels i enhetscirkeln och dels på funk-
tionsgrafen. Observera speciellt att perioden för tangens och cotangensärπ vilket man
kan sk̈onja i figur 22.
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Figur 22: Delar av grafen tilltan x.

En viktig sak att ẗanka p̊aär att n̈ar man s̈atter samman en trigonometrisk funktion med
en annan funktion s̊a ändras bl a perioden.

Exempel. I figur 23 finns grafen till funktionerna som ges avf1(x) = sin x och
f2(x) = sin(5x). Vi observerar attf2 svänger mycket snabbare. Vi får att

f2(x) = sin(5x) = sin(5x + 2π) = sin(5(x +
2π

5
)) = f2(x +

2π

5
),

så perioden f̈or denna blir2π
5

. Allmänt s̊a kan vi p̊a samma s̈att visa attsin kx har
perioden2π

k
. ¤
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Figur 23: Delar av grafen avf1(x) = sin x (heldragen) ochf2(x) = sin 5x (streckad).

4.7.2 Inversa trigonometriska funktioner

De trigonometriska funktionernäar ju praktexempel p̊a funktioner sominte är injekti-
va, d̊a de ju antar samma värden öandligt m̊anga g̊anger (se avsnitt 4.1). D̈armed har
de ju inga inverser. Vad man kan göraär samma trick som vi använde t ex d̊a vi obser-
verade att kvadratroten var invers till funktionenf : [0,∞) → [0,∞) medf(x) = x2.
Vi minskar definitionsm̈angden s̊a att funktionen blir injektiv p̊a detta mindre intervall.

Exempel. I figur 21 ser vi att sinusfunktionen harsin(−π
2
) = −1 och är str̈angt

växande tillsin π
2

= 1. (Detta inser man också om man tittar p̊a definitionen av sinus i
enhetscirkeln.) Om man alltså definierar en funktion

f : [−π

2
,
π

2
] → [−1, 1], medf(x) = sin x,

så kommer denna att vara strängt v̈axande och allts̊a injektiv. Alltså har den en invers

f−1 : [−1, 1] → [−π

2
,
π

2
], medf−1(y) = x däry = sin x.

Med andra ord s̊a svarar denna inversa funktionf−1(y) på frågan: Vilken vinkelx i
intervallet[−π

2
, π

2
] harsin x = y?

Vi har t ex attf−1( 1√
2
) = π

4
, eftersomsin π

4
= 1√

2
(och π

4
ligger i rätt intervall). ¤

Motsvarande konstruktion som vi gjorde för sinusfunktionen i exemplet kan man göra
för samtliga trigonometriska funktioner genom att välja lämpliga intervall. Funktioner-
na man f̊ar kallas f̈or de inversa trigonometriska funktionerna och heterarcus sinus,
arcus cosinusetc. Ordetarcusbetyder b̊age, och funktionerna anger bågl̈angden (dvs
vinkeln mätt i radianer) som motsvarar värdet av sinusfunktionen (respektive cosinus
etc). Vi sammanfattar i f̈oljande tabell:
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• Sinus p̊a [−π
2
, π

2
] har inversarcsin : [−1, 1] → [−π

2
, π

2
]

• Cosinus p̊a [0, π] har inversarccos : [−1, 1] → [0, π]

• Tangens p̊a (−π
2
, π

2
) har inversarctan : R→ (−π

2
, π

2
)

• Cotangens p̊a (0, π) har invers arccot: R→ (0, π)

Observera att det på minr̈aknare ofta st̊ar sin−1 istället för arcsin etc.

I figur 24 finns grafen till arcus sinus och i figur 25 finns centrala delen av grafen till
arcus tangens.

-1 -0.5 0.5 1

-1.5

-1

-0.5

0.5

1

1.5

Figur 24: Grafen avarcsin x.

-10 -5 5 10

-1.5

-1

-0.5

0.5

1

1.5

Figur 25: Centrala delen av grafen avarctan x.
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4.7.3 Övningar Efter dessaär det lämpligt att göra prov 4c

4.7.1 Vilka av följande funktioner̈ar jämna, udda eller inget av dem.

a) f(x) = sin(2x) b) f(x) = sin(x2) c) f(x) = (sin x)2

d) f(x) = sin(x + π
2
) e) f(x) = sin x · cos x f) f(x) = sin x + cos x

4.7.2 Antag att vi vet attsin π
7

= c. Ange f̈oljande trigonometriska funktionsvärden
uttryckta med hj̈alp avc.

a) sin 6π
7

b) sin −π
7

c) sin 29π
7

d) cos π
7

e) tan π
7

f) tan 8π
7

4.7.3 Ber̈akna f̈oljande v̈arden f̈or de inversa trigonometriska funktionerna. Var noga
med att v̈alja vinkel i r̈att intervall f̈or de olika funktionerna.

a) arcsin 1 b) arccos 1 c) arctan 1

d) arcsin 1
2

e) arccos 1
2

f) arcsin(−1
2
)
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5 Facit
1.1.1 (a) 378 rest18 (b) 357 (c) 7497 är delbart med21

1.1.2 (a) 319

(b) −564

1.1.3 (a) a + 2 · a · b
(b) 2 · a · a · b + 2 · a · b · b− 2 · a · a− 2 · a · b = 2a2b + 2ab2 − 2a2 − 2ab

1.2.1 (a)
1

8
(b) −281

28
(c) −196

33
(d)

17

20
(e)

251

24
(f)

344

255

1.2.2 (a)
13

12
= 1

1

12
(b) − 11

420

1.2.3 (a)
1

4
(b)

3

34
(c)

39

22
(d) 24

(e)
38

15
(f)

10

57
(g)

273

128
(h)

11011

1536

1.2.4 (a)−2 (b)
253

340
(c) −1349

1968

1.3.1 (a) 25 (b) 32 (c) 81 (d) −64

(e) 1 (f) 100 (g) 1 (h) 1

1.3.2 (a)
1

4
(b) − 1

27
(c) 1

1.3.3 (a) 2−6 (b) 22 (c) 2−4

1.3.4 (a)
4

21
(b) −72

1.4.1 (a) Ja.

(b) Ja. Motsatsen2 > 3 är ju falskt.

(c) Nej.

1.4.2 1. c− a = (c− b) + (b− a) > 0

2. Exemplet

3. (b + d)− (a + c) = (d− c) + (b− a) > 0

4. b · c− a · c = (b− a) · c > 0

5. a · c− b · c = (a− b) · c = −(b− a) · c = (b− a) · −c > 0

1.4.3 T.ex.3 < 4 och2 < 6 men(3− 2) < (4− 6) gäller inte.
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1.5.1 (a) 7 (b) 7 (c) 0

1.5.2 (a)−2 och0 (b) −4.5 och10.5 (c) −4 (d) −1 och4

(e) Inget tal satisfierar ekvationen

1.5.3 (a) 1 ≤ x ≤ 3 (b) −8 < x < 2

(c) −1 ≤ x < 0 eller4 < x ≤ 5 (d) x = −2

1.6.1 (a) 0.7 (b) 300 (c) 15
√

2 (d)
√

2/5

(e)
√

3 (f) 10−√2

1.6.2 (a)±5 (b) ±√5 (c) ±2
3

(d) ±2
√

6
3

(e) 0

1.6.3 (a)
√

6
3

(b)
√

21
7

(c)
√

3−√2 (d)
√

11 + 3

(e) −(2 +
√

5) (f) 3− 2
√

2

1.7.1 (a) 3
√

3 (b)
√

2 (c) −2 3
√

3 (d) 12
√

3

(e) 10
√

2 (f) 8
√

5 (g) 3
√

4 (h) 2 3
√

3

1.7.2 (a)±√2 (b) 3 (c) ±
√

3
2

(d) −2

(e) Ingen reell rot

1.7.3 (a) 3a (b) 4
√

x (c) 15
√

x (d)
√
|a|

(e) 12
√

a5 (f) 4
√

x3

1.8.1 (a) 3 (b) 1
2

(c) 2 (d) 1
2

(e) 9 (f) 1
9

(g) 5

1.8.2 (a) 3
1
3 (b) 2

1
2 (c) −2 · 3 1

3 (d) 3
1
12

(e) 2
1
10 (f) 5

1
8 (g) 2

2
3 (h) 2 · 3 1

3

1.8.3 (a) 3a (b) x
1
4 (c) x

1
15 (d) a

1
2
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(e) a
5
12 (f) x

3
4

1.9.1 (a) 9t− u− 9v (b) 2a + 12c + 73x

1.9.2 (a) p + r (b) 3b + 2c (c) 4a− 2c

1.9.3 (a) 20x2z8 (b) −27a4b5c4 (c) 14p3q9r4s2

1.9.4 (a) 27x6y3 (b) −128a8b7c6 (c) a4pb7p

1.9.5 (a) 2x2 + 3xy − 2y2 (b) 2x3 +x2y−5xy2 +2y3

(c) a5 + x5 (d) −2x4+x3+2x2−13x+ 6

1.9.6 (a) 9a2 − 24ab + 16b2 (b) a6 + 4a3b2 + 4b4 (c) 2m8 + 32

1.9.7 (a) 36− x2 (b) a4 − y2 (c) x12 − 81

1.9.8 (a) y3 + 9y2x + 27yx2 + 27x3 (b) 27x3 + 54x2y2 + 36xy4 + 8y6

(c) x12 − 18x9 + 108x6 − 216x3

1.9.9 (a) (x− a2)(x + a2) (b) x2(3x + 5)(3x− 5)

(c) (x + 9)2 (d) x2y(x− 2y)2

(e) x(x− 1)(x2 + x + 1) (f) 3(a + 3b)(a2 − 3ab + 9b2)

(g) −x2(x2 + 1)(x + 1)(x− 1) (h) 2x2y(3y2 − 2x)(9y4 + 6y2x + 4x2)

1.9.10 (a)x5 − 5x4 + 10x3 − 10x2 + 5x− 1

(b) 1− 7y + 21y2 − 35y3 + 35y4 − 21y5 + 7y6 − y7

(c) 32x5 + 80x4a2 + 80x3a4 + 40x2a6 + 10xa8 + a10

(d) x6y12− 18x5y10z +135x4y8z2− 540x3y6z3 +1215x2y4z4− 1458xy2z5 +
729z6

1.9.11 (a)
3a6

8c2
(b)

8y

9x
(c)

2a + y

2a
(d) 3xy + 5y − 2x

1.9.12 (a)
2

b− a
(b)

x2(1 + 2x)

(1− 2x)
(c)

−1

(x− y)2

(d)
b4 + 3

b4 − 3
=

b4 + 3

(b− 4
√

3)(b + 4
√

3)(b2 +
√

3)
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(e)
a2 + ab + b2

a− b
(f)

a + 1

a
(g)

x2 + 4

x2 + 2x + 4

1.9.13 (a)a2 − ab + b2 (b) a3 + a2b + ab2 + b3

(c) Kan inte f̈orkortas (d)−(a4 + a3b + a2b2 + ab3 + b4)

1.9.14 (a)x− y2

(b)
(x2 + 1)(x− 1)

x(x2 − x + 1)

(c)
x

y (d)
1

2

1.9.15 (a)
18

x(x + 3)(x− 3)
(b)

2x2 − 7x− 2

2x(x− 4)

(c)
−1

x(x + 1)(x− 1)
(d)

8− 2x2 − x3

4(x− 2)(x + 2)(x2 + 2x + 4)

1.9.16 (a) |c + 2|, gäller för alla reellac

(b)
x

|x| =

{
1 om c > 0

−1 om c < 0
gäller för alla reellac 6= 0

(c) 1, gäller för c > 0

(d) −c
√

9− c, gäller för c < 9

(e)
1√

c− 2
, gäller för c > 2

(f)
|c|√c + 2

c
=

{ √
c + 2 om c > 0

−√c + 2 om−2 ≤ c < 0
, gäller för c ≥ −2, c 6= 0

2.1.1 (a) x = 7 (b) x = −3
7

(c) Alla tal. (d) Inga.

2.1.2 (a) y = 3x− 7 (b) y = 2x−3
11

2.2.1 (a) 1 och−4 (b) −1 och3 (c) −1 och 3
2

(d) 0 och−3
7

(e) 3
2

(f) −3+
√

29
10

och−3−√29
10

2.2.2 (a) (x + 2)2 − 3 (b) (2x− 9)2 + 19 (c) 39− (x + 6)2

2.2.3 (a) (x− 2)(x− 3) (b) −2(x− 1)(x + 4)
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(c) (x− 1
2
−

√
5

2
)(x− 1

2
+

√
5

2
) (d) x2 + x + 1

2.2.4 (a) x2 + 3x− 10 = 0 (b) 6x2 − x− 2 = 0

(c) x2 − 2x− 4 = 0

2.3.1 (a) 1 och−4 (b) 6 + 3
√

3 och6− 3
√

3

(c) Ingen reell rot

2.3.2 (a) 9 (b) 2 (c) Ingen rot (d)2 (e) 4

(f) 12 (g) 3 (h) 5−√13
6

(i) 6

2.3.3 (a) 2,−2,
√

3 och−√3 (b) 5,−5, 7 och−7 (c) 2 och−2

(d)
√

6 och−√6 (e)
√

6
2

och−
√

6
2

2.3.4 (a) 9 (b) 19− 6
√

10 (c) 1 och4

2.4.1 (a) x = 3, 5, y = 1 (b) x = 4, y = 1 (c) x = −2, y = 2

(d) saknar l̈osning

(e) öandligt m̊anga l̈osningar, av formen:x = t, y = 3− 5t för alla reellat

(f) s = 3, t = 1 (g) x = 2, y = 3 (h) x = 3, y = 5, z = 2

(i) x = 10, y = −0, 04, z = 0, 06 (j) a = −1, b = 1, c = 2

(k) x = 1, y = −2, z = 3

2.4.2 Han var48 år.

2.5.1 (a) x−1
x+4

(b) x+2
x2+2x−3

2.5.2 (a) {0, −3−√5
2

, −3+
√

5
2

} (b) {−2, 1, 3}

(c) {−2, −5−√21
2

, −5+
√

21
2

} (d) {2}

2.5.3 (a) 1 är en trippelrot (b)1 (enkelrot)

(c) 1 och−1 är trippelr̈otter
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2.5.4 (a) (x + 2)(x− 1)(x− 3) (b) (x + 2)(x2 + 5x + 1)

(c) (x− 2)(−3 + x− x2)

3.2.1 (a) 180◦, π (b) 45◦, π/4 (c) 120◦, 2π/3 (d) 60◦, π/3

(e) 135◦, 3π/2 (f) 420◦, 7π/3

3.2.2 (a) π/2 (b) π/6 (c) π/4 (d) 3π/2

(e) π/10 (f) 5π/6 (g) 11π/18

3.2.3 (a) 540◦ (b) 90◦ (c) 135◦ (d) 75◦

3.2.4 (a) 2π/3 (b) 25π/6 (c) 20π/9

3.2.5 (a) 120◦ (b) 108◦ (c) (1− 2
n
) · 180◦

3.2.6 (a) 1/2 (b) 1/2 (c) 1/4 (d) 2−√3

3.2.7 (a) B = 55◦, a ≈ 2, 3, b ≈ 3, 3

(b) B = 3π/10 = 54◦, b = 4, 1, c ≈ 5, 1

(c) b ≈ 2, 2, A ≈ 41, 8◦, B ≈ 48, 2◦

(d) c ≈ 3, 6, A ≈ 33, 7◦, B ≈ 56, 3◦

(e) A = 35◦, a ≈ 3, 5, c ≈ 6, 1

3.2.8 (a) cos v = 4/5, tan v = 3/4

(b) cos v =
√

5/3, tan v = 2/
√

5

(c) sin v = 2
√

2/3, tan v = 2
√

2

(d) sin v =
√

21/5, tan v =
√

21/2

(e) sin v = 1/
√

5, cos v = 2/
√

5

(f) sin v = 24/25, cos v = 7/25

(g) sin v = 10/
√

149, cos v = 7/
√

149

3.3.1 (a) 6 (b)
√

13 (c) 5 (d) 10 (e)
√

13

3.3.2 (a) (0,−2) (b) (0, 9/2)

3.3.3 (a) (1 +
√

3,−2
√

3) eller (1−√3, 2
√

3)

(b)
(

1+3
√

3
2

, 3−3
√

3
2

)
eller

(
1−3

√
3

2
, 3+3

√
3

2

)
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3.4.1 (a) 3y = 2x (b) 2x + 3y = 7 (c) y = 3 (d) x + 2 = 0

3.4.2 (a) 2x− y − 1 = 0 (b) 3x + 2y = 0

(c) y = 0 (d) x + 4y − 2 = 0

(e) 21x + 45y − 19 = 0 (f) 7x + 2 = 0

3.4.3 (a) (−3, 4) (b) (−6/7, 4/7)

(c) saknar sk̈arningspunkt (parallella linjer)

(d) sammanfallande linjer

3.4.4 Bevis

3.4.5 (a) 2x− y − 4 = 0 (b) 3x + y − 3 = 0 (c) x = 0

3.4.6 (a) 5x− 2y = 0 (b) 3x + y + 2 = 0 (c) 9x− 5y − 3 = 0

(d) 4x + y = 0

3.5.1 (a) x2 + y2 = 81 (b) (x− 2)2 + (y + 3)2 = 49

(c) (x + 6)2 + y2 = 25/4

3.5.2 (a) x2 + 2x + y2 − 6y = 0 (b) x2 + 2x + y2 − 6y + 2 = 0

(c) x2 + 2x + y2 − 6y = 63

3.5.3 Cirkeln med medelpunkt och radie

(a) origo,R =
√

3 (b) (0, 2), R = 3 (c) (1,−3/4), R = 5/4

(d) (−2, 1/2), R = 1/2 (e) (1/2,−2/3), R = 4/3

3.5.4 (a) (1, 3) och(0,−2) (b) (0,−2), tangering

(c) ingen sk̈arningspunkt

3.5.5 (a) x2 + y2 + 4x + 4y = 2 (b) punkterna ligger i r̈at linje

(c) x2 + y2 − 3y − 19 = 0
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3.6.1 (a) tredje (b) andra (c) andra (d) fjärde

(e) andra (f) andra (g) första

3.6.2 (a)−1 (b) −1 (c)
√

3/2 (d)
√

3/2

(e) 0 (f) 1

3.6.3 Bevis

3.6.4 (a) 2
√

2/3 (b)
√

21/5

(c)
√

5/3 (första kvadranten) eller−√5/3 (andra kvadranten)

3.6.5 (a) 0, 8

(b)
√

21/5 (första kvadranten) eller−√21/5 (fj ärde kvadranten)

3.6.6 (a)−1/
√

15 (b) −√91/3

(c) 1/
√

3 (tredje kvadranten) eller−1/
√

3 (fj ärde kvadranten)

(d)
√

77/2 (första kvadranten) eller−√77/2 (fj ärde kvadranten)

3.6.7 (a) sin v = −2/
√

5, cos v = −1/
√

5

(b) sin v = 1/
√

10, cos v = −3/
√

10

(c) sin v = 5/
√

26, cos v = −1/
√

26 (andra kvadranten) eller
sin v = −5/

√
26, cos v = 1/

√
26 (fj ärde kvadranten)

(d) sin v = 1/
√

5, cos v = −2/
√

5 (andra kvadranten) eller
sin v = −1/

√
5, cos v = 2/

√
5 (fj ärde kvadranten)

3.6.8 (a)−1/2 (b)
√

3/2 (c) −√3/2 (d) −1 (e) 1/
√

2

(f) −1/2 (g) −1/2 (h) 1/
√

3 (i) −1/
√

2 (j) −√3

3.6.9 (a) c ≈ 8, 5; B ≈ 32, 1◦; C ≈ 89, 6◦

(b) a1 ≈ 84, 3; A1 ≈ 104, 8◦; C1 ≈ 46, 7◦ eller
a2 ≈ 27, 3; A2 ≈ 18, 2◦; C2 ≈ 133, 3◦

(c) b1 ≈ 21, 7; A1 ≈ 44, 8◦; B1 ≈ 104, 0◦ eller
b2 ≈ 5, 25; A2 ≈ 135, 2◦; B2 ≈ 13, 6◦

(d) orimligt

3.6.10 (a)c ≈ 12, 0; A ≈ 115, 3◦; B ≈ 25, 2◦

(b) a ≈ 10, 5; B ≈ 19, 4◦; C ≈ 43, 5◦

(c) b ≈ 42, 5; A ≈ 148, 8◦; C ≈ 8, 5◦
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3.6.11 (a)15, 2 (b) 7, 7 (c) 4, 2

3.6.12 (a)(
√

6−√2)/4 (b) 2 +
√

3 (c) (
√

6−√2)/4

(d) (
√

6 +
√

2)/4 (e) (
√

6 +
√

2)/4 (f) −(
√

6−√2)/4

3.6.13 (a)1 (b) 10/11

3.6.14 (a)(1− 2
√

30)/12 (b) 0, 96

(c) 2(1− 3
√

14)/25 (omu ochv i samma kvadrant) eller
2(1 + 3

√
14)/25 (omu ochv i olika kvadranter)

3.6.15 Ḧarledning

4.1.1 (a) Str̈angt v̈axande och d̈armed injektiv, udda samt har sig själv som invers.

(b) Varken v̈axande eller avtagande, ej injektiv men jämn tyb(−x) = 1/(−x)2 =
1/x2 = b(x) och saknar d̈arför invers.

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-1

1

2

3

4

5

(c) Varken v̈axande eller avtagande, ej injektiv ty t exc(−2) = c(0) = 0 så
saknar invers, ej udda eller jämn (t exc(−2) = 0 ochc(2) = 8.

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-1

1

2

3

4

5

(d) Str̈angt v̈axande och d̈armed injektiv, varken udda eller jämn d̊a bara de-
finierad f̈or icke-negativa tal. Inversen ges avd−1 : [1,∞) → [0,∞) med
d−1(x) =

√
x− 1.

1 2 3 4

2.5

5

7.5

10

12.5

15
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(e) Str̈angt v̈axande och d̈armed injektiv, varken udda eller jämn d̊a t exe(−1) =
0 oche(1) = 2. Inversen ges ave−1 : R→ R mede−1(x) = 3

√
x− 1.

-4 -2 2 4

-1

1

2

3

4.1.2 f ◦ f(x) = (x2 − 1)2 − 1 = x4 − 2x2

f ◦ g(x) = (
1

1 + x2
)2 − 1 =

−x2(2 + x2)

(1 + x2)2

g ◦ f(x) =
1

1 + (x2 − 1)2
=

1

2− 2x2 + x4

g ◦ g(x) =
(1 + x2)2

(1 + x2)2 + 1
=

1 + 2x2 + x4

2 + 2x2 + x4

4.2.1 (a) p(x) = x2 + 2x − 7 = (x + 1)2 − 8 ger r̈otterna−1 ±√8 = −1 ± 2
√

2,
minimump(−1) = −8 så värdem̊angden̈ar [−8,∞).

(b) p(x) = x2 − 3x + 6 =
(
x− 3

2

)2
+ 15

4
ger att det saknas (reella) rötter,

minimump(3
2
) = 15

4
så värdem̊angden̈ar [15

4
,∞).

(c) p(x) = 5 − 4x − x2 = −(x + 2)2 + 9 ger r̈otterna−5 och1, maximum
p(−2) = 9 så värdem̊angden̈ar (−∞, 9].

4.2.2 (a) Nollsẗallen i {−√5, 1,
√

5}. Funktionen g̊ar mot−∞ respektive∞ då x
går mot−∞ respektive∞.

-3 -2 -1 1 2 3

-15

-10

-5

5

(b) Nollsẗalle i 1. Funktionen g̊ar mot−∞ respektive∞ då x går mot−∞
respektive∞.

-3 -2 -1 1 2 3

-40

-20

20
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(c) Nollsẗalle i {−√5,−1, 1,
√

5}. Funktionen g̊ar mot∞ då x går mot−∞
eller∞.

-3 -2 -1 1 2 3

5

10

15

4.3.1 (a) Rot i1 och funktionen̈ar definierad f̈or alla tal utom−2.
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(b) Rot i3 och funktionen̈ar definierad f̈or alla tal.
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(c) Rötter i{−√3,
√

3} och funktionen̈ar definierad f̈or alla tal utom−2.
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(d) (Reella) r̈otter saknas och funktionenär definierad f̈or alla tal utom{−√2,
√

2}.
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4.4.1 (a) |x + 2| =
{

x + 2 omx ≥ −2,

−(x + 2) omx < −2.

-5 -4 -3 -2 -1 1 2

1
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4

(b) |5x− 2| =
{

5x− 2 omx ≥ 2
5
,

−(5x− 2) omx < 2
5
.
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(c) |x2 − 4| =
{

x2 − 4 omx ≤ −2 ochx ≥ 2,

−(x2 − 4) om − 2 < x < 2.
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(d) |2x− 2|+|2x + 1| =





(2x− 2) + (2x + 1) = 4x− 1 omx ≥ 1,

−(2x− 2) + (2x + 1) = 3 om − 1
2

< x < 1,

−(2x− 2)− (2x + 1) = −4x + 1 omx ≤ −1
2
.
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4.5.1 f1(x) = x−
1
5 : Heldragen.f−1

1 = f3. Maximal definitionsm̈angd:{x ∈ R : x 6=
0}
f2(x) = x5: Prickad.f−1

2 = f4. Maximal definitionsm̈angd:R
f3(x) = x−5: Streckad/prickad.f−1

3 = f1. Maximal definitionsm̈angd:{x ∈ R :
x 6= 0}
f4(x) = x

1
5 : Streckad.f−1

4 = f2. Maximal definitionsm̈angd:R

4.6.1 Detär bara bara a) och e) som stämmer.

4.6.2 (a) 3 (b) −2 (c) 4

(d) 0.7 (e) 1
4

(f) 2

4.6.3 (a) 2 (b) 1
2

(c) −1

(d) −2 (e) 7 (f) 1
3

4.6.4 (a) x = 1 (b) x = 10 (c) x = e2

(d) x = 0.0001 (e) x = 10
√

10

4.6.5 (a) 2 (b) 0 (c) ln 2

4.7.1 (a) udda (b) jämn (c) j̈amn

(d) jämn (e) udda (f) inget

4.7.2 (a) c (b) −c (c) c

(d)
√

1− c2 (e)
c√

1− c2
(f)

c√
1− c2

4.7.3 (a)
π

2
(b) 0 (c)

π

4

(d)
π

6
(e)

π

3
(f) −π

6
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