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Tentamen pa kursen bestar av tre delar; del 1 och del 2 av godkéntdelen samt dverbetygsdelen. Denna deltenta
técker endast den forsta av dessa tre delar. For godkdnt pa tentamen som helhet krivs antingen 25 poidng pa
godkintdelens tva delar sammanlagt, eller att bada delarna #r godkéinda var for sig. For godként pa del 1 kriavs
minst 10 poéng, for godkant pa del 2 krivs 13 poéng. Erhallen poéng pa nagon av delarna far ersidtta podng pa
motsvarande del pa senare tentamen tills kursen ges nésta ldsar. For betyg 4 eller 5 kravs dessutom 33 resp. 42
poidng sammanlagt pa tentamens alla delar.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan rittas och bedéms anonymt.
Resultat meddelas i samband med undervisningen senast tre veckor efter tentamenstillfillet.
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se uppgift 1:abc och 2 pa nésta blad

Lycka till!
Peter Hegarty
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Trigonometri.

cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)

sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)

1

cos(z) cos(y) = E(cos(x —y) +cos(z +y))
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p(x,y, z) dr densiteten.
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Godkéantdelen: del 1
1. Till nedanstaende deluppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).
(a) Lat f(x,y) = €Y. Bestdm ekvationen for tangentplanet till ytan z = f(z,y) i
punkten (0, 7, 1). (2p)
Losning: I den givna punkten (xo, yo, 20) = (0, 7, 1) har vi
fr=cosye” ¥ =—-1, f, =—xsinye” Y =0.
Tangentplanets ekvation lyder
z—z0 = fo(x —20) + fy(y — v0)-
Inséttning leder till ekvationen x 4 z = 1.
.. 0 82 o Ty 2 : 2
(b) Bestdm af(x,y) samt @f(x,y), dar f(z,y) = €™, z = st och y = (sin s)t°. (3p)
Losning 1: Notera forst att
fx = yexyv fy = xexyv (1)
fxx = y2€wy’ fa:y — fyx — (1 + wy)exy’ fyy — 33261:11- (2)

Forsta gangen vi deriverar far vi enligt kedjeregeln,

of _0fdx  0f dy

35 = 0095 " By Bs = fu(2st) + fy(coss)t? = ™ [2sty + (cos s)t%] .

Andra deriveringen &r per definition

2
o°f 0 (8f> — (;93 [fm(Qst) + fy(cos s)t2] = Qt% (sfz) + t2% [(coss)fy] . (3)

s> 0s

Js

Nu maste vi anvinda bade produktregeln och kedjeregeln. Forst har vi

0fs Of, 0z 0f. ay)

0
= —f, 14527 =
8s(sfw) Jordlts Os Jo s ( Or 0s 0Oy 0s

= fu+ 5 28t frz + (cO8 8)t fuy| = €™ [y + 25°ty® + (cos s)st*(1 + xy)] .
Pa samma sétt far vi

(:)95 [(cos s)fy] = (—sins)fy + (coss) <8fy oz + (9fy8y> _

Or ds | Oy Bs)

= (—sins) fy+(cos s) [ fya(2st) + fyy(cos s)t2] =™ [—x(sins) + 2(1 4 ay)st(cos s) + 222 cos? s] .
Inséttning i (3) ger slutligen

82
a—j; = €™ [—(sin s)t?z + 2ty + (cos® s)t*a? + 4s(cos s)t3 (1 + xy) + 4s*ty?] .
s
Man kan substituera z = s2t, y = (sin s)t? och skriva bade df/0s och 9% f /9s? endast
i termer av s och ¢ om man kinner for det, men det ar inte nédvandigt. Se dock den
alternativa losningen nedan.



Loésning 2: Det blir lite ldttare utrikningar om man substituerar direkt fér x och y
och skriver f fran borjan som en funktion av s och ¢ enligt

f(S,t) = e(szt)((Sins)tQ) _ eSQ(Sins)t3.

Da har vi enligt 1-variabels kedjeregeln samt produktregeln att

o o
8—f =1 [s*(cos s) + 2s(sin s)] e’ (sin)t?
s
Ytterligare tillampning av samma tva regler ger sasmaningom
azf 3 _s%(sins)t3 2 : 3(.2 : 2
92 = t’e [(25coss — s”sins) + (2scos s + 2sins) + t7(s” cos s + 2ssins)°| =

= {3 s (i s)t? [t3(s% cos s + 2ssins)? + 4scoss + (2 — s) sin ] .

(c) Betrakta kurvan som ges av r(t) = 3t?i+ 1t3j, 0 <t < 1. Antag att parametrise-
ringen beskriver rorelsen hos en partikel. Bestdm partikelns hastighet (velocity) som
en funktion av t. Bestdm sedan kurvans ldngd.

Loésning: Hastigheten ges av

r'(t) =t + t%).
Kurvans lingd ges sedan av
1 1 1
L/|W@md#:/‘Mﬂ+{ﬁﬁﬁ:i/tV1+ﬂdt
0 0 0

Detta dr en standard integral som bestiims via substitutionen u = 1 4 t2. Lingden
blir saledes

[ =)

W =

(3p)

Till foljande uppgift skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.

2. Lat f(z,y)=z+y+ % med definitionsméngd =z > 0, y > 0.

(a) Bestdm den unika kritiska punkten till f och avgor huruvida den &r ett lokalt maxi-
mum, ett lokalt minimum eller ingetdera.

(b) Bestdm de storsta och minsta virdena som antas av f i det kvadratiska omradet
1<r<3,1<y<3.

(c) Bestdm Taylorpolynomet av grad 2 i punkten (1,1). Ange svaret pa formen
fA+hl1+k)~....

Losning (a): Den kritiska punkten uppfyller

_ _ 2,
8 2
0=f,=1- > = z2=8, 5
fy ny l’y ()

Fran (4) och (5) hérleder vi litt att x = y = 2 sa den unika kritiska punkten &r (2, 2).

For att klassificera den anvénder vi andra derivatans test. I punkten (2,2) har vi

16 8 1 16

A:f”:xTyzl’ B:fxy:fyxszyQ:? C:fyy:?ygzl- (6)

Saledes &r AC — B? = % > 0 samt A > 0 som innebir att den kritiska punkten &r ett
lokalt minimum.

(b): Punkten (2,2) ligger innanfér omradet och dr ddrmed en kandidat till ett minimum.

(3p)
(2p)

(1p)



Vi noterar att f(2,2) =2+ 2+ 2% = 6. Nast undersoker vi randen, som bestar av fyra
striackor, tva horisontella och tva vertikala. Notera dock att f dr symmetrisk i = och y,
dvs f(z,y) = f(y,z). Darmed ricker det att undersoka de horisontella strickorna.

Lings strickan = 1 har vi f(1,y) = 1 +y + 8/y := g(y), sig. Vi har ¢'(y) = 1 — 8/y?
sa det finns en kritisk punkt vid y = 2v/2. Vi har g(2\@) =142V2+ 8/2\/5 =14+ 4V2.
Andpunkterna #r vid y = 1 och y = 3 dér vi har g(1) = 10 och g(3) = 20/3.

Lings strickan z = 3 har vi f(3,y) = 3+y+8/3y := h(y), sig. Vi har h/(y) = 1 —8/3y? sa
det finns en kritisk punkt vid y = 1/8/3. Vi har ¢g(1/8/3) = 3+ /8/3+ 3 88/3 = 3‘/?::/?\/5.

Andpunkterna ér vid y = 1 och y = 3 déir vi har h(1) = 20/3 och h(3) = 62/9.

Totalt har vi alltsa sju kandidatvirden for max och min, ndmligen

20 3v3+4v2 20 62
37 J3 39"

Det ar klart att 10 ar storst och man kan kontrollera att 6 4r minst.

6, 1+ 4v/2, 10,

OBs! Det finns ett mycket enklare sitt att se att 6 dr det minsta virdet. Funktionen
f(x,y) &r alltid positiv inom sin definitionsméngd och gar mot odndlighet da x — oo och
y — o0, men ocksa da x — 0 eller y — 0. Detta medfor att f maste ha ett globalt minimum
inom sin definitionsméingd, som maste da antas i en kritisk punkt.

(c): Formeln lyder
F+hy, 14+k)~ f(1,1) + (hfe + kfy,) + % (B? fow + 20k foy + K fyy) - (7)

Vi har f(1,1) = 14+ 1+ 8 = 10. Vi maste berékna derivatorna i (1,1) och vi har redan
formlerna for dessa i (4), (5) och (6). Inséttning av (1,1) ger

fm:fy:_7a fwm:fyy:16a facy:&
Inséttning sedan i (7) ger svaret:

f(L4+h, 1+k)~10 —7(h+ k) + 8(h* + hk + k?).



