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Examinator: Peter Hegarty, Matematiska vetenskaper, Chalmers
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Hjialpmedel: bifogat formelblad, ordlistan fran kurswebbsidan, ej riknedosa

For godkant pa tentan kravs antingen 25 poing pa godkintdelens tva delar ssammanlagt, eller att bada delarna ar
godkénda var for sig. For godkédnt pa del 1 kridvs minst 10 poéng, for godként pa del 2 krdvs 13 poéng. Erhallen
podng pa nagon av delarna far ersétta poing pa motsvarande del pa senare tentamen tills kursen ges nésta ldsar.
For att fa slutbetyg pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara godkéant. For betyg 4 eller 5 kravs dessutom 33
resp. 42 poidng sammanlagt pa tentamens alla delar, inklusive eventuella bonuspoiing fran kryssuppgifterna.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan réttas och bedéms ano-
nymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfalle meddelas
pa kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkéntdelen, del 1
Uppgift 1 och 2 se sidor 5-6

Godkintdelen, del 2
Uppgift 3, 4 och 5 se sidor 7-9

Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poédng fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan
poédng pa denna del riknas in for att na godkantgriansen. Normalt krivs for podng pa uppgift att man redovisat

en fullstindig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

6. Planet = + y + 2z = 12 skiir paraboloiden z = 22 + y? i en ... (fyll i ordet !). Bestim de
punkter pa skdrningskurvan som ligger nirmast respektivt liangst ifran origo.

Lésning: Skirningen ges av = + y + (22 4+ 3?) = 12 som efter kvadratkomplettering lyder
(x + %)2 + (y + %)2 = 22—5 Detta ir en cirkel av radie 5/v/2 och centrum i (—%, —%)

Vi vill minimera funktionen f(z, y, z) = 22 + 3? + 2% under bivillkoren

gz, y,z)=x+y+2z—12=0, (1)
h(fl)‘, Y, Z):Z—$2—y2:0. (2)

Lagranges metod innebér att vid extrempunkterna finns det konstanter A\, u sadan att

fo = Age + phy = 22 = X — 2xp, (3)
fy = Agy + phy = 2y = A = 2yp, (4)
[z =Agz + ph, = 22 =X+ L. (5)

Fran (3) och (4) hérleds att A = 2z(1 + p) = 2y(1 4 i), som lémnar tva mojligheter:

FALL 1: p=—-10och A=0.



Inséttning i (5) ger z = —1/2, som motséger (2), ty den senare tvingar z att vara icke-
negativt.

FALL 2: z = y.

Inséittning i (1) ger 2 = 12 — 2 medan att insittning i (2) ger z = 222. Saledes mas-
te

12-2z=20"=2+r-6=0= (z+3)(z —2)=0= 2= —3ellerx = 2.

Om x = —3sd dry =2 = —3 och z = 222 = 18, dvs punkten #r (-3, —3, 18). Om z = 2
s& #r y = 2 = 2 och z = 222 = 8, dvs punkten (2, 2, 8). Slutligen har vi

f(=3,=3,18) = (=3)* + (-3)2 + 182 =342, f(2,2,8) =22 +22 482 =72

Sa 342 maste vara det storsta avstandet fran origo pa cirkeln och 72 det minsta.

(a) Bestim volymen av det omrade som ligger innanfér bade z? + y? + 22 = 2z och
]

(b) Anviind Stokes sats for att beréikna [, F e dr, diir F = (2% + 3y, cosy?, 2°) och C &r
skirningskurvan mellan ytorna z = 4 — 22 —y? och 22 + 22 = 1 med y > 0, orienterad
medurs sett fran langt ut pa den positiva y-axeln.

Loésning (a): Det dr inte nédvandigt, men vill man se hur omradet ser ut kan man
observera att
4= =t (2 - 1) =1,

sa detta dr en sfar av radie 1 och mittpunkt i (0, 0, 1). Omradet skérs ut av denna sfir
och 45-graders halvkonen z = /22 + y2. Det dr enklast att beskriva omradet i sfiriska
koordinater. Man ser direkt att

0<#<2r, 0<¢<7/d

Nér det géller p dr det enklast att skriva den givna ekvationen for sfiren direkt i sfiariska
koordinater. P& sa sétt far vi

@+ P+ 28 =22 p® = 2pcos¢ = p = 2cos .

Sa for ett givet ¢ gar p fran noll upp till 2 cos ¢. Volymen av omradet &r saledes

2 w/4 2 cos ¢ 1 w/4
/ do / sin ¢ do / prdp ) = 16m cos® ¢ sin ¢ dep.
0 0 0 3 0

Integralen berdknas m.h.a. substitutionen v = cos ¢ och blir

1
/ wWdu=--- = i
1/v2 16
16w

Volymen é&r alltsa (T) (%) =T.
(b): Stokes sats medfor att

/CF.dr://S(vXF)NdS, (6)

diir S #r den del av upp-och-ner paraboloiden z = f(z, y) = 4 — 22 — y? som ligger 6ver,
och dirmed begrinsas av, den del av skirningskurvan med cylindern 22 + 22> = 1 som
tillhor y > 0. Forst har vi

i j k
0 0 o)
x? + 3y cosy2 23



Nast har vi X
NdS = £(fz, fy, —1)dedy = £(—2z, =2y, —1) dz dy. (8)

Eftersom vi gar medurs lings C sett hogerifran sa kommer paraboloiden att ligger till hoger
om fiardriktningen, sa IN ska peka in i paraboloiden och ddrmed nerat. Darfor viljer vi plus
tecknet i (8). Fran (7) och (8) hirleder vi sedan att

(VxF)-N=(0,0,-3) (—2z, —2y, —1) = 3.
Inséttning i (6) ger att

/CF dr = //ﬂ(s) Sdvdy = 3 x Area(n(S)), )

dir 7(S) ar projektionen av S pa zy-planet. Att ta reda pa projektionen ar lite klurigt.
Forst, eftersom skédrningskurvan tillhér 2 + 22 = 1 s& #r —1 < z < 1. Sedan pa parabolo-
iden har vi 22 + y? = 4 — 2, s4 om z € [~1, 1] s& kommer 22 + 32 € [3, 5]. Dessutom &r
y > 0. Det hela innebér att 7(S) #r den 6vre halvan av annulus:en 3 < 22 +4? <5, 84

Area(S) = % (7r (V52— - (\/§)2> = .

Inséttning i (9) ger svaret 3.

. Visa att om F och G #r virvelfria vektorfilt fran R3 till R3, da &ar filtet H = F x G
kallfritt.

L&sning: Skriv
F = (I, F», F3), G = (G1, Gy, G3), H = (H, Hy, H3).

F &r virvelfritt s& V x F = 0, som motsvarar de tre ekvationerna
oFy, 0F3; 0F; O0F, O0F O0Fy

8z:8y’ or 0z’ 8@/:81" (10)
P& samma sitt for G har vi
0Gy  0Gz 0G3 090Gy  0Gy _ 0Gy (11)
dz Oy’ Ox 0z Oy  Ox
Efterom H =F x G sa géller
Per definition, V- H = 651 + 8H2 8H3 . Fran (12) och produktregeln far vi
8H1 _ (9% 8G3 8F2 F3 8G2 8F3 ’
Oz ox
8H2 0G1 8F3 8G3 (9F1
53— )
Oy ay
0Hs3 0G> oF, 0G1 0F,
0z (Fla GQa) (FQa Gla)
Efter omgruppering av termerna far vi sedan
0Gy  0Gs 0Gs  0Gy 0G1  0Gs
H=p (222245 (22 - o py (2L 22
v 1(827 8y)+ 2<81: 82>+3<8y 8x>+
0F;  0F, OF, OF; 0F, 0F
G| —=——-— Gy| — — — Gs| — - —|. 13
+1<8y 8z)+ (az 8x>+ (83: 8y> (13)

Fran (10) och (11) ser vi att var och en av de sex termerna inom parantes &#r noll, som
slutfor beviset.

ANMARKNING: Det vi har faktiskt visat med (13) &r ekvationen

V- (FxG)=F - (VxG)-G-(VxF).

(4p)
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Trigonometri.

cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)

sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)

1

cos(z) cos(y) = E(cos(x —y) +cos(z +y))

Integralkatalog
a+1
/m“ dx - * +C
a+1
/sina:dx = —cosx+C
1
/ 5 dxr = tanz +C
cos?x
/e‘” dx = &4+ C

1
/7x2+a2 dxr =

1
/ﬁdl‘ = arCSin%+C,a>O
1 Y
/\/TTCZJ; = 1n|x+ $2+a|+c,a7é0
x a

1
farctang—&—C , a#0
a a

Maclaurinutvecklingar

2

o0 2k—1
: — -1 k—1 T
sin x ;( ) k= 1)
o0 22k
cos T = (—1)*
2
1+x)* = Z<z>xk
k=0
>, x
In(l+z) = Z(_nk“?
k=1
oo 2k—1
t _ k-1t
arctan x k:1( ) 5h 1
Ovrigt

Masscentrum (z7, yr, z7) for Q ges av zp =

p(x,y, z) dr densiteten.

a#—1

sin(z) sin(y) = %(cos(x —y) —cos(z +y))

sin(x) cos(y) = %(sin(x —y) +sin(x +y))

tan(z +y) =

tan(z) + tan(y)

1
/fdx
T

/cos rdr

/ 1
sinx
/ a® dx

/5

1 T T
ta oyt
3 2d 27
x2S
-1
1+ozas+a(a2| )z2+
2 3 gt
J)—?—Fg_z"'
3+x5 7+
T3 7

ffo zp(z,y, z) dedydz

fffg p(z,y, z) dedydz

dx

dx
/\/a—xde
/\/x2+ada:

9

1 — tan(z) tan(y)

In|z|+C

= sinz+C

= —cotxz+C

a:p

Ina

In|f(z)|+C

1 5, 0 . T
= =xrVa—=x +§arcs1n—

2

+C ,0<a#1

Ja

+C ,a>0

1
= §(xx/x2+a—|—aln|x+\/x2+a|)+C

2] <1 (

-l<z<1

7] <1

, analogt for yr, zr.

> Q

):

ala=1)...(a—k+1)

k(k—1)...1



Anonym kod sid.nummer | Podng
TMAO044 Flervariabelanalys E2 2015-01-02
Godkéantdelen: del 1
1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).
(a) Lat f(x, y, 2) = 32% — y? + 42%. Bestiim ekvationen for tangentplanet till nivaytan
f(z, y, z) = 6 ipunkten (1, 1, 1). Bestdm &ven riktningsderivatan till f i denna punkt
i riktningen u = %(i —j+2k). (3p)
Loésning: Tangentplanets ekvation i punkten (zg, yo, 20) lyder
Vf'(x_J:O?y_y(bz_ZO):O' (14)
Vi har Vf = (fs, fy, f2) = (6, —2y, 82) sa i punkten (1, 1, 1) & Vf = (6, -2, 8).
Inséttning i (14) ger
6,-2,8)-(z—1,y—1,z—1)=0---=...3z —y+ 42 =6.
Notera sedan att u &r en enhetsvektor. Sa riktningsderivatan i riktningen u ar
1
Vi-u=(6,-2,8) —=(1, —1,2) = = 4V6.
f ( ) \/6( )
(b) Bestdm Taylorpolynomet av grad 2 i punkten (1, 1) f6r funktionen
f(z, y) =In(z + y) + sin(z — y). Ange svaret pa formen f(1+h, 1+ k) ~.... (3p)

Losning: Man berédknar i tur och ordning

1 1
-1 in(z — _ _ _ _ _
f=tuotg) +sin(e — ), fo= i boos(e—u), Sy = - cos(a =)
—1 . —1 . —1 .
fxz = m — Sln(fE — y), fxy = m =+ Sln(m — y), fyy = m — Sln(l‘ — y)
Med tanke pa att cos0 =1 och sin0 = 0 sa har vi i punkten (1, 1) att
3 —1 -1
f=In2, fx:§7 fyZTa fz:v:fa:y:fyy:j- (15)

Formeln for Taylorapproximationen av grad 2 lyder
1
fla+h, b+k)=f+ (hfe+Ef)+ §(h2fm + 2k foy + K2 fyy),

dér alla funktionerna berdknas i punkten (a, b). Inséttning av vérdena i (15) ger
slutligen

hoko1
f(1+h,1+k)zln2+%—§—§(h+k)2.



(c) Bestim lingden av kurvan r(t) = z(t)i + y(t)j, 0 < t < 1, dir z(t) = ¢* — 2t,
y(t) = t* + 2t.

Losning: Langden ges av

/ (1)) dt = / V@OR T FOR dt =

0 0
1 1

_/ \/(2t—2)2+(2t+2)2dt_---_2\@/ V2 4+ 1dt. (16)
0 0

Den sista integralen dr en standardintegral som finns pa formelbladet. Namligen géller
att

! 1 1 1
/ V2 +1dt = 3 (t\/tQ—i-l—Hn]t—i— \/t2+1|>0 ==y (\/§+1n(1+\/§)> :
0
Insittning i (16) innebér att lingden av kurvan dr 2 + v/21In(1 + v/2).

Till foljande uppgift skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara si vil du kan.

2. Lat f(z, y) = 218

z2+y?+1°

(a) Forklara varfor funktionen f maste ha bade ett globalt maximum och minimum i
hela R2.

(b) Bestédm dessa globala extremvérden.

Loésning (a): Funktionen f dr uppenbarligen definierad och kontinuerlig i hela planet.
Dessutom ser man tydligt att f(x, y) — 0 da avstandet av (z, y) fran origo gar mot oénd-
lighet. Darfor kommer bade ett globalt maximum och ett globalt minimum att antas inom
nagon skiva kring origo.

(b): De globala extremvirdena maste antas i kritiska punkter, sa vi bestimmer dessa.

Vi har

_yg—xQ—me—l—l 2?2 —y? =2y +1
b= T @4+ 1P

I en kritisk punkt &r f, = f, = 0, som innebér att téljarna i (17) maste vara noll, alltsa

y? — 2% —2xy +1 =0 samt 22 — y?> — 22y + 1 = 0. Subtraherar vi den ena ekvationen fran

den andra far vi att y? = x2, som medfor att y = +z.

fy = (17)

FALL 1: y = —ux. Insittning ger 22 — (—2)? — 2z(—2) +1 = 0 = 222+ 1 = 0, som
ar osatisfierbar ty VL &dr alltid positivt.
FALL 2: y = . Inséttning ger i stillet 22 —22 222 4+1=0=>222 =1 =z =y = +1/V2.

Sedan kontrollerar vi att
()=t (k)
V2'NV2) V2 V2© V2) V2

Eftersom dessa &r de enda tva kritiska punkterna kan vi dra slutsatsen att

globala maximum och att —% ar den globala minimum.

L 4r den

S



Anonym kod sid.nummer | Podng
TMAO044 Flervariabelanalys E2 2015-01-02
Godkéntdelen: del 2
Till foljande tva uppgifter skall fullstindiga l6sningar redovisas pa separata skrivpap-
per. Motivera och férklara sa vil du kan.
3. (a) Berikna arbetet som utfors av kraftfiltet F = (ze¥, y?) forst lings kurvan y = 22
fran (0, 0) till (1, 1) och sedan tillbaka till (0, 0) lings kurvan y = =
i. genom att rdkna ut kurvintegralerna direkt. (3p)
ii. genom att anvénda Greens sats. (2p)
(Trps: [ze*dx = (z —1)e* + C.)
(b) Ange en funktion f(z, y) sadan att filtet G = F + f(z, y)j &r konservativt. (2p)
Lésning (a): Lat C; vara strickan lings y = 22 fran (0, 0) till (1, 1) och Co vara striickan
tillbaka lings y = z. Kurvintegralen &r
/ F-dr+/ F~dr:/ Fld:t:+ngy+/ Fydx + Fody,
C1 C2 Cl C2
dir Fy = ze¥ och I = y2. Forst tar vi C;. Lings denna ér y = 22 sa dy = 22 dx och x gar
fran 0 till 1. Saledes &r
1 2
/ F.dr = / ze® dr + 212z dx) =
C1 0
1 671
22 5 1 2 = e 1
/O(xe—l—x)x |:26+3:|0 5§
Léngs Co &r y = x sa dy = dx och x gar fran 1 ner till 0. Saledes &r
0 237° 4
/ F-dr:/ (ze® 4 %) dx = [(m—l)ex—}—} ===,
Ca 1 3 1 3
Sammanlagt ar alltsa kurvintegralen (% — %) — % = %
(b): Greens sats séger att kurvintegralen &r lika med
0F, OF
// <2 — 1) dr dy = —// ze¥ dz dy,
D ox 6y D
déir D ar det omrade som inneslutas av y = 22 och y = . Alltsa far vi dubbelintegralen
1 T 1 5
—/ a;dx/ e’ dy —/ (xe® —ze®)dx =
0 2 0
1 2 ! e 1 e—3
S ——190:-.-:(7 0)—71: .
|:26 (x—1)e L 5 + (2 + ) 5
(c): G1 = Fy = z¢Y och Gy = Fy + f = y? + f. Filtet #r konservaitvt om och endast om
oG 0G 0 1
07; = 373/1 & a—i =ze' & f(z,y) = /xeydx = §x26y + C(y),
dér C(y) &r en valfri (deriverbar) funktion av endast y.
4. (a) Beriikna arean av den del av ytan z = 4 — 22 — y? som ligger ovanfér zy-planet. (2p)
(b) Beriikna flodet av vektorfiltet F = (zy, e®22, 22 + z) upp genom den delen av ytan. (4p)



Lésning (a): Ytan ér en funktionsyta z = f(z, y) =4 — 22 — y? sa

as = \/(f2)? 2 4 1dody = v/(—22)2 + (—29)% + Ldw dy = /4(22 + y2) + 1 da dy.

Vi integrerar sedan 6ver ytans projektion m(S) pa zy-planet, som &r just insidan av cirkeln
2 =0=4—2%—y2, dvs skivan 22 +y? < 4. Det #r lampligt att byta till polira koordinater
och sa far vi

//dS //ﬂ(s\/fx (f,)? +1d:1:dy_/2ﬂd9/ r/Ar? + 1 dr.

r-integralen beriknas med hjilp av substitutionen u = 472 + 1 och det slutgiltiga svaret
dr Z(17%/2 —1).

(b): Lat Sy vara locket, dvs skivan 2% + y? < 4, z = 0. Gauss sats siger att

//SUSF-NdS:///DV-FdV, (18)

dar D ar det inneslutna omradet. Vi har

oFy 0F, OF
1, 0% 3

F —
v Oz oy + 0z

=y+0+1=y+1

Av symmetriskdl kommer integralen av y 6ver D att vara noll. Sa HL i (18) &r just volymen
av D. Omradet parametriseras enklast med cylindriska koordinater och vi far

27 4—x2—y?
Vol(D / d@/ rdr/ dz—27r/ r(4 —r2)dr:--~:87r_

Sedan maste vi enligt (18) subtrahera flodesintegralen 6ver locket. Dar &r N = (0, 0, —1)

och z =0 sa vi far
// F-NdS:—// 22 dx dy =
Ss 22 4y2<4
27 2 2 2
—/ / (rcosQ)Qrdrdﬁz—/ COSQQdO/ rdr = = —4n
o Jo 0 0

Inséttning i (18) ger att

//F-NdSsz—(—47r):127T.
S



5. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast l6sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

2
(a) Berdkna [[, - dA &ver omradet D i planet som begrénsas avy = 0, y = 2?2 och

r=1. (2p)

L&sning: Man maste integrera med avseende pa y forst. Saledes far vi
1 a2 x? 1 1 1 1
/ edac/ dy—/ ze” dr = [exz} =—(e—1).
0o 0 0 2 ]y 2

(b) Bestdm masscentrumet for den solida halvkonen z > /22442, 0 < z < 1, om (3p)
densiteten i punkten (z, y, z) ges av p(z, y, 2) = z.

(T1ps: Massan av halvkonen dr m/4, detta kan man ta som givet.)
Lésning: Av symmetriskil sa ligger masscentrumet pa z-axeln. Dess z-koordinat &r

. _fffzpdV:fffZQdV:4///z2dv. (19)

[ pav Massan 7r

Integralen beridknas enklast i cylindriska koordinater. Vi far

///z2dV/027rd91/01z21dz </0zrdr> =

:27r><></ Adz=-.. =
2 Jo

Inséttning i (19) ger m, = 4/5, sa masscentrumet ligger i punkten (0, 0, %)
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