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For godként pa tentan krdvs antingen 25 poédng pa godkéntdelens tva delar ssmmanlagt, eller att bada delarna ar
godkénda var for sig. For godkéant pa del 1 krdvs minst 10 poédng, for godként pa del 2 kravs 13 poéng. Erhallen
poidng pa nagon av delarna far erséitta poing pa motsvarande del pa senare tentamen tills kursen ges nésta lasar.
For att fa slutbetyg pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara godként. For betyg 4 eller 5 krivs dessutom 33
resp. 42 poidng sammanlagt pa tentamens alla delar, inklusive eventuella bonuspoéng fran kryssuppgifterna.

Losningar lidggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan réttas och bedéms ano-
nymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Foérsta granskningstillfalle meddelas
pa kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkiéntdelen, del 1
Uppgift 1 och 2 se sidor 3-4

Godkéntdelen, del 2
Uppgift 3, 4 och 5 se sidor 5-6

Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poéng fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan
poédng pa denna del riknas in for att na godkéntgriansen. Normalt krivs for podng pa uppgift att man redovisat

en fullstindig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

6. Betrakta ytan Y som ges av ekvationen 22 + ¢ =4,1 < 2 < 2.

(a) Parametrisera ytan och bestém vektorytareaclementet dS (= NdS).

(b) Lat F = e yi+ SIZ § 4+ e¥% k. Bestim flodet ut ur Y.

Lésning (a): Ytan dr den del av en cylinder sa den naturliga parametriseringen &r med
cylindriska koordinater:

x=2cos0, y=2sinf, z=2, 0<0<2r, 1<2<2. (1)
I vektorform ges ytan av
r(0, z) = (x, y, z) = (2cos 0, 2sinf, z), 0 <0 <27, 1<z<2.

Vektorareaelementet ges saledes av

i j k
or Or
dS=+ (= x ) dodz=4| % % 9z | 4o, =
<89X82> z @ 0 o z
0z 0z 0Oz
i ik

=4| —2sinf 2cosf 0 | dfdz=%(2cosb, 2sinb, 0)dbdz.
0 0 1



7.

8.

Notera att riktningen av dS ar + den radiala vektorn i xy-planet, nagot som man hade
ocksa kunnat inse direkt fran cylinderns utseende. Eftersom vi &r intresserade av den
utatpekande normalen sa viljer vi plus tecknet och far slutligen

dS = (2cos b, 2sin6, 0) db dz. (2)

(b): Flodet &r noll av symmetriskil. Enklaste sittet att se detta dr att forst konstatera
att, fran (1) och (2),
dS = (z,y,0)d0dz.

Saledes ar

F-dS = (e“’CQy, %, ey (z,y,0)d0dz = [:Eyef”’2 +vy (Snzlzﬂ df dz.

Nar vi sedan integrerar over cylindern, poédngen ar att cylindern ar symmetrisk kring z-
axeln sa integralen av antingen y eller :Eye“":2 over varje horisontell cirkel blir noll (alla
positiva bidragen tas ut av exakt cancellerande negativa sadana). Nér vi sedan integrerar

i z-led spelar det ingen roll att vi har en komplicerad term som Sirzlz, for sammanlagt blir
integralen bara noll &nda.

(a) Om f(z) dr en funktion av en variabel med en kontinuerlig andra derivata och ¢ # 0
ar en konstant, bevisa att funktionen g(z, t) = f(z — ct) + f(z + ct) uppfyller den sa
kallade vagekvationen

0%g 1 0%g
ox? 2o’

(b) Anvind kedjeregeln for att bevisa formeln for riktningsderivatan av en differentierbar

funktion h : R? — R, i riktningen u: Dyh = Vh e u.

Losning (a): Lat f’ beteckna derivatan av f. Enligt kedjeregeln har vi a ena sidan

g'z:f/(x—ct)';B(CU—Ct)—f‘f/(«T‘i‘Ct)';T(x"i_Ct) :f’(;c—ct)+f/(x+ct)7
(32 0 0 0 / 9 /
> 5 = 0n (00) = ga e+ g Mok =

= f"(x —ct) - a%(w —ct)+ f'(z +ct) - %(fv tet) = f"(@ —ct) + f(x + ct),

och & andra sidan

%:f’(x—ct)-%(w—ct)—i—f’(w—i—ct)-%(w—i—ct):—c-f’(x—ct)+c-f’(x+ct),
629_(9 dg\ o a B
:>8752_8t<8t>__c.8t (x—ct)-f—c-a (z+ct) =
=—c- [f”(x—ct%gt(x—ct)} +c- [f”(a:—l—ct)~§t(x+ct) =
1 1 1 82
=—c-[f"x—ct)- (=) +c- [f'(@+ct) ] = ¢ [f"(x — ct) + f"(z + ct)] :c2a—mg, V.8.V.

(b): Sats 12.7.7 i boken.

Lat F vara ett vektorfilt R3 — R3. Visa att divcurl F = 0 genom att:

(a) anvinda definitionerna for div och curl och riakna ut uttrycket.

(b) anvinda lampliga satser for att visa att [[[,,diveurlFdV = 0 for alla méng-
der M C R3. Hir far ni anvinda att om man har en kontinuerlig funktion f och
[[f3; fAV = 0 for alla M, sa é&r dven f = 0, en konsekvens av medelviirdessatsen.
Tips: Randen till en sluten yta &r tom.

(3p)



Losning (a): Sats 16.2.3(g) i boken.

(b): Lat M vara en delmingd till R? som #r begrinsad men har en nollskild volym.
Gauss divergenssats medfor att

///MV-(VxF)dV://aM(VxF)-NdS,

dér OM betecknar randen till M, som Ar nagon slags sluten yta. Stokes sats sedan medfor

att
// (VxF)-NdS = F - dr,
oM (M)

dar 0(0M) betecknar randkurvan til ytan OM. Men OM &r sluten sa dess rand &r tom
och kurvintegralen &r saledes noll. Ddrmed &r &ven den ursprungliga integralen noll, dvs
If/ v V- (VX F)dV = 0. Detta giller for en godtycklig M sa medelvirdessasten medfor
att V- (VxF) =0, vs.v.
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Trigonometri.

cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)

sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)

1

cos(z) cos(y) = E(cos(x —y) +cos(z +y))

Integralkatalog
a+1
/m“ dx - * +C
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/sina:dx = —cosx+C
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1
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1
/ﬁdl‘ = arCSin%+C,a>O
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Maclaurinutvecklingar
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Ovrigt

Masscentrum (z7, yr, z7) for Q ges av zp =

p(x,y, z) dr densiteten.

a#—1

sin(z) sin(y) = %(cos(x —y) —cos(z +y))

sin(x) cos(y) = %(sin(x —y) +sin(x +y))

tan(z +y) =

tan(z) + tan(y)
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2

+C ,0<a#1

Ja

+C ,a>0

1
= §(xx/x2+a—|—aln|x+\/x2+a|)+C
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Poing

Godkintdelen: del 1

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats

(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a)

Bestdm huruvida foljande méngder dr 6ppna, slutna eller varken eller. Motivera kort.

i. {(z,y) eR?: 2?2 +y? <1}
ii. {(z,y,2)eR3>:22+9y? <1, 2=0}.
iii. {(z,y) €eR?: 22 +y? <1}
Loésning: Méngden i (i) dr oppen, som visas av att man har en stréng olikhet i

villkoret “a? + y? < 17. For en mer precis resonemang, antag att p = (z, y) r en

punkt i mingden. Lat » = 22 + ¢%. Da &r r < 1 sa om vi later ¢ := 1—? sa dre >0

och méngden innehaller bollen B.(p).

Mingden i (iii) dr sluten pga att villkoret &#r pa formen “mindre én eller lika med”.
Méngden i (ii) dr varken 6ppen eller sluten. Den ligger i xy-planet och som en del-
méngd till detta plan &r den visserligen 6ppen, pa samma sétt som i (i). Men ingen
tre dimensionell boll tillhér méngden i sin helhet och ddrmed &r méngden inte 6ppen
som en delmingd till R3.

En partikel ror sig lings kurvan r(t) = (sin(t), t2, t5 — e'). Bestdm den punkt dir
hastigheten &r (1, 0, —1), och berékna accelerationen i denna punkt.

Losning: Hastigheten i en godtycklig punkt ges av
r'(t) = (cos(t), 2t, 6t° — et).

Vi soker t-virdet sadan att r/(t) = (1, 0, —1). Det &r enklast att jimfora y-koordinaterna
och man ser direkt att t = 0. Motsvarande punkt &r alltsa r(0) = (0, 0, —1).
Accelerationen i en godtycklig punkt ges av

r(t) = (—sin(t), 2, 30t* — ).
Sa vid ¢ = 0 har vi r”(0) = (0, 2, —1).

Parametrisera kurvan som ges av ekvationen z2 + 2z + y? = 8 pa formen = = x(t),
y=1y(t),a <t <bforlampliga a och b. Ange dessutom en formel for en tangentvektor
av enhetsléngd i en godtycklig punkt pa kurvan.

Lésning: Efter kvadratkomplettering lyder ekvationen
(+ 1) +y* = 3%,

som #r ekvationen till en cirkel av radie 3 och centrum i (—1, 0). Dess naturliga
parametrisering ar alltsa

x(t) =1+ 3cos(t), y(t)=3sin(t), 0<t<2m.
Formeln for en tangentvektor ges av
T = (/(t), ¥/ (£)) = (~3sin(t), 3cos(t)).

Dess ldangd &r

IT]| = V/(2'(t)? + (' ()2 = V/(=3sint)? + (3cost)2 = --- = 3,
sa en tangentvektor av enhetslingd ges av
- T
T = —— = (—sint, cost).

[

(3p)

(2p)



Till foljande uppgift skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara si vil du kan.

2. Lat f(z,y) = 2* +y* — 4oy + 1.

(a) Hitta och klassificera alla kritiska punkter till f(x,y).

(b) Bestim Taylorpolynomet av grad 2 fér f i punkten (2, —1). Ange svaret pa formen
FQ4h —1+E) ~....

Lo6sning (a): I en kritisk punkt &r
fo=42° —4y =0, (3)
fy =4y — 4z =0. (4)
(3) medfér att x3 = y och insittning i (4) ger x = y® = (23)3 = 2%, s& x = 2° och antingen
ar z = 0 eller 1 = z8. Det senare alternativet har i sin tur tva l6sningar @ = +1. Eftersom

y = 3 har vi alltsd tre kritiska punkter, (0, 0), (1, 1) och (=1, —1). For att klassificera
dem berdknar vi Hessianen

_ Jza f:(;y o 1222 —4 >
"= ( foy Ty > a < -4 129* )°
0 -4

I punkten (0, 0) har vi H = ( 4 0

), sa det(H) = —16 < 0 och (0, 0) &r en sadel-

punkt.
12 —4

I bada punkterna +(1, 1) har vi fy, =12 > 0 och H = < 4 12

> sa det(H) =128 >0

och dessa tva punkter ar lokala minima.

(b): Formeln for Taylorpolynomet av grad 2 i en punkt (a, b) lyder

fla+h, b+ k)= f(a, b) + (hfe + kfy) + %(thxx + 20k fuy + K fyy), (5)

dér alla partiella derivatorna beriknas i punkten (a, b). I vart fall har vi (a, b) = (2, —1)
och man kan kontrollera att i denna punkt &r

f:267 fz:367 fy:_127 fl‘il?:487 fzy:_47 fyy:12'
Inséttning i (5) ger

f2+h, =1+ k) ~ 26 + (36h — 12k) + (24h? — 4hk + 6k?).

(4p)

(2p)
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Godkiéntdelen: del 2
Till foljande tva uppgifter skall fullstindiga 16sningar redovisas pa separata skrivpap-
per. Motivera och forklara sa val du kan.

3. Lat F = —ayi + bxj for nagra konstanter a och b.

(a) Lat C vararanden till ett omrade D med inducerad orientering. Formulera Greens sats
for paret C' och D, och bestém en relation mellan a och b sa att ¢, F edr = Area(D).

(2p)
(b) Anvind sedan §, Fedr for att rikna ut arean av omradet som ligger innanfor kurvan
som ges av parametriseringen r(t) = 3(cos(t)+sin(t))i+2(sin(t) —cos(t))j, 0 < t < 2.
(3p)
Losning (a): Greens sats lyder
0F, 0F
Fldx+F2dy:// (—) dx dy, 6
da F = (Fy, Fy). I vart fall & F; = —ay och Fy = bx sa hogerledet i (6) dr (b +
a) [[pdxdy = (b+ a) x Area(D). Sa kurvintegralen blir lika med arean da b+a = 1.
(b): Da man tillimpar (a) dr det enklast att séitta a = b = 1/2 sadan att
1
Area(D) = j{ —ydx + x dy. (7)
2 Je
Hér har vi
x =x(t) = 3(cost + sint) = dx = 3(—sint + cost) dt,
y =y(t) = 2(sint — cost) = dy = 2(cost +sint) dt.
Inséttning i (7) ger
1 2w 2m 2m
Area(D) = 2><6/ [(cos t+sint)4-(cos t—sint)?] dt = 6/ (cos® t+sin?t) dt = 6/ dt = 12m.
0 0 0
4. Lat F = (y%, x +yz, 2).
(a) Bestdm div och curl av F. (2p)
(b) Berikna flodet upp ur halvsfiren 22 + 4% + 22 =1,z > 0. (3p)

Losning (a):

. OF) 0Fy OF3
div(F) o + oy + P 0+ 2+ z+1, (8)
i j k
cwlF)=| & & 5 [= =40 1-2).
F, F, Fj

(b): Lat S; beteckna halvsfiren och Sy dess lock, dvs Sy #r enhetsskivan 24 y? <1i
zy-planet. Gauss sats sidger att

e BN = [ oo 0

dir D #r det solida halvklotet z2 41?422 < 1, z > 0. Halvklotet parametriseras fordelaktigt
i sfariska koordinater enligt

D: 0<p<1, 0§¢§g,0§0§%.

Fran detta och (8) har vi



///p(diVF)dVZ///D(”l)dV:/()Zﬂ/;/z/ol(pcos¢+1)p2sm¢dpd¢d9:

2m w/2 1 2m w/2 1 9 11
:/ de/ sin¢cos¢d¢/ p3d,0—|—/ de/ sinqbdgb/ Pdp=-.=" 4T _ T
0 0 0 0 0 0 4 3 12

For att ta reda pa flodet upp genom S; maste vi sedan enligt (9) subtrahera flédet ner
genom locket S3. Men pa locket dr z = 0 s& F = (y2, z, 0) medan att N = (0, 0, —1), sa
F - N = 0 och flodet genom locket &r noll.

117

. Till nedanstaende uppgifter skall korta l6sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Berékna den generaliserade integralen [~ [ eV dx dy.

L&sning: I polidra koordinater blir integralen

21 o] 1 o
/ / e rdrdf =2m x <_> / d(e_TQ) =7 X 6_T2|go =m(l-0)=m.
o Jo 2/ Jo

(2p)



(b)

Lat F = (2oy + 22, 22 + 2yz, y? + 3222 + 1).
i. Vektorfiltet &r konservativt. Bestdm en potential till F.

ii. Rékna ut arbetet som F utfor lings en godtycklig kurva som borjar i (0, 0, 0)
och slutar i (1, 2, 1).

Lo6sning (i): En potential ¢ ska uppfylla
o= /Fl dx = /(ny + 2% dx = 2y + 22° + C1(y, 2),
¢ = /F2 dy = /(x2 + 2yz) dy = 2%y + y*z + Co(z, 2),
gb:/ngz :/(y2+3:nz2+1)dz:y2z+:17z3+z+6’3($, Y).
Dessa tre villkor blir konsekventa med varandra da vi véljer
oz, y, 2) = 2?y + 22> + y*2 + 2 + C, (10)

dar C ar en valfri konstant.

(ii): Fran (10) har vi att arbetet ges av

$(1,2,1) — $(0,0,0) = (8+C) — (04 C) = 8.

Beriikna arean av den del av ytan z = 22 + y? + 1 som ligger innanfér cylindern
2,2
e +y =9

Losning: Kalla ytan for S. Det #r en funktionsyta z = f(x, y) = 22 +9? + 1 sa
areaelementet ges av

ds = \/(fm)2 +(f))2 + Ldedy = \/(22)2 + (2y)2 + Ldx dy = \/A(x2 + y2) + 1 dz dy.

For att berikna arean innanfor cylindern 22 + y? = 9 sa integrerar vi dS éver proje-
tionen av S pa wy-planet, som dr just skivan x? + y? < 9. Det #r limpligt att byta
till poléra koordinater och vi far

2 3 3
// dS:/ / \/4T2+1(Tdrd0):27r/ rv4r2 + 1dr.
(S) o Jo 0

r-integralen berdknas med hjélp av substitutionen u = 472 +1 och blir % f137 Vudu =
L(373/2 — 1). Svaret ir detta ganger 2, alltsi %(373/2 —1).

(2p)

(1p)

(3p)



