Tentamen
TMAO044 Flervariabelanalys E2

2014-10-30 k1. 8.30-12.30

Examinator: Peter Hegarty, Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Elin Solberg, telefon: 0703 088 304

Hjialpmedel: bifogat formelblad, ordlistan fran kurswebbsidan, ej riknedosa

For godkant pa tentan kravs antingen 25 poing pa godkintdelens tva delar ssammanlagt, eller att bada delarna ar
godkénda var for sig. For godkédnt pa del 1 kridvs minst 10 poéng, for godként pa del 2 krdvs 13 poéng. Erhallen
podng pa nagon av delarna far ersétta poing pa motsvarande del pa senare tentamen tills kursen ges nésta ldsar.
For att fa slutbetyg pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara godkéant. For betyg 4 eller 5 kravs dessutom 33
resp. 42 poidng sammanlagt pa tentamens alla delar, inklusive eventuella bonuspoiing fran kryssuppgifterna.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan réttas och bedéms ano-
nymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfalle meddelas
pa kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkéntdelen, del 1
Uppgift 1 och 2 se sidor 3-5

Godkintdelen, del 2
Uppgift 3, 4 och 5 se sidor 6-7

Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poédng fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan
poédng pa denna del riknas in for att na godkantgriansen. Normalt krivs for podng pa uppgift att man redovisat

en fullstindig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

6. Bestdm [, dx dy dér D &r parallellogrammet som begréinsas av de fyra linjerna z+y = 1,
r+y=3,2r—y=2o0ch2x—y=4.

Losning: Vi byter variabler enligt
u=x+y, v =2x—y.

Da har vi o( )
U, v

dudv = ——~dxdy = ’
Iz, y)

Vi behover ocksa ta reda pa inverssubstitutionen. I matrisform géller

wy) (1 1 z

v /) 2 -1 Y
Sa x = %(u + v) som tillsammans med (1) innebér att dubbelintegralen i termer av u och
v blir

4 34 <1 > 1( 4 3 3 4 20
—(u+v) | =dudv | = = /dv/ udu+/ du/ vdv):~-:.
/2/13( ) 3 9\ /2 1 1 2 9

1

1
9 _1 ’dzdy—Bda:dy. (1)

()= 5) (=562 0)



7.

(a) Formulera Gauss divergenssats och bevisa den for en kub a <2 <b, ¢ <y <d, e <
z< f. (4p)
(b) Anviind Stokes sats for att beréikna [, F - dr, dir F = (sina?, y*, zInz — x) och C (4p)
ar skdrningen mellan ytorna z = 22 + y? — 4 och z = 2y — 1, orienterad medurs sett
uppifran pa z-axeln.

Losning (a): Se avsnitt 16.4 1 boken och/eller foéreldsningsanteckningarna.

(b): Stokes sats medfor att

/CF-dr://S(VxF)-NdS, (2)

dir S dr den del av paraboloiden z = f(z, y) = 2% 4+ y? — 4 som ligger under, och dirmed
begriansas av planet. Forst har vi

i j k
VxF=| & £ 2 = =] (3)
sinz? ¢y zlnz—=x
Nast har vi
NdS = +(fs, fy, —1)dxdy = +(2z, 2y, —1) dz dy. (4)

Eftersom vi gar medurs lings C sett uppifran sa kommer S att ligger till vinster om
fardriktningen, s& N ska peka ut fran S och didrmed nerat. Darfor véaljer vi plus tecknet i
(4). Fran (3) och (4) hérleder vi sedan att

(VX F)-N=(0,1,0)-(2z, 2y, —1) = 2y.

/F~dr:// 2y dx dy
C w(S)

dér 7(8) &r projektionen av S pa xy-planet. Vi tar reda pa projektionen genom att sitta

Inséttning i (2) ger att

24y —4=2y—1 = ... =22+ (@y—1>2=4,

en cirkel av radie 2 med centrum i (0, 1). Sa 7(S) &r insidan av denna cirkel. Notera att
skivan dr symmetrisk kring y = 1, sa vi far slutligen

2y dx dy = 2 [(y—1) +1]dxdy =2 dx dy = 2 x Area(n(S)) = 2(w(2%)) = 8.
/ /7r(5) / /7r($) / /77(3)

. Léat z(t) och y(t) vara glatta funktioner av ¢ och f : R> — R en differentierbar funktion av

tva variabler. Formulera och bevisa kedjeregeln for funktionen g av en variabel som ges av
g(t) = f(z(t), y(t)). (5p)

Losning: Se Exempel 12.5.1 och/eller Sats 12.6.5 i boken och/eller foreldsningsanteck-
ningarna.



Anonym kod sid.nummer | Poéng
TMAO044 Flervariabelanalys E2 2014-10-30
Godkintdelen: del 1
1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast losningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).
(a) Bestim riktningsderivatan D, f av funktionen f(z,y) = 23 + 3zy? — y* i punkten
(1,1) och riktningen u = %i + %_] (2p)
Lésning: Vf = (fs, fy) = (32% + 3y?, 62y — 4y>) s& Vf(1, 1) = (6, 2). Sedan har vi
2 1 14
D,f=Vf-u=(6,2)-| =, —=| =—.
g =900 (G 5 =
(b) Uttryck %f(m, y) och g—;f(:n, y) 1 termer av de partiella derivatorna till f(zx,y), dir
r=ey=s’ (3p)

Lo6sning: Enligt kedjeregeln &r

of 9fdx 0fdy

9s " 0wos Toyos T T

Sedan &r

0? o (0 0 0 0
357 = s (50 ) = o €Tt 5)) = 5o (€1 + o (2a,)

Enligt produktregeln och kedjeregeln ar

0
%(esfx) = esfx + es(fxxes + fmy(Qs)) == esfm + QQSfmz + 2S€Sfxy

och pa liknande vis &r

0

%(Zsfy) = 2fy + 25(foye® + fyy(2s)) = 2f, + 2s€® fr, + 432fyy.

Inséttning av (6) och (7) in i (5) ger slutligen att

82
3755 =e'fo+2f, + €** fuz + 4s€” fuy + 452fyy'



(c) Lat F : R? — R3 vara given av F(z,y, 2) = (2% +yz, 22—e?, 2yz?). Bestim Jacobima-
trisen till F i punkten (0, 1, 1) och anvénd den for att bestimma ett approximativt
viirde till F(0.01, 0.99, 1.02).

L&sning: Vi har

BFl % 8F1

oF, Oby o, S
DF = 87; @2 82’2 = —ew 0 2z s
ory ok OFy 0 222 4yz

Or Oy 0z
sa i punkten (0, 1, 1) géller

0 1 1
DF(0,1,1)=| -1 0 2
0 2 4

Vi har F(0, 1, 1) = (1, 0, 2) sa approximationen lyder

1 0 1 1 0.01 1.01
F(0.01,0.99,1.02)~ | 0 |+ -1 0 2 —0.01 | = 0.03
2 0 2 4 0.02 2.06

Till foljande uppgift skall fullstéindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.

2. Lat f(x, y, 2) = o3 + 2y3 + 425

(a) Med hjilp av Lagranges multiplikatormetod, bestdm de stérsta och minsta véirdena
av f pa sfaren 22 + 32 + 2% = 21.

(b) Bestédm ekvationen for tangentplanet till nivaytan f(z, y, z) = 7 i punkten (1, 1, 1).

Losning (a): Vi soker extremvérdena till f(x, y, ) med bivillkoret g(z, y, z) = 0 dér
g(z, y, 2) = 2% + y? + 22 — 21. Lagranges metod ger ekvationerna

of _\ 9% 2 _
D A 9 = 3z° = \(22),
of _ 9y 2 _
3y A By = 6y° = A\(2y),
of _ 9y 2 _

Den forsta ekvationen ger tva mojligheter

=0 eller A=—,
den andra ger tva mojligheter
y=0 eller X=3y,
och den tredje ger ocksa tva mojligheter
z=0 eller X=6z.
Sammanlagt har vi da 8 mojligheter:
(0,0,0), (z,0,0), (0,y,0), (0,0, 2), (0,22 2), (42,0, 2), (2y,y,0), (4z, 2z, z).

Inséttning i bivillkoret leder till en motégelse for det forsta alternativet, och for de andra
sju leder till foljande kandidaterna for max och minpunkterna:

+(v/21, 0, 0), +(0, V21, 0),£(0, 0, v21), =£(0, 24/21/5, \/21/5),
+(4+/21/17, 0, \/21/17), +(21/21/5, 1/21/5,0), +(4, 2, 1).

(3p)



Det &r ldtt att se att det storsta vérdet &r f(0, 0, v21) = 84v/21 och det minsta &r
£(0,0, —/21) = —84+/2L.

(b): En normal till tangentplanet ges av

n=Vf=(fo £y f2) = (322 652 12:2) "2V (3,6, 12),

Tangentplanets ekvation lyder

n-(z—z0,y Yo,z —2)=0= (3,612 (x—1,y-1,2-1)=0= > az+2y+4z="T.



Anonym kod sid.nummer | Podng

TMAO044 Flervariabelanalys E2 2014-10-30

Godkéantdelen: del 2

Till foljande tva uppgifter skall fullstindiga l6sningar redovisas pa separata skrivpap-
per. Motivera och férklara sa vil du kan.

3. Berikna fc y? dx + x dy 6ver randen, med moturs orientering, till hogra halvan av enhets-
skivan genom att

(a) parametrisera randen och rékna ut kurvintegralen. (3p)

(b) anvénda Greens sats. (2p)

Lo6sning (a): Vi delar upp randen i tva delar, C; och Co, dir C; &r hogra halvan av
enhetscirkeln, korsad moturs, och Cy &r rakstrickan fran (0, 1) till (0, —1). Pa Cy har vi
x = dx = 0 sa kurvintegralen ldngs Co &r noll. Fér C; har vi parametriseringen x = cost,
y = sint, —% <t< % Saledes ar

/2 /2 /2
%y2 dr +xdy = / (sin?t)(—sint dt) + (cost)(cost dt) = — / sin® t dt + / cos? t dt.
C —m/2 —7/2 —7/2

Den forsta integralen &r noll ty integranden &r en udda funktion av ¢t. Fér den andra
substituerar vi cos?t = (1 + cos2t) och far sdsmaningom att integralen blir /2.

SVAR: /2.

(b): Kurvintegralen &r ¢, F - dr med F = (Fy, F3) = (32, z). Enligt Greens sats har

vi
%F dr—// <86F2—8F1>d dy—// 1 —2y) dz dy,
x

dér D &r hogra halvan av enhetsskivan. Omradet D &r symmetrisk kring y = 0 s integralen
av —2y blir noll. Sa vi har kvar endast [[,, 1dxdy = Area(D) = /2.

4. Betrakta sfiren 22 + y? 4+ 22 = 4 och halvkonen z = /2 + 2.

(a) Berikna arean av den del av sfiren som begrinsas av halvkonen. (2p)

(b) Beriikna flodet av vektorfiltet F = (zy? + 122, 22y~+1Inz, £23+€™) ut ur det omrade
som begransas av sfiren och halvkonen. (3p)

Losning (a): Pa sfiren har vi att areaelementet #ir dS = a?sin¢pdpdf = 4sin ¢ de df.
Omradet som begrénsas av halvkonen ges av 0 < ¢ < 7, 0 < 0 < 2. Saledes &r dess area

//dS:/O%/OﬂMélsinqbdqﬁd&: = 4V2(V2 - 1) 7

(b): Vi anvinder Gauss divergenssats. Vi har
V-F=@+x)+a®+22= @ +y°+2°) +2

Omradet ar symmetriskt kring z-axeln sa integralen av x kommer att vara noll. Sedan
byter vi till sfariska koordinater och far att flodet ut blir

// V-FdV = ///a:—i—y +22)dV = /%/m/ (p?singdpdpdf) = - - 32‘”?”%

5. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast lsningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).



(a) Berdkna [[}, 1 cos(¥) dA dver omréadet D i planet som begréinsas av y = z och y = 22.

(3p)

Losning: Kurvorna skir varandra i (0, 0) och (1, 1). Det &r nodvandigt att forst

integrera m.a.p. y. Saledes far vi
1 T 1
1 1 @
/ dq:/ cos (Q) dy:/ —dx [:c~sin (g)} =
o T 2 X o T x 2

1
:/ (sinl —sinx) dz = [(sin 1)x + cosz] = (sinl1 4 cos1) — (04 1) =sin1 +cos1 — 1.
0

(b) Bestim konstanten A sé att vektorfiltet F = (223, 2y2z3, 6222+ Ay?2?) blir virvelfritt,
och ta fram en potential till detta F. (3p)

Losning: F dr virvelfritt om och endast om V x F = 0. Vi har

i j k
0 0 0
223 223 622+ Ay®2?
o= (2423 — 6y23, 622 — 622, 0 — 0) = (2(A — 3)yz>, 0, 0)

sa& V x F = 0 om och endast om A = 3. Sedan hittar vi en potential genom att
integrera:

¢ = /F1 dr =222 + C1(y, 2),
o= /F2 dy = y22% + Co(z, 2),
o= /F3 dz = 222° + 9223 + Cs(x, ).
Dessa tre uttryck for ¢ blir konsekventa med varandra om vi véljer

bz, y, 2) = 2z23 + y?2° + C.

(c) Stall upp en trippelintegral som anger volymen av den tetraeder som begrinsas av de
tre koordinatplanen samt planet x 4+ y + z = 4. Berdkna sedan trippelintegralen.

(OBs! Inga poiing ges for hinvisning till en firdig formel fér volymen av en tetraeder.)
(2p)

L&sning: Volymen ges av

4 —x 4—x 4 4—z
/da:/ dy/ dz = dx/ (4d—x—y)dy =
0 0 0 0 0
4—x 4

4 _
4 2 4 2 4 .2
Yy (4 —x) x 32
= dm{él—xy—] —/d:ﬁ—/dx—---_.
/(; ( ) 2 0 0 2 0 2 3

Y



