Foreldsning 24/08

Den intuitiva uppfattningen av de reella talen som punkterna pé en rat linje
(m.a.p. en designerad origo) kan formaliseras genom det s.k.
Fullstandighetsaziomet (Completeness Aziom). Notera att detta ar ett az-
iom, dvs det ingar i sjalva begreppet ’reellt tal’ och ar inte nagot som kan
harledes fran andra egenskaper hos reella tal. For att kunna framstalla ax-
iomet sd kravs lite terminologi :

DEFINITION 1 : En mangd X av reella tal sags vara begransad om det
finns ett positivt reellt tal C s.a. |z| < C for alla z € X.

DEFINITION 2 : Lat X vara en begrinsad mingd av reella tal och r ett
reellt tal. Om r > z for alla z € X da sags r vara en ovre grans till X.

DEFINITION 3 : Lat X vara en begrinsad mingd av reella tal och r en
ovre grans till X. Da sigs r vara den minsta ovre gransen till X om det
inte finns nagot annat tal s, som ocksa ar en Ovre gréans till X och s.a. s < r.

Fullstandighetsaxiomet Varje icke-tom begransad mangd av reella tal har
en minsta ovre grans.

EXEMPEL 1 : X = {1/2,2/3,3/4,4/5,...}. Talet 1 &r den minsta Gvre
gransen till X.

EXEMPEL 2 : Tag vilket irrationellt tal som helst och betrakta dess dec-
imalutveckling. Skir man av denna lingre och lingre ut si far man en
mangd X av rationella tal. Den minsta ovre gransen till mangden X ar
sjalva irrationella talet.

Exempel 2 visar foljande :

(i) mingden Q av rationella tal ar inte sjalvt fullstindigt’, man maste lagga
till fler tal.

(ii) de reella talen kan identifieras med alla mdjliga decimalutvecklingar.
Detta 4r ni nog (under)medvetna om. Men det som poédngteras hir ar att,
for att fa en mangd av tal som uppfyller Fullstaindighetsaxiomet, sa maste
vi ta med alla mojliga decimaltal.



(iii) de allra flesta! reella talen &r irrationella. For vi vet att decimalutveck-
lingen till ett rationellt tal antingen slutar eller upprepar sig (bevis 77)
medan ett 'godtyckligt’ decimaltal har med stor sannolikhet varken den ena
eller den andra egenskapen.

Trots (iii) sa &r det inte 1att att visa upp ett explicit exempel pa ett irra-
tionellt tal som har en ’snygg’ geometrisk realisering som en langd. Det snyg-
gaste exemplet dr nog talet m, det universella forhallendet mellan omkretsen
och diametern av en cirkel. Archimedes ar kind bl.a. for att ha forsokt
under manga ar att ’berdkna’ w, dvs att hitta ett braktal lika med 7. Men
han borde inte skammas for att inte ha lyckats for nu vet vi att 7 faktiskt ar
irrationellt och det drdjde fram till 1800-talet innan nagon lyckades bevisa
detta. Aven de enklaste bevisen som finns idag kraver goda kunskaper om
envariabelanalys.

Det bista exemplet av ett 'snyggt’ tal vars irrationalitet kan latt be-
viusas r nog /2. Att det faktiskt finns ett reellt tal som, multiplicerat med
sig sjalvt, blir 2, foljer fran Pythagoras Sats. For langden av hypoteneusen
1 en ratvinklig triangel vars ben har langd ett har denna egenskap. Notera
att den foljer ocksa fran Fullstindighetsaxiomet :

OVNING (FRIVILLIG) : L&t X vara méngden av de reella tal som i kvadrat
blir mindre &n eller lika med 2. Lt r vara den minsta 6vre gransen till X.

Férklara varfor 72 = 2.

Foljande ar standardbeviset av irrationaliteten av v/2, som redan finns i
Euklides :

Sats /2 dr irrationellt.
BEvVISs : Antag motsatsen, dvs antag att det finns ett braktal som i kvadrat
ar lika med 2. Antag dessutom att detta braktal har skrivits i l4gsta termer.

Detta innebar att vi har heltal p och ¢ s.a.

(i) det finns inget heltal storre &n 1 som delar bade p och ¢ jamnt,

!Man kan siga vildigt precis vad som menas med detta, nimligen de rationella talen
ar upprakneliga men de reella talen ar oupprdakneliga. Den intresserade ldsaren uppmanas
att sjilv ta reda pa vad dessa ord betyder.



(i)

£)<(0)-5-»

Fran (1) sa hérleder vi att

p’=2¢". (2)
Den HL av (2) ar ett jamnt tal (oberoende av vad ¢ ar). Men kvadraten ur
ett udda tal ar ocksd udda (eller hur ?) si talet p maste ocksa vara jamnt.
Sitt p = 2r, dir r ir nigot heltal. D4 ir p? = (2r)2 = 4r2. Substituera
detta in i (2) och kancellera en 2:a fran bada leden sa far vi att

2r? = ¢°. (3)

Men den VL av (3) 4r nu ett jamnt tal sd samma typ av resonemang som
ovan leder till slutsatsen att talet ¢ ar jimnt.

Men nu har vi framfér oss slutsatsen att bade p och g ar jamna, och
detta strider mot antagandet (i) ovan. Beviset dr darmed klart !

ANMARKNING : Argumentationen ovan ar ett klassiskt exempel pa ett s.k.
motsagelsebevis. Dvs man bevisar att nagot pastiaende ar sant genom att
antaga motsatsen och hirleda fran detta antagande nagonting som &r up-
penbarligen falskt !



