Foreldsning 30/08

En funktion ar en avbildning mellan tva mangder. Men vad &r en méangd ?
P& en niva ar detta ingen komplicerad fraga :

NAIV DEFINITION : En mdngd ar en samling féremal, utan repititioner.
Foremaélen i en mangd kallas for dess element.

For de allra flesta manniskorna, sa racker denna naiva uppfattning av
méngdbegreppet for att klara sig i livet. Dock ar det ratt kul att se dess
logiska bristningar. Ocksa pa en filosofisk nivd ar det en viktig illustra-
tion, liksom t.ex. relativitetsteorin, av hur ‘sund fornuft’ ofta leder till en
bristfallig varldsbild.

Problemen med den naiva definitionen ovan illustreras via en logisk para-
dox som heter Russells parador, namnt for den engelska filosofen Bertrand
Russell som formulerade paradoxen i bérjan pa 1900-talet.

Forst kan man konstatera att det finns ingenting i den naiva definitio-
nen som utesluter att elementen i en mingd &r ocksa méangder. T.ex.
{N,Z,Q,R,C,H} ir en mingd bestidende av 6 element, ndmligen mingderna
av naturliga tal, heltal, rationella tal, reella tal, komplexa tal resp. kvater-
nioner. Betrakta nu foljande definition :

DEFINITION : En mingd sigs vara normal om den inte innehaller sig sjalv
som ett element.

Kanske borjar detta lata vildigt esoteriskt, men & andra sidan de flesta
mangderna man kan forestilla sig ar troligen normala, sa definitionen ser
inte speciellt farlig ut. Men vad sidgs om foéljande :

Fraga Betrakta mangden vars element ar alla normala mangder. Ar denna
mangd normal eller inte ¢

Detta ar Russells paradox. Paradoxen ligger i att fragan har inget ratt
eller fel svar. Kalla mingden ifraga for S. Om S var normal sa skulle den
inte innehalla sig sjilv som ett element, per definition av ‘normal’. Men S
bestar av alla normala méngder, s& om den inte innehéller sig sjilv som ett
element, detta medfor att S inte 4r en normal mangd - en motsigelse !



P4 samma satt, om svaret pa fragan var nej, skulle det betyda att S inte
ar normal och darmed innehaller sig sjalv som ett element. Men elementen
till S ar alla normala mangderna, och darmed ar S normal trots allt - en ny
motséagelse !

Det ar nog valdigt frestande att bara sopa allt det har under mattan och
rusa tillbaka till ‘verkligheten’. Men ett antal modiga/knasiga méanniskor
har dgnat en stor del av sina liv at att forsoka forsta vad som egentligen ar
pa gang har. De stora resultaten av detta arbete ar foljande :

1. Zermelo-Fraenkel axiomen for mangdlara, som ersitter informella meningar
med ett stenhart system av formella axiom fér mangder, allt i syfte pa att
undvika riktiga parlor som Russells paradox.

2. Gaodel’s Incompleteness Theorem : En riktig kalldusch fran den osterrikiske
logikern Kurt Godel som i princip sdger att inom varje axiomatiskt system,
hur forsiktigt som helst den mé vara formulerat, s gar det inte att undvika
logiska paradoxer. Dvs det blir alltid fragestdllningar av typ ja/nej som inte
har nigot ratt eller fel svar.

3. Continuum Hypothesis : Under manga ar betraktades Godels insatser
som imponerande men samtidigt ganska harmlosa, eftersom det verkade inte
finnas nagra ‘naturliga’ fragestallningar for vilka hans sats gillde (Godels
egna exempel var extremt abstrakta). Men 1963 visade den amerikanske
matematikern Paul Cohen att det fanns en relativt enkel friga, just inom
mangdlira, som inte kunde besvaras inom ramen for det hyllade Zermelo-
Fraenkel axiomsystemet. Fragan gir under namnet ‘Continuum Hypoth-
esis’, och dr dnda for abstrakt for att beskriva har, men tillrackligt enkel
sa att varje nutida matematikstuderande skulle kunna forsta den.

EprIiLOG

Det finns massor med resurser pa natet om du vill lasa mer om dessa dmnen.
Speciellt finns det manga ‘populira’ versioner av Russells paradox : kanske
den bastkanda finns har :

http://en.wikipedia.org/wiki/Barber_ paradox
P& forelasningen gav jag en formulering i termer av den ‘perfekta kris-

ten/socialisten’, men detta dr kanske for politiskt inkorrekt for att skriva
ner !!



