Tentamen i Inledande matematik for Z1, TMV120

Chalmers

Hjilpmedel: Inga

Telefonvakt: Peter Hegarty, Micke Persson, Lennart Falk
tel 0733-428321, 0762-721860, 0762-721861

Skriv namn och personnummer pa samtliga inldmnade papper. Fyll i omslaget ordentligt.
Betygsgranser: 20 - 29 p. ger betyget 3, 30 - 39 p. ger betyget 4 och 40 eller mer betyget
5. (Bonuspoing fran duggor 06/07 inkluderas.)

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida tidigast 22/1 .

Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfllet.

1. Till denna uppgift ska du endast ldmna in svar, alltsa utan motiveringar.

a) Ange absolutbelopp och ett argument for vart och ett av de komplexa
talen 3 — 44 och —7 + 3i.

b) Ange alla reella = som uppfyller olikheten (z + 2)(z® + z — 6) > 0.

c) Berdkna sin {5.

d) Ange alla 16sningar till ekvationssystemet

z + y + 2z =3
r — y + 8 =-1
2r + 3y + =z =38

e) Ange foljande grinsvirden:

. sin 4z o 2+ 1 . . 2z+3nz
1. lim —— i, lim —/—— i, lim ——
0 72 + 4 z—00 x+1 zoo g +Inz

f) Lat f(z) = 2® + 2z och notera att f #r en injektiv (one-to-one) funk-
tion. Berikna (f~1)'(3).

Till uppgifterna 2-5 ska du ldmna in fullstindiga 16sningar.

2. En triangel har horn i punkterna A = (2,3,1), B = (1,4,5) och C =
(3,0, —1). Bestdm triangelns area. Lat D vara mlttpunkten pa 51dan BC
i trlangeln Bestam ocksa skaldrprojektionen av vektorn ¢ + 27 7 + 3k pa
vektorn AD.
z—1

3. Berikna storsta och minsta virdet av funktionen f(z) = ————
22+ 4z +4

1 intervallet z > 0.

4. Rita grafen till funktionen f(z) = In(z? + 3z + 3) — =.
Undersok eventuella lokala extrempunkter och asymptotiskt beteende.
(Konvexitet/konkavitet behover inte utredas.)

Var god vind!

(3p)

(3p)
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5. Ett tvadelat fonster bestar av en rektangulir klar glasskiva och en halv-
cirkelformad firgad glasskiva (se fig).

Det fargade glaset sldpper in hilften sa mycket ljus som det klara. Om
omkretsen av rektangeln dr given, bestdm rektangelsidornas proportioner
sa att ljusinsldppet blir maximalt.

6. Avgor vilka av foljande pastidenden som &r sanna respektive falska. Du
behover inte motivera dig. Ratt svar ger 1p, inget svar Op och fel svar
-1p. Dock ej mindre &n Op totalt.

For alla komplexa tal z och w giller att |z + w| > |z| + |w].

e’ > 14z for alla z > 0.

Om f, g dr deriverbara funktioner sidan att f(z) > g(z) for allaz € R
sa giller ocksa att f'(z) > ¢'(z) for alla z € R.

Det finns minst ett reellt tal z sddan att 7205 4 3236 + 229 4418 = 0.
Om a, b och c &r tre vektorer i ett och samma plan sa géller att
(axb)-ec=0.

Om f(0) = f”(0) = 0 sa maste ocksa f'(0) = 0.

Definiera vad som menas med att en funktion f &r kontinuerlig i en
punkt a.

Formulera satsen om mellanliggande virde for kontinuerliga funktioner
(Intermediate Value Theorem).

Lat f vara en kontinuerlig funktion fran det slutna intervallet [0, 1] till
sig sjilvt. Bevisa att det maste finnas minst en punkt z € [0,1] sddan
att f(z) = x.

(T1ps : Betrakta f(z) — ).

(6p)

(6p)

(6p)
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Go n’eirf an béthar libh !
/Peter
Losningar
1.(a) |3 —4i| = /3% + (—4)? = 5. Arg(3 — 4i) = tan~!(—3), nigon vinkel i

den 4:e kvadranten.

PSS, |7 — 3i| = /(—-7)2 + 3% = v/58 och arg(—7 + 3i) = tan 1(—2).
Denna gang &r vinkeln i den 2:a kvadranten, ty den reella delen av
talet ar negativ och den imaginéra delen positiv.

(b) Notera att 22 + z — 6 = (z + 3)(z — 2) sa olikheten blir till
(z+2)(z +3)(z—2) >0.

Fér att en produkt av tre tal ska vara positiv sa maste antingen (i) alla
tre vara positiva eller (ii) tva st vara negativa och det tredje positivt.

Alternativ (i) géller da = > 2. Alternativ (ii) giller dd —3 < z < —2.
Sammanlagt sa uppfylls olikheten alltsa av [—3, —2] U [2, 00).

(c) Man anvinder foljande fakta :

LT e 1 LT 1 T V3
San:COSZ:E’ Slngzi, COSEZT,
sin(A — B) = sin A cos B — cos Asin B,

1 1 1

17612

Déirmed har vi att

. T . ™ ™ . T ™ ™ ., T
SIN— =S| — — — | =8In—COS —- — COS — SIn —

12 4 6 4 6 4 6
_ 1L v o1 1 V31
V22 V22 22
(d) Man ska 16sa ekvationssystemet
r +y +2z = 3
r -y +8 = -1
2r +3y +z = &

Det visar sig da att en av ekvationerna dr overflédig och man far en
enparametrig 16sning (dvs de tre planen skir varandra i en linje):

z = 1-—05¢
Y 2+ 3t
z = t
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(e) For det 1:a g.v. gbr vi sa hir :

sin 42 sin 42 412 sin 42 1

2+t 4 2(1+22) 4 1422

Da z — 0 sa gar bada kvoten till ett, s svaret blir 4.

For det 2:a gV noterar vi att om vi kvadrerar det givna uttrycket
sa far vi #‘;{H som uppenbarligen gar mot +1 dd £ — —oo. Det
givna uttrycket gir dirmed mot antingen ++/1 = £1. Men tiljaren
ar bara positiv och ndmnaren ar negativ dd £ — —oo sa grinsvirdet

maste vara negativ, alltsa —1.

For det 3:e g.v. kan vi skriva om sa héar :

2x+3ln$:2m(1+31%) :2-1+31%
z+Inzx m(1+1nTw) 1+lnTm

Eftersom hjv;” — 0 da z — oo sa dr griansvirdet lika med 2.

(f) Vi anvinder formeln

dir y = f(x). Hiir &r y = 3 si vi soker z sddan att 3 = 23 + 22. Man
ser direkt att = 1. Eftersom f’(z) = 322 + 2 for godtyckligt = si har
vi att

11 1
1) 31242 5

—

2. (i) Lét & = AB och & = AC. Dé ér ¥ = (1—2)i + (4—3)j + (5 — 1)k
) =1 2

+(0—3)7 + ((-1) - Dk

—i + J + 4k, och @ = (3 — 2)i — 37 — 2k.
Triangelns area ges av 3 - | x |. Vi berdknar forst
i ]k
ixw=|-1 1 4
1 -3 -2

=[1-(=2) = (=3)-4))i—[(=1) - (=2) = 1-4]7 + [(—=1) - (=3) = 1 - 1]k = 10 + 2] + 2k.

Dirmed ar

V1
-|axw\=—-\/1o2+22+22——0 V27 = 3V/3.

2

N —
.
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(ii) Eftersom D dr mittpunkten pa sidan BC' sa ges dess koordinator av
medelvirdena av koordinatorna till B och C, dvs

143 440 5-1
DZ( 9 ' 9 ' 9 ):(2,272)'

D& ir AD = (2—2)i+ (2 —3)7 + (2 — 1)k = —J + k. Skaldirprojektionen

-

av 7 + 2] + 3k pa denna ges av

(7+2§+3E)'(—5+E) _1-042-(-1)+3-1_ 1

-7+ CoreE VR

3. Notera att 22+4z+4 = (r+2)? som &r alltid positiv. Dirmed ér f(z) > 0
for alla z > 1 och f(z) < 0 for alla z < 1. Nist giller att

—x2+2x+8__$2—2:c—8_ (x —4)(z +2) x—4

f() = @+2* @+t (@+2t  (z+2)¥

som &r 0 precis da x — 4 = 0, dvs da = = 4. Eftersom man via inspektion
ser att f(z) — 0 da £ — oo, och vi har konstaterat innan att f(z) < 0
da z < 1 sd maste det vara sa att f antar sitt storsta virde i intervallet
[0,00) vid den kritiska punkten z = 4 och antar sitt minsta virde vid
dndpunkten =z = 0.

3 1

M.a.o. de storsta och minsta véirdena ges respektivt av f(4) = &z = 13

och f(0) = 3 = —1-

4. Notera att 2 + 3z +3 > 0 for alla reella = ty den kvadratiska ekvationen
22 4+ 3z + 3 = 0 har tva komplexa rétter. Si definitionsméngden till f &r
hela den reella linjen. Nir |z| &r stort s dominerar den linjira termen
z gentemot den logaritmiska termen. Detta innebér att f(z)/z — —1 da
z — +00. Men f(z) — (—z) = In(z? + 3z + 3) gir ej mot noll, snarare
mot +00, dock langsamt. M.a.o. linjen y = —z &r inte en sned asymptot
till f, vars graf ligger ovanfér denna linje da |z| blir stort och drar ifran
den, men sa langsamt sa att tangentlinjerna faktiskt ndrmar sig linjen
y = —z. For att fa en bra bild pa grafen sa aterstar att hitta de kritiska
punkterna. Man berdknar litt att

22+ 3

! e
f(x)_:v2+3x+3

som blir noll d& 2z +3 = 22 + 3z + 3, dvs 22 + £ = 0, dvs z = 0 eller
o = —1. Fran det asymptotiska beteendet kan vi redan inse att z = —1
maste vara ett lokalt minimum och z = 0 ett lokalt maximum.
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5. Lat = resp. y beteckna ldngden av rektangelns vagritta resp. lodréitta
sidor. Lat 2t beteckna rektangelns omrkets. S3 ¢ &r fixt och

z+y=t. (1)
Lat I(z,y) beteckna ljusinslippet som en fuktion av z och y. Upp till en

proportionelltskonstant sa dr

. T /T\2
I(z,y) = 1 x skivans area + 2 x rektangelns area = ) (5) + 2zy.
Om vi substituerar (1) sa kan vi uttrycka inslippet som en funktion av
bara z, ndmligen

I(z) = ng +2z(t —x) = (g - 2) z? + 2.
Vi séker ett maximum for I(z) si beréiknar I'(z) = (£ —4) z + 2t och

8
16—n

satter lika med noll. D4 erhalls z =

_ (8=
Y= (16—7;> L.

M.a.o. for att maximera ljusinslippet ska rektangelns hojd och bredd sta
i forhéllendet [8 — 7 : 8] = [1 — £ : 1].

) t och instoppning i (1) ger

6.(a) Falskt. Den s.k. triangelolikheten séger snarare att |z + w| < |z| + |w|,
med likhet om och endast om z dr en positiv reell multipel av w.

(b) Sant. Detta kan hirledas frain Theorem 4, p.180 eller sd kan man se
direkt att VL och HL &r lika i z = 0 och derivatan till e* — (1 + z) &r
e® — 1 som é&r stringt positiv da z > 0, som innebédr att VL > HL da
z > 0.

(c) Falskt, t.ex. f(z) = 1+ ﬁ och g(z) = 1 for alla z. Da &r uppen-
barligen f(z) > g(z) for alla z, men f dr avtagande, med ett absolut
maximum i £ = 0, medan att g dr konstant : dvs f'(z) < 0 for alla
medan att ¢'(z) = 0 for alla .

(d) Sant. Att polynomet har udda grad innebér att dess virden gar mot
+o0o dd z — +oo respektivt. Att virdet noll antas nagonstans foljer
nu fran Intermediate Value Theorem.

(e) Sant. Vektorn a x b &r nollvektorn om a och b dr parallella och rit-
vinklig mot bada tva annars. I det senare fallet sa dr a x b ritvinklig
mot planet som spinns upp av a och b, som maste sammanfalla med
det givna planet. Eftersom c ligger ocksa i detta plan, sd ar ¢ riatvink-
lig mot a x b, och didrmed blir skaldrprodukten av dessa tva vektorer
lika med noll.

(f) Falskt, t.ex. om f(z) = z.
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7.(a) Det innebir tre saker, att :
(i) f &r definierad i en 6ppen intervall kring z = a,
(ii) limy—o f () existerar,
(iii) g.v. ovan ar lika med f(a).
(b) Theorem 9, p.82.

(c) Sitt g(z) := f(z)—z. Sa g ir ocksa definierat i hela intervallen [0, 1] och
kontinuerlig dér. Vi noterar att, ty f antar virden i samma intervall
sa dr a ena sidan

9(0) = f(0) —0= f(0) >0,
och a andra sidan
g(1) = £(1) — 1 <0.

Eftersom ¢(0) > 0 och g(1) < 0 och g dr kontinuerlig, s innebdr IVT
direkt att det finns minst ett ¢ € [0,1] sddan att g(c) = 0, v.s.v.



