Dugga 4 : Lésningar

Jag ska ge fullstindiga losningar till den GULA versionen. Eftersom det &r
likadana uppgifter i den BLAA versionen sa ges bara svaren till dem i slutet.

1 (a) Detta dr FALSKT. Definitionsmingden till f~! sammanfallar med
virdeméngden till f. Ett exempel pa en injektiv funktion som &r definierad
pa hela R och vars virdemingd inte dr hela R dr f(z) = tanh(z). Da &r

V(f)=(-L1).

(b) Detta &r SANT. Enligt Rolles sats finns det en kritisk punkt nagon-
stans i det 6ppna intervallet (0,1) och en till i det 6ppna intervallet (1,2).

(c) Detta ar SANT. Att log, 10 < logy 10 medfor att b < a, som i sin
tur medfor att log, b < 1.

(d) Detta d&r FALSKT. Kom ihag att

1
—(tan"lz) = ——.
dm( an” ) 52
Déarfor géller enligt kedjeregeln att
d 1 2 1
—(t 2r) = = .
d:E( an " 2z) 1+ (22)2 14222

2 (a) Metod 1 : Utnyttja ett standard grénsvirde.

Grinsvirdet som skall utnyttjas (kolla foreldsningsanteckningarna, for det
star tragiskt nog inte i boken !) &r

=1. (1)

Notera att (1) bevisas genom att inse att VL &r sjdlva definitionen av de-

rivatan till ! i ¢ = 0, och eftersom 4 (e!) = e’ sa #r derivatan lika med

dt
el = 1.
Nu tillbaka till uppgiften. Skriv om det givna uttrycket sa hér :

2:(:_1_ 2w_1 2:6_1 2:5_1
e Q—z) (e )tz _e +1:2(e )+1.
T T T 2

Dérfor giller att

2r 1— 2w_1
1imu=1+2(1ime )

z—0 T z—0 2

1



Men det sista g.v. dr lika med 1, enligt (1) (tag t = 2z). Sa svaret dr
14+2.1=3.

Metod 2 : L’Hopitals regel.

OBs! Detta &r lite av en ‘fusk’ naturligtvis eftersom vi har inte gatt ige-
nom varfér denna regel fungerar, men den ger ett vildigt smidigt sétt att
16sa uppgifter som denna.

Notera att bade tiljaren och ndmnaren gar mot noll. Darfor kan I.’Hopitals
regel tilldmpas och vi far att

e —(1l-xz) . A -(1-z)] | 241 241 2-141
Iim ————= = lim 7 = = =
z—0 x z—0 —[.’L‘] z—0 1 1 1

3.

(b) Forst, till vinster har vi att
log, (2x + 1) + logy(z — 1) = logy[(2z + 1)(z — 1)] = log, (22> — z — 1).
Till héger har vi att

_loggz  logyx

— 547 _ =21 = log, 2°.
log 2 1/2 084 T = 1061 T

log, x

Sa ekvationen forvandlas till
log,(22% — z — 1) = log, 22,

som maste innebira att 222 —z—1 = 2, dirmed att 22—z —1 = 0. Rétterna
till denna kvadratiska ekvation &r

1++5

r = .

2

Den negativa roten dr en falsk losning ty di ir t.ex. logy x odefinierad. Sa
svaret dr z = (1 +/5).

ANMARKNING : Talet %(1 + /5) kallas for det gyllene snittet. Kolla Wi-
kipedia.

3. Lat A,B,C,D,.E vara foljande punkter :

A = ljusstolpens topp (dvs sjilva ljuset),



B = ljusstolpens bas,

C = mannens ‘topp’,

D = mannens ‘bas’,

E = spetsen pa mannens skugga.

Punkterna A och B é&r fixerade, medan att C,D,E ror sig d4 mannen gar
mot ljuset. Lingderna |[AB| = 6, |CD| = 2 &r ocksa fixerade. Kalla ling-
den |BD| f6r z och lingden |AE| for s. Dessa lingder minskar medan att
mannen gar mot ljuset. Likformighet medfor att

|[ED| |CD| 2 1

|EB| ~ |[AB| 6 3’

som leder till att |[EB| = %:1: Pythagoras ger da att

3 \2
|EA? = |EB]? + |AB|* = s* = (533) + 62. (2)
Vi dr intresserade av tidsderivaten av s. Om vi deriverar ekvation (2) implicit
m.a.p. tiden ¢ sa hérleder vi att
ds 9 dz
28— = —x—. 3
Yat 2" at 8)
Det &r givet att dz/dt = —3 hela tiden och vi dr intresserade av den tidpunkt
d3 z = 2. Enligt (2) &r i samma 6gonblick s = v/3%2 + 62 = v/45 = 3v/5. Om
vi nu sétter allting in i (3) sa far vi att i detta 6gonblick,

ds 9
2. 2 =29 (=
(BVE) = =52 (-3),
som leder till att ds/dt = —9/2\/5.
SVAR : Lingden av strickan fran ljuset till skuggans spets minskar i
9/2+/5 m/s i det 6gonblick d4 mannen #r 2m fran stolpen.

Losningar till den blaa versionen

1. Falskt, sant, falskt, sant.
2 (a) 4.

—14+v5
(b) %f



