MATEMATIK Hjilpmedel: Inga, ej heller riknedosa
Chalmers tekniska hogskola Datum: 110113 kl. 08.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Ragnar Freij, 0703-088304

TMV 140 Linjar algebra Z

Tentan rdttas och bedéoms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlam-
nade papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkint pa tentan krdvs 25 podng pa tentamens forsta del (godkéntdelen) Bonuspodng fran duggor 2010
riknas med, men maximal poidng pa denna del dr 32. For godkiant pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara
godként.

For betyg 4 eller 5 krivs dessutom 33 resp. 42 poing sammanlagt pa tentamens tva delar.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida 24/8. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.

Granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad péa vilket losningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med 6vriga losningar.

2. (a) Diagonalisera matrisen A = [ 8 g }

-10 -7
(b) Bestdam, med hjélp av resultatet i (a), 16sningen till foljande system av differential-
ekvationer
|

3. (a) Forklara vad som menas med att séiga att matrismultiplikation &r associativ.
(b) Ilustrera med ett exempel att matrismultiplikation inte &r kommutativ.

(¢) Los matrisekvationen
(AxX + B! = xTc,

dér
1 2 1 1 11
a=[5 1] e=lo 1] =[]

4. Lat a € R och betrakta foljande tre vektorer i R3 :

1 2 1
V] = 2 , Vo = -1 , V3 = 0
1 3 a

(a) Bestdm virdet pa a som gor vektorerna vy, ve, vs linjért beroende.

(b) Lat nu @ = 1 och 1at B vara basen fér R? bestdende av vi,vs och v3. Bestim
koordinatvektorn [w]g daw =13 11 0 ]T.



Del 2: Overbetygsdelen

I allménhet kan inte podng pa dessa uppgifter riknas in for att na godkéantgransen. Normalt krivs for podng pa
uppgift att man redovisat en fullstindig losningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till

malet.

5. (a) Lat V och W vara vektorrum och 7' : V. — W en avbildning. Definiera vad som
menas med

i. Kdrnan K(T') och vdrdemdngden R(T) till T
ii. att T" ar en linjdr avbildning.

(b) Lat Py vara vektorrummet av alla polynom av grad hogst 2 med reella koefficienter.
Lat T : Py — Py vara den linjéra avbildning som ges av

Tlp()] = (t* +t +1)p"(t) — (1 +2)p'(t) + 2p(t).

Ange baser for de tre underrummen K(T'), R(T) och K(T)* i Py. (OBs! Fér det
tredje, identifiera P med R® pa det vanliga sittet).

6. Lat T : R? — R3 vara den linjira avbildning som geometrlskt motsvarar en 45-graders
‘moturs’ rotation kring en axel genom origo och i riktningen i + j — 2k.

Bestédm T:s matris i standardbas pa formen PM PT (OBs! Du behéver inte
multiplicera ut).

Bestdm ocksa T(v) dav=[1 1 -2 ]T.
7. (a) Definiera begreppet : A dr en ortogonalmatris.
(b) Bevisa att om A &r en n x n ortogonalmatris, sa dr ||Ax|| = ||x|| fér varje x € R".

(c) Bevisa att om A € R &r ett egenvérde till en ortogonalmatris A, sa &r || = 1.

Lycka till!
Peter H

(6p)



Anonym kod

TMV140 Linjar algebra Z 110113

sid.nummer

1

Podng

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats

(endast 1sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Lat
11 2 2 5 6
A=|21 1|, B=|o0 3 7
1 31 0 0 4

Berékna det(AB).
Lo6sning:

722 1

(b) Bestdm inversen till matrisen

b

Il
[
S = DN
N = =

Losning:

1 2= 1

(c) Bestdm baser for kolonnrummet och nollrummet till matrisen

1 1 2 1
-1 4 -5
A= 2 -1 1 4
4 1 5 6
Lo6sning:
S PN

(3p)

(2p)

(3p)

VAND!



(d) Bestim en ON-bas for planet i R® som spinns upp av v; = [ -2 1 2 ]T och
T
vo=[-1 2 7]".

Lo6sning:

1 22 Y S

(e) Bestdm minstakvadratlosningen till Ax = b da

Lo6sning:

(3p)

(3p)



1.

(a)

(b)

Loésningar TMV 140, Linjiar Algebra Z, 110113

Forst notera att det(AB) = (det A)(det B). Eftersom matrisen B &r triangulir sa ér
dess determinant lika med produkten av talen lings diagonalen, dvs det(B) = 2-3-4 =
24. For matrisen A utfor vi radoperationerna

Ry — Ry — 2Ry, R3w R3— R;, R3+— R3+ 2Ry,

och dirmed forvandlar den till triangulédrformen

1 1 2
0 -1 -3
0o 0 =7

Detta innebir att det(A) = 1-(—1)-(=7) = 7. Slutligen har vi det(AB) = 7-24 = 168.

Vi stiiller upp den utékade matrisen [A|I3] och forvandlar den till [I|A™1] genom att
utfora foljande sekvens av radoperationer :

Ry — Ry — Ry, R3w— R3— Ry, R3+— R3— 2Ry,
R1P—>R1+2R2, R1|—>R1—R3, R2|—>—R2.

Man kan bekréfta att detta ger

Da man utfér radoperationerna

Ro— Ro+ Ry, R3+— R3—2Ry, R4— R4—4R;,
1
Ry — 532, R3— R3+ Ry, R4+ R4+ Ro,

sa forvandlas matrisen till trappstegsformen

-2

o O o

o O W

O O W
[an}

0

Pivoterna ligger i de tva forsta kolonnerna och motsvarande kolonner i A spénner
upp dess kolonnrum. Alltsa

Col(A)=Span{[1 —1 2 4]",[1 5 —1 1]"}.

For att hitta en bas till nollrummet maste vi fortsitta och 1osa ekvationen Ux = 0,

dar x = [ T| To X3 T4 ]T. Variablerna xz och x4 dr fria och bakatsubstitution
leder till

5 2
T = —T3— §$4, T = —23+ §x4.

En godtycklig vektor i nollrummet ges dérmed av

T -1 —5/3

T2 o —1 2/3

€T3 =3 1 +x4 0 ’
Ty 0 1

som i sin tur medfor att

Nul(A) = Span{[ =1 —1 1 0] ,[=5/3 2/3 0 1]"}.



(d) Vi forst ortogonaliserar basen genom att byta ut vy mot

3

’ V9 V7 18
v2:v2—< >V1:V2—<—>V1:V2—2V1: 0
Vi-Vy 9 3

Vi normaliserar och producerar ON-basen {u,us} dér

Vi 1 —2
we=——=-| 1 |,
Vil 3
A 1 (1)
U = = —
VI V2

2 1
ATa—[23 1] |5 o] [1 3]
10 8 9

Nast har vi

Slutligen,

2. (a) Vi forst berdknar

det(A—/\Ig):‘ 8__1(? _75_A ‘:(8—/\)(—7—)\)+50:)\2—)\—6:(A+2)(>\—3),
som innebér att egenvéirdena dr A\; = —2 och Ay = 3.

A = —2:Vihar A+ 2, = [_1100 _55] — [3 (1)] sa vi = _12 4r en egen-
vektor.

A = 3:Vihar A —3I3 = [—Eﬁ)lO _510} — [(1) [1)} sa Vo = _11 Ar en egen-

vektor.

Dirmed har vi diagonaliseringen A = PDP~! dir

r=[ L L] o= 0]

(b) Losningen ges av

e P B I e I R ey



3. (a) Associativitet betyder att (AB)C = A(BC) nér som helst alla produkterna &r defini-
erade.

(b) Det finns alla mojliga exempel i virlden, men hér dr ett : tag A = [ (1) 1 ], B =
(1) 8].Dégéllera‘ct AB = [ L0 ] medan att BA = [ L1 }

00 00

(c) Forst kan vi transponera i bada leden och erhaller
AX +B=XTo)' =c"x =cXx, tycT =cC.

Detta medfor att B = CX — AX = (C — A)X sa, under forutséttningen att C' — A &r
inverterbar, har vi féljande formel for 16sningen :

X=(C-A"B.

Nu raknar vi. Forst

Dérmed é&r
_1fo 1]t 1] [0 -1/2
X__§[2 OHO 1]_[—1 —1}

4. (a) Vi stéller upp vektorerna i en matris

1 2 1
2 -1 0
1 3 a

Radoperationerna
RQHRQ—QRl, R3|—>R3—R1, R3|—>5R3+R2

forvandlar denna till trappstegsformen

1 2 1
0 -5 =2
0 0 bda—-7

De ursprungliga tre vektorerna &r dérmed linjidrt beroende om och endast om 5a — 7 =
0=a="7/5.

(b) Vihar [wlg=[a b ¢ ]T dér

1 2 1 a 3
2 -1 0 =11
1 3 1 0



Samma tre radoperationer som ovan férvandlar denna till trappstegsformen

1 2 1 3
0 -5 =2 5
0 0 -2]-10

Via bakatsubstitution hérleder vi att ¢ =5, b= -3, a = 4.
Diirmed &r [w]s = [ 4 -3 5] .

(@)L KT)={veV :T(w)=0w}och R(T)={weW:3veVsa T(v)=w}.

ii. T ségs vara linjdr om, for alla v1,v9 € V och alla ¢y, cy € R géller
T(civ1 + cove) = 1T (v1) + 2T (v2).
(b) Vi kan rikna m.a.p. standardbasen {1,t,t?} for Py. Man kan kontrollera att
T(1)=2, T(t)=-1, T{t* =2
Déarmed ser man direkt att
R(T) = Span{1}, K(T) = Span{l +2t,1 —t*}.

Rummet K (T)* spinns upp av ett polynom a + bt + ct? som satisfierar

12 0]y _Jo
1 0 -1 1o
c
Man kontrollerar latt att l6sningsrummet spanns upp av [ -2 1 =2 ], som medfor att
K(T)* = Span{—2 + ¢ — 2t?}.

. Foljer man metoden i MATLAB 4 sa far man

1/v2 1/V/3 1/V6 1/vV/2 —1/vV2 0
P=| -1/vV2 1/V/3 1/V6 |, M=|1/V2 1/V/2 0
0 1/vV3 —2/V6 0 0 1

Eftersom vektorn v ligger ldngs rotationsaxeln sa géller att T'(v) = v.
. (a) En n x n matris A sigs vara en ortogonalmatris om AT A = I,,.
(b)
|Ax|]? = (Ax)T(Ax) = (xTAT)(Ax) = xT (AT A)x = xT I, x = xTx = ||x||*.

(c) Lat A vara ett egenvirde till en n x n ortogonalmatris A. Da finns det en nollskild
vektor x € R"” s.a. Ax = Ax. Men fran (b) har vi da att

[Ix[| = [1Ax[] = []Ax[[ = [All[x]],

och eftersom ||x|| # 0 sa maste |A| = 1.



