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ALGEBRAISK TALTEORI

KOMPLETTERINGAR TILL KURSBOKEN

1. Algebraiska talkroppar

Lat K C L vara kroppar och lat a € L. Man betecknar med K[a] den minsta delring till
L som innehaller K och a. KJa] bestar av alla polynomuttryck:

ap+ ara+ - -+ a,a", dar ag,aq,...a, € K och r > 0.

Ett element o € L kallas algebraiskt over K om « ar ett nollstalle till ett polynom
p(X) € K[X] som inte &r nollpolynomet. Med minimalpolynomet for @ 6ver K menar
man ett sadant polynom av minsta méjliga grad med hogsta koefficienten 1. Man ser direkt
att minimalpolynomet ar entydigt, ty om bade p och p’ &r minimalpolynom och p # p’ sa
ar p(a) — p'(a) = 0 och graden av p — p’ &r mindre &n graden av p (och p’). Detta strider
mot valet av p sa att p = p'.

Exempel. (a) o = i ar algebraiskt 6ver Q ty p(i) = 0, dar p(X) = X2 + 1.

(b) a = /2 #r algebraiskt 6ver Q ty p(v/2) = 0, dir p(X) = X3 — 2.

(c) o = v/2+i dr algebraiskt over Q ty a? = 142iv/2 ger (a? —1)? = —8, dvs « satisfierar
ekvationen p(X) = 0, dar p(X) = X* — 2X? 4+ 0.

(d) a =1 ar algebraiskt 6ver R ty p(i) = 0, dar p(X) = X2 + 1. O

Ett element o € L som inte ar algebraiskt kallas transcendent. Om K = ) och « ar ett
komplext tal sa sdger man kort att « ar algebraiskt eller transcendent (utan att behéva
tillagga ”over Q)

Det &r inte sa latt att ge exempel pa transcendenta tal. C. Hermite bevisade ar 1873
att talet e ar transcendent, och C.L.F. Lindemann visade 19 ar senare att talet 7 &r
transcendent. Detta betyder att varken e eller 7 satisfierar nagon polynomekvation p(X) =
0 med rationella koefficienter som inte alla ar lika med 0.



Hur kan man hitta minimalpolynomet for ett algebraiskt element o € L 6ver K 7 Svaret
ger foljande sats:

(1.1) Sats. Lat o € L D K vara ett algebraiskt element dver K. Da gdller:

(a) Minimalpolynomet p(x) for o over K dar irreducibelt och det dr en delare till varje
polynom f € K[X] som har a som sitt nollstdlle,

(b) Om q € K[X] dr ett irreducibelt polynom med hégsta koefficienten 1 och q(a) = 0 sa

ar q minimalpolynomet for a.

Bevis. (a) Om p = pyp,, dér grad(p;) <grad(p) och grad(ps) < grad(p) sa ger p(a) = 0
att pi(a) = 0 eller po(a) = 0, vilket strider mot valet av p som ett polynom av minsta
mojliga grad med « som ett nollstélle.

Lat f(a) = 0. Man har f(X) = p(X)q(X) +r(X), dér grad(r) < grad(p) eller r = 0. Men
dven r(a) = 0 sa att r maste vara nollpolynomet enligt definitionen av p, dvs p|f.

(b) Enligt (a) &r p en delare till g. Men ¢ ar irreducibelt sa att ¢ = cp, dér ¢ ar en konstant.
Denna konstant maste vara lika med 1, ty bade p och ¢ har hogsta koefficienten 1. O

Exempel. (a) Minimalpolynomet for o = i 6ver Q (eller R) ar p(X) = X? + 1, ty detta
polynom &r irreducibelt 6ver QQ (eller R) och p(i) = 0.

(b) Minimalpolynomet for a@ = v/2 6ver Q ér p(X) = X° — 2, ty detta polynom ir
irreducibelt 6ver Q (t ex enligt Eisensteins kriterium) och p(v/2) = 0. O

Det ar mycket ldtt att beskriva ringen K|a] om man kénner graden av minimalpolynomet
for a 6ver K. Var néasta sats ger en sadan beskrivning:

(1.2) Sats. Lat a« € L O K och lat p(X) € K[X] vara minimalpolynomet for o éver K.
Lat grad(p) =n. Da dr:

(b) Kla] dr en kropp och varje element i denna kropp kan skrivas entydigt pa formen

-1 .
ag+ ara + - - - a,_1a", dar ag,aq,...a,-1 € K.



Bevis. Betrakta ringhomomorfismen

¢ : K[X] — Kla],

dér ¢(f(X)) = f(«). Man har

Ker¢ = {f € K[X]: ¢(f) = f(a) = 0} = (p(X)),

ty varje polynom som har « som sitt nollstille &r en multipel av p(X) enligt (b) i var
forra sats. Det ar klart att bilden av ¢ &r hela ringen K[a]. Enligt Huvudsatsen om
ringhomomorfismer &r K[ X|/(p(X)) = K[a]. Vi vet att varje sidoklass 1 K[X]/(p(X)) kan
representeras av exakt ett polynom

a0+a1X+ —f-an_an_l, a; € K,

sa att varje element i K[a] kan skrivas entydigt som bilden

—1
ag+ ara+ - a,_1a" 1 a; € K,

av ett sadant polynom. Slutligen konstaterar vi att K [a] ar en kropp déarfor att polynomet
p(X) ar irreducibelt (K[X]/(p(X)) ar en kropp da och endast da p(z) ar irreducibelt). O

Rent allméant kan man betrakta varje kropp L O K som ett vektorrum 6ver K. Om det
finns element oy, s, ..., € L sadana att varje element = i L kan skrivas entydigt som
linjarkombination av dessa element:

T =a101 + a0 + - - -+ apQy,

dar a; € K, sa sidger man att aq,as,...qa, € L bildar en bas for L 6ver K och att L
har dimensionen n 6ver K. Man skriver da [L : K| = n. Observera att satsen séger att
1,a,...,a" ! bildar en bas for K[a] som vektorrum éver K. Dimensionen av detta rum
ar saledes lika med grad(p) = n, dvs [K[a] : K| =n.



Exempel. (a) Lat o = v/2. Da dr minimalpolynomet p(X) = 22 — 2. Kroppen Q[v/2]
bestar enligt satsen av alla tal a + by/2, dér a,b € Q. 1,/2 ér en bas for Q[v/2] Gver Q.
Vi har [Q[v2] : Q] = 2.

(b) Lat a = /2. Da ar minimalpolynomet p(X) = X? — 2. Kroppen Q[+v/2] bestar enligt

satsen av alla tal a + b3v/2 + cv/4, dir a,b,c € Q. 1,v/2,v/4 ar en bas for Q[v/2] 6ver Q.
Vi har [Q[v/2] : Q] = 3. O

Med K(a) betecknar man den minsta delkropp till L som innehaller K och «. Eftersom
K|a] ér en kropp da « ar algebraiskt over K, sa ar K[a] = K(«).

Exempel. Lat K = Q(v/2) och lat o = i. Minimalpolynomet for o éver K ér p(X) =
X? + 1 ty detta polynom é&r irreducibelt i K och p(i) = 0. Enligt den sista satsen bestar

K(i) av alla tal z +yi, dir 2,5 € K. Men o = a+by/2 och y = ¢+ dv/2, diir a,b,c,d € Q.
Alltsa kan varje element i K (i) skrivas entydigt pa formen:

a+bV2+ci+ div2, dir a,b,c,d € Q.
Kroppen K (i) = Q(v/2)(i) betecknas kortare som Q(v/2,1). O
Néasta sats visar att varje andlig algebraisk utvidgning ar enkel.

(1.3) Sats. Lat L = K(aq,as,...q,) vara en talkropp. Da existerar 0 € L sa att L =
K() .

Bevis. Det ricker om vi visar att om L = K(a, 3) sa L = K () for ett lampligt 0 € L.
Lat f och g vara minimalpolynomen for o och g 6ver K och lat

) = (t=o)...(t = o),
g(t) = @t =01)..(t = Bm),

dar a; = «, f1 = 3. Valj ¢ € K sa att
a; + cff; # o1 + cfh
for alla (7,7) # (1,1). Existensen av ¢ foljer ur det faktum att

a; +af; = o1+

1Se sats 2.2 1 boken



géller for ett dndligt antal x € K (hogst mn “daliga” x). Definiera:
0=a+cp

Vi har K(0) C K(«a, ). Vi vill visa att K(«, ) C K(0). Det ricker om vi visar att
B e K(0)ty da o =6 — cf € K(0). Betrakta polynomen:

f(@—ct) och g(t).

Dessa polynom har koefficienter i K () och de har ett gemensamt nollstélle 5 ty

f(0—cB)=f(a)=0 och g(B)=0.

De har inte nagra andra gemensamma nollstéllen ty om f(6 — ¢f3;) = 0 for nagot j sa ar
0 — cB; = o for ett . Altsa ar a; + ¢f8; = 0 = o+ cf3 vilket intréffar endast for i = j = 1.
Detta visar att

SGD(f(0 —ct), g(t)) =t — 03

Men SGD av tva polynom med koefficienter i K(6) ar ett polynom med koefficienter i
K(0) sa att g € K(6). O

(1.4) Sats. Lat K = Q(6) vara en talkropp av grad n éver Q. Da existerar exakt n olika
inbdddningar (= monomorfismer)

o, K—-C,i=1,2,...,n.

Elementen o;(0) = 0; dar alla nollstdllen till minimalpolynomet for 6 dver Q.

Bevis. Lat p vara minimalpolynomet fér 8 over Q och lat 8, = 6, 05,...,6, vara alla
nollstéllen till p (det finns exakt n nollstillen ty [K : Q] = n). Fran GRK eller AS? vet

man att QIX]
Q() = :
(p(X))
for varje nollstélle @ till p(X) varvid en isomorfism &r definierad sa att (p(x)) + r(X) gar

pa r(0) (i synnerhet gar (p(X)) + X pa #). Om man tar ett godtyckligt nollstélle 6; far
man alltsa en isomorfism:

o;: Q(0) — Q(0:;) CC

Om o ér en monomorfism sa ar o(p(#)) = p(a(6)) = 0 ty p(f) = 0. Alltsa ar o(0) = 0; for
nagot ¢. Detta visar att 0 = 0, sa att o; ar alla monomorfismer. O

2GRK= Grupper, ringar och kroppar, AS= Algebraiska strukturer



(1.5) Sats. Lat K = Q(0) ha grad n éver Q och lat o € K ha grad m éver Q. Da gdller:

(a) Karakteristiska polynomet 3 for a i K dr en potens av minimalpolynomet for a éver

Q.

(b) Om o; : K — C dr alla inbiddningar av K 1 C,1 = 1,2,...,n, sa dr o;(a) alla
nollstdllen till minimalpolynomet for o over Q och varje sadant nollstdlle forekommer ™
ganger i sekvensen o1(a), ..., o,().

(¢) a € Q da och endast da o1(a) = ... =o0,(a) = .

(d) Q(0) = Q(a) dd och endast dd alla o1(cx),. .., on(c) dr olika *.

Bevis. (a) Lat f(t) = [[I_,(t — 0;(«)) vara karakteristiska polynomet for o. Lat p(t) vara

minimalpolynomet for «. Vi har

for ett r > 0 och g(t) relativt primt med p(t). Detta foljer ur det faktum att f(«a) =0 sa
att p|f (och entydigheten av faktoruppdelningen i Q[t]). Vi vill visa att g(¢) dr konstant.
Om det inte ar fallet sa g(o;(a)) = 0 f6r nagot i. Men p(o;(a)) = 0 ty o;(p(a)) = p(o;())
och p(a) = 0. Alltsa har g och p ett gemensamt nollstélle sa att p|g — en motségelse. Detta
visar att f(t) = p"(f) ty g(¢) har hogsta koefficienten 1 (“moniskt”).

(b) Likheten f(t) = p"(t) visar att n = m - r och varje nollstélle till p férekommer r = *
ganger bland nollstéllena till f(t).

(c)aeQ=o0(a)=...=0u(a) =a. Omoi(a) =... = o,(a) = o sa &r graden av p
lika med 1 ty alla nollstéllen till p &r olika (se Corollary 1.3 i kursboken). Alltsa o € Q.

(d) Q) = Q(a) ger [Q(a) : Q] = n sa att o1(),...,on() &r olika. Om oy(),. .., 0,(a)
ar olika sa ar graden av p lika med n (ty » = 1). Alltsa ar [Q(«) : Q] =n. Ur Q C Q(«a) C
Q(0) foljer da att [Q(A) : Q(a)] =1 dvs Q(0) = Q(«). O

3karakteristiskt polynom=field polynomial
4Se Thm. 2.5 i kursboken.



2. Ringutvidgningar och algebraiska heltal

(2.1) Definition. Lat R C S vara en ringutvidgning. Man séger att a € S &r helt dver
R om
Q"+ a, 0"+ Faa+ay =0,

dir a; € R dvs « uppfyller en polynomekvation med koefficienter i R och med hogsta
koefficienten 1. Om R = Z och S = C sa sdger man att « ar ett algebraiskt heltal.

Exempel. o = /2 ér ett algebraiskt heltal ty p(v/2) = 0 déir p(X) = X2 —2. P4 liknande
sitt visas att t ex v/2, i, V2 4+ /3 ér algebraiska heltal. O

(2.2) Definition. Lat a € S. Med R[a] betecknas den minsta delring till S som innehaller
bade R och a.

Man ser utan storre svarigheter att

R[] = {ag + a1a + asa + ... +ana” 1 a; € R, N > 0}.

Exempel. Z[v2] = {a +bV?2, a,b € Z}, ty (v/2)" ar antingen ett heltal eller ett heltalig
multipel av v/2. P4 liknande sétt dr Z[v/2] = {a +bv/2+cV/4, a,b, c € Z} dérfor att (+/2)"
ar ett heltal eller en heltalig multipel av /2 eller en heltalig multipel av /4. O

(2.3) Definition. Man sédger att S ar en andlig utvidgning av R om det finns element
vy, ...,0, € 9 sadana att varje z € S kan skrivas pa formen:

T = a1V + AVs + ... + ApUp,

dar a; € R. Om en sadan framstallning ar entydig sager man att vy, vs, ..., v, bildar en
bas for S 6ver R. Annars sdger man att vy, ..., v, genererar S 6ver R.

Exempel. (a) Z[i] D Z ar dndlig ty v; = 1, v9 = i ger en bas: = € Z[i] kan skrivas entydigt
pa formen = = a + bi.

(b) Z[/2] D Z &r andlig ty v1 = 1, va = v/2, v3 = V/4 ger en bas: varje element € Z[V/2]
kan skrivas entydigt pa formen @ = a4 by/2 4 /4. Entydigheten foljer ur satsen om enkla
kroppsutvidgningar (se (1.2)). O

Vart narmaste syfte ar ett bevis att algebraiska heltal bildar en ring (se sats (2.7)).
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(2.4) Lemma. Om R C S dr dndlig och S C T dr andlig sa ér R C'T dndlig.

Bevis. Lat x € T. Da ar x = squy + ... + Sy, dir s; € S. Men s; = rjjv; + ... + Tiptn,
dar Tij € R. Alltsa ar

m m n m n
v= swi= (D rgv)ui=) ) riui
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1
Detta visar att S C T' ar andlig ty w;v; generar 1" 6ver S. O

(2.5) Lemma. Ett komplext tal o dr helt dver en talring R da och endast da o € S, ddr
S dar en andlig utvidgning av R.

Bevis. “=” Om a" +a, 10" ' +... +aja+ag = 0 dér a; € R, sa ar R[a] = S en andlig
utvidgning av R ty

Q" =—ay—ao—...—ap1a" '€ R+Ra+...+ Ra™!
sa att a” ar en linjar kombination av 1, o, ..., a" !, Detta ger att varje potens a”, N > n,
ar en linjar kombinaiton av 1,a,...,a" !. Man far detta pastaende med induktion: Om

oV € R+ Ra+ ...+ Ra™ ! s& har vi oV = a-a¥ € Ra+ Ra®? + ... + Ra™ C
R+Ra+...+Ra"ttya" € R+ Ra+ ...+ Ra™ L.

“<” Lat « € S = Rv; + ...+ Rv,. Da har vi:

av] = a11v1 + ... + a1V,
Uy = A91V1 + ...+ Q9,V,

Detta ger:
(CLH — Oz)?]l + a9 + ...+ A1pnUp = 0
a101 + (a2 — @)vg + ... + ag,v, =0
A1V + Apove + . ..+ (Apy — @)U, =
Ekvationssystemet &r homogent och har en icke-trivial 16sning (vy,...,v,). Alltsa maste

dess determinant vara lika med 0 dvs

a1 — & ai12 e Q1n
a921 a9 — (X ... a9 _
det " =(-1D)"a"+ A, 10" T+ ...+ Ay =0,
QAn1 An2 oo App — &



dar A; € R. Alltsa ar « ett algebraiskt heltal. O

Som en viktig konsekvens av forsta delen i beviset har vi foljande egenskap:

(2.6) Foljdsats. Om « ar helt éver R sa dr Rla] dndlig éver R.

(2.7) Sats. Algebraiska heltal bildar en ring.

Bevis. Lat «a, 8 vara algebraiska heltal och betrakta ringutvidgningar
7 C Zla] € Z]a, f]
Utvidgningarna 7Z C Z[a] och Z[a] C Z|a, 8] ar éndliga darfor att a och 3 ar algebraiska

heltal. Enligt Lemma (2.4) &r utvidgningen Z C Z[«, f] dndlig. Men o £ 3, a8 € Z[a, ]
sa att dessa tal ar hela enligt (2.5) (med R = Z]a, f]). 0

(2.8) Sats. Om 0 dr ett komplext nollstdlle till ett polynom p(x) = X™ + a1 X" +
..+ a1x + «ap, dar «; ar algebraiska heltal sa dr 0 ett algebraiskt heltal.

Bevis. Betrakta ringutvidgningarna:
Z C Za) C Zag, 1] C ... CZ[ov, 00, ..oy an1] C Zlag, a1y .oy 1, 0]
Enligt Lemma (2.4) ar utvidgningen Z C Z[ag, a1, . . ., p—1, 0] dndlig. Men
0 € Zlag, a1, .., 1, 0]

sa att 0 dr ett algebraiskt heltal enligt (2.5). O



3. Hur bestammer man en helbas ?
Detta avsnitt handlar om algoritmer med vars hjalp man kan berdkna en helbas for en
algebraisk talkropp. Lat Ok beteckna heltalen och Ag diskriminanten av talkroppen K.

Om R &r en delring till O sa betecknar |Of/R)| eller [Ok : R] ordningen av gruppen
Ok/R.

(3.1) Sats. Lat R = Zoy + ... + Za,, vara en delring till Og. Da dr Aloy, ... o] =
|0k /RI?Ak ®.

Bevis. Lat Ok = Zey+. ..+ Ze,, dar ey, ..., e, ar en helbas for K och lat a; = > a;5¢;. Da
ar Alag, . .., a,,] = (detlay])*-Aley, . .., e,). Men | det[a;;]| = antalet element i kvotgruppen
Ok /R och Aley, ... e,] = Ak. 0

(3.2) Proposition. Lat p||Ok/R|, dir R = Zay + ...+ Zoy,. Da existerar ett heltal
1
oz:;(Aloq—l—...—F)\nan) #0

dir N\ €Z och0 <\, <p—1F65.

Bevis. p ar en delare till ordningen av den abelska gruppen O /R. Alltsa finns i denna
grupp ett element av ordningen p dvs ag + R # R och pag + R = R dvs pag € R. Detta
betyder att ap ¢ R och

pay = a1 + ...+ apay,,  a; € 7.

Lat a; = pg; + A\ dér 0 < A\, < p— 1. Da ar p(ag — >, Giovi) = Yo M. Lat
a=ag— Y qao,;. «éar ett heltal och

1
a=—(Aag + ... ).
p

Samtidigt ar o # 0 ty ananrs ag = »_ ¢;o; € R — en motségelse. a

Hur tillampas dessa resultat?

se Thm. 2.19 i kursboken.
Sse Prop. 2.20 i kursboken
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Metod 1

(1) V&lj R som troligen ér Ok.

(2) Valj alla p som kan dividera [Ok : R] — de finns bland p med p?|Alay, ..., o).
(3) Visa att ;1)()\1041 + ...+ Apay) # 0 inte finns.

Alltsa p 1 [Ok : R]. Om det géller for varje p sa ar [Ok : R] = 1 dvs O = R.
Metod 2

(1) och (2) som ovan

(3) Visa att om o € Ok och pa € R sa o € R.

Detta visar att « ur (3.2) inte kan existera ty om « existerar, sa medfor pa € R att o € R,
vilket ger en motsédgelse om nagot A\; # 0. Alltsa géller (3) i Metod 1.

Ett misslyckande i (3) sdger hur man borde justera R. Da upprepar man proceduren tills
man far R = Ok.

Bra exempel finns i kursboken.
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4. Fria abelska grupper

Vi vet redan att heltalen R i en algebraisk talkropp har en entydig framstallning:

(%) aie1 + azes + - + ayé,,

dar ey, eq,...,e, € R bildar en bas for R 6ver Z och aq,as, ...,a, € Z. R med addition ar
darmed ett exempel pa en abelsk grupp med &ndlig bas eller, som man siger, en andligt
genererad fri abelsk grupp. Rent allmént siger man att en abelsk grupp G har en
andlig bas (dvs ar fri och dndligt genererad) om det finns element e, e, ...,e, € G
sadana att varje element i G har framstéllning (x). I detta avsnitt visar vi en grundlaggande
sats om sadana grupper.

(4.1) Sats. (a) Om G dr en abelsk grupp med en dndlig bas éver Z och H dr en delgrupp
till G sa har dven H en andlig bas over Z. Antalet element i baser for H dr hogst lika med
antalet element i baser for G.

(b) Om det finns m € Z, m > 0 sadant att mG C H, sa finns det en bas ey, ..., e, for G
over Z och naturliga tal a,...,a, sadana att aieq,...,ane, ar en bas for H éver Z. Man
kan vilja a; sa att ai|ay . .. |a,.

(c) |G/H| = aay...a, och om [a;;] dr dvergangsmatrisen fran en godtycklig bas for G till

en godtycklig bas for H sa dr |G/H| = |det[a;;]]|.

Bevis. (a) visas med hjélp av en okomplicerad induktion (se Thm 1.12 i kursboken).

(b) Lat ey, ..., e, vara en godtycklig bas for G. Eftersom mey, mes, ..., me, € H &r linjart
oberoende 6ver Z maste varje bas for H innehalla exakt n element. Lat fi, fo, ..., f, vara
en bas for H.

Da ar

Betrakta matrisen

aj; a2 ... Qin

ao21 Q29 ... AQA9pn
(1)

Ap1 A2 ... QGpp
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Nu vill vi ersatta baserna e, es, ... e, och fi, fo,..., f, med tva andra baser sa att
overgangsmatrisen ar sa enkel som mgajligt. Vi tillater tva typer av basbyten:

e addition av en basvektor multiplicerad med ett heltal till en annan (6vergangsmat-
risen har determinant 1);

e omkastning av tva basvektorer (6vergangsmatrisen har determinant —1).

Mot dessa tva typer av basbyten svarar de elementéara rad- och kolonnoperationerna:

e addition av en rad (eller en kolonn) multiplicerad med ett heltal till en annan rad
(eller kolonn);

e omkastning av tva rader (eller kolonner).

Lat oss vilja bland alla méjliga matriser (1) som kan fas for olika baser for G och H
(dvs med hjilp av de elementéra rad- och kolonnoperationerna) en sadan att a;; > 0
och aq; antar minsta mojliga vardet. Da ar aq; en delare till alla element i forsta raden
och i forsta kolonnen ty annars en elementér rad eller kolonnoperation kan producera ett
element mindre &n a;; och detta element kan véljas som a;; — en motségelse (aj; var det
minsta). Vidare kan man ersitta (1) med en matris med alla element i férsta raden och
i forsta kolonnen lika med 0. Da foljer att aqi|a;; med @ > 1 och j > 1 ty forsta raden
(eller forsta kolonnen) kan adderas till varje annan och dérefter med elementéra rad- eller
kolonnoperationer kan man producera ett element # 0 mindre &n a;; om a; { a;;. Nu kan
vi betrakta matrisen

a1 0 0
0 ag A2n
0 an2 Ann

och avsluta bevis av (b) genom induktion.

(c) Lat G = Zey + ...+ Ze, och H = Zayey + ...+ Zaye,. Betrakta grupphomomorfismen
©: G — 2y X ... X 71, dar

o(rier + ...+ zpen) = ([T1]ays - - -5 [Tnla,)
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Den homomorfismen &r surjektiv och dess karna bestar av xie; + ... + z,e, sadana att
ai|xy, ..., ay|z, dvs Ker ¢ = Zaje; + ... + Zaye, = H. Alltsa ar

G/H 274, X ... %X Zq,
sa att |G/H| =ay...a,.

Nu skall vi relatera |G/H| till det[a;;], dar [a;;] &r Gvergangsmatrisen fran en godtycklig
bas for G till en godtycklig bas for H. Lat f; = ) a;je;, dér ey, ..., e, ér en bas for G och
fi,---, fn en bas for H. Vi vet att med hjalp av elementara rad- och kolonnoperationer
kan [a;;] Overforas pa en diagonalmatris:

aq 0O ... 0
0 Ao ... 0
0 0 an,
Alltsa galler
ai; A2 ... QAip aq 0 ... 0
p a.21 a.gg Ce a?n Q _ 0 as ... 0
Apl Gpo ... Qpn 0O 0 ... a,

dar P och @) ar heltaliga matriser med determinanter +1 som svarar mot sammansattnin-
gen av alla nédvéandiga elementéra rad- och kolonnoperationer (varje elementér rad- och
kolonnoperation betyder multiplikation av [a;;] med en lamplig matris vars determinant &dr
+1). Alltsa &r det|a;;] = £ay ... a,, dvs |G/H| = | det[a;;]|. O
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5. Hela element i cyklotomiska kroppar

Vi borjar med en sats som ofta kan anvandas for att bestamma helbaser i algebraiska
talkroppar. Satsen visas med hjélp av de kunskaper som finns i kapitel 5 (och dérfor
kommer att visas senare). Men man kan med fordel anvinda resultatet redan nu.

(5.1) Sats. Lat R =Z[0] C Ok. Om 0 uppfyller en Eisenstein ekvation
(%) 0" + ap 10"+ a0 +ag=0,n>1,

dar pla,_1, ..., play, plag och p* t ag, si p1|Ok : R.

Bevis. Forst visar vi att det finns ett primideal p sadant att

(p) =p" och (0)=pb, ptb.

Lat p vara ett primideal som dividerar p (dvs (p) = p...). Da séger ekvationen (k) att p
dividerar . Lat

(p) =p"a, pta och (0)=p'b,ptb, k>1,1>1
Vi har:
(0") = p'™ .. (a1 077 = p"H D (a00) = P (ag) = pF

Ekvationen (k) séger nu att In < k + [, ty annars tillhér varje term med undantag av
den sista pF™. Da maste dven aq tillhora p**' — en motsigelse ty k + 1 > k. Altsa ér
I(n — 1) < k < n (den sista olikheten dérfor att N(p) = p™ = N(p)*N(a) = p*N(a)). Om
nul > 2safar vi 2(n — 1) < n sa att n < 2 — en motségelse. Alltsa dr [ = 1 och k = n.
Likheten (p) = p™a ger p" = N(p)"N(a) sa att N(p) = p och N(a) =1 dvs a = R. Detta
visar att (p) = p".

Nu kan vi bevisa satsen. Enligt (3.2) skall man visa att
a €Ok och pa€ R=a€R.
Lat
po =0+ 110+ ...+ 2, 10"
p €poch € p ger att g € p dvs N(p) = plaf sa att p|zg. Lat zo = pxj. Da ér
pla—ah) = 0(zy + 220 + ...+ 2, 10"2).

Nu har vi p*|0(x1 + 220 + ... + 2,10"72) och p? 1 0. Alltsa p"tay + 200 + ... + 2,10".
Men p|d sa att p|z; dvs p|r; med samma argument som for zo. Lat x; = pz}. Da ar

pla—a) — 210) = 0*(zo + 230 + ...+ 2,10"7).
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Har ar p?|(0)? men p® { (0)2. Eftersom p™ dividerar hoger led far vi p"2|xg + 230 + ... +
T, 10"73 vilket ger p|xo osv. Slutligen ér

pa=play +2\0+ ...+ 0"
dvs a =z + 20 +...+ 2, 0" €R. O
Nu visar vi att de algebraiska heltalen i den cyklotomiska kroppen Q((¢), (¥ = 1, { # 1,

bildar ringen Z[(]. Forst foljer vi beviset i kursboken och dérefter visar vi samma sats med
hjélp av (5.1).

(5.2) Sats. Algebraiska heltalen i den cyklotomiska kroppen Q(C), P =1, ¢ # 1, bildar
ringen Z|[C].

Bevis. Lat O beteckna heltalen i Q(¢). Det &r klart att Z[¢] € O. Vi vill visa att om
a € Osaa € Z[C]. Talen 1,(,...,¢P~2 bildar en bas for Q(¢) dver Q sa att

o = a0+a1C+... +ap_2Cp_2

dar a; € Q. Antag att a € 0. Man visar forst att pa; € Z som i kursboken pa sid. 67.
Betrakta nu A = 1 — ¢. Vi har Z[1 — (] = Z[(] sa att vi vill visa att a € Z[A]. Vi har:

pa = pag + pai( + ... + pa,_o(P " =
pag +par(1 —A) + ... +pa, o1 = NP2 =co+eih+ ...+ cp o2

dér ¢; € Z. Vi vill visa nu att p|¢; for alla . Da kan man dela den sista likheten med p,
vilket ger

a=24 A 222 e gy
p p p
Vi skall visa om en stund att p = AP"!¢, dar € ar en enhet i O. Darfor ar

(1) )\pilﬁ&ZCo—l—Cl)\—'—... +Cp,2)\p72

s att A|co, vilket ger N(A) = p|N(co) = &' dvs pleo. Lat ¢ = pcj = W~lec). Likheten
(1) ger da (efter forkortning med A):

(2) N 2eq = NP 7%ech + ¢ + oA+ ...+ cp o NPT,

Den likheten ger A|e; s att N(A\) = p|N(c;) = & dvs pler. Lat ¢ = pdy, = W led).
Likheten (2) ger pa liknande sétt:

NBeqr = NP3 + N 72ec) + o+ s+ ...+ cp o NPTH

om p > 4. Vidare fortsdtter man med enkel induktion. O

Det aterstar att visa:
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(5.3) Lemma. p = N"t¢, dir e ir en enhet.

Bevis. Vi vet att (1 —¢)(1—¢?)...(1 —¢P) = p (se (3.9) sid. 66 i kursboken). Men

1— (=g, dar '

¢

=1

€; ar en enhet ty ¢ = 1+ + ... + ("1 ér ett algebraiskt heltal och
1 1-¢ 1-(¢Y

6 1-¢i 1 =1+ + () +. .+ ()

och A=1-¢(.

€;

ar ett algebraiskt heltal, dér j véljssaattij =1 (mod p). Alltsaérp = A-Aeg-...-Aepmq =
AP~ le € en enhet. O

Nu visar vi samma sats (5.2) med hjélp av (5.1).

Bevis. Vi skall anvéinda Metod 2 pa sid. 11. Forst konstaterar man enkelt (se Thm. 3.6
i kursboken) att
A[17 C? ) Cp_2] = (_1)(p_1)/2pp_2'

Alltsa kan |O/R| eventuellt vara delbar med p. Vi har R = Z[(] = Z[( — 1] och =X\ =(—1
satisfierar ekvationen:

p—,\(x):(:E+1)p_1+-'-+($+1)+1:%.

p_» ar ett Eisensteinpolynom darfor att alla dess koefficienter ar delbara med p med un-
dantag av den hogsta och den lagsta koefficienten ar p. Enligt (5.1) &r inte p en delare till
|O/R| sa att |O/R| =1dvs O = R. 0
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