Explorativ ovning 3

DELBARHET OCH PRIMTAL *
Syftet med detta avsnifir att bekanta sig med delbarhetsegenskaper hos heltalen.

De viktigaste begreppeir

¢ delbarhet och divisionsalgoritmen
e stirsta gemensamma delaren

e Mminsta gemensamma multipeln

e Euklides algoritm

e primtal

e Aritmetikens fundamentalsats

e presentation av heltal i olika baser.

e Diofantiska ekvationer

Detta avsnitt kan betraktas som en kort inledning till talteorin. Eftersom talteorin gedgighmet till
flera mycket intressanta problem, som ofta kan formuleras enkelt och elemanantalebvningar
ganska stort. Flera av des8aningar finns som illustratiordf att visa att talteorin verkligear en
kalla till roliga problem och kan medfdel redan mycket tidigt utnyttjas i skolarbete.

De viktiga uppgifterna (eller de som rekommende&#) — H, K. Bland debvriga, \alj de uppgifter
som Du tycke@r intressanta. \Vaterkommer till talteorin senare i avsnittet om “Restaritmetiker” (som
ofta kallas br “klockaritmetiker™).

*prelimin ar version
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2 Explorativ dvning 3

DELBARHET OCH DIVISIONSALGORITMEN

Med de naturliga talen menar man vanligen

N=1{0,1,2,3,4,...}".

Ordet “naturligt”ar helt Brklarligt eftersom dessa tar direkt relaterade till en av de mest naturliga
manskliga aktiviteter — behovet atikna. De naturliga talen har fascineragamiskor i flera tusen

ar. Ibland har denna fascination en kaéakav magi eller rentav vidskepelse. Man trar glika
mystiska egenskaper hos speciella tal som t ex 7 (“lyckligt”), 13 (“olyckligt”). Pythagoras och hans
elever relaterade allt till talen ocbifdkte forklara omarlden med deras@ip. Talet 1 var grunderf
varlden splv — alla andra tal har sitt ursprung i taletit{1 = 2, 1+ 141 = 3 osv). Det var symbolen

for gudarnas fader Zeus @jtigen Zeus sjlv?). Talet 2 och allagmna tal symboliserade kvinnlighet,
medan talet 3 och alla udda tabste an 3 var symbolendr manlighet. Dessa “egenskaper” har
naturligtvis ingenting med matematik atirg.. Det fanns dock alltid ett rent matematiskt intregse f

de naturliga talen — under flera tus@nhar man observerat och studerat olika samband mellan dessa
tal. SAdana observationer ledde ofta tifkde matematikens utveckling och till mycket intressanta
till ampningar. &t oss @mna ragra exempel:

(3.1) Exempel. (a) Den atvinkliga triangeln med sidorna 3, 4, 5

a=3
har alltid fascinerat @nniskor. Likheten

3 +47 =5

som i detta fall avspeglar den alimna egenskapen hdagvinkliga trianglar, son@r bast kind som
Pythagoras sats, gav upphov tillmga matematiskadgor. Finns det andratvinkliga trianglar med
heltaliga sidor? Finns dehtvinkliga trianglar med heltaliga sidoadana att en katér 1 sbrrean den
andra? (Det finnsandligt manga &dana trianglar t ex en triangel med sidorna 20, 21, 29). Det finns

fIbland kallar man inte 0 som ett naturligt tal — det tog flera tuéseimnan talet O fick sin naturliga plats bland talen. 0
ar ett av heltalen.
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(3.1) 3

faktiskt bocker som beskriver olika typer av Pythagoreiska trianglar (éwankliga trianglar med
heltaliga sidor). Triangeln med sidorna 3,4,5 @amdes av antika geodeté@rfatt nmata @tta vinklar —
man anande en lina med 12 knuttar sonésgles & att man fick triangel med sidorna 3, 4 och % D
fick man &t vinkel mellan sidorna ashgderna 3 och 4.

(b) Som ett annat exempéitloss @mna magiska kvadrater. En av de mesbhwta finns p Albrecht
Durers kopparstick “Melankolien 1"

16| 3| 2| 13

Summan av alla tal i denna kvadranbs varje rad, varje kolonn och varje diagoaaB4. Det finns
manga andra intressanta samband mellan talen i de mindre kvadraterna (begalwilaMpgiska
kvadrater har intresseragémniskor br deras egen skull, men de har azksycket intressanta timpningar
i samband med experimentplaneringen t & man vill testa hur olika sortersaxter odlas under
varierande érhallanden (t ex konstidsel, temperatur, fuktighet osv).0i8k konstruera en magisk
kvadrat med 3 rader och 3 kolonner uppbyggd av talen 1,2,...,9!

(c) Det finns nanga néarkliga samband mellan de naturliga talen. Titta t &fdjande likheter:

102+ 112 +12°2 = 132 + 142
59 +158* = 133* + 1344
3P +43+5 = 6

Den sista likhetenzger att summan av tre kuber tilbgerar en kub. Pierre de Fermaégtod i
mitten av 1600-talet att summa avatkuber av naturliga tal @tre an 0) aldrigar en kub. Detta
visades av Leonard Euler 1@ senare (se vida@vning K om Diofantiska ekvationer). Inte heller
summa av ta fjarde potenser av naturliga taldste an 0) kan vara en dirde potens, vilket visades
av Fermat. Den @st sista likheten hittades av Euler. Han var intresseraddgigimeten att summan
av tva kvadratefr lika med summan av &andra kvadrater, eller summan a& kuberar lika med
summan av ta andra kuber osv. Kan Du ge ett exempeEm summa av &vkvadrater av naturliga tal
somar lika med summan av &andra kvadrater?

0

De negativa talen-1, —2, —3, ... tradde in i matematiken relativt sent — i praktiken under 1400-talet
da den italienske munken och matematikern Luca Pacioli publicétrdd94 sin bok “Summa de
Arithmetica”. | denna bok sammanfattade Pacialidens vetande om aritmetik och ekvatidssiing.
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4 Explorativ dvning 3

Egentligen kan vissa @&kr om negativa heltal &pas till Indien, men enligt flera historiker var dessa
kunskaper ytliga och hade intégon inverkan @ senare utveckling av talbegreppet. Bemycket

troligt att kAde den kinesiska och arabiska vetenskapen kom fram till de negativa talen helt oberoende
av den europeiska. Talet 0 introducerades i Ind@rcirca 150CAr sedan.

Med heltalen menas talén+1, 42, +3, ... dvs alla naturliga tal och deras motsatta taluBdaar
heltalen en utvidgning av de naturliga talen. Heltasiguden betecknas oftast mgdivs

Z ={0,41,+2,43,...}.

| en senare del av kursen kommer vi att bekanta @ssiare med heltalens historia, deras ursprung
och definition. | detta avsnitt sysslar vi med ett av de viktigaste begreppen &lben lgeltalen —
delbarhet. T ex delar 5 talet 15 och kvot@m3. Man &ger att 5r en delare till 15. Rent allémt har

vi foljande definition:

(3.2) Definition. Man sager att ett heltal delar ett heltale om det finns ett heltal sadant att. = dq.
Man skriver dd|a, vilket utlases ¢ delar (eller dividerary” (man sager ocka “a ardelbart medd”
eller “a ar enmultipel avd”). Om d inte delara sa skriver mani { a. Omd delara sa sager man att
d ar endelaretill . En delarel till « kallasakta (ellericke—trivial) om1 < |d| < |al. O

T ex har marb|15 eller 4]36, men5 t 13. Talet 12 har éljande delare=+1,+2, +3, +£4, +6, +12.
Talen+1 och+12 &r inteakta delare till 12, medan altavrigaar akta.

Exempel.Man kontrollerar myckettt med hlp av en miniaknare med minst 10 siffror 1232+
1 (senare visar vi @stiendet i ett avsnitt om restaritmetiker). P. Fermat trocl@ D0-talet att talet
232 + 1 saknarakta delare. Det vaifst L. Euler som 10Gr efter Fermat hittade deikta delaren
641. Se vidar©vning P. O

Med all sakerhet E&nner Du till den mycket vanliga metoden (algoritmen) som marraer br

att dela ett heltal med ett heltal skiltdfn 0. Man &r da kvoten ochresten T ex ger den vanliga
divisionsalgoritmen att 134 delat med 26 ger kvoten 5 och resten 4. Man antecknar detta sémband s
att134 = 26 - 5 + 4. Rent allmént formuleras denna egenskapfpljande $itt:

(3.3) Divisionsalgoritmen. Oma ochb ar heltal ochb # 0 sa ar

a=>bg+r, dar 0 <r <|b|.

Badeq (kallad kvoten) ochr (kallad resten) ar entydigt definierade aw ochb.

For bevis av Divisionsalgoritmen se Appendia glutet av detta avsnitt.

Ovning A

1. Bestim alla delare till talet 24.
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2. Motivera att varje heltah kan skrivas antingengpformenn = 2k om detar jamnt eller @
formenn = 2k + 1 om detar udda, ér k ar ett heltal;

3. Motivera att varje heltak kan skrivas p exakt en av formerna = 3k ellern = 3k + 1 eller
n = 3k + 2, dar k ar ett heltal.

4. Hur lyder en liknande egenskap hos heltal@mahan eratter 2 eller 3 ovan med t ex 5?
5. Man vet att ett naturligt tad delar ett naturligt tak. Hur skall Du uttrycka det med symboler?

Om du skulle valja melland|a och §, vilket ar den atta? Eagge?

Delbarhetsrelationen har flera viktiga egenskaper som man ofta utnyttjar i olika sammanhang. Vi
borjar med erdvning som leder oss till dessa egenskaper.

Ovning B
Lata, b, c, d beteckna heltal.
1. Vad betyder det aif ar en delare tilk? Tank pa svaret ochgmfor med definitionen ovan.

2. Visa att om 5 delan ochb sa delar 5 Bdea + b ocha — b. Formulera denna egenskajp £n
godtycklig delarei till a ochb i stallet for 5. Bevisa Ditt gstiende!

3. Visa att delbarhetsrelationém transitiv dvs omu|b ochb|c saa|c.

4. Visa att om ta av taler, b, c i likhetena + b = c ar delbara med sa ar ocks det tredje talet
delbart medi.

5. Visa att oma|b ochb|a saarb = +a.
Nu sammanfattar vi slutsatsernarfiovningen:

(3.4) Proposition. Lat a, b, ¢, d beteckna heltal. B géller:
(a)omd|a ochd|b s d|a + b,
(b) omalb ochb|c sa alc,

(c) om t& av talena, b, c i likhetena + b = ¢ ar delbara medi s ar ocksa det tredje talet delbart
medd,

(d)omal|b ochb|a saar b = +a.

PRIMTAL

Bland de naturliga talen harimtalen en farstlining. De Hrsta 20 primtaleir
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6 Explorativ dvning 3

2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37, 41, 43, 47,53, 59, 61, 67, 71.

Primtalen definieras som de naturliga tal som endast @aoltka naturliga delare: 1 och siga$jt.
Talet 14r inte ett primtal eftersom det har bara en naturlig délaEt tal sbrrean 1 som inteir ett
primtal kallassammansatt

Primtalen har en mycket viktig egenskap som byggsteiraalfa naturliga tal. Vi kommeramligen
bevisa atwarje naturligt tal sbrre an1 kan skrivas som produkt av primtal och dessutd@negakt ett
satt om man bara bortser &n primtalens ordningsfjd. T ex har vi

30=2-3-5

ochaven30 = 3-5-2 = 2-5- 3, men detar bara ordningéljden som karandras. NMnniskors
intresse r primtalenar flera tuserdr gammalt och redardf drygt 2000ar sedan visade den grekiske
matematikern Euklides attet finns candligt manga primtal (se ett bevis nedan).dEst noterar vi
den formella definitionen:

(3.5) Definition. Man sager att ett positivt heltal ar ettprimtal omp > 1 ochp saknarakta delare
(dvsp har exakt t@ olika positiva delare: 1 och sigadyt). Ett positivt heltal sirrean 1 som intear
ett primtal kallassammansatt d

Observera att om ett naturligt talar sammansattiskan man dela i faktorer: n = nyny sa attn;
ochns ar naturliga tal sondr akta delare till, dvs1 < ny <nochl < ny < n.

Euklides$ visade sin sats om att att det finrinalligt mnga primtal i nionde boken av sitt stora verk
“Elementa” genom att ai@nda bljande sats fin sjunde boken:

(3.6) Sats.Omn ar ett heltal sbrre an1 sa ar n delbart med ett primtal.

Bevis. Lat p beteckna den minsta av alla delare tilsomar sbrrean 1. Ch saknamp akta delare
eftersom erakta delare tillp skulle vara en delare tith, vilket ar onjligt eftersomp var den minsta
delaren tilln somar sbrrean 1. Detta innedr attp ar ett primtal eftersonp > 1 ochp saknarakta
delare. O

Nu kan vi bevisa att det finnsandligt manga primtal.

(3.7) Euklides sats.Det finns é@ndligt nanga primtal.

Det finns en mycket viktigdrklaring varbr 1 inte accepteras som primtal — se vidare Aritmetikens fundamentalsats.

$Euklides levde i Grekland c:a 300 f.Kr.. Hans mestiieda verkar “Elementa” — en bokserie bésinde av 13 delar
som handlar om &tidens matematik. “Elementahkns kst br ett forsok att presentera det som idag kallés Euklidisk
geometri. Denna teodr modellen av geometriska relationeréira rarmaste omgivningar. Men tre volymer av Euklides
verk handlar om talteorin — huvudsakligen om delbarhet och primtal. Delar av Euklides “Elementa” hades &iskolan
under 200Cr fram till borjan av 1900—talet.
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(3.7) 7

Bevis. Antag att2, 3, 5, . . ., p betecknar alla primtal &sattp betecknar det sista). Vi bildar ett nytt tal
som vi betecknar medy’:

N=2.3.5-p+1,

dvs taletV ar produkten av alla primtal plus 1. Talstar sbrrean 1 och har en primtalsdelarégs
q enligt var forra sats. Detta primtaj kan inte vara lika medagot av taler, 3,5, ..., p eftersom
dessa tal intér delare tillNV (IV delat med agot av dessa tahimnar resten 1). Alléshar vi visat att
det maste finnas ytterligare ett primtalsom inte fanns blang, 3, 5, . . ., p trots att vi tog alla. Detta
innekdr att det inte gr att skriva erandlig lista som omfattar alla primtal dvs deéste finnas andligt
manga primtal. O

Ovning C

1. Utnyttja rutat papperdr att rita alla ndjliga rektanglar med 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12 hela
rutor. Kan Du dra &gra slutsatser om skillnader mellan olika tal? Beter sig primtadeatp
speciellt &tt?

2. Vilka av foljande talar primtal (stryk under primtalen): 1,2,3,4,5, 101, 103, 105, 1001, 101017

3. Foresh en beakningsprocedur (en algoritm) som kan avgom ett givet heltar primt. Forsok
avgora om talet 14%r primt. (Las eventuellt om primtal och “Eratosthenédl’s “Matte med
mening” [ sid. 32).

4. Lat N = ab vara ett naturligt tal uppdelat i produkt avatheltaliga faktorer. Visa att minst
en av dessa faktorér < +/N. Hur kan man aréimda denna egenskajr fatt skriva 143 som
produkt av primtal?

5. Skriv foljande tal som produkt av primtal:
(@) 2704, (b) 392688, (c) 749088,
(talen har “s@lla” primfaktorer!).

Anmarkning. Detar inte & enkelt att avgra om ett givet naturligt tar ett primtal. Det finns
speciella algoritmer och datorprogram som deldmser detta problem. Deabta algoritmerna
bygger @ mycket avancerade delar av algebraisk talteori. De utnyttjas i dikerlsetssystem
t ex i samband med olika banétjster. Det taragra sekunder att testa om ett tal meidy,s100
siffror ar ett primtal. Men det tar en mycketrig tid att faktoruppdela etddant tal i produkt av
primtal om taletar sammansatt.
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8 Explorativ dvning 3

STORSTA GEMENSAMMA DELAREN och
MINSTA GEMENSAMMA MULTIPELN

Det ar ofta mycket viktigt att kunna b&kna det sirsta heltal som dividerar &givna heltak ochb,
och det minsta heltal somawivna heltak ochb delar samtidigt. De kallas@tsta gemensamma de-
laren (betecknas SGD, b)) och den minsta gemensamma multipeln (betecknas MGM). T exar
man intresserad av SGB, b) da man vill forkorta baket? (tex23 = 2, ty SGD(24,40) = 8). Minsta
gemensamma multipelir intressant@man adderar Bk (t exli2 + % = 6—70 ty MGM(12, 30) = 60).
Formella definitioner av dessa begrepp simmest vanliga i matematiska sammanhantpljande:

(3.8) Definition. Med storsta gemensamma delarertill « ochb menar man ett positivt heltal
som delam ochb ochar delbart med varje gemensam delaredtitichb dvs

(a)d|a ochd|b,
(b) omd’|a ochd'|b, A d'|d.

Storsta gemensamma delarenditbchb betecknas med SGb, b). Man brukar definiera SGD, 0) =
0. Man sager attz ochb arrelativt prima om SGDOa, b) = 1. | detta fall $iger man ofta att ochb
saknar gemensamma delag@én om+1 delar dessa tal). O

Den strsta gemensamma delaren tilloch b ar definierad entydigtatfor att om thded ochd’ ar
sadana delaredsgiller d|d’ ochd'|d, vilket innekér attd’ = +d. Men baded ochd’ ar positiva & att
d =d.

(3.9) Definition. Med minsta gemensamma multipelrtill « ochb menar man ett positivt heltah
somar delbart med ochb och som delar varje gemensam multipekavchb dvs

(@) a|m ochb|m,
(b) oma|m’ ochb|m/, sam|m/.

Minsta gemensamma multipeln avochb betecknas med MGH4, b). Som Hr SGD definierar man
MGM(0,0) = 0. O

Aven minsta gemensamma multipeln awoch b definieras entydigt av dessa tal (motivera detta
pastende med liknande argument sain 8GD(a, b) ovan!).

Exempel. SGD(24, 40) = 8, MGM(12, 30) = 60. O

(3.10) Anmarkning. Det ar klart att SGRa,b) ar sbrst bland alla delare tilk och b, medan
MGM(a,b) ar minst bland alla gemensamma multipler av dessa tal. T ex kunde vi i definitionen
avd = SGD(a,b) krava attd delar tadea och b samt attd ar det sbrsta heltalet med den egen-
skapen. De#ir dock mycket httre att i séllet fokusera p en annan egenskap: varje delaredtitich

b maste delal (somar darmed den gtrsta delaren). Denna egenskiapmycket anéndbar i olika
bevis. Dessutom iter vi senare precis samma definiticind sysslar med delbarheten av polynom.

Vi kommemterar ock& denna definition nedan i samband med metodiska synpunkter. O
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(3.11) 9

Hur kan man betkna SGD och MGM i praktiken? En mycket viktig metadEuklides algoritm.
Euklides algoritm &ger hur man kan békna SGDa, b). Lata = 444 ochb = 210. Man bildar en
divisionskedja:

444 = 210-2424

210 = 24-8418
24 = 18-1+6
18 = 6-3

dvs man divideran = 444 medb = 210 och man &r den brsta kvoten (&r 2) och dendrsta
resten (r 24). Carefter dividerar man talét= 210 med den drsta resten @r 24) och mandr den
andra kvoten (&r 8) och den andra resterihl8). Man fortatter tills man &r resten noll. Eftersom
resternaar mindre och mindred&maste man avsluta processen med resten 0dw3if Den sista
nollskilda resten (&r 6)ar just sbrsta gemensamma delaren dilbchb dvs SGH444, 210) = 6.

Vi skall bade anteckna Euklides algoritm och motivera att den verkligen gestatgemensamma
delaren dr helt godtyckliga heltak ochb # 0. Vi har foljande divisionskedja:

a = bq +r, 0<r <lb,
b = riga+ro, 0<ry <,

L = T2q3 + 73, 0 <rz<ry,
Thn—3 = Tn—2Qn—1+ Tn—1, 0<rp1<rmp_2,
Tp—2 = Tp—1Qn + Tn, 0<r, <rp,
Tn—1 = TnQn+1.

Varje kedja av dendr typen naste varaandlig carfor att en avtagande kedja av resterpa> ro >

rs > ... > 0 maste varandlig. Vi pasér att den sista ickedfsvinnande resten i denna kedja, som
har betecknas med,, ar den gbrsta gemensamma delaren tilloch b. Att det verkligenar sant
kontrollerar man mycket enkelt medatp av definitionen av SG(a, b). Den sista likheten i kedjan
sager attr,, ar delaren tillr,,_;. Alltsa visar den &st sista likheten att, ar delaren tillr,,_>. Nu vet

vi att r,, delarr,,_; ochr,,_,. Alltsa visar likheten®r r,,_5 attaven denna restr delbar med,,. Vi
fortsatter \var vandring uppt och stegdr steg visar vi att alla tat,,_1, r,,—2, 7n—3, ..., 71, b, @ ar
delbara med,. Alltsaarr,, en gemensam delare tillochb.

Om nud ar en godtycklig gemensam delare tilloch b sa visar den drsta likheten attl delar
r1. Alltsa ger den andra likheten aftdelarr,. Da vi vet attd delarr; ochr, sa far vi ur den
tredje likheten att/ ocksa delarr;. Pa det éttet far vi attd ar en delare till alla tal i sekvensen
a,b,r1,1m9,73, ..., "n_9,"n_1,Tn. Detta visar att,, ar den sbrsta gemensamma delaren &lbchb.
Detar klart att man kan formaliseraxt resonemang genom att émda matematiskt induktion.

Med hjlp av Euklides algoritm kan man inte baraddera SGDa, b) utan ocka tva heltalz, y sadana
att SGa, b) = az + by. Vi illustrerar detta med samma exempel:
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10 Explorativ 6vning 3

(3.11) Exempel.Lata = 444 ochb = 210. Euklides algoritm ger

444 = 210-2+24

210 = 24-8+418
24 = 18-146
18 = 6-3

Nu har vi

6 = 2

=

~18-1=24—(210-24-8)-1=

Il
‘l\')
=~

19— 210 = (444 — 210-2) -9 — 210 =

= 444-9-210-19 = 444 -9 4210 - (—19).
0

Mojligheten attdsa ekvationen SG, b) = ax + by i heltalz ochy kommer att spela en mycket vik-

tig roll och kommer att aréndas flera gnger under kursensagg. Carfor noterar vi den egenskapen
som en sats och ger ett bevis i Append&gutet av denna stencil. Beviset ger indgan nijlighet

att hittaz ochy (ofta vill man veta attr ochy finns utan att bebva fakna ut dessa tal). Om man vill
bedknaz ochy sa kan man arénda Euklides algoritm som i exemplet ovan. Vi noterar satsen redan
nu:

(3.12) Sats.Oma ochb ar heltal ochd = SGD(a, b) sa existerar t@& heltalxy ochy, sddana att

d = axg + byo.

Vi visar ett exempel @ en tilampning av den sista satsen. Om 2 ocir 8elare till ett heltalV sa ar
ocksa2 - 3 = 6 en delare tillV. Detta bljer fran foljande @stende:

(3.13) Proposition. Oma ochb ar tva relativt prima delare till ett heltalV sa ar ocksa ab en delare
till V.

Bevis. L&t N = aq; och N = bgy med helag; och ¢,. Eftersoma ochb ar relativt prima dvs
SGD(a,b) = 1 sdaraz + by = 1 for lampliga heltalr ochy (enligt den sista satsen). Alit&r

N = N(azx + by) = Naz + Nby = bgaax + agaby = ab(qax + q1y),

vilket visar attN ar delbart medb. O
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Ovning D

1. Vad menas med 8tsta gemensamma delaren (SGD) tifk tveltala ochb? Jmfor Dina fun-
deringar med definitionen.

2. Berkna SGDa, b) samt ta heltalzy ochy sadana att SGi, b) = axy + byo da
(@)a = 165,b = 102,
(b) a = 624, b = 570.

Ovning E

1. Ar det sant eller falskt:
(a) Om ett heltalV ar delbart med 2 och 3asr det delbart med - 3 = 6?
(b) Om ett heltalV ar delbart med 4 och 6asir det delbart med - 6 = 24?

2. Varfor galler enbart ett av dessaghenden?

Ovning F

1. Ar det sant eller falskt:
(a) om 6 delarb och 6 inte delar. sA maste 6 dela;
(b) om 6 delamb och 6 saknar gemensamma delare meé maste 6 dela;
(c) om 5 delamb och 5 inte delan sa maste 5 dela.

2. Varfor galler inte alla gishenden ovan?

3. Visa att omd ar en delare till produktend och d saknar gemensamma delare meddvs
SGD(d, a) = 1, saard en delare tillb.

Ledning. Det finns heltal: ochy sadana attx + dy = 1 — utnyttja denna likhet. Du kan ocks
lasa beviset av satsen (3.14) nedan.
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ARITMETIKENS FUNDAMENTALSATS

Nu kan vi forklara primtalens viktiga roll som byggstenar &lla heltal — varje heltal 8trean 1ar en
entydig produkt av primtal. T ex

100 = 22.5%
108 = 22.33,
2002 = 2-7-11-13.

Ett primtal t ex 5 betraktas ocksom produkt av primtal — produkt med endast en faktor 5§dvs5).
En sadandverenskommelse har stor@rdielar — dendrenklar nanga formuleringar (t ex kan vaga
att varje naturligt tal gtrrean 1ar en produkt av primtal).

Forst visar vi en mycket viktig egenskap hos primtalen som egentbgeryckeln till aritmetikens
fundamentalsats:

(3.14) Sats.En primdelare till en produkt av &vheltalar en delare till(minsb en av faktorerna dvs
omplab s pla eller p|b, d& p ar ett primtal ocha, b ar heltal.

Bevis. Antag attp { a. Daar SGO(p,a) = 1 darfor attp ar ett primtal. Enligt (3.22) existerarav
heltalz, y shdana atpz + ay = 1. Om man multiplicerar den likheten médar manb = pbx + aby.
Men enligt Brutsattningenar ab = pq for ett heltalg. Alltsaarb = p(bx + qy) dvsplb. O

Observera att det inte haégon betydelse att den sista satsen handlar av ett primtal som delar en
produkt av ta faktorer — ett primtal som delar en produkt av ett godtyckligt antal faktoésterdela
nagon av dessa. Vi utnyttjar denna egenskap av primtal i beviset av aritmetikens fundamentalsats:

(3.15) Aritmetikens fundamentalsats. Varje heltal sbrre &n1 ar en entydig produkt av primtal dvs
om

n=pip2--"Pr =4q192 " (gs,

dar p; ochg; ar primtal 3 &r » = s och vid en &mplig numrering av faktorernar p; = ¢;.

Bevis. Forst visar vi att varje naturligt tat > 1 ar en produkt av primtal. &t oss anta att det finns
naturliga tal som inte kan skrivas som eédan produkt. At oss valja bland dessa naturliga tal det
minsta. Vi betecknar detta tal med Detta innefr attn. > 1 ar det minsta naturliga tal som irée en
produkt av primtal. Talet ar inte ett primtal (ett primtadr en produkt av primtal med bara en faktor).
Alltsd arn ett sammansatt tal dvs = ninq, dar bAden,; ochn, arakta delare till, dvs1 < n; < n
ochl < ny < n. Eftersom Bden; > 1 ochny > 1 ar mindreann s& maste dessa tal kunna skrivas
som produkt av primtal (ty ar det minsta som inte kan skrivas). Men detta betyder atttocksn
skrivas som produkt av primtal.aRlet ittet far vi att det inte finns agot naturligt tal som inte kan
skrivas som produkt av primtal.
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Nu visar vi att varje naturligt tah > 1 kan skrivas som produkt av primtal bara ett §tt om man
bortser fan faktorernas ordningstid. Pa sammaatt som tidigaredt oss anta att det finns ett naturligt
tal sbrrean 1 som kan skrivasjolika satt som en &dan produkt ochélt n > 1 beteckna det minsta
av alla naturliga tal som har olika franadihingar:

n=pip2-:-Pr =4q14q2---Qs,

darpi,pa,...,0r,q1,42,...,qs ar primtal. Observera att inte ar ett primtal (ett primtal har endast
en framséllning). Eftersomp; ar ett primtal octp; delar produkteny;¢s - - - ¢; & mastep; dela en
av dess faktorer t ep; delarg;. Menq; ar ocks ett primtal & attp; = ¢; (om ett primtal delar ett
primtal s2 maste det vara samma primtal). Nar fi:

n
— =Pp2:Pr=4q2°--qs
b1

sa att taletl < p% < n har tva olika framséliningar som produkt av olika primtal. Detéa dock
omojligt eftersomn var det minsta naturliga talet med olika fragtingar. Slutsatseéar att det inte
finns rAgot minsta naturliga tal > 1 med t& olika framsallningar som produkt av primtal. d

(3.16) Anmarkning. Ofta kallar man sats (3.149f aritmetikens fundamentalsa#ven om formu-
leringen ovan handlar om positiva heltal lsan vi siga rent allrant att varje heltalv # 0, =1 ar en
produkt

N = EP1P2 * " Pn,

darp; ar primtal oche = £1. Enligt aritmetikens fundamentalsédtsen gdan framsilining entydig &
nar som fa faktorernas ordningslid. Faktoruppdelningar av liknande typ kinda t ex ér polynom.
Vi diskuterar kade faktoruppdelningadf heltalen ochdr polynom i ett senare avsnitt. O

Primfaktoruppdelningar av heltal ger erdjiighet att beakna SGa, b)) och MGM(a, b) utan Euk-
lides algoritm.Aven om denna ijlighet intedr sarskilt praktisk an@nds den flitigt i skolan.

(3.17) Exempel. Vi vill bestamma SGDa, b) och MGM(a,b) daa = 90 ochb = 150. Eftersom
a=90=2-3-3-50chb=2-3-5-5, 4ar SGOY0, 150) = 2-3-5 = 30. samt MGM90, 150) =
2-3-3-5-5=450. En primfaktorp ingar i SGD(a, b) om den in@r i badea ochb. Dess exponent
ar minimum av exponenternaziochb. En primfaktorp ingar i MGM(a, b) om den ingr i minst ett
av talena ellerb. Dess exponer#ir maximum av exponenterna iochb. O

(3.18) Anmarkning. Vi avslutar detta avsnitt medagra kommentarer om primfaktoruppdelningar
av heltal. Defar inte Btt att faktoruppdela ett helt godtyckligt heltdl i primfaktorer. OmN ar ett
relativt litet 2 kan man testa sanprimtal och kontrollera om de divideraf. T ex omN = 420 sa
dividerar man drst med 2, drefter med 2 igen, med 3, 5 och 7. Man brukar ibland skriva resultaten
pa foljande &tt
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14 Explorativ 6vning 3

420
210
105

35

N O W NN

dvs420=2-2-3-5-5-T7.

Den metodendrutsatter att vi Kanner till en listadver de sra primtalen. Defar ocks viktigt att
relativt snabbt kunna bédhma om talefir delbart med tex 2, 3, 5, 7 os\va®ana “delbarhetskriterier”
diskuterar vi i ett senare avsnitt om restaritmetiker. aiy\fungerar &dana metoder endasi thlen
ar sma. For faktoruppdelningar av stora heltaldas mycket avancerade metoder. Dista landa
algoritmerna dr primtalsfaktorisering kiver c:aV'/5 rakneoperatione®t att hitta en primfaktor till
N (om N ar sammansatt och “slumg@ssigt” valt). Om enakneoperation tarus och talet har 200
siffror, sa kravs detl0*%us ~ 3 - 10?6 &r for att genombra beékningarnadr N (10° datorer var och
en kapabel att ufira en operationd1us skulle beldva3 - 1020 ar for att klara dessa bakningar!).
Dessa omgindigheter gr att tal N = pq, darp ochq ar stora primtal (med,ag, 100 siffror) anénds
for sakerhetskryptering avaasliga uppgifter som t ex bankkoder. Vi diskuterar atlant system i
samband med ett senare avsnitt om restaritmetiker. O

Ovning G
1. Lata = 45 ochb = 50. Besim minsta gemensamma multipeln till dessa tal.

2. Lata ochb vara t\a heltal. Brsok beskriva en procedur som ger MGMb).

3. Visaatt SGDa, b) MGM (a, b) = aboch forklara hur denna formel kan advdas till beakningar
av MGM(a, b). Anvand formeln i dendrsta uppgiften ovan.

Ledning. Lata = pMph2 ... pkr ochb = plipl - - plr vara faktoruppdelningar av ochb i

produkt av olika primtap, po, . . ., p, (NAgra av exponenterna, ks, . .., k. ochly, lo, ..., 1,
kan vara lika med 0). Med vilken exponent &rgt exp; i SGD(a,b), MGM(a,b) och ab?
Jamfor exponenterna p; i SGD(a, b) MGM (a, b) och iab.
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POSITIONSSYSTEM

Rakningar en mycket gammal amsklig aktivitet som troligen fanns redandran av \ar civilisation.
Detar ocks troligt att Hrst hade marakneord motsvarande ettatwiijligen tre Hrenal och allt som
overskred den gnsen uppfattades som &mga”. Det finns en mycket intressant forskning som visar
hur sé barn uppfattar t ex fyrasfernral. Man kan trestlla sig att fir det giller rakningaterspeglar
barnens utveckling den process sabn fange sedan var en del av civilisationens framsteg. Olika
kulturer utveckladesdolika satt rar det gller formagan att akna och franir allt kunna uttrycka tal
bade skriftligt och muntligt.

Vart satt att skriva tal har sitt ursprung i Indien och kom till Europa@ijan av 1100-talet genom kon-
takterna med den arabiska civilisationera @ersattes fin arabiska till latin en bok av den arabiske
matematikern al-Chwarizmi (eller al-Kharezmi) som skre&san300ar tidigare. Boken fick titeln
“Liber Algorithmi de numeris Indorum” . Denna bok beskriver jugirvnuvarande positionssystem
som bygger p bas 10 och som skapades i Indien troligen mellan 400f.Kr och 600f.Kr. En mycket stor
betydelse ér spridningen av art satt att skriva tal hade boken “Liber abaci” av en italiensk handels-
man och matematiker Leonardo Fibonacérl som Leonardodin Pisa). | denna bok, som kom ut
ar 1202, skriver drfattaren‘Det finns nio indiska tecken9, 8,7,6, 5,4, 3,2,1. Med hilp av dessa
tecken och tecknél, som @ arabiska kallas “sifr”, kan man skriva vilket tal som helstfidierna
kallade nolltecknetdr “sunja”, vilket betyder “tom” (tom plats mellan siffror). | Eurojieersattes
termen till “nullus”, vilket & latin betyder “intet”.

Vad betyder ordet “positionssystem” och \@rkager man att deéir “decimalt” (eller att dess bas

ar 10)? Vi har som bekant 10 siffror, vilket antyder att 10 spelar en speciellarolit talsystem.
Sambandet med 18 dock mycket djupare — varje tal kan skrivas som en summa av potenser av 10
och varije siffra ager vilken potens och huranga @nger ingr den i talet. T ex har vi

248=2-100+4-10+8

dvs 248ar summan av 2 styckei®? = 100, 4 styckenl0! = 10 och 8 styckeri0° = 1. Positionen
av varje siffra &ger vilken potens av 10 svarar mot dennaar fan @r fran roger till vansterokar
tiopotensen med Zasatt ingst till bger har vi enheter () = 1), darefter tiotal (0! = 10), hundratal
(102 = 100), tusental {0® = 1000) osv. Talet 2506 kan skrivas som

2506 =2-10% +5-102+0- 10" +6.

Observera att man vanligen uieinarl0° och man inte bebver skriva termer som svarar mot siffran
0.

Det s\Araste steget i samband med konstruktionerdastalsystem var just iifandet av siffran 0. De
aldsta dokument som innalter talteckerar meran 600C&r gamla. Det tog mein 400CAr innan man
kom pé tanken att kunna uttrycka alla tal medlipjav “vanliga siffror” och det som iart talsystenar
siffran 0. Det finns onekligen en psykologiskasighet relaterad till acceptansen av siffran och talet
0. Vi agnar erovning nedarat den problematiken.

TSe t ex artikeln “Att utveckla sénbarns antalsuppfattning” av Elisabet Doverborg och Ingrid Pramling Samuelsson i
Namnaren Tema “Matematik&n kbrjan”, NCM, Goteborg 2000.
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Vart talsysten@r ett resultat av en myckerig och invecklad historisk utvecklingat.oss notera att
det finns kulturer som kom fram till andra talsystem med andra lZas&0. T ex har Mayaindianerna
utvecklad ett system som i princip byggex pas 20. Det finnaven idag kulturer @oar i rarheten

av Nya Guinea som a@wder talsystem uppbyggda kring bas 5. 4000 f.Kr. hade sumererna, som
bodde i i delar av dagens Irak, ett talsystem som bygdgdeas 10. 150@r senaredrvandlades
detta talsystem inom samma geografiska&dhertill ett system med bas 60 s@mnmycket kttre kant
tack vare talrika utgtvningar (uppdelningen av timmar i minuter och minuter i sekuaderoligen

en kvarleva av detta system). Det finns mycket intressanta teorier om orsaker till devaradfing.
Under historiens @ng fanns olika ider om att eftta \art decimala system med ett system med bas
12. Bland annat var Karl den XII en varm antgare av enalan drandring (ett system med bas 12
kan sgras i olika sammanhang — vilka?).

Vi ger exempel p andra positionssystem i samband rbedingen nedan.

Ovning H

1. Skriv talen 23054 och 675003 som summor av tiopotenser med motsvarande siffror som koef-
ficienter.

2. Funderadver skillnaden mellan a@ndningen av termer “siffra” och “tal’Ar t ex 2 en siffra,
ett tal eller thdadera (beroendé&gammanhang)?

3. Varfor kan talet O (siffran 0) skapa ett psykologiskt proble@n det introduceras? Kan associ-
ationer av typen “nolér det ingenting” (citat tagendn en &robok till forsta klassen) bidra till
detta?

4. Romerska siffror som fortfarande amds ganska oftaacker associationer till en annan das
10. Vilken? orHk motivera Din bedmning!

5. Datorer anénder s k biart positionssystem. Dess bas?2 i stllet for 10. Detta systerar
speciellt Bmpligt for datorer @rfor att varje tal kan skrivas meddip av enbart t& siffror — 0
och 1!, Datorer “Brsér” inmatningen av etté&lant tal som en sekvens av signaler som svarar
mot tva olika tillstand (impuls och avsaknad av impuls eller en svag impuls och en stark impuls).
| stallet for potenser av 10 aéwnds potenser av 2. T @ i det birara systemet:

11101 =1-2*+1-22+1-2240-2' + 1.

Viharallt11101 =1-2*+1-24+1.224+0-241 =16+ 8+ 4+ 1 = 29. Ibland skriver
man(11101), = 29 dvs man skriver basen 2 som index. Observera att vi skriver&lesfor
2! och vi utemnar2® = 1 i notationen. Skriv taleti11011), och(110011), i tiosystemet.

Vad vinner man och vadflorar man i det biara systemet idfrhallande till det decimala?

6. FOrgOk skriva talen 51 och 95 i biara systemet.

IBinara systemet ai@nds ock& av vissa stammar i Mikronesien. Om detta vittnar termer: 1 “ke-yap”, 2 “pullet”, 3
“ke-yap-pullet”, 4 “pullet-pullet”. Tyvarr kallas allt sorér strrean 4 “mycket”. Jfr artikeln om barnens antalsuppfattning
som citeras i brjan av denn@vning.
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7. Talens namn i olika spk tyder g att ©r lange sedan aande man andra positionssystem. Ta
reda [ t ex &kneord &r 80 i danskan (och eventuellt franskan). Vilket positionssystem kunde
paverka dagens termer?

Divisionsalgoritmen ér heltal kan ockd anandas dr att uttrycka tal i olikapositionssystem Som
bekant anéinder vi bas 10dr att skriva tal. Detta innély att t ex128 = 1 - 102 + 2 - 10 + 8,
6405 = 6-10%+4-10%2+0-10+ 5 osv. Vara erfarenheter av decimalsystenieges att varje naturligt
tal N kan skrivas entydigt@®formen:

(%) N = a;10% + aj,_ 11071 + -+ + 4110 + ao,

dar ag, a1, ...,a; ar taletsN siffror dvs0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Vart positionssysterar langt ifran
unikt. Man vet t ex att i Babyloniendf flera tuserir sedan arande man ett positionssystem med
bas 60 (uppdelningen av timmar i 60 minuter och minuter i 60 sekuadett arv fan den tiden).
Inkaindianerna arande tade bas 5 och 10, mayaindianerrigeiot ang@nde “vigesimalsystemet”
dvs bas 20. De franskakneordendr ocksa tanken till bas 20. Moderna datorer ander oftast
baser 2, 8 och 16. Vad betyder deséafenden? Dedger att i shllet for 10 i likheten(x) ovan kan
man anénda ett helt godtyckligt naturligt tal> 1. Det enda somdrandrasar att siffrornaa; ar ca
0,1,...,b—1.

Forst visar vi ett exempel som illustrerar hur man kan skriva om ett hebialtfias 10 till en annan
bas. Carefter visar vi den all@nna satsen om representationer i godtyckliga baser.

(3.19) Exempel. (a) Vi skall skriva talet 97 i bas 5. Man dividerar 97 med 5 oéhedter upprepar
samma procedur med kvoten osv:

97 =5-19 + 2,
19=5-3+4,
3=5-0+3.

Resterna nerifin upgt ger siffrorna i bas 5 dvs

97 =3-52+4-5+2.

Alltsa ar 97 i bas 5 lika med 342. Man brukar skrivéZ = (342);. Hur kan man motivera denna
procedur? Detacker att gra insttningar (vi skriver den understrukna faktoimndt):

97=19-5+2=(3-5+4)-54+2=3-5"+4-5+2=3-5"+4-5+2.
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(b) Vi skall skriva taletN = 29 i bas 2. Siffrorna i bas ar endast t&: 0 och 1 (datorer byggegmlen
enkla formen!). Vi an@nder divisionsalgoritmen fleragger:

29 =214 + 1,
14=2.-740,
7=2-3+1,
3=2-1+1,
1=2-0+1.

Tittar vi pa resterna neriém upgt far vi siffrorna i bas 2 dv&9 = (11101), dvs

29=1-2+1-2241-2240-2+1.

Precis som idrsta fallet @r vi insattningar:

20=14-2+1=(7-2)-24+1=7-22+1=

(3:-24+1)-22+1=3-22+1-22+1=(1-2+1)-2°+1-22+1=

1-244+1-2541-2240-2+1.

Nu visar vi\ar allmanna sats:

(3.20) Sats.Latb > 1 vara ett naturligt tal. C& kan varje naturligt talN skrivas entydigt @ formen

N = akbk + ak_lbk_l + -+ aib—+ ap,

dar “siffrorna” ag, a1, a9, ..., a ar naturliga tal och0 < a; < b.

jub@math.chalmers.se (Juliusz Brzezinski)



(3.20) 19

Bevis. Vi visar satsen med matematisk induktion med avseedd®¥ pOm N < b sa ar pastendet
klart — vi har N = ag. Lat oss anta att satsén bevisad ér alla naturliga tal mindr&n N > b. Vi

visar satsendfr talet V. Latb* vara den sirsta potensen avsom intear sbrrean vV dvsb¥ < N och
N/b* < b. Enligt divisionsalgoritmetir

N=vg+r,

daro < r < ¥ och0 < ¢ < b. Kvotenq och resterr definieras entydigt aW. Nu betecknar vi
meday. Menr < b* < N sa att enligt induktionsantagandet kan vi skriva

r=ap_ 10"+ arb + ao,

dar0 < q; < b, vilket bevisar satsen. O

Ovning |
Att gissa ett tal. Forsok forklara hur man gissar de tre taleny ochz i foljande sifferlek:

e Tank (& ett tal mellan 0 och 9 &), 7);

e Multiplicera talet med 2;

e Addera 1;

e Multiplicera med 5;

e Addera ett annat tal mellan 0 och %¢5y);

e Multiplicera med 10;

e Addera ett annat heltal mellan 0 och @agsz);
e Vilket tal har du &tt?

Lat oss anta att talet som man hattfir N. Rakna utN — 50. Siffrorna i detta tafr justz, y
ochz (i denna ordning). Testa med Dina gruppkamrater!

Ovning J

1. Skriv talen555 i det biréra systemet (dvs i bas 2) och i det hexadecimala systemet (dvs i bas
16). Kan Du Brklara Brdelar och nackdelar i samband medaminingen av olika baser?

Anmarkning. | det hexadecimala systemet @émds oftastd, B, C, D, E och F' for att beteckna
siffrornal0, 11,12, 13,14 och15.

2. Skriv i vart vanliga decimala system talér234); och (1234)s.
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Ovning K

Diofantiska** ekvationer. Termen “Diofantisk ekvation” gller ekvationer vars heltaliga eller
rationella bsningar man vill begimma. T ex att begmma alla heltaligedlsningar(zx, y, 2) till
ekvationen

2?42 = 22

eller alla heltalspatz, y) som bser ekvationen

3T ¥ =1,

Den forsta ekvationen ovan kallas Pythagoras ekvation ochéadligt nanga bsningar (t ex
alla(n? — 1,2n,n% + 1), darn ar ett heltal -n = 2 ger(3,4,5)). Den andra ekvationen (ett
specialfall av Catalaisekvation) har endsning(2, 3). Den mest béimda av alla Diofantiska
ekvationetar Fermats ekvation:

l,n_|_yn:Z’

darn > 2. Det tog mefan 350ar att bsa den ekvationen. | september 1994 visade den engelske
matematikern Andrew Wiles att ekvationen saknar heltabigaihgar(z, 3, ) medzyz # 0%,

| talteorin finns nanga rarbeshktade problem som fortfarandantar g sin bsning. Vi skall i
dennabvning syssla med mycket enkla Diofantiska ekvationer av type#t by = N.

1. Bestim ett heltalspatr, yo) sadant atRz+5y = 1 (Du kan Brsoka gissa endsning!). Besaim
darefter alla heltalspdrr, y) sadana at@z + 5y = 1.
Ledning. Observera att orix + 5y = 2z + 5y saar2(z — z) = 5(y — yo). Detta ger att
y — yo = 2k for ett heltalk. Uttryck y med hilp avy, och darefterz med halp avzy.

2. Lat(zo,yo) vara endsning till ekvationemx+by = N, dara ochb saknar gemensamma delare
(dvsa ochb ar relativt prima). Bestm alla bsningar till denna ekvation dvs alla heltalspary)
sadana attir + by = N.

Ledning. Gor som ovan.

Exempel till Ovning K: Linj &ra Diofantiska ekvationer.

Vi skall bestmma alla heltaligadsningar(x, y) till ekvationen12z + 28y = 20. Forst dividerar vi
alla koefficienter med 4 oclaf den ekvivalenta ekvationg&a + 7y = 5. Nu betdver vi enpartikular
l6sning till denna ekvation. Eraddan bsning kan vi rent alliant beékna med Euklides algoritm i

**Diofantos (eller Diophantus) var en grekisk matematiker som levde i Alexandria omkring 250 e.Kr.. Troligen skrev han
13 volymer av ett verk under namnet “Arithmetica”. 6 av dessa volymer finns bevarade.
fCatalans ekvatioar
¥ — 2t =1.
Detar inte Kant om denna ekvation har eshing i naturliga tal skild finz = 3,y =2,z = 2,¢t = 3.
HDet finns en mycket intressant bok av Simon Singh “Fermata’gsom beittar om olika turer kring Fermats problem
och dessdsning.
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enlighet med (3.11), men vi kan oékgissa endsning utan sirre problem. Brst tar vi ekvationen
3x+7y = 1 ochserdirektatt = —2,y = 1 aren bsning. for att fa en bsning till var ekvation naste

vi multiplicera denna med 5 dug) = —10, yg = 5 ar en partikur [6sning till ekvationelz+7y = 5
(kontrollera!). Lat (=, y) beteckna en godtycklig heltalig$ning. CAar 3z + Ty = 3z + Tyo. Alltsa
ar3(x—xzo) = 7(yo —y). Likheten visar att 3 dividerardgerled och eftersom 3 saknar gemensamma
delare med 7 @ste3 | yo — y dvsyo — y = 3k, dark ar ett heltal. Vi &ry = yo — 3k och insattning
ger3(z — xg) = 7- 3k dvsx — xg = Tk. Alltsdarx = xo + 7k = —10+ Tk, y = yo — 3k = 5 — 3k

med ett godtyckligt heltat den allnéanna bsningen till den givna ekvationen. O

Ovning L
Primtalstvillingar. Man sager att t@ primtalp ochgq artvillingar omq — p = 2.

1. Skriv ut alla primtalstvillingar 100.

2. 3, 5 och 7ar “primtalstrillingar”. Motivera att det inte finnsagra andra primtas, ¢, » sadana
attr —g=qg—p=2.
Anmarkning. Primtalstvillingar intresseradeanniskor redan under antiken. Daémns i Euk-
lides bcker. Man vet inte om det finnsaadligt manga &dana primtalspar.

Ovning M

Aritmetiska f oljder av primtal. Vi repeterar att en aritmetisloid med differansernl ar en
folid av talena, a + d, a + 2d, ..., a + nd,.... (detta betyder att om; = a + id och
aiy1 = a+ (i + 1)d, Adra; 11 — a; = d dvs differensen av & efterbljande tal i Hljdenar
lika medd). T exar 11, 17, 23 en aritmetiskfid med differansen 6.

1. Skriv ut alla aritmetiskadljder av primtal sonér < 50 och som beétr av minst tre stycken
primtal.

2. Forsok skriva ut en aritmetiskdljd bestende av 4 primtal.

Anmarkning. Man vet att det finns godtycklig@hga aritmetiskadjder av primtal. Men
det finns godtyckligtanga avsnitt av de naturliga talen som saknar primtal &rek! + 2,

111+ 3,..., 11! + 11 tio efterfoljande sammansatta tal (var?). Viharll! =1-2.--11 och
rent allmantn! = 1-2---n dvsn! ar produkten av alla naturliga taéin 1 till n.

3. Skriv ut en Bljd av 100 efterbljande sammansatta tal och generalisera Din konstruktion till en
folid av n efterfoljande sammansatta tal.

Anmarkning. Dirichlet* visade 1828 att varje aritmetisklfd a + nd, dara ochd ar relativt
prima (dvs SGDa, d) = 1) ochn = 1,2,3,... innetaller candligt manga primtal. T ex finns
det enligt Dirichlets satsamdligt manga primtal p formen1 + 4n och dandligt manga @&
formen3 + 4n.

*Peter Gustav Lejeune Dirichlet (13/2 1805 — 5/5 1859) var en mycket fe@mde tysk matematiker som bidrog med
resultat till flera matematikgrenar.
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Ovning N

Goldbachs formodan. Ar 1742 formulerade Goldbactapiendet att varjegimnt heltal dirre
an 2aren summa av fvprimtal. Texd =2+2,6 =3 +3,8 =3 +5, 10 = 3 + 7 osv.Annu
har man inte lyckats bevisa dettaghende.

1. Kontrollera Goldbachsdrmodan br alla amna heltak: 50.

2. Visa att Goldbachsdrmodan implicerar att varje udda heltabste an 5ar en summa av tre
primtal.

Anmarkning. En rysk matematiker I.M. Vinogradov visade 1937 att varje udda heltal&om
strrean33"” verkligenar en summa av tre primtal. Vingradovs konstang stor (meran 7
miljoner siffror!) att det inte finns en chans att kontrollera hans satsiéltal mindrean 33
med halp av datorer. Nyligen reducerades storleken av den konstanten betydligt, aneseryr
ar fortfarande utoméackrall for datorbeakningar. Det finns en Internet—sidaranan kan skriva
in ett godtyckligt pmnt heltal som @refter testas och presenteras som summagagrimtal —
om dettaar mojligt (talet kan inte varadr stort).

Ovning O

Mersenne—primtal. De sbrsta kanda primtalen hittar man bland «allade Mersenne—tal
M, = 2" — 1. Marin Mersenne brjade studera dessa tat 1644. Talen)M,, dan =
2,3,5,7,13,17,19 ar primtal. T exar Mg = 2% — 1 = 524287 ett primtal. Man k&nner
35 Mersenne—primtal — det sispa??8269 — 1 upptacktes i november 1996. Senaste nytt om
Mersenne—-talen ka&$ @ Internet (8k “Mersenne Prime”).

1. Visa att taletMos inte ar ett primtal — kontrollera att7]223 — 1.

2. Motivera att Mersenne—talely,, inte ar primtal chn ar sammansatt.

Ledning. Borja med amnan.

Ovning P

Formler for primtal. Man har studerat olika “formler’f (n) som ©r varjen ger ett primtal
(och helst alla).

1. L. Eulef fann attf(n) = n? 4+ n + 41 ger primtal dn = 0,1,2,...,40 (Du kan kontrollera
detta fast deér lite jobbigt). Visa att det finnsamdligt mangan sadana atif (n) ar sammansatt.

Christian Goldbach (18/3 1690 — 20/11 1764) var en tysk matematikis. om Goldbachsbfmodan i “Matte med
mening” (& sid. 36.

Leonhard Euler (15/4 1707 — 18/9 1783) var en schweizisk matematiker. Men han var verksam &ndaami St
Petersburg och Berlin. Eulers sysslade mest med matematik, men han gjoréevittigm insatser i andra vetenskaper.
Han var en av de mest produktiva vetenskagsen i historien och skrev hundratals artiklar odleker. Under de sistaren
av sitt liv var han blind, men han publicerade lika mycket som tidigare — han dikterade sina artiklayakein som skrevs
av en betint. Euler hade 13 barnas om Euler i “Matte med mening”.
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Anmarkning. Bade C. Goldbach och L. Euler visade att varje polynpm) med heltaliga
koefficienter ger ett sammansatt tak fnagotn. Vi visar den satsen som en enkeining i
avsnhittet om polynom.

2. Fermat trodde att hans t&), = 22" + 1 ar primtal or varjen = 0, 1,2, 3, .... Vi vet redan (se
stencilen “Induktion och deduktion”) att hartafmodan var falsk. Kontrollera med miaknare
att641|Fs.

Anmarkning. Man har studerat andra “formlerdf primtal. T ex vet man att det finns ett
positivt reellt tala sddant att heltalsdelen av taket’ (dvs det sbrsta heltalet mindrén detta

tal) ar ett primtal br varjen. Men man lanner tyarr inte taleta. Det finns ett polynom i 26
variabler (av grad 25) som alltid ger primta glariablerna antar icke—negativa heltaligaden

och polynomets &rdear sbrrean 0. Man &r alla primtal, men de kommer inte &agon naturlig
ordning. Man lyckades minska antalet variabler i liknande polynom, men man var tvungen
att oka dess grad (se en mycket intressant bok av Paulo Ribenboim, “The Little Book of Big
Primes”, Springer—Verlag, 1991.

Ovning Q
Primtal i intressanta former.

1. Man visar att det finnsandligt nanga primtap somar summor av t& heltaliga kvadrater dvs
p = a® + b2, for tva heltala ochb. Varje primtalp som Bmnar resten 1 vid division med 4 kan
skrivas fa detta att (se vidare avsnittet om restaritmetiker). Visa att varje primtal sonméar
resten 3 vid division med 4 int@& en summa av #vheltaliga kvadrater.

Ledning. Badea ochb i p = a? + b? maste vara udda.

Anmarkning. Ganska nyligen visade daumatematiker — J. Friedlander (University of Toronto)
och H. Iwaniec (Rutgers University) — att det finrénalligt ninga primtalp som kan skrivas

pa formenp = a? + b* med heltala ochb. Detta resultat betraktas som en stor matematisk
sensation.

2. Forsok hitta 5 primtalp som kan skrivas@formenp = a? + b?*, dara ochb ar heltal.

3. Detar inte Kant omn? + 1 ar ett primtal br oandligt mangan (men man tror att deir ). Visa
attn? + 1 ar sammansattf candligt mangan.

Anmarkning. Det finns ninga obesvarade&gor av liknande karafit. Art ex n? + 2 ett
primtal for candligt mngan? Man vet inte om talet! + 1 ar ett primtal 6r oandligt manga
n. Vi namnde Fermat—talefl, = 22" + 1 — man vet inte heller om det finnsundligt manga
primtal bland dessa.

Foljandeovningar i Vretblads bok rekommenderas:

Vretblad: 2.42 a) (227 a)), 2.43 (228), 2.47 (230), 2.48 (231), 2.49 (232), 2.50 (233), 2.55 (235).
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APPENDIX: NAGRA BEVIS

(3.21) Divisionsalgoritmen. Oma ochb ar heltal ochb # 0 sa ar

a=bqg+r, dar 0<r <|bl.

Badeq (kallad kvoten) ochr (kallad resten) ar entydigt definierade aw ochb.

Bevis. Forst noterar vi att detacker om vi bevisar satserad > 0 eftersomb < 0 innelar att
|b| = —b > 0. Om satsendler da delarerér positiv, ara = (—b)q + r, med0 < r < |b|. Denna
likhet kan skrivas om tilk = b(—q) + r. Alltsa forutsatter vi vidare atb > 0.

Lat oss nu @lja det sbrsta ndjliga heltaletk shdant aty < ¢. Alltsdarg + 1 > ¢. Dessa olikheter
sager atls — bqg > 0 ocha — bg < b. Om vi betecknan — bqg medr sa far via = bg+r och0 < r < b.

Slutligen visar vi att kvotely och resten definieras entydigt a¥ ochb. Antag att:
a=bqg+r=>b¢ +r/

daro < r < |bj och0 < ¢/ < |b| dvs badeq och ¢ ar kvoter samt- och ' ar rester. [ ar
b(q —¢') =r" —r,saatth delarr’ — r. Men btader ochr’ ar mindrean |b|, vilket innetar att deras
skillnad ar delbar med endast om dér lika dvsr = r/. Alltsaarbq = bq’, s attq = ¢’ eftersom
b+ 0. O

(3.22) Sats.Oma ochb ar heltal ochd = SGD(a, b) sa existerar t@ heltalzy ochy, sadana att
d = axg + byg.

Bevis.Oma = b = 0 saar pastiendet klart (som ochy kan man 1lja helt godtyckliga heltal). Anta
atta ellerd inte ar0. Detar klart att det finns positiva heltal som kan skrivasformenax + by t ex
oma # 0 s4ar+a = a-(£1) +b-0 och antingem eller —a ar ett positivt heltalAvenb = a-0+b-1
kan skrivas p formenaz + by. Latd, vara det minsta positiva heltal som kan skrivasienonskade
formen dvs

(*) d() = axo + byo.

Vi pastr attdy = d. Forst observerar vi att varje heltat + by ar delbart med),. For att bevisa detta
delar viaz + by meddy. Daar

ar + by = qdo +,
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dar resten ar mindrean delarenl,. Men

r = ax + by — qdy = ax + by — q(axo + byo) = a(r — qxo) + b(y — qyo)

sa attr maste vard ty annars &r man ett tal sorar mindreand, och som kan skrivasipdendnskade
formen. Alltsa dividerard, badea ochb ty bagge kan skrivas@pformenax + by. Ekvationen £)
visar att omd’ ar en delare tilb ochb, saard’ en delare tilldy. Alltsdard, den sbrsta gemensamma
delaren tilla ochb. O

NAGRA METODISKA SYNPUNKTER

Vikten av talteorin i skolan. Talteorin som motivatioidiia.
Delbarhet med O.

Aritmetikens fundamentalsats — sammansatta tal och primtal.
Datorer i matematikundervisningen (talteoriambplighet).

1 ej primtal.

SGD och MGM - gdbrsta och minsta (i vilken mening).
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