TAL, RESTER OCH POLYNOM

Juliusz Brzezinski

Med all sédkerhet har Du redan métt olika typer av tal: naturliga, hela, rationella,
reella och komplexa. Vad &r det som skiljer olika talméngder? Finns det andra typer
av tal? Vad menas egentligen med ett tal? Vi skall forsoka svara pa dessa fragor genom
att analysera olika egenskaper hos olika talméngder. Men svaren ar inte alltid enkla, och
riktigt tillfredsstéllande svar kridver ibland djupare kunskaper som forst ar tillgdngliga i
senare kurser.

Vi skall beteckna med:
N de naturliga talen,
Z de hela talen,

Q de rationella talen,
R de reella talen,

C de komplexa talen.

Vihar N={1,2,3,..}, Z = {0,£1,+2,£3,...}, Q = {® : m,n € Z, n # 0}. Det &r inte
lika l4tt att beskriva alla reella och komplexa tal. Vi skall forsoka gora det i de forsta fyra
avsnitten dér vi visar hur och varfér man definierar olika typer av tal. Darefter kommer
vi att bekanta oss med andra algebraiska system som har mycket gemensamt med talen. I
avsnitt 5 diskuterar vi restaritmetiker som &r néra besldktade med heltalen och har stor
betydelse inom talteorin och datatekniken. I avsnitt 6 utvidgar vi nagot vara kunskaper
om polynom med koefficienter i olika talomraden. I sista avsnittet aterkommer vi till talen
och forsoker jamfora storleken av olika talméngder.

1. TALRINGAR OCH TALKROPPAR

Alla tal kan adderas och multipliceras. Detta betyder att om a och b &r tva tal sa
kan man bilda deras summa a + b och deras produkt ab. Det dr mycket viktigt att om X
betecknar nagot av talomradena ovan sa

(1) a,be X =a+b, abe X,

dvs summa och produkt av tva naturliga tal ar ett naturligt tal och samma géller for alla
andra talméangder Z, Q, R, C. Hur ar det med de tva andra rdknesitten — subtraktion
och division? Om man kréver att

(2) abeX=>a—be X,

sa ar det inte mojligt att vilja X = N, ty trots att t ex 2,3 € Nsa2 -3 = -1 ¢ N.
Daremot kan X vara lika med Z,Q, R, C. Hur dr det med



(3) a,beX:%EX?

Forst och framst maste man tilldgga att b # 0 (varfor?). Det ar klart att N och Z saknar
egenskapen (3) ty t ex 2,3 € Z, men % ¢ 7. Alla andra talomraden Q, R och C uppfyller
villkoret (3) (med b # 0). Man sédger att Q, R och C é&r slutna med avseende pa de
fyra rdknesétten. Z ar inte sluten med avseende pa division, och N &r inte sluten med
avseende pa subtraktion och division. Det visar sig att just slutenheten med avseende pa
olika operationer (hér de fyra rdknesétten) har en stor betydelse nar det géller skillnader
mellan olika talomraden. Av den anledningen har man infért féljande begrepp:

(1.1) Definition. Man sdger att en talmingd K dr en talkropp om 1 € K och K dr
sluten m a p de fyra rdknesdtten dvs om a,b € K sa a+b, ab € K, och i fall b # 0,
e K.

b

Som exempel kan vi ndmna kroppen av de rationella talen Q, de reella talen R och de
komplexa talen C. Finns det andra talkroppar? Svaret &r att det finns manga fler t o m
odndligt manga. Innan vi konstruerar andra talkroppar lat oss ténka en stund pa N och
7 som inte dr kroppar men &nda maste anses som mycket viktiga talméngder. Heltalen
ar den enklaste talméngd som kallas for ring:

(1.2) Definition. Man sdiger att en talmingd R dr en talring om 1 € R ' och R dr
sluten m a p addition, subtraktion och multiplikation dvs om a,b € R sa a £0b, ab € R.

Heltalen Z &r en talring. Det &r ocksa klart att varje talkropp &r en talring. N &r inte en
ring (ibland séger man att den &r en halvring).

Hur kan man konstruera talringar och talkroppar? Vi visar en enkel sats som é&r ett
specialfall av en mycket allmin konstruktion av talringar och talkroppar 2.

(1.3) Sats. Ldat R vara en talring och ldt o vara ett tal sidant att o« ¢ R men o* € R.
Da bildar alla tal

a+ ba, dir a,b € R,

en talring som betecknas med R|a]. Om R dr en kropp sa dr ocksa R[a| en kropp.
Innan vi bevisar satsen lat oss titta pa nagra intressanta exempel:

(1.4) Exempel. (a) Lat R = Z och lat o = v/2. Da har vi v/2 ¢ Z och (v/2)? =2 € Z.
Satsen sdger att talen:

a+bV2, dir a,beZ,
bildar en ring. Om vi i stéllet for Z viljer R = Q far vi att talen

a+bV2,dir  a,beQ,

Tbland avstar man fran att kriva att 1 € R.
2Den allména konstruktionen behandlas i fortsittningskurser i algebra.
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bildar en kropp. Detta betyder bl a att kvoten av tva tal a + byv/2 och ¢ + dv/2 # 0 med
¢,d € Q maste kunna skrivas som e 4+ f/2, dér e, f € Q. Lat oss prova:

1+v2 _ (1+v2)3-2v2) _
3+2v2  (3+2v2)(3-2v2)

—1+V2.

Det hér kan inte vara nagon Overraskning — det finns manga liknande exempel i grund-
skolans larobocker !

(b) I stillet for o = v/2 kan man vilja a = y/a, dir a ér ett godtyckligt heltal sadant
att v/a ¢ Q. Pa sa sitt far vi odndligt manga ringar Z[v/a] och kroppar Q[/a]. Ar de
verkligen olika? Det dr ganska ldtt att visa att for olika primtal p &r kropparna Q[,/p]
olika (se 6vning 5). Alltsa existerar odndligt manga olika kroppar darfor att primtalen
bildar en oéndlig mangd.

(c) En mycket intressant ring far man da man véljer R = Z och o = i. Vi har i* = —1 € Z.
Enligt satsen bildar talen

a+bi, dir a,b € Z,

en ring. Tal av denna typ kallas Gaussiska heltal 3. De spelar en viktig roll i algebraisk
talteori.

Lat oss nu bevisa satsen:

Bevis av (1.3): Lat * = a + ba, y = ¢ + da € Rla]. Vi vill visa att R[a] &r en ring dvs
att © £y, xy € R[a]. Vi har
rty=(a+ba)L(c+da)=(atc)+ (bEd)a € Rla]

samt

2y = (a + ba)(c + da) = (ac + bda?) + (ad + be)a € Rlal.

Om R &r en kropp, vill vi visa att x,y € R[a] och y # 0 ger x/y € R[a]. Detta ar lite
svarare. Har har vi:

T _at+ba (a + ba)(c — da) _ac—bda2+ bc — ad a=et fa
” = e+ da = (C+d&)<0_da> - 2 — 202 2 — d?2a? - )

dar

ac — bdo? bc — ad
€= 3 pa € R och f:—c2—d2a2 eER
ty R &r en kropp. Alltsa A/B € R[a].
Beviset kan te sig avslutat men det finns en punkt som kréaver eftertanke. Vi vet att

¢+ da # 0 och vi forlanger braket x/y med ¢ — da. Far vi gora det? Med andra ord, ar

3C.F. Gauss (30/4 1777 - 23/2 1855) var en tysk matematiker; en av de mest betydelsefulla i matematikens
historia.
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¢ — da # 07 Antag motsatsen dvs att ¢ — da = 0. Om d # 0, far vi a = ¢/d € R vilket
strider mot antagandet om «. Om d = 0, sa ger ¢ — da = 0 att ¢ = 0, vilket betyder att
¢+ da = 0 — en motséigelse igen! Alltsa dr ¢ — da # 0 och vart bevis ér fullstdndigt. O

Lat oss aterkomma till allménna funderingar 6ver talen och deras egenskaper. Vara
kunskaper om olika talomraden bygger pa var formaga att hantera talen. I praktiken
betyder det att vi foljer olika regler néar vi utfor olika rakneoperationer. Vad ar det for
regler? Du kan sdkert ndmna eller skriva ut sadana regler som t ex associativiteten for
addition: a + (b+c) = (a+b) + ¢, eller kommutativiteten for multiplikation: ab = ba. Hur
manga sadana regler finns det? Ar alla lika viktiga? Nir kan man vara siker pa att man
har alla nédvéndiga regler? Sadana fragor har sysselsatt manga ménniskor och svaren
pa dem bygger pa matematisk forskning under en ganska lang tidsperiod. Héar foljer en
forteckning 6ver de viktigaste riknelagarna i en talméngd R i vilken de kan vara uppfyllda
eller ej — allt beror pa hur man viljer R :

Addition:
(a) slutenhet: Vaber a,be R=a+0bé€eR,
(b) associativitet: Vabcer (a+b)+c=a+ (b+c),
(c) kommutativitet:  V,per a+b=>b+a,

(d) neutralt element: JperVeer 0+ a =a,
(e) motsatt element: V,erJyer a+a =0  (a’ betecknas med —a).

Multiplikation:

(f) slutenhet: Vaber a,be R=abe R,
(g) associativitet: VabeeR (ab)c = a(bc),

(h) kommutativitet: V,per ab = ba,

(i) neutralt element: F1cgVeer la = a,

(j) inverst element:  V,er\qoyJwer aa’ =1  (a’ betecknas med a™1).
Addition och multiplikation:
(k) distributivitet: V,pcer a(b+c) = ab+ ac.

Alla dessa regler giller da R r en talkropp t ex Q, R eller C. Om R = 7Z sa géller alla
riknelagar med undantag av (j) —t ex 2 € Z, men 1/2 ¢ Z. Egenskapen (j) ger just
skillnaden mellan en talkropp och en talring. I en talkropp géller alla raknelagarna (a) —
(k), medan i en talring géller alla utom (j).

Réiknelagarna (a) - (k) dr grunden for all manipulation med talen och man maste vara
medveten om deras giltighet i det talomrade man vill arbeta med. De &r ocksa menings-
fulla i andra sammanhang t ex nér a,b,c ar funktioner eller matriser (som dyker upp
i fortsdttningen av kursen). Eftersom samma formella riknelagar géiller for manga olika
matematiska objekt introducerar man helt allmint begreppen ring och kropp pa foljande
satt:

(1.5) Definition. En mdngd R vars element kan adderas med hjilp av “+7 och mul-
tipliceras med hjilp av “ -7 * kallas en ring om operationerna “+7 och “ -7 uppfyller
villkoren (a) - (i) och (k). Man sdiger att R dr en kropp om dessutom 1 # 0 och villkoret

(7) gdller.

1 stéllet for a - b, déir a,b € R, skriver man oftast ab.
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Vi skall inte uppehalla oss vid exempel pa ringar och kroppar som inte &r talringar eller
talkroppar dérfor att vart huvudintresse just nu géller talen. Men vi kommer i kontakt med
manga viktiga ringar och kroppar i efterféljande delen av dessa anteckningar. Anledningen
till att vi redan nu introducerar dessa begrepp &r att i ndsta avsnitt behover vi dem vid
nagra tillfallen.

Lat oss slutligen jamfora den sista definitionen med definitionerna (1.1) och (1.2) av
talkropp och talring. I de sistndmnda férekommer subtraktion och division som inte finns
i (1.5). Forklaringen &r att subtraktion och division kan definieras i efterhand med hjélp
av addition och multiplikation.

(1.6) Definition. (a) Om R dr en ring och a,b € R sa siger man att

a—b=a+ (-b)

dr skillnaden mellan a och b.
(b) Om R dr en kropp och a,b € R, b # 0, sa siger man att

a:b=ab!

dar kvoten av a genom b. (Kvoten betecknas ocksa med §.)

OVNINGAR

1. Vilka av foljande talméngder &r ringar? Vilka av dem &r kroppar?
a) {0, 1},
b) a + b3, dér a,b € Z,
¢) a+ b5, dir a,b € Q,
d) a + b2, dér a,b € Z,
e) a+by/2 + cv/4, dir a,b,c € Z,
f) a4 bv/2 + ¢v/3, diir a,b, ¢ € Z.
2. Visa att i varje ring R géller f6ljande likheter:

a) a0 =0daa € R,

¢c) —(—a) =adaa€ R,
d) (—a)b = —ab da a,b € R,

e) (—a)(—b) = ab da a,b € R.



3. a) Visa att alla tal av typ

a+bV2+cV3+dve, dir a,b,c,de Q,

bildar en kropp.
(Ledning. Visa att /3 ¢ Q[v/2] och utnyttja sats (1.3)).

b) Ar det mojligt att skriva talet

1
1+ V2+ V3446

pa formen a + bv/2 + ¢v/3 + dv/6, dér a, b, ¢, d &r rationella tal?

Gor det om Du ser en enkel 16sning!

¢) Hur kan man generalisera a)?

4. Motivera att binomialsatsen géller i varje ring.

5. a) Visa att Q[v/2] # Q[v/3].

b) Forsok generalisera a) och ge exempel pa oéndligt manga olika kroppar.

2. FRAN DE REELLA TALEN TILL DE NATURLIGA

Vara exempel i avsnitt 1 visar att det finns manga olika talringar och talkroppar.
Pa vilket sétt intar Z, Q, R och C en sérstédllning bland dem? Ett kort svar som kréver
manga forklaringar ar foljande: Z &r den minsta talringen, Q dr den minsta talkroppen, R
ar den storsta talkroppen som tillater ordningsrelationen < och C &ar den storsta talkrop-
pen overhuvudtaget. Man inser sékert att alla dessa svar forutsétter att man vet vad ett
tal dr. Svaret pa den fragan &r inte enkelt och det tog en mycket lang tid i méansklighetens
utveckling innan man kunde komma till ett tillfredsstédllande svar. Trots det har man
sedan en lang tid tillbaka kunnat rikna med alla typer av tal och utveckla vetenskapliga
teorier som bygger pa berdkningar och som framgangsrikt beskriver varlden runt omkring
oss. De naturliga talen dr med all sikerhet lika gamla som den ménskliga civilisationen,
rationella tal (atminstone positiva) ar néstan lika gamla, negativa tal (hela, rationella
och reella) anvéindes for ungefar 1000 ar sedan, och komplexa tal introducerades under
1500-talet. Dérfor finns det inte nagon stoérre anledning till oro om vara svar inte vis-
ar sig bli fullstdndiga. Vi skall forsoka forklara olika aspekter av talbegreppet utan att
forutsatta nagra storre forkunskaper. Mera tillfredsstallande forklaringar vintar den som
ldser fortsattningskurser i matematik.

Det finns tva mojligheter att introducera talbegreppet. Den ena &r att borja med de
naturliga talen och forsoka steg for steg konstruera andra typer av tal. Den metoden ter
sig naturlig och tilltalande men den &r mycket arbetsam och, tyvérr, ganska lang om man
vill kontrollera alla detaljer. Vi skall berdtta om den i néista avsnitt.

Den andra mdgjligheten utgar fran att man kan hantera talen om man vet vilka regler
som styr deras anvandning. Det racker om man kommer 6verens om dessa regler och féljer
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dem for att kunna anvinda talen, men man behover inte bry sig om hur de ar konstruerade.
En sadan instdllning till talen &r mycket praktisk, men en matematiker vill gdrna veta
hur talen konstrueras (och alla andra som anvinder talen maste tro pa mojligheten av
dessa konstruktioner). Man kan jamfora den instéllningen med instéllningen till tekniken
- om man har last en instruktionsbok till en TV-apparat sa vet man hur man anvéinder
den utan att behova veta hur den &r konstruerad (eller att den finns). En beskrivning
av en programvara ar troligen &nnu béttre som jamforelse - man far en forteckning 6ver
kommandon och deras effekt utan att behéva veta hur programvaran ar konstruerad eller
om den finns tillgénglig.

Vi skall férscka beskriva de egenskaper som karakteriserar de reella talen. Valet av
dessa egenskaper ar ett resultat av matematisk forskning huvudsakligen under 1800-talet.
De reella talen spelar en mycket central roll. A ena sidan har alla ménniskor en intu-
itiv uppfattning om dessa tal som kommer fran erfarenheten av att rdkna och méta i
vardagslivet. A andra sidan bygger alla vetenskaper, och bland dem matematiken sjilv,
pa de reella talens egenskaper.

Som vi redan vet bildar de reella talen en kropp. Men det finns manga kroppar sa att
man maste vilja egenskaper som utmérker just den. En viktig egenskap dr att man kan
jamfora de reella talen med hjilp av < — de reella talen bildar en ordnad kropp. Lat oss
definiera helt allmént vad detta betyder:

(2.1) Definition. Man sdger att en kropp K dr ordnad om den innehaller en delmingd
P sadan att:

(a) om x € K sa gdller exakt ett av de tre alternativen: x € P eller x = 0 eller —z € P,
(b) om x,y € P sa gdller att x +y € P och zy € P.

Man sdger att P dr mdngden av de positiva elementen 1 K.

Det &r klart att i K = R kan vi vélja P = alla positiva reella tal. Detta betyder att R &r
en ordnad kropp. Q ar ocksa ordnad darfor att vi kan vélja P = alla positiva rationella
tal. Vi skall visa senare att C inte &r en ordnad kropp (det &r enkelt att visa om man vet
att 2 = —1).

Vi skall uppehalla oss en stund vid definitionen (2.1). Man kan definiera:

(2.2) x>y (eller y<z)om xz—yeP

Man brukar ocksa skriva z > y (eller y < x) om z > y eller z = y. > 0 betyder att
r—0€ Pdvsx € P; x <0 betyder att 0 —x € P dvs —x € P.

Om K ér en ordnad kropp sa kan man definiera de naturliga och de rationella talen i K.
Forst observerar vi att 1 > 0(1 € K &r neutralt for multiplikation — se definition (1.5)(i)).
Vivet att 1 #0sa att 1 € Peller —1 € P. Antag att —1 € P.Daéar 1= (-1)(—-1) € P
% enligt (b) i (2.1). Detta ger att bade 1 och —1 tillhér P vilket strider mot (a) i (2.1).
Dérfor maste 1 € P. De naturliga talen i K far vi som

L1+, 1414+, 1+1+14+1,...

vilka definitionsméssigt betecknas med 1,2,3,4,.... Observera att 1 < 2 < 3 < 4... darfor
att 2—1=1>0,3—-2=1>0,4—3 =1 > 0 osv. Heltalen i K definieras som: alla

® Angéende likheten (—1)(—1) = 1 se 6vning 2 i avsnitt 1.
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naturliga tal x, deras motsatta —z samt 0 (se (1.5)(e)) dvs 0, +£1, +£2, £3, £4,.... De
rationella talen definieras som alla kvoter ab™! | dér a, b dr hela och b # 0 (se (1.6)).

Bade Q och R ar ordnade kroppar sa att en definition av de reella talen maste bygga pa
en annan egenskap (utover det att R &r ordnad). Innan vi formulerar en ldmplig egenskap,
lat oss aterkomma for en stund till definitionen av en ordnad kropp. I en sadan kropp kan
man definiera absolutbelopp:

r omax >0,
(23) ol = { >

—x omxz < 0.

Man kan ocksa sidga vad det betyder att en foljd x1, xs, x3,... gar mot 0. Man sdger
sa om det for varje naturligt tal n finns ett N sadant att |z;| < % da i > N. Nu kan vi
formulera en grundldggande egenskap som skiljer Q fran R. Lat xy, xo, ..., z;, ... vara en
vixande och begriansad foljd av rationella tal dvs x1 < zo < ... < x; < ... och det finns
ett tal B sa att x; < B da i = 1,2,.... Vad kan man séga om gréansvardet lim; ., x; 7
Fran analyskursen vet vi att gransvirdet existerar. Ar grinsvirdet ett rationellt tal? Lat
oss betrakta ett exempel. Definiera

T, =1,a109...ap, , n > 1,

dér a; ar ¢ :te siffran i decimalutvecklingen av V2 dvs

T = 1,4,
29 = 1,41,
25 = 1,414
zy = 1,4142

Det ar klart att alla a,, ar rationella och att foljden &r vixande och begrinsad. Anda &r
det ocksa klart att lim, .o 2, = V2 dvs foljden konvergerar mot ett icke-rationellt tal
V2 (se nésta avsnitt for bevis att V2 inte #r rationellt). Men griansvirdet dr ett reellt tal
och det &r sant helt allmént att en vixande och begrénsad foljd av reella tal konvergerar
mot ett reellt tal. Man siiger att de reella talen bildar en fullstéindig kropp ¢. Allmint har
man foljande begrepp:

(2.4) Definition. En ordnad kropp kallas fullstindig om varje vizande och begrinsad
foljd av kroppens element konvergerar mot ett element v kroppen.

Mera exakt, om K &r en ordnad kropp sa ér den fullstdndig om for varje foljd 1 < 25 < ...
<z, < ..sadan att x,, € K och det finns B € K sa att x,, < B dan =1,2,... man kan
hitta x € K sa att lim,,_.c Z,, = .

Nu kan vi definiera de reella talen:

(2.5) Definition. Man sdiger att K dr mdangden av de reella talen om K dr en ordnad
och fullstindig kropp.

Dessa fa ord doljer ett ganska sammansatt matematiskt innehall: K &r en kropp dvs

SDetta bevisas i analyskurser med hjilp av sk supremumaxiomet som &r ekvivalent med den egenskapen
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uppfyller villkoren (a) - (k) i (1.5), K &r ordnad dvs upfyller (a) och (b) i (2.1), och
slutligen ar K fullstéindig dvs uppfyller (2.4). Nu kan man stélla tva fragor:

Finns det en ordnad och fullstédndig kropp?
Hur manga ordnade och fullstéindiga kroppar finns det?

Man behdover inte veta svaret pa dessa tva fragor for att kunna rdkna med de reella
talen darfor att (2.5) ar en exakt forteckning dver alla grundldggande egenskaper hos dessa
tal och det riacker att folja dem och deras logiska konsekvenser. Men svaren pa dessa tva
fragor dr mycket viktiga inte bara for en matematiker (en matematiker vill dessutom se
sjalv hur man kommer fram till svaren). De ar foljande: Det finns ordnade och fullstdndiga
kroppar. Om K; och K, ér tva sadana sa finns det en bijektiv funktion f : K7 — K,
(dvs enentydig och pa hela K5) som uppfyller f(a + b) = f(a) + f(b), f(ab) = f(a)f(b)
och om a > 0 sa dr f(a) > 0 7. Intuitivt séiger existensen av f att K; och K, skiljer sig
bara nar det giller beteckningar dvs om a € K; sa kan f(a) uppfattas som ett annat
namn pa a. Addition och multiplikation i K7 6versédtter man med hjalp av f till addition
och multiplikation i K. Likasa positiva element ur K; overgar med hjilp av f i positiva
element i K5. I den meningen &r kroppen av de reella talen entydig.

Vi vet redan att om vi har de reella talen sa kan vi definiera de naturliga, hela och
rationella. Pa sa sdatt har vi en mojlighet att tillfredsstdlla vart behov av nagorlunda
ordentlig presentation av talbegreppet. Men dven om den for manga dndamal ar helt till-
fredsstéllande, gar vi ett steg langre i nésta avsnitt och férsoker beskriva konstruktioner
av olika talméngder.

OVNINGAR

1. a) Bestdm decimalutvecklingen av talen 1—31 och %
b) Motivera att decimalutvecklingen av ett rationellt tal dr periodiskt.

(Ledning. Analysera divisionsproceduren i samband med decimalutvecklingen av
ett brak ™.)

Anmirkning. Man visar ganska enkelt att om ett reellt tal har periodisk

decimalutveckling sa &r det rationellt.

2. Lat a och b vara irrationella tal. Vad kan man séga om talen a=' och ab ? Ar de
ocksa irrationella?

3. Forklara varfor 0,999... = 1.
I alla uppgifter nedan ar K en ordnad kropp och a, b, c € K.
4. Visa att K har foljande egenskaper:
a)a<b=a+c<b+ec,

b) a <boche¢> 0= ac< b,

"En sadan funktion f kallas isomorfism (och man séiger att K och Ko dr isomorfa ordnade kroppar).
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c¢) hur fordndras b) da man ersitter a < b med a < b7
5. Visa att relationen a < b &r en partiell ordning i K dvs
a) a < a (reflexivitet),
b) a <boch b <a= a=>0 (antisymmetri),
c) a <bochb<c=a<c (transitivitet).
6. Visa att
a) |ab| = |al[b],
b) |a + b| < |a| + |b| (triangelolikheten).
7. Ar foljande implikationer sanna eller falska?
a) a < b= a*<1?
b) a <b=a®<b?

8. a) De naturliga talen bildar en vixande foljd 1 < 2 < 3 ... . Visa att den inte ar
begransad.

(Ledning. Utnyttja fullstindigheten av de reella talen sa som den formuleras pa
sid. 574 i analysboken).

b) Visa “Arkimedes princip”: Om a,b &r tva positiva reella tal sa finns det ett
naturligt tal n sa att na > b.

c) Lat a,b vara tva reella tal och lat a < b. Visa att det finns ett rationellt tal ™

sadant att a < ~ < b.

(Ledning. Vilj n sa att n(a — b) > 1. Vilj dérefter minsta m sa att m > nb).

3. FRAN DE NATURLIGA TALEN TILL DE REELLA

I detta avsnitt visar vi hur olika talomraden kan konstrueras. Behovet av sadana kon-
struktioner insag man under 1800-talet da utvecklingen av matematiken gick sa langt
att intuitiva forestédllningar om talen inte ldngre kunde accepteras. Man forsokte kon-
struera olika talomraden genom att utga fran de naturliga talen och succesivt ga till de
hela, rationella, reella och komplexa. Den végen dr ganska lang, arbetsam (man maste
kontrollera manga detaljer), och det vérsta, réitt sa trakig om man bortser fran mera
allménna principer som styr dessa konstruktionr och har betydelse i andra sammanhang.
Dérfor behévs mojligen ett varningens ord att inte fordjupa sig i dessa detaljer och inte
ta innehallet i detta avsnitt pa fullt allvar.

De éldsta talen dr de naturliga (och de &r mest naturliga déarfor att de ar de dldsta).
Varifran kommer de? En stor tysk matematiker L.Kronecker sade nagon gang att “Gud
skapade de naturliga talen, allt annat dr ménniskans skapelse”. Det vore for enkelt med
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detta svar men det d&r mycket djupsinnigt. Den enda mdojligheten att definiera de naturli-
ga talen dr den metod som vi anvinde i férra avsnittet for att definiera de reella: Man
kan beskriva deras grundldggande egenskaper. Varifran kommer de egenskaper som be-
traktas som grundldggande? Svaret ar att de kommer fran ménsklighetens erfarenhet av
experimentel hantering av talen och det faktum att de regler som man har f6ljt under en
mycket lang tid ger en bild av verkligheten som 6verensstammer med vara observationer.
En analys av sddana regler kunde goras enbart av matematiker. Det var R. Dedekind ®
och G. Peano ? som foreslog ett urval av sdidana grundliggande regler under senare delen
av 1800-talet. Den mest kédnda definitionen kommer fran G. Peano och later sa hér:

(3.1) Definition. En mdngd N med en funktion som mot varje element n € N ordnar
ett element n* € N kallas mdangden av de naturliga talen om féljande villkor dr uppfyllda:

(dl) le X7

(dy) Von € X = n* € X,
sa ar X = N.

Intuitivt betyder n* talet n+1 (n* kallas efterfoljaren till n). Sista villkoret (d) kallas ofta
“induktionsaxiomet” (det behandlas nédrmare i samband med matematisk induktion). Ligg
mérke till att man inte ndmner addition och multiplikation i definitionen. De definieras i
efterhand. Peanos definition dverenstammer vil med var intuition, den ar latt att forsta,
den &r kort och elegant. Den uppfyller manga av de kriterier som man vill uppfylla nér
man definierar ett matematiskt objekt. Vidare kan man hérleda ur den definitionen alla
kidnda egenskaper hos de naturliga talen.

Men hur &r det egentligen med existensen och entydigheten av den méngden? Néar det
géller entydigheten &r svaret enkelt: Man kan visa att om N; och Ny dr tva méngder
som uppfyller villkoren i definitionen (3.1) sa &r de isomorfa vilket betyder att det finns
en bijektiv funktion f : N3 — Ny sadan att f(1) = 1 samt f(n*) = f(n)* (jamfor ett
liknande pastaende om de reella talen i samband med definitionen (2.5)). Existensen av de
naturliga talen vilar pa var 6vertygelse om att atminstone en mangd av de naturliga talen
existerar — ndmligen den som under ménsklighetens historia sa troget och framgangsrikt
har tjanat till att rdkna, resonera och dra korrekta slutsatser om vérlden runt omkring
oss. Med andra ord &r existensen av de naturliga talen ett axiom. Har har vi ndrmat oss
matematikens grunder som har mycket gemensamt med vetenskapernas filosofi.

Alla andra talomraden kan nu succesivt konstrueras: De hela talen fran de naturliga,
de rationella fran de hela, de reella fran de rationella och de komplexa fran de reella °.

8Richard Dedekind (1831-1916) en tysk matematiker.

9Giuseppe Peano (1858-1932) en italiensk matematiker.

OFEn anmérkning &r pa sin plats. Nér vi sade i forra avsnittet att det gar att bevisa existensen av de reella
talen sa menade vi just att det var mojligt att konstruera dessa tal fran de naturliga. Vi visade ocksa att om man
har de reella talen sa kan man konstruera de naturliga som 1,14+ 1,1+ 14 1,... osv.
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Nu skall vi borja var vandring fran de naturliga talen till de reella (och de komplexa i
néista avsnitt). Vi utelamnar manga detaljer och begrénsar oss till allmédnna idéer.

Det finns tva huvudorsaker till att talbegreppet utvidgades. Det forsta var behov i
samband med méatningar. Man upptéickte mycket tidigt att det behovdes braktal for att
uttrycka dimensioner (lingder och areor) av jordlotter. Men icke-rationella tal dok upp
dven i samband med métningar (vi far se det i samband med konstruktionen av de reella
talen). Den andra orsaken har en mera abstrakt karaktér. Nya typer av tal behovdes for
att kunna l6sa ekvationer. Ett typiskt exempel dr de komplexa talen. Pa 1500-talet kidnde
man formeln:

p P’
T12 = B =+ 1 q

for 16sningar till andragradsekvationen 22 +pz+q = 0. Loser man ekvationen 22—3z+2 = 0
sa far man enligt den formeln z; = 1 och 5 = 2. Tar man i stéillet 22 — 22 +2 = 0 sa blir
r1 =1+ +/—1och 5 =1 — /=1 . En del ménniskor skulle kanske séiga att ekvationen
2?2 — 22 + 2 = 0 i sa fall saknar l6sningar dérfor att v/—1 dr helt utan mening. Andra
skulle acceptera symbolen v/—1 , tillskriva den egenskapen att (v/—1)? = —1 och sitta in
1+ +/—11i ekvationen 22 — 2z + 2 = 0. D& &r

(I+vV=1)? =20 +vV-1)+2=14+2/-1+(-1)-2-2V/=14+2=0

dvs 1+ /—1 &r en 16sning till ekvationen. Sa gjorde nagra italienska matematiker under
1500-talet. Om man anser att 1 4+ \/—1 bor uppfattas som en losning till ekvationen
22 — 22 + 2 = 0 sa bér man ocksa ha en bra forklaring till varfor. Det giller att motivera
anvindningen av v/—1 . Det tog 300 ar innan man kunde ge en tillfredsstéllande forklaring
och konstruera rent formellt de komplexa talen (vi gor det i nésta avsnitt). Men exakt
samma situation som med de komplexa talen har man med de hela, rationella och reella.
Om man fragar ett barn om x sadant att 2 + x = 3 sa far man svaret x = 1. Tar man
istéllet 3 + x = 2 riskerar man att bli utskrattad. Ekvationen 2 + x = 3 kan l6sas i
méangden av de naturliga talen, men 3 + x = 2 kréver ett nytt talomrade - de hela talen
(i synnerhet de negativa). Pa liknande séitt gar det att dela 4 i tva lika delar (dvs losa
22 = 4) i heltalen, men det gar inte att dela 3 i tva lika delar i den méngden (dvs losa
2z = 3) - det behovs rationella tal for att gora det. Slutligen kan man hitta ett rationellt
tal som multiplicerat med sig sjilvt ger 4 (dvs losa z? = 4), men det gar inte att hitta
ett rationellt tal som multiplicerat med sig sjilvt ger 2 (dvs 16sa 22 = 2) — for att gora
det behovs ett nytt talomrade. Det naturliga énskemalet att polynomekvationer alltid
skall ga att l6sa, tvingar oss saledes att succesivt utvidga talomraden. Om det finns en
slutstation for denna utvidgningsprocess far vi veta i nésta avsnitt. Sa lat oss borjal

Fran de naturliga talen till de hela. Ekvationen 3 + x = 5 definierar x = 2 som sin
16sning. Samma losning ger 4+ x = 6, 5+ 2 = 7 osv. Man kan uppfatta 2 som paret (5,3)
eller (6,4) eller (7,5) osv. Paret (a,b) ger 16sningen till b4+ x = a med a > b. Paren (a,b)
och (¢,d) ger samma z om a —b=c—d dvs a+d = b+ c. Men det finns par (a,b) med
a = b och a < b. Har de en liknande tolkning ? T ex kan (3,5) uppfattas som lésningen
till 5+ 2 = 3. En sadan 16sning finns inte bland de naturliga talen men sjélva tolkningen
ger en idé hur man kan definiera heltalen.

Lat oss betrakta alla par (a,b) dir a,b € N. Vi séiger att (a, b) och (¢, d) tillhér samma
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klass (eller definierar samma heltal) da och endast da a+d = b+c . Alla par som tillhér
samma klass som (a, b) betecknas med [(a,b)]. En sadan klass kallar vi for ett heltal och
kommer 6verens om foljande beteckningar:

a—>b om a > b,
[(a,b)] =< 0 om a = b,
—(b—a) oma<b.

T ex ar [(1,3)] = —2 och paren (1,3), (2,4), (3,5) osv tillhor samma klass. Vidare definierar
man addition och multiplikation av heltal:

[(a,0)] + [(c,d)] = [(a+ ¢, b+ d)],

[(a,0)][(c, d)] = [(ac + bd, ad + bc)] 2.

Nu kan man kontrollera att heltalen bildar en ring men att ga igenom alla detaljer &r
ganska omsténdligt (se 6vning 3).

Fran de hela talen till de rationella. Konstruktionen &r ndstan identisk med den
forra. Ekvationen 2z = 1 definierar 1/2 . Samma 16sning ger 4x = 2, 6x = 3 osv. Vi kan
uppfatta 1/2 som paren (1,2), (2,4), (3,6) osv. —1/2 far man som t ex (—1,2), (—2,4)
osv. Allmént kan 16sningen till bx = a uppfattas som paret (a,b). Observera att b # 0.
Tva par (a,b) och (c,d) ger samma rationella tal om § = <. Men vi vill undvika brak (de
skall ju definieras!). Dérfor skriver vi villkoret pa formen ad = be. Nu kan vi starta var
konstruktion.

Betrakta alla par (a,b) sadana att a,b € Z och b # 0. Man séger att (a,b) och (c,d)
, d # 0, tillhor samma klass om ad = be. Alla par som tillhor klassen av (a,b) betecknas
med [(a,b)]. En sadan klass kallar vi for ett rationellt tal och infér beteckningen

[(a,0)] =

t ex &r [(1,3)] = 5 och paren (1,3), (2,6), (3,9) tillhor samma klass (definierar samma
rationella tal). Nu kan vi definiera addition och multiplikation av rationella tal:

(eller a:b).

> e

g+g B ad + be
b d bd
ac _ ac
bd bd’

och kontrollera att man verkligen far en kropp (se 6vning 4). Observera att:

1 Om man har lidst avsnitt 3.4 i kursboken sa inser man att

(a,b)R(c,d) <= a+d=b+c

ar en ekvivalensrelation och “samma klassbetyder samma ekvivalensklass.
12ink pa [(a,b)] och [(c,d)] som a — b och ¢ — d. D4 ér

(a —b)(c —d) = (ac + bd) — (ad + bc) = [(ac + bd, ad + bc)].
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a+c B a+c
1 1 17
ac . %
11 1’

dvs talen { adderas och multipliceras precis som heltalen a. Man kommer 6verens om att
skriva § = a sa att de vanliga heltalen kan betraktas som en delméngd till de rationella
talen.

Fran de rationella talen till de reella. Den biten av vigen ér lite annorlunda och utgor
ett mycket storre steg &n de tva foregaende. Forst och framst hittar man latt ekvationer
med rationella koefficienter som saknar rationella 16sningar, t ex * = 2 (se nedan). Sadana
ekvationer krdver en utvidgning av de rationella talen. Men det finns en annan mycket
viktig anledning till att man inser behovet av nya tal. Man upptéickte mycket tidigt att
rationella tal inte &r tillrackliga for att kunna méta lingder av striackor. Foljande klassiska
exempel spelade en mycket viktig roll i matematikens utveckling. Betrakta en kvadrat och
anta att man har fixerat en enhet e sadan att kvadratens sida rymmer exakt n enheter
och dess diagonal m enheter (m och n ar naturliga tal).

ne

Nu vet vi att (ne)? + (ne)? = (me)? si att 2n? = m? dvs V2 = 2. Detta visar att
om e finns sa dr /2 ett rationellt tal. Pythagoras ' och hans elever visste mycket vil att
det inte var fallet (vi skall visa om en stund att /2 inte &r rationellt). Sin upptickt om
forhallandet mellan kvadratens sida och dess diagonal betraktade de som nagot som stred
mot naturens ordning och férsokte hemlighalla under en tid. Men konsekvensen blev att
Euklides '* kort direfter kunde utveckla geometrin och ldran om reella tal som matt pa
stréckor.

Hur visar man att /2 inte &r rationellt? Vi skall visa det genom att utnyttja enty-
digheten av primfaktoruppdelningar av de naturliga talen. Antag att v/2 dr rationellt dvs
att

Va2
n

dar m,n &r naturliga tal. Da dr 2n? = m?2. Eftersom m? och n? &r kvadrater av heltal in-
nehaller de ett jamnt antal primfaktorer 2 (méjligen 0 sadana faktorer). Alltsa férekommer
2 som primfaktor i 2n? ett udda antal ganger, medan i m? ett jimnt antal ganger sa att
2n? # m?. Detta motsiger likheten 2n? = m? och visar att v/2 inte kan vara rationellt.
Lat oss nu konstruera de reella talen. Vi kan inte ldngre anvénda oss av tekniken
med par av rationella tal. Men vi kan utnyttja foljder av rationella tal. Reella tal (enligt

B3Pythagoras (572-500 f Kr)
“Euklides (ca 350 f Kr)
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gymnasiekunskaper) dr decimaltal av typen A = a, ajas...a,..., dir a dr heltasdelen och
0,a1as...a,... ar decimaldelen av A. Varje sadant tal kan approximeras med rationella tal
— foljden:

T =a,a,

T2 = a,a10z ,

I3 = a,a1a20a3 ,

bestar av rationella tal och konvergerar mot A dvs lim,, ..z, = A. T ex &r for A = 7:

.T1:3,1,
I2:3,14,
25 = 3,141 ,

Lat nu A vara ett positivt tal. Foljden {x,z9, ..., 2y, ...} = {x,}]° bestar da av ra-
tionella tal , den &r viixande och begréinsad (ty x, < A for alla n). Vi vet att en sadan
foljd alltid har ett gréansvarde. Tva foljder {z,} och {z!//} har samma grénsvirde da

och endast da deras skillnad gar mot 0 dvs lim,,_,«(z, — 2/,) = 0. Positiva reella tal ar

alltsa gransvirden av vixande och begrinsade foljder av rationella tal och tva foljder
definierar samma reella tal som sina gransvirden om deras skillnad gar mot 0. Men vi
kan inte definiera reella tal som grinsviarden av sadana foljder sa liange de reella talen
inte dr konstruerade dérfor att en sadan definition skulle forutsiatta att de reella talen
(dvs grénsvirdena) #r kéinda. Anda identifierar vi varje reellt tal med ett grinsvirde pa
foljande sétt. (Har borjar den formella definitionen.)

Betrakta alla viixande och begrénsade foljder {1, xs,...,2y,,...} = {z,}5° , dér =,
ar positiva rationella tal. Man sdger att tva foljder {z,}° och {z]}7° tillhtr samma
klass (definierar samma reella tal) om deras skillnad {x, — z/,}5° konvergerar mot 0 dvs
limy, oo (2, — 2},) = 0. Alla foljder som tillhor klassen av {z,}° betecknas med [{z,}7°].
En sadan klass kallar man for ett positivt reellt tal. Nu kan man definiera addition och
multiplikation av de positiva reella talen:

Han} ]+ Han30) = Ham + 2,377,

{3 T2 307 = Hanan 370

For att nu konstruera de negativa reella talen och talet 0 maste man upprepa sama kon-
struktion som ledde oss fran de naturliga talen till de hela: Man betraktar alla par (a,b),
dér a och b ar positiva reella tal, och man identifierar (a,b) med (¢,d) om a+d = b+ c.
Kontrollen att man far en kropp, att den &ar ordnad och fullsténdig dr ganska lang men
inte sirskilt svar (detaljerna behandlas nirmare i fortsittnigskurser i matematik 1°).

15Vanligen brukar man i stéllet fér vixande och begrénsade foljder betrakta godtyckliga foljder av rationella
tal T1, T2, ..., Tn, ... sddana att avstandet mellan talen z; och z; gar mot 0 da i och j vixer dvs |z; — zj| — 0 da
i,j — oo. Foljder av den typen kallas Cauchyféljder.
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OVNINGAR

1. a) Visa att /3 r icke-rationellt genom att jimféra antalet primfaktorer 3 i likheten
3n? = m? till vénster och till hoger.

b) Visa pa liknande sétt att /p ér icke-rationellt da p &r ett godtyckligt primtal.
¢) Har Du nagra forslag till hur man kan generalisera b)?
2. a) Visa att talet 2logh r icke-rationellt.

b) Kan Du foresla nagra andra tal i stéllet for 5 i a) for att samma pastaende skall
gilla.

3. Betrakta alla par (a,b), dir a,b € N och visa att relationen

(a,b)R(c,d) <= a+d=b+c

ar en ekvivalensrelation. Motivera déarefter att det finns en bijektion mellan ekvi-
valensklasserna och heltalen.

4. a) Nér har ett rationellt tal § en invers? Skriv inversen pa formen [(c, d)].

b) Kontrollera att om

[(a,0)] = [(a", )] och  [(c,d)] = [(c,d)]

ar tva rationella tal (ab' = a’b och ed’ = 'd) sa giller

c ad ac dc

24 h

b d vV d bd v d
(dvs summan och produkten av tva rationella tal beror inte pa hur dessa tal repre-
senteras i form av brak).

4. KOMPLEXA TAL OCH VARLDEN BAKOM DEM

Vi vet redan fran forra avsnittet att behovet av de komplexa talen upptécktes i
samband med andragradsekvationer med reella koefficienter. En sa enkel ekvation som
2? = —1 saknar reella l6sningar. Antag att vi har en kropp K som innehaller de reella
talen R och sadan att det finns @ € K som satisfierar ekvationen z? = —1 dvs a? = —1.
Hér har vi precis situationen ur sats (1.3): @ ¢ R men a? = —1 € R. Enligt den satsen

bildar

a+ ba, dir a,beR

en kropp. Det finns en mycket lang tradition att o betecknas med 4 (ibland j) 6. T den
kroppen har vi:

16« Kommer fran ordet “imaginir”. Det finns ett mycket intressant val av terminologi nir det giller nya

typer av tal. De naturliga talen bland de hela kallas positiva, de 6vriga negativa. Braktalen bland de reella kallas
rationella, de 6vriga irrationella. Komplexa talen a + bi har realdel a och en imaginirdel b. Alltsa var allt nytt
negativt, irrationellt och imaginért (samt en lang tid impopulért)
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(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i,

(4.1)
(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i.

An si ldnge har vi inte nagon formell konstruktion av de komplexa talen (vi sade
ju “Antag att en kropp K...”). Men vi har i alla fall en klar bild av hur en kropp som
innehaller 16sningen till 22 = —1 maste se ut. Konstruktionen ar mycket enkel. Idén &r
(som flera ganger tidigare) att uppfatta nya tal som par av redan kdnda: a + bi kan
uppfattas som (a,b), dér a,b € R.

(4.2) Definition. Med kompleza tal menar man alla par (a,b), dir a,b € R, som adderas
och multipliceras pa féljande sitt:

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d),

(a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + be).

Midngden av de komplexa talen betecknas med C.
Beteckningen (a, b) dr lite omstandlig. Dérfor observerar man att:

(a,0) 4+ (b,0) = (a + b,0),

(a,0)(b,0) = (ab,0),

dvs paren (a,0) adderas och multipliceras precis som vanliga reella tal a. Man kommer
overens om att skriva (a,0) = a sa att R C C. Dérefter noterar man att (0,1)(0,1) =
(—1,0) = —1. Man betecknar (0,1) = ¢. Nu har vi (0,b) = (b,0)(0,1) = bi sa att

(a,b) = (a,0) + (0,b) = a+ bi

och vi far vara gamla beteckningar (4.1). Det som aterstar &r kroppstrukturen:
(4.3) Sats. De komplexa talen a + bi, dir a,b € R och i* = —1, bildar en kropp.

Satsen visas ldtt, men beviset tar lite tid dérfér att man maste kontrollera alla villkor (a)
- (k) i definitionen (1.5). (Har hénvisar vi till kursboken och évningarna.)

Innan vi tittar pa mojligheten att ga vidare med liknande konstruktioner lat oss sum-
mera vara kunskaper. Nu kan vi sdga att med ett tal menar man alltid ett komplext tal.
I synnerhet kan det vara fraga om ett naturligt, helt, rationellt eller reellt tal. Med en
talring (eller talkropp) menas alltid en ring (eller kropp) bestaende av tal.

Z &r den minsta talringen darfor att om R &r en talring sa géller att 1 € R vilket ger
att 1+ 1,1+ 1+ 1,... € R dvs R innehaller de naturliga talen. Vidare maste 0 € R och
—r € Rom z € R sa att R innehaller Z. Q 4r den minsta talkroppen déarfér att varje
kropp K innehaller Z och dérmed ocksa alla tal ¢, dir a,b € Z och b # 0, dvs K 2 Q.

De reella talen bildar den storsta ordnade talkroppen. Lat oss forst konstatuera att C
inte &r ordnad. Antag ndmligen att man kan vélja en méngd P av positiva element i C.
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Daéri € Peller —i € P. I varje fall éir (+4)? = —1 € P vilket #r omdjligt ty redan 1 € P
(se sid. 8). Man visar (men det &r inte helt banalt) att om en talkropp kan ordnas sa kan
den inte innehalla nagot komplext tal a + bi med b # 0 dvs den ligger i R. I den meningen
ar R den storsta ordnade talkroppen.

De komplexa talen bildar den storsta talkroppen. I vilken mening? Man kan fraga sig
som tidigare om det finns polynomekvationer, den gangen med komplexa koefficienter,
som inte kan l6sas i komplexa talomradet. Svaret pa den fragan kommer fran C.F. Gauss
som ar 1799 visade foljande sats:

(4.4) Polynomalgebrans fundamentalsats. Varje polynomekvation av positiv grad
med komplexa koefficienter har en komplex lésning.

Satsen sdger att om p(X) = a, X" + ... +a; X + ag , dir a; € C, n > 0 och a, # 0 sa ar
p(z) = 0 for ett komplext tal z € C. Man sédger ocksa att kroppen av de komplexa talen
ar algebraiskt sluten. Det finns flera olika bevis for den satsen men alla kraver lite storre
forkunskaper 7.

Den sista satsen siger att det inte finns nagot vidare behov att utvidga komplexa
talkroppen p g a olosbara polynomekvationer. I den meningen bildar de komplexa talen
den storsta talkroppen. Men en lang tid innan man var medveten om detta, upptéckte
man matematiska objekt som kunde anvéndas till att beskriva och utforska naturen och
som i manga avseenden liknade talen. Mgjligen har Du hort sadana termer som vektor,
matris, kvaternion eller tensor. Vektorer och matriser ar uppséttningar av tal som ocksa
kan adderas och multipliceras pa ett lampligt sitt. De ger en mojlig generalisering av
talbegreppet (Du méter dem i fortséttningen av kursen). Kvaternioner, som enklast kan
beskrivas med hjalp av matriser, ar ett annat exempel pa en algebraisk struktur som ligger
mycket nira de komplexa talen. Vi skall avsluta detta avsnitt genom att siga nagra ord
om just kvaternioner.

W.R. Hamilton '® som gav en formell definition av komplexa tal i form av reella talpar
forsokte ga vidare med sin idé och betrakta par av komplexa tal. Han ville definiera
addition och multiplikation av sadana par och mdgjligen fa en ny kropp. Faktum &r att
det finns manga kroppar som innehaller de komplexa talen, men de maste alltid innehalla
element som inte uppfyller nagon polynomekvation med komplexa koefficienter (enkla
exempel pa sadana kroppar far vi se i avsnitt 6). Darfor dr det inte lingre mojligt att
konstruera en kropp storre d&n C vars element uppfyller polynomekvationer med komplexa
koefficienter. Hamilton lyckades dock att konstruera en struktur som har den egenskapen
och som uppfyller alla riknelagar for en kropp med bara ett undantag. Pa Brougham
Bridge i Dublin ddr Hamilton bodde finns idag en tavla med féljande text: “Here as
he walked by on the 16th of October 1843 Sir William Rowan Hamilton in a flash of
genius discovered the fundamental formula for quaternion multiplication 2 = j? = k? =
ijk = —1 and cut it in on a stone of this bridge”. Han publicerade sina resultat ar 1853.
Konstruktionen av kvaternioner, som spelar en mycket viktig roll i manga matematiska
och fysikaliska teorier, dr foljande. % ' Betrakta alla par (z1, 29), dir 21, 2, dr komplexa
tal. Definiera

(21, 22) + (Zi,Zé) = (Zl + 21722 + Zé)a

1"Beviset ges i kursen “Analytiska funktioner”. Ett néistan rent algebraiskt bevis i “Galoisteori”.
18W.R. Hamilton (1805-1865).
19De avsnitt av texten som bérjar och slutar med % kommer inte att omfattas av skrivningen.
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och
(21, 22) (2], 29) = (212] — 2029, 2125 + Z122),

dér z = a — bi(z konjugat) om z = a + bi. Man observerar att
(2170) + (Zi,O) = (Zl + 2170)7

och

(21,0)(z1,0) = (2121,0).
Detta visar att de komplexa talen kan identifieras med paren (2,
(2,0) = z. Beteckna ocksa (0,1) = j och (0,4) = k. Vi har 52 = (0,1)
och k? = (0,7)(0,i) = (—=1,0) = —1. Dessutom har vi (0,c¢ + d)
(¢,0)(0,1) + (d,0)(0,7) = ¢j + dk. Dérfor kan vi skriva:

0). Darfor skriver vi
(0

1) = (~1.0) = 1
= (0,¢) + (O di) =

q=(a+bi,c+di)=(a+bi,0)+ (0,c+ di) = a+bi+cj+ dk.

Detta dr en typisk kvaternion. Man kan kontrollera direkt att ijk = —1 (se 6vning 1).

Men for att snabbt kunna rdkna med kvaternioner &r det bést att kontrollera foljande
multiplikationsregler:

1< k

Vi ser att multiplikation av kvaternioner inte d&r kommutativ. Lat oss sammanfatta:

(4.5) Sats. Alla kvaternioner a + bi + ci + dk, dir i* = j> =k* = —1 ochij = —ji = k
bildar en algebraisk struktur H som uppfyller alla villkor © definitionen av en kropp med
undantag av multiplikationens kommutativitet. Dessutom uppfyller varje kvaternion en
andragradsekvation med reella koefficienter.

For det sista pastaendet i satsen se 6vning 2. Ibland sédger man att H &r en icke-
kommutativ kropp (men termerna skevkropp eller divisionsring ar ocksa vanliga). Satsen
ar latt att bevisa (men for att undvika langa berdkningar &r det enklast att anvdnda
matriser).

OVNINGAR

1. Skriv foljande kvaternioner pa formen a + bi + ¢j + dk :
a) (1+4)(1+7),
b) (i +j+k)?
c) (1+2i+3j+4k)(1 —2i— 35 —4k) ,
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d) ijk
2. a) Visa att ¢ = 1+i+j+k och ¢ = 1 —i—j —k satisfierar ekvationen z? —2z+4 = 0.

b) Visa att ¢ = a + bi + ¢j + dk satisfierar en kvadratisk ekvation med reella koeffi-
cienter.

5. RESTARITMETIKER

I detta avsnitt far vi se ringar och kroppar av en annorlunda karaktér. De dr néra beslé-
ktade med heltalen och har en mycket stor betydelse inom talteorin och dess tillimpningar
i datalogi och datateknik. Nar man adderar eller multiplicerar tva tal som t ex

128 128
+ 39 x 43
LT 24

sa bestdmmer man forst den sista siffran. De operationer som leder till resultatet kallas
addition och multiplikation modulo 10. Man adderar 8+9 pa vanligt sitt, men sista siffran
ar resten av 8 + 9 vid division med 10. Pa liknande sétt har vi 3 -8 = 24, men som sista
siffran far vi 4 dvs resten av 24 vid division med 10. Om talen &r givna i binéra systemet
(bas 2) som t ex

1011 1011
+ 101 x 111
.0 o1

sa raknar man modulo 2 dvs forst som vanligt, men dérefter tar man resten vid division
med 2. Operationerna modulo 10 eller 2 eller modulo ett godtyckligt annat naturligt tal
har stor betydelse. Man kan séga att de ger ndrmevérden till vanliga smmor och produkter
av heltal (t ex en helt vanlig minirdknare brukar rikna med heltal modulo N = 10® eller
10'9).

I restaritmetiker arbetar man med rester av heltal vid division med ett fixerat naturligt
tal n. Vi skall forutsédtta att n > 1, ty annars har vi bara resten 0. Om «a ér ett heltal sa
ar

a=mnq+r,

dér ¢ dr kvoten och r ar resten. Resten r kan alltid véljas sa att 0 < r < n dvs det finns
n stycken rester : 0,1,...,n — 1. Deras méngd betecknas ofta med Z,, (eller Z/(n)). Vi
skall skriva r = [a], for att uttrycka det faktum att r &r resten vid division av a med n.
Foljande egenskaper hos rester kommer att utnyttjas manga ganger:

(5.1) Lemma. [a],, = [b],, dd och endast dd n|la—b ?°. Med andra ord ger a och b samma
rest vid division med n da och endast da n dr en delare till deras skillnad a — b.

20Man skriver a|b och séger att “a dr en delare till b” om b = aq for nagot heltal g. Man séger ocksa att b dr en
multipel av a. Om a inte &r en delare till b skriver man afb.
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Bevis. Om [a],, = [b], sa &r a = ng; + 1 och b = ngs + r vilket ger a — b = n(q1 — ¢2) dvs
nla — b.
Omviént, lat nja — b dvs a — b = ng. Om a = ng; + r; och b = ngy + 7o sa ar

a—b=n(q —q)+r —1

dvs
i —ry=(a—b) —nlg —q)=nlg— (@ — ¢)]

Detta betyder att n|r; —re. Men 0 < 71,79 < n sa att r; —ro ar delbart med n endast om
ry —ry =0 dvs [a], = [b],. O

Exempel. (a) [3]5 = [—2]5 ty 5|3 — (—2) = 5.
(b) [n = 1] = [-1]n ty nl(n — 1) = (=1) = n.

(5.2) Anmirkning: C.F. Gauss introducerade en mycket viktig beteckning for att ut-
trycka likheten [a),, = [b],, (dvs n|a — b). Han skrev:

a=b (modn)
vilket utldses “a dr kongruent med b modulo n”. Relationen “ =7 kallas kongruens (hér
modulo n). Vi kommer att anvinda den beteckningen ganska ofta.

Kan man helt allmént addera och multiplicera rester (precis som de sista siffrorna
vid addition och multiplikation av heltal)? Det &r helt klart att det gar men en formell
definition dr nddvéndig. Vi skall skriva @ och © for att ha en distinktion mellan addition
av vanliga heltal och rester. Men den distinktionen &r inte nédvindig (man kan skriva
“4+7 och “-” om man sa vill).

(5.3) Definition. [a], & [b],, = [a + b],, och [a], © [b], = [ab],.

Definitionen séiger att summan av resterna [a, och [b], far man genom att addera talen
a och b pa vanligt sétt och dérefter ta resten vid division av a + b med n. Samma sak
géller for produkten. Hér finns det dock en liten detalj som kréaver en stunds eftertanke.
Om man har tva helt godtyckliga heltal a och b som slutar, lat oss séga, pa 3 och 8 dvs
[a]10 = 3 och [b]1g = 8 sa far man alltid samma slutsiffra for a + b och ab dvs [a + b9 = 1
och [ablyy = 4. Giller samma sak helt allmént da man ersdtter 10 med nagon annan modul
t ex 3 eller 47 Med andra ord #r hoger led i definitionen (5.3) alltid samma oberoende av
a och b till vanster? Fragan kan ocksa formuleras sa hér: dr definitionen (5.3) korrekt?
Lat oss kontrollera att den &r helt korrekt! Lat:

(5.4) la], = [d'],, och [b],, = [V'],.

Vi vill visa att

(5.5) la+b], =[d +V], och [ab], = [a'V],.
Med beteckningen “ =" betyder det att

a=d (modn) och b=0b (mod n))
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ger
a+b=d +V (modn) och ab=db (modn)

dvs kongruenser, precis som likheter, kan adderas och multipliceras ledvis.

Bevis. [a], = [d'],, och [b],, = [V'], betyder att a — a’ = ng; och b — b = nge. Alltsa ar

(a+b) — (a"+ V) =n(q + q) ,

dvs
la+0b], =[d+V],.
Vidare ar
ab—d't =(a—a)b+d(b-0)=n(qgb+ qa)
dvs

[ab],, = [d'V],.0

Nu kan vi konstatera féljande:

(5.6) Sats. Alla rester vid division med n bildar en ring Z, med avseende pa addition
och multiplikation av rester:

[a, @ [b], = [a + b],

och
[a], © [b], = [ab],.

Bevis. Vi vet redan att summan och produkten av rester &r rester (detta ger villkoren
(a) och (f) i definitionen (1.5)). Associativiteten:

far vi enkelt ty

VL= (laln @ [b]n) © [cln = o + 00 @ [cn = [(a +b) + c]n,

och
HL = [a]n @ ([b]n ® [c]n) = [a]ln ® [b+ c]n = [a + (b+ )],

sa att VL = HL. Lika enkelt ar det med kommutativiteten:

[a], ® [b], = [a+ 0], = [b+ a], = [b]n D [a]n.
Vi har

laln © [0],, = [a + 0], = [a],

dvs [0],, &r neutral for addition. Likheten
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siger att [—al, dr motsatt till [a],. De 6vriga villkoren i definitionen (1.5) lamnar vi som
Ovning. O

Lat oss som exempel skriva ut additions och multiplikationstabellerna for Zs:

® [0 [1s [2s © [0 [1s [2s
0]z | [0]s [1]s [2]3 [0]3 | [0]3 [0z [0
(1] | [z [2]s [0]3 [ | [0]z [1]s [2]3
2]z | [2]s [0]z [1]3 2]z | [0]z [2]z [1]3

Ofta kommer vi att uteldmna [ |, nér det &r klart vilka rester vi menar. T ex &r tabellerna
for Z, toljande:

®l0 1 2 3 ®[0 1 2 3
0jo 1 2 3 00 00 0
1|1 2 30 10 1 2 3
2 12 3 0 1 2 10 2 0 2
3130 1 2 3103 21

I praktiska tillampningar (utanfér matematiken) ér Zy en av de viktigaste ringarna: Den
har fo6ljande réknelagar:

En viktig fraga &r om det kan intraffa att Z,, ar en kropp. Lat oss repetera att Z,, dr en
kropp om villkoret (j) i definitionen (1.5) géller dvs om till varje r € Z,,, r # 0, existerar
en invers 1’ sa att r © v’ = 1. Man inser litt att Z,, Zs och Zs ar kroppar. For Z, ar det
klart (1®1=1).1Zgharvil®1=1o0ch2®2=1saatt bade 1 och 2 har invers. I Zj
ar det ocksa klart ty 1©1=1,203=10ch4®4 =1 sa att 1,2,3 och 4 har invers. Z,
ar inte en kropp darfor att 2 saknar invers (man kan inte hitta r € Z, sa att 2© r = 1).
Nér ar Z, en kropp? Svaret dr, ganska Overraskande, att Z, &r en kropp da och endast
da n ar ett primtal. Vi skall bevisa det om en stund som ett resultat av en mera allmén
observation.

I en godtycklig ring R kan det finnas flera element utéver 1 som har invers. Om R
ar en kropp sa har alla element # 0 invers. Bland heltalen Z finns det bara tva som har
heltalig invers — det &r 1 och —1. Allmént har man féljande begrepp:

= olP
— OO
O R
»—O@
O OO

1
0
1

(5.7) Definition. Ett element a i en ring R kallas en enhet om a har invers dvs om det
finns @' € R sa att aa’ = 1.

Vi skall hitta alla rester som har invers i Z,. Tag t ex Zy. Hirdr 1©1=10ch 3©®3 =1
sa att 1 och 3 har invers (men inte 2). I Z; har alla rester # 0 inverser ty 7 ar ett primtal
och saledes ar Z; en kropp: 1©1=1,204=1,305=1.

(5.8) Sats. r € Z,, har invers da och endast da r och n saknar gemensamma delare # 1

dvs SGD(r,n) = 1.
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Vart bevis av satsen utnyttjar en mycket viktig egenskap som Du kommer att méta manga
ganger: Lat a,b vara tva heltal. Da finns det heltal x,y sadana att

(5.9) azx + by = SGD(a,b)*.
Bevis. Om SGD(r,n) =1 sa finns det tva heltal z,y sadana att
re+ny =1

Alltsa ar [rz + nyl, = [1],. Men [ny], = [0], sa att [rz], = [r], © [z], = [1], dvs [z], &r
inversen till [r], = 7.

Omvant. Lat [r], © [7], = [1], dvs [rr'], = [1],. Enligt (5.1) far vi n|rr’ — 1 dvs
rr’ —1 = ng sa att rr’ —ng = 1. Den likheten séger att SGD(r,n) = 1 ty en gemensam
delare d > 0 till » och n &r en delare till 1 dvs d = 1. O

Nu far vi omedelbart:
(5.10) Foljdsats. Z,, dr en kropp da och endast da n dr ett primtal.

Bevis. Om n = p &r ett primtal sa har varje rest r # 0 invers darfér att resterna
1,2,...,p—11iZ, saknar gemensamma delare med p (dvs SGD(r,p) =1dar =1,2,...,p—
1. Om déremot n ar sammansatt dvs n = kl, dar 1 < k < noch 1 <[ < n sa ar
SGD(k,n) =k > 1 vilket innebér att resten k saknar invers enligt (5.8). O

Nu skall vi ga igenom nagra mycket berémda satser i talteorin som enkelt kan bevisas
med hjélp av restaritmetiker. Pa senare ar visade det sig att dessa satser har mycket
visentliga tillimpningar i samband med datorberdkningar och datorsékerhet. Men talteori
(fast lite mer avancerad) har ocksa kommit in i teoretisk fysik i ssamband med strangteorin.

Vi skall bérja med en sats som visades redan ar 1682 av G.W. Leibniz %2, men som
kallas Wilsons sats. John Wilson levde senare &n Leibniz och lamnade matematiken for
juridik.

(5.11) Wilson’s sats. Om p dr ett primtal sa dar p|(p — 1)! + 1.

Innan vi bevisar satsen lat oss betrakta ett exempel. Tag p = 13. Satsen séger att 13|12!+1.
Modulo 13 har vi

1®1=1,207=1,309=1,4010=1,5608=1,6011=1,12012 =1.

Alltsa dr (modulo 13):

1020304056060 760809010011012=
=10R2e7NO0BOIYOHUEIN)eBEYY OBOI)eI2=12=-1

2Denna likhet #r en mycket enkel konsekvens av Euklides algoritm. Se sidan 51 i kursboken.
22Gottfrid Wilhelm Leibniz (1/7 1646 — 14/11 1716) var en framstaende tysk matematiker som skapade differ-
ential och integralkalkylen (oberoende av I.Newton).
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dvs 13|12! 4 1.

Bevis. Betrakta kroppen Z,. Vi skall berékna [(p — 1)!], = [1-2-...- (p — 1)], och visa
att [(p — 1)!], = [—1], vilket &r just satsens innehall.

Varje faktor r i produkten 1©2® ... ®(p — 1) har sin invers s modulo p dvs r©® s = 1.
Om r # s sa kan man utelamna bade r och s. Men det kan intréffa att r = s dvs ror = 1.
Nér? Vi har [r?], = [1], d& och endast d& p|r? —1 = (r —1)(r+1) dvs p|r — 1 eller p|r+1.
Men 0 <r <p-—1saattr=1eller r=p— 1. Alltsa finns det tva faktorer i produkten
1©2®... ®(p—1) som &r kvar: 1 och p — 1 dvs

1020.. ©p-1)=10((p-1).
Menp—1=-1 (mod p) sa att [(p — 1)!], = [-1], , vilket visar satsen. O
(5.12) Anméirkning: Wilsons sats karakteriserar primtalen i den meningen att om n|(n—
1)!'+ 1 sa ar n ett primtal (vi limnar detta pastaende som en bra och enkel 6vning — se
ovning 5). Man kan testa med hjilp av datorer om n &r ett primtal genom att dividera

(n—1)!4+1 med n. Men den metoden &r inte sérskilt bra darfor att (n —1)! vixer mycket
snabbt med n.

Nu vill vi visa en av de mest berdmda satserna inom talteorin — Fermats 2 lilla sats
(om den stora far du hora under forelédsningarna). Vi behover dock en enkel observation
som har en mycket allmén karaktér:

(5.13) Proposition. Lat R vara en ring.
(a) Produkten av tva enheter a och b i R ocksa dr en enhet.

(b) Om a ar en enhet i R och ax = ay, dir x,y € R, sa ar x = y.

(¢) Oma dren enheti R och xq, s, ..., x, dr olika element i R sa dr ocksd axy, azs, ..., ax,
olika.

Bevis. (a) Om aa’ =1 och b’ =1 sa (ab)(a’d’) =1 dvs ab &r en enhet.
(b) Man kan multiplicera ax = ay med a~ ! vilket ger z = y.
(c) Om w; # x; sa ar ax; # ax; ty ax; = ax; ger enligt (b) att x; = z;. O

Nu kan vi visa Fermats lilla sats:

(5.14) Fermats lilla sats. Om p dr ett primtal och a dr ett heltal sa dar pla? — a (dvs
a’? =a (mod p)).

Tag ett exempel forst. Om p =5 och a = 3 far vi 5[3° — 3 = 240.
Bevis. Om p|a sa ar pastaendet klart. Lat oss anta da att p fa dvs r = [a], # 0. Betrakta
resterna 1,2,...,p — 1 € Z, och lat oss multiplicera alla dessa rester med r # 0. Da far vi

(p — 1) olika enheter i Z, (se (5.13) (a) och (c)) :

lor,20r.,(p—1)or

ZPierre de Fermat (20/8 1601 — 12/1 1663).
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Alltsa aterfar vi resterna 1,2, ...,p — 1 (eventuellt i nagon annan ordning). I varje fall &r

1Oreo20reo. Op@-1)or=10260... ©(p-1).
Nu kan vi stryka 1,2, ...,p — 1 till vénster och till hoger (se (5.13)(b)) och vi far

Pl =1
dvs
[apil]p = [1],
vilket betyder att pla?~! — 1. Men i sa fall &r ocksa pla(a?™! — 1) = a? — a. O
Fermats lilla sats har en generalisering som visades 100 ar senare av L. Euler 2*. (Eulers
sats utgér grunden for konstruktionen av de mest anvinda krypteringssystemen inom

datorsékerhetstekniken — sa kallade RSA-krypton. Se 6évningarna). Innan vi visar Eulers
sats maste vi sdga nagra ord om Eulers funktion .

Hur manga rester i Z,, har invers? Antalet sadana rester betecknas med ¢(n). Funktionen
©(n) kallas Eulers funktion. Enligt villkoret i (5.8) har vi:

(5.15) ©(n) = antalet r sadana att 0 < r < n och SGD(r,n) = 1.

Det ar litt att berdkna: o(1) = 1, p(2) = 1, ¢(3) = 2, p(4) = 2, p(5) = 4, ¢(6) = 2,
o(7) = 6, p(8) = 4, ¢(9) = 6, p(10) = 4 osv. Vi aterkommer till Eulers funktion i
samband med 6vningarna. Nu kan vi formulera och bevisa Eulers sats:

(5.16) Eulers sats. Lat a och n vara heltal sadana att SGD(a,n) = 1. Da dr
n|a‘°(”) -1
(dvs a?™ =1 (mod n)).
Forst ett exempel. Om n = 10 och a = 3 sa &r 103" — 1 = 80 (ty ¢(10) = 4).

%Bevis. Betrakta restklassringen Z,,. Enligt forutsittningen ar r = [a],, # 0 en enhet i
Zy, (ty SGD(a,n) = 1). Lat ry,7s, ..., 7y vara alla enheter i Z,, , och lat oss multiplicera
alla dem med r. Da far vi ¢(n) olika produkter som alla &r enheter (se (5.13) (a) och (c)):

rOr, TOry, . T O Ty

Alltsa far vi alla enheter i Z,, igen (mgjligen i en annan ordning). I varje fall ar

rOrOrOrO@.... OrOrym =r1Or20 ... OTrym).
Nu kan vi stryka 1,79, ..., 7 till vénster och till héger (se (5.13) (b)) och vi far

ren) — 1

21 eonard Euler (15/4 1707 - 18/9 1783), schweizisk matematiker, den stérste matematikern under 1700-talet
och en av de mest betydelsefulla i matematikens historia.
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dvs
[aw(n)]n = [1]»

vilket betyder att n|a®™ — 1. 0 %

Vi skall avsluta detta avsnitt med &nnu en berémd sats som &r ca 2000 ar gammal. Satsen
heter Kinesiska restsatsen och sédger foljande:

(5.17) Kinesiska restsatsen. Om ny, no, ..., ny, ar parvis relativt prima heltal (dvs SGD(n;, n;) =
1 dai#j) ochry,re, .., ry dr godtyckliga heltal sa existerar ett heltal x sadant att

r=r; (modny), xt=ry (modny), ...,z =r; (mod ng).

Dessutom finns det bara ett sadant x modulo nins - - - ny (dvs ett x med 0 < & < nyng -« - ng).

Betrakta ett exempel. Om vi vill hitta x sa att x lamnar resten 2 vid division med 3, resten
3 vid division med 4 och resten 4 vid division med 5 sa betyder det att x skall uppfylla

(5.18) r=2 (mod3), =3 (mod4), =4 (mod?5).

Héar ar = 59 den enda losningen modulo 60 = 3 -4 - 5. Vart bevis ger ocksa information
om hur man hittar z (se exempel (5.21)).

%Bevis. Lat n = nny...n;. Betrakta Z,,. Enligt férutsiattningen har vi SGD(n;, =) = 1.

Dérfor &r ™ en enhet modulo n; dvs det finns z; € Z,, sa att

[—@iln, = [,

eller med andra ord,
ﬁxi =1 (mod n;)

Nu pastar vi att

n n n
(519) T = —X1r1 + —2Tory + ...+ —TiTk
n N2 23

ar den sokta losningen. For att kontrollera det, observera forst att

(], =0 dii # j

7
ty n;| ;. Dérfor har vi:

n n n n
[x]nz = [_xlrl]m + [_xQTQ]m +.o.t [_xkrk]m = [—.CEﬂ"Z]nZ = [Tl]m
ny n; N 1y
dvs x =r; (mod ny)
Om z och ' dr tva losningar dvs [z],, = [2'],, da i = 1,2,....k sa & n;|z — 2’. Men
talen ny, ng, ..., ny dr relativt prima sa att n = nyny..nglr — 2'* dvs [z, = [2/],,. O %

%50m alc och blc samt SGD(a,b) = 1 s ablc.
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Hur hittar man x rent praktiskt? Det ar klart att man behoéver z; dvs man maste 16sa

(5.20) Exi =1 (mod n;)
Detta betyder att man vill finna tal x; sadana att ~x; — 1 = n;q dvs
ﬁxi —n;q = 1.

Hér kénner vi igen (5.9) med a = ™, b = n;, * = x; och y = —¢q. x; hittar man mycket
enkelt med hjélp av Euklides algoritm.

(5.21) Exempel. Vi aterkommer till (5.18) dér ny = 3,ny = 4,n3 =5 och r, = 2,7y =
3,13 = 4. Alltsa dr n = nynons = 60 och man maste 16sa kongruenserna (5.20) dvs

20z; =1 (mod 3), 15z =1 (mod 4), 12z3=1 (mod 5).

Man hittar mycket latt (utan Euklides algoritm) att x; = 2,29 = 3,23 = 3. Alltsa &r

n n n
r = —X17] + —Xor9 + — X33 = 359
ny Ny ns

sa att den enda l16sningen modulo 60 &r 59 ( 359 =59 (mod 60).

OVNINGAR

1. Bestam sista siffran av talen
a) 21991 b) 132, )77 .

2. Bestdm resten vid division av
a) 31% med 7, b) 2190 med 3,5,11,13, ¢) 99% med 13.
(Ledning. Visa forst att 992 = —1  (mod 13)

3. a) Fermat pastod att talen F, = 22" + 1,

n = 0,1,2,... & primtal. Det &r verkligen sant da n = 0,1,2,3,4. Visa det! (en
minirdknare kan vara till hjlp).

b) Ett hundra ar senare visade L.Euler att 641|F5 = 92 41 = 23241 = 4294967297.
Visa det genom att riikna i Zgy; och utnyttja foljande likheter: 641 = 5-27 +1 =
54 + 24,

4. a) For 2500 ar sedan pastod kinesiska matematiker att om ett heltal n > 1 &r en
delare till 2" — 2 sa maste n vara ett primtal. Detta pastaende &r sant da n < 341
men 341|23*! — 2 trots att 341 inte &r ett primtal. Visa det!

(Ledning. 341 =11-31 och 21 =1 =1023 =3-11-31.)
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Anmairkning. P.Fermat kédnde den kinesiska hypotesen och han visste att hans tal
F, = 2%" + 1 hade egenskapen
F,|2f» —2

Det var grunden for hans pastaende att F), var primtal.
b) Visa att F), |2 — 2.

Visa att omvandningen till Wilsons sats géller, dvs om n|(n — 1)! + 1 sa &r n ett
primtal.

a) Visa att 10113 + 23 + ... + 1003.

(Ledning. Rékna i Zjg1).

b) Visa att m|1¥ 4+ 2% + ... + (m — 1)* d& k och m #r positiva udda heltal.

a) Beriikna inverser a~! till alla a € Z7, a # 0. Beriikna ocksa >_a™', a € Zz, a # 0.
b) Lat p vara ett udda primtal. Visa att om

1+1+ + L _a
2 7 T p—1 b

dér a, b ar heltal sa ar pla.
(Ledning. Utnyttja att Z, dr en kropp).

Visa att om 2% + y? = 22, déir z, y, z ar heltal s& finns det bland dessa tal ett som &r
delbart med 3, ett med 4 och ett med 5.

Visa att 30|n° — n da n ir ett heltal.

Lat p, q vara tva olika primtal och n = pq. Visa att:
a) p(n) = (p—1)(g—1),

b) a?™* =q (mod n).

Anmirkning. Man kan visa helt allmént att p(ab) = p(a)p(b) da SGD(a,b) = 1.
Beviset ar inte svart. Pastaendet i b) géller allmént da n &r en produkt av olika
primtal. Man far en generalisering av Fermats lilla sats —om n = p sa ar ¢(n) = p—1
och p(n) +1=p.

RSA-krypteringssystem 26.

a) Vilj tva olika primtal p, ¢ och berdkna n = pq (p, ¢ &r vanligen mycket stora, sig,
av storleksordningen 10'%0).

b) Berdkna ¢(n) = (p—1)(¢ — 1) och vilj e sa att SGD(e, p(n)) = 1. Berdkna dven
d,saatt ed=1 (mod ¢(n)).

26Konstruktionen av systemet publicerades av R.L.Rivest, A.Shamir och L.Adleman 1978.
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12.

13.
14.

c¢) Publicera n, e och en ordbok for 6versittning av meddelanden till exempel:

A=10,B=11,.., Z =35
(da n > 35)

d) Den som vill sinda meddelanden till Dig krypterar med hjilp av den kédnda
funktionen

E(r)y=rre€z,

Du dr den ende (forhoppningsvis) som kan dekryptera med hjilp av funktionen

d &r hemligt och

Visa den sista likheten!
(Ledning. ed = 1 + ¢(n)m for ett heltal m > 1. Utnyttja 10b)!)

Anmairkning. RSA-systemet tillhor sk 6ppennyckelkrypton dvs kryperingsfunktio-
nen F &ar allmént kdnd. Vad gor den som vill dekryptera? Funktionen D &r inversen
till £ och for att hitta den behdver man d. d &r 16sningen till ed = 11 Z,) och for
att hitta d behover man p och ¢ som inte ar kinda. Men n &ar kint sa att man maste
kunna faktorsera n. Hér ligger styrkan hos RSA-systemet. Faktoriseringsalgoritmer
tar en mycket lang tid. De bésta kidnda algoritmerna for primfaktoruppdelning av
n kriver ca ns rikneoperationer. Om p och ¢ dr ca 101 si &r n = 102, Om
en rikneoperation tar ca 1 pus sa krivs det 10%us = 10%7 ar for att genomfora
berdikningarna for n (10 datorer var och en kapabel att utféra en rikneoperation
pa 1 us skulle behova 10% ar for att klara dessa berdkningar!)

e) Lat n = 17 - 23 = 391. Vilj krypteringsnyckeln e = 3 och kryptera NE6J (med
“ordbokensom i (c)). Berékna d och dekryptera 121 268 358.

Bestdm det minsta positiva heltalet n som lamnar resterna 1,2,3,4,5 vid division
med respektive 2,3,4,5,6.

Bestédm alla n sadana att 4|n, 9|n + 1, 25|n + 2.

Lat xq vara den minsta positiva l6sningen till

x=r; (modni),z=ry (modny),..,x=r; (mod ny),

dér n; ar positiva relativt prima heltal. Visa att varje annan 16sning ar xo + nq déar
n =mniny...n och q € Z.

6. POLYNOMRINGAR

Varje ring R ger upphov till polynom med koefficienter i R dvs alla uttryck
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f(X)=ay+a X +aX*+... +a,X"

dir a; € R. a; kallas koefficienter till f(X) och n kallas dess grad om a,, # 0. Polynom
kan adderas och multipliceras pa vilkéant sétt: Om

f(X)=ay+a X +aX*+... och g(X)=by+bX +bX*+.. .7

sa ar

F(X) + g(X) = (ag + by) + (a1 + b)) X + (ag + b)) X* + ...

och

F(X)g(X) = aoby + (aghy + a1by) X + (agbs + a1by + agbg)Xz + ...

dvs koefficienten for X* i summan f(X) + g(X) &r ay + by, och for produkten f(X)g(X)
ar aobk + (llbkfl + ...+ akbo.

Med dessa operationer bildar alla polynom med koefficienter i R en ny ring som beteck-
nas med R[X]|. Man kan saledes betrakta ringar Z[X], Q[X], R[X], C[X] med koefficienter
i olika talringar och talkroppar, men &ven Zs[X], Z3[X] och allmént Z,[X] dvs polynom
med koefficienter i ringar av rester. Alla dessa ringar spelar en mycket viktig roll i hela
matematiken och har stor betydelse for olika typer av tillimpningar (inte minst géller det
ringarna Z,[X]).

Vi skall i nagon man formalisera definitionen av begreppen polynom och polynomring
i en anmérkning som avslutar detta avsnitt. Dér forklarar vi ocksa hur man kan tolka
beteckningen X. Vart sétt att skriva polynom efter vixande potenser av X é&r inte alls
nodvindigt men det underlédttar definitionen av addition och multiplikation av polynom.
Nér det géller formella ting finns det dock nagra saker som vi vill séiga redan nu.

Ett polynom med alla koefficienter lika med 0 kallas nollpolynomet och det har ingen
grad (fast ibland tillskriver man ett sadant polynom graden —1). Alla polynom av graden
0 samt nollpolynomet kallas ofta fér konstanta polynom (dvs f(X) = ag, ap € K). Vi
skriver f(X), g(X), men man kan skriva kortare f,g. I synnerhet betyder f # 0 att f
inte dr nollpolynomet. Om f # 0 och g # 0 sa &r

grad(fg) = grad f + grad g.

Man kan berdkna f(X) for X = a € R. Da far vi polynomets f vérde i punkten a dvs
fla) = ap+ara+ ... +a,a™. Om f(a) = 0 sa sdger man att a ar ett nollstélle till f (eller
en rot till ekvationen f(X) = 0).

Vart storsta intresse kommer att koncentreras kring polynomringarna K[X], dar K
ar en kropp. Det finns en intressant aspekt av sadana ringar som har langtgaende kon-
sekvenser for hela matematiken: Det finns manga likheter mellan heltalsringen Z och
polynomringarna K [X]. Den forsta ar divisionsalgoritmen:

(6.1) Sats. Om f,g € K[X] och g # 0 sa finns det polynom q, r € K[X] sadana att

f=gq+r, dir gradr < gradg eller r = 0.

2TMan kan alltid forutsitta att f och ¢ har lika manga termer genom att “férlinga”ett av polynomen med ett
antal termer med koefficienter 0.
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Polynomen q och v (som kallas kvoten och resten vid division av f med g) ar entydigt
definierade av f och g.

Bevis. Hur man rent praktiskt hittar ¢ och r (dvs hur man utfér divionsalgoritmen)
vet vi fran gymnasiekursen (for repetition se kursboken). Det faktum att ¢ och r tillhor
K[X] framgar av berdkningsmetoden — nér man riknar ut ¢ och r anvéinder man bara
de fyra riknesdtten som tillampas pa koefficienterna av f och g. Déarfér har ¢ och r sina
koefficienter i K.

Entydigheten av ¢ och r bevisas pa foljande siatt. Antag att &ven f = gq, + r1, dér
q1,m1 € K[X] och grad r; < grad g eller 1y = 0. Da har vi

(%) 9q+71=g9q +11

dvs

7“—7”129(%—@

vilket betyder att g|r —ry # 0 2. Men om r — ry # 0 sa dr grad (rry) < gradg sa att
g inte kan vara delare till 7 — 7. Alltsa &r r — r; = 0 dvs r = ry. Likheten (%) ovan ger

g9 =gq sa att g =q ty g #0. O

Né&r man har divisionsalgoritmen kan man utfora Euklides algoritm for att rdkna ut storsta
gemensamma delaren (SGD) till tva polynom f och g (precis som man rdknar ut SGD
till tva heltal ?°. En annan viktig konsekvens av divisonsalgoritmen #r en sats kind redan
fran gymnasiekursen:

(6.2) Faktorsatsen. Resten vid division av ett polynom f(X) med X — a dr f(a). I
synnerhet ar X — a en delare till f(X) da och endast da f(a) = 0.

Bevis. Enligt divisionsalgoritmen har vi:

() f(X) = (X = a)q(X) +r(X),

dar r(X) ar ett konstant polynom (darfor att X — a har graden 1). Lat r(X) = r (en
konstant) och beridkna vénster och hogerled i (xx) ovan for X = a. Da ar

(6.3) fla)=r.

dvs resten vid division av f(X) med X — a dr f(a). Det sista pastaendet i faktorsatsen
(som for 6vrigt oftast kallas fakorsatsen) foljer nu direkt ur (6.3): Om X — a &r en delare
till f(X) dvs r =0sa ar f(a) = 0 dvs a &r ett nollstélle till f(X). Om a &r ett nollstélle
till f(X) dvs f(a) =0sa ér r =0 dvs X — a ar en delare till f(X). O

Ett mycket viktigt begrepp som vi vill diskutera nu &r motsvarigheten till primtalen i

Z8Delbarheten kan definieras i en godtycklig ring. Om a,b € R sé séger man att a ar en delare till b (och skriver
alb) om det finns ¢ € R sa att b = aq.
2Nir det giller definitionen av SGD och Euklides algoritm hénvisar vi till kursboken.
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polynomringar:

(6.4) Definition. Man sager att ett polynom f € K[X]| dr reducibelt i K[ X| om f = gh,
dir g,h € K[X] och 1 < grad g < grad f, 1 < grad h < grad f. Ett polynom av grad
minst 1 som inte dr reducibelt kallas irreducibelt.

Man séger att en delare g till f sadan att 1 < grad g < grad f ar ikta 3°. Déarfor ar f
reducibelt om det har en dkta delare, och irreducibelt om dess grad dr minst 1 och det
saknar dkta delare.

Ur definitionen foljer att polynomen av graden 1 alltid ar irreducibla. Ett irreducibelt
polynom f saknar icke-triviala delare. Men det har triviala delare — a och af, ddr a € K
och a # 0. Man har ndmligen f = a(%f) och f = (af)i Enligt var definition saknar
ett irreducibelt polynom andra delare &n de triviala. Det &r mycket viktigt att begreppen
reduciblelt och irreduciblet polynom inte géller for konstanta polynom. Varfor ar detta sa
viktigt kommer vi att forklara nér vi diskuterar faktoruppdelningar av polynom. Nu skall
vi ga igenom nagra exempel pa irreducibla polynom i olika polynomringar.

(6.5) Polynomringen C[X]. I samband med var diskussion av komplexa tal nimnde vi
(polynom)algebrans fundamentalsats (se(4.4)) som séger att varje ickekonstant polynom
med komplexa koefficienter har ett komplext nollstéille. Detta betyder att om f € C[X]
och grad f > 1sa éar f(z;) = 0 for ett komplext tal z;. Enligt faktorsatsen har vi

F(X) = (X = z1) fi(X).
Hér ar grad fy = grad f — 1. Om grad f; > 1 sa har f; ett komplext nollstélle z5. Nu ger
faktorsatsen att f1(X) = (X — 29) f2(X) sa att

JX) = (X = 21)(X = 29) fo(X).
Vi kan fortsétta faktoruppdelningen av f(X) tills vi far

J(X) = (X = 2)(X = 22)...(X — zn) [u(X),

dar f,(X) ar ett konstant polynom. Detta resonemang leder till féljande resultat:

(6.6) Sats. Varje icke-konstant polynom f € C[X] dr en produkt av forstagradspolynom.
Alltsa dr varje polynom f € C[X] av grad > 2 reduciblet och alla irreducibla polynom i
C[X] dr forstagradspolynomen.

(6.7) Polynomringen R[X]. Situationen med irreducibla polynom i den ringen &r lite
mera komplicerat 4n i C[X]. Men man kan fortfarande ganska latt beskriva alla irreducibla
polynom. Foérst noterar vi foljande hjélpresultat:

(6.8) Lemma. f € R[X] och z dr ett komplext tal sa dr

fz) = f(2).
I synnerhet, om z dr ett nollstdlle till f(X) dvs f(z) =0, sa dr ocksa z ett nollstdlle till

f(X) dvs f(z) =

307 stéllet for “dktasiger man ocksé “icketrivial”.
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Bevis. Lat

f(X) =@, X" + a1 X"+ .+ a1 X + ag,
dar a; € R. Da ar 3!

f(2) =anz" + an_12" 1+ . a1z ag = @pZ" F A1 2V @12+ ag = f(2),

ty a; = a; darfor att a; ar reella. O
Nu ar det mycket latt att bevisa foljande sats om faktorgruppdelningar i R[X] :

(6.9) Sats. Varje icke-konstant reellt polynom dr en produkt av irreducibla faktorer av
grader 1 eller 2. Alltsa dr varje reellt polynom av grad > 3 reducibelt och alla irreducibla
polynom i R[X| dr forstagradspolynom och andragradpolynom utan reella nollstillen.

Bevis. Lat f(X) € R[X]. Vi visar satsen genom induktion efter graden av f(X). Om
f(X) har graden 1 sa ar pastaendet klart (f(X) &r irreducibelt). Antag att pastaendet
galler for alla polynom av graden < n. Vi vill visa att att det ocksa géller for alla polynom
av graden n. Lat f(X) vara ett sadant polynom. Om f(X) har ett reellt nollstélle a sa
ar:

f(X) = (X —a) 1(X)

enligt faktorsatsen, och grad f; = n — 1. Enligt induktionsantagandet ar f; en produkt
av forsta och andragradspolynom utan reella nollstéllen sa att detsamma géller for f(X).

Om f(X) saknar reella nollstéllen sa &r f(z) = 0 for ett icke-reellt tal z. Enligt
faktorsatsen ar

f(X) = (X = 2)i(X).

Enligt lemma (6.8) ar f(z) = 0 sa att (2 — 2) fi(z) = 0, vilket ger f1(2) =0ty Z2—2#0
(om zZ — z = 0 sa dr z reellt!). Genom att tillimpa faktorsatsen pa fi1(X) far vi nu

f1(X) = (X — 2) f2(X) sa att

J(X) = (X = 2)(X = 2) [2(X)
Vi har

(X —2)(X —2) = X? - pX +q,

dér p = 2z + Z och ¢ = zZ &r reella tal. Darfor ar ocksa fo(X) ett reellt polynom (kvoten
av f(X) genom X% — pX + q) och grad f» = n — 2. Polynomet X% — pX + ¢ ir ett andra-
gradspolynom utan reella nollstillen. Om fo(X) ar ett konstant polynom sa &r pastaendet
klart. Annars sdger induktionsantagandet att fo(X) dr en produkt av forstagradspolynom
eller andragradspolynom utan reella nollstéllen sa att samma pastaende galler for f(X).

'Om z = a +bi sd Z = a — bi. Vi har
21+ 20 =21 + 22 ochziza = Z12»

samt Z = z da och endast da z &r reellt.
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Sista meningen i satsen ar en direkt konsekvens av dess forsta del. O

Det foljer ur satsen att t ex polynomet X* + 4 &r reduciblet i R[X]. Det ér inte alltid
latt att hitta en faktoruppdelning. Har har vi t ex:

X' 4= (X" 4+4X2 +4) —4X? = (X?+2)2 - (2X)? = (X? - 2X +2)(X? +2X +2).

(6.10) Polynomringen Q[X]. Situationen hér &r mycket mera sammansatt dn i C[X]
och R[X]. Det finns inte nagon kiand beskrivning av alla irreducibla polynom, men man
vet att for varje n > 1 finns oéndligt manga irreducibla polynom av graden n. T ex ar alla
polynom X" —p, dar n > 1 och p ar ett godtyckligt primtal, irreducibla. Detta pastaende
foljer direkt av foljande mycket kdnda resultat:

(6.11) Eisensteins kriterium.*? Om f(X) = @, X" + a, X" ' + ... +a; X + ag, dir
a; € 7, och det finns ett primtal p sadant att

plan, plan-t, .., play, plag och p*faq,
sa dar f(X) irreducibelt 1 Q[X].

Se 6vning 5 for ett bevis av Eisensteins kriterium.

Slutligen dgnar vi nagra ord at polynomringarna Z,[X|. Dessa ringar har en stor praktisk
betydelse (sarskilt for p = 2) i kodningsteori och kryptologi (t ex felkorrigering i datormin-
nen och sékerhetssystem for datagverforing). Vi har inte nagon mojlighet att fordjupa oss
i den problematiken. Men det finns kurser i tilldimpad algebra, ddr man kan bekanta sig
med dessa aspekter samt kurser i algebra och talteori, ddr man studerar rent matematiska
tillampningar pa dessa intressanta ringar.

(6.12) Polynomringarna Z,[X]. I dessa ringar finns det ocksa irreducibla polynom
av godtyckliga grader (precis som i Q[X]), men det finns exakta formler for deras antal
och mycket effektiva algoritmer for att kunna testa irreducibiliteten (beroende pa mycket
viktiga tekniska tillampningar finns det fardiga programpaket for dessa dndamal).

Lat oss dgna en stund at Zs[X] som dr den enklaste, och for tillimpningarna, den
viktigaste, bland ringarna Z,[X]. Man kan skriva ut alla polynom av given grad n :

grad O: 1
grad 1: X, X +1
grad 2: X2, X?2+1, X2+ X, X2+ X +1

grad 3: X3 X2 +1, X3+ X, X3+ X +1, X2+ X2 X34+ X?2+1, X3+ X%+ X,
X3+ X2+ X +1

osv. Bland dessa polynom kan man hitta alla irreducibla:

32Ferdinand Eisenstein (16/4 1823 — 11/11 1852) en mycket framstiende tysk matematiker.
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grad 1: X, X +1

grad 2: X2+ X +1

grad 3: X2+ X +1, X34+ X2+ 1.

For att kontrollera att t ex X2 + X 4 1 &r irreducibelt finner vi litt att alla reducibla
polynom av grad 2 #ir X2, X(X +1) = X?+ X och (X + 1) = X? + 1 (observera att
2X=0ty2=0 (mod 2)!). X2+ X +1 finns inte bland dem, vilket betyder att det inte
kan faktoriseras i produkt av tva polynom av grad 1. Pa liknande sitt kan man skriva ut
alla reducibla polynom av grad 3 och konstatera att X® 4+ X + 1 och X? + X? + 1 inte
finns bland dem. For andra faktoriseringsmetoder och en tillampning se évningarna.

Som vi ndmnde tidigare paminner ringarna K[X] mycket om heltalen (analogin &r
starkast da K = Z,). Irreducibla polynom paminner om primtalen. Vi vet att varje
naturligt tal # 1 har en faktoruppdelning i produkt av primtal t ex

10=2-5=5-2.

Om man betraktar heltalen Z sa har man ocksa

10 = (=2) - (=5) = (=5) - (=2),
dvs 10 far tva “nyafaktoruppdelningar. Talen +p, dér p &ar ett primtal, har exakt sam-
ma egenskap som irreducibla polynom — de saknar dkta delare. Man kan kalla sadana
tal for irreducibla (heltal). Om man tillater £1 som faktorer, far man odndligt manga
faktoruppdelningar som t ex

10=2-5-1=2-5-1-1=2-5-(=1)-(=1)

osv. Det ar orsaken till att man inte betraktar +1 som irreducibla tal (dvs primtal) trots
att de saknar dkta delare. For polynom har man en liknande situation. t ex dr i Q[X] :

X2 —1=(X-1)(X+1) :2(X—1)%(X+1) :3(X—1)%(X+1)

osv. Konstanterna # 0 kan alltid skrivas in i en faktoruppdelning precis som faktorerna
+1 i heltalsfallet. T polynomringarna K[X] betraktas darfor inte konstanterna # 0 som
irreducibla polynom (eller reducibla polynom). Konstanterna # 0 &r polynom som har
invers (a -+ =1da a # 0). Som vi vet, kallas sadana element fér enheter (se def. (5.7)).
+1 &r de enda enheterna i Z, konstanterna # 0 dr de enda enheterna i K[X|. Foljande
sats visar pa en langtgaende likhet mellan primtal och irreducibla polynom:

(6.13) Sats. Varje icke-konstant polynom i K[X] dr en produkt av irreducibla polynom.
Om f € K[X] och

[ = pipa..pr = Pipy...D

ddr p1, pa, ..., pr 0ch Py, Dy, ..., Pl drirreducibla sa drr = s och man kan numrera faktorerna
pa ett sadant satt att p; = a;p; for en lamplig konstant a; € K.

Satsen sdger att tva olika faktoruppdelningar av samma (icke-konstanta) polynom har lika
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manga irreducibla faktorer, och dessutom kan dessa faktorer paras ihop sa att faktorerna
i samma par skiljer sig sa nir som pa en konstant (man sdger ocksa att sadana faktorer
ar associerade).

Bevis. Existensen av faktoruppdelningen visas med hjilp av induktion efter graden av
f. Om grad f = 1 sa &ar saken klar. Antag att pastaendet géller for alla polynom av
grad < n och lat grad f =n > 1. Om f &r irreducibelt sa ar pastaendet klart (det finns
bara en irreducibel faktor p; = f). Om f &r reducibelt dvs f = gh, dir 1 < grad g <
grad f och 1 < grad h < grad f, sa sidger induktionsantagandet att bade g och h har
faktoruppdelningar i produkt av irreducibla polynom sa att detsamma géller fér f. Vi
uteldmnar beviset for andra delen av satsen dvs entydigheten. Den visas pa precis samma,
sitt som entydigheten av primfaktoruppdelningar av heltalen. O

Vi skall avsluta detta avsnitt med nagra ord om definitionen av polynomringarna R[X].
Du behéver inte betrakta dessa ord sérskilt allvarligt. De ar tdnkta som en forklaring for
den som kénner att det vore bra med en mera stringent definition av begreppet polynom.
Men man kan klara sig ganska ldnge utan den stringensen.

Ett polynom kan ndmligen uppfattas som en odndlig foljd (ag, a1, as,...) dar a; € R.
For den foljden skall det finnas ett n sadant att a; = 0 da ¢ > n. Polynom adderas och
multipliceras enligt foljande definition:

(ao,al,ag, ) + (bo,bl, bg, ) = (ao + bg,al + bl,ag + b27 )

och
(CL(), ai, ag, ...)(ao, ai, ag, ) = (CLobo, a0b1 + albo, a062 —+ a161 + CLQbo, )

Vad ar X och hur kan man skriva om polynom till den vélbekanta formen
ag + CL1X + CL2X2 + ...+ aan{?

Man definierar:

X =(0,1,0,0,...).
Da ar

X?=(0,0,1,0,...),

X3 =1(0,0,0,1,...),

och allméant
X" =(0,0,...,0,1,0,...),

dar a, = 1 och a; = 0 dai # n. Vidare observerar man att polynomen (ag, 0,0, ...) adderas
och multipliceras som elementen i R :

(ao,O, ) + (bo,o, ) = (GO + bo,o, ),

och
(CL(), 0, )(bo, O, ) = (agbo, O, )

Dérfor kommer man 6verens om att betédckna (ag, 0, ...) med ag. Man observerar ocksa
att
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(0,0, ...,0,an,0,...) = (ay,0,0,..)(0,0,...,0,1,0,...) = a, X"
Om nu (ag, ay, ..., Gp, ...) ar ett polynom dér a; = 0 da ¢ > n sa &r
(ag,a, ..., ap, ...) = (ap,0,0,...) + (0,a1,0,...) + (0,0,0, ..., ap, ...) =
=agt+ a1 X +..+a, X"

och vi far vara vélbekanta polynom.

OVNINGAR

1. Visa att foljande polynom ér irreducibla:
a) X2 +2X + 21 R[X],
b) X -2 Q[X],
c) X2+ 11 Z3[X],
d) X*+ X +112Z,[X].
2. Faktoruppdela polynomet X4+2X?2+9 i irreducibla faktorer i Q[X|, R[X] och C[X].
3. Faktoruppdela X4 + 1 i irreducibla faktorer i Q[X], R[X] och C[X].
4. Lat K vara en kropp och lat f € K[X]. Visa att
a) Om grad f > 2 och f har ett nollstélle i K sa ar f reducibelt i K[X].

b) Om grad f = 2 eller 3 sa ér f reducibelt i K[X] da och endast da f har nollstéllen
i K.

c) Konstruera ett exempel som visar att b) inte géller da grad f = 4.
d) Los uppgifterna 1 a)-c¢) med hjilp av b).

5. Bevisa Eisensteins kriterium: Om ett polynom

f(.fE) = (Zan + (Zn_an_l + ...+ (ZlX “+ ag

har hela koefficienter a; och

plan, plan-1, ..., plar, plag samt p*fao
for ett primtal p sa ar f(X) irreducibelt i Z[X].

Ledning. (bevisskiss). Lat

f(X) = (kak + bk_le_l + ...+ b0 X+ bo)(Cle + Cl_le_l + .. t+aX+ CO)
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dir1 <k <nochl<l<n. Daar
aop = boco

och plby eller p|cy men ej bada (varfor?). Lat p|by och pfco. Visa succesivt att plby,
plba, ..., p|bx, genom att studera likheterna:

ag = boco,
a; = boci + bicy,
g = boCQ + b101 + bgCo,

ap = bock + blck_l + ...+ bk_lcl + bkCO.
Ar p|b, méjligt? (Observera att a, = byc;!).

Anmirkning. Ett resultat kidnt som Gauss lemma sédger att om ett heltaligt poly-
nom é&r irreducibelt i Z[X]| sa &r det irreducibelt 1 Q[X]. Detta resultat ter sig ganska
sjilvklart (om man ténker lite pa det) men dess bevis ir inte helt banalt 33.

6. % Betrakta foljande krets

. klocksignal

~—1 S S1 So S3 fig 1

Den fungerar sa att under verkan av en klocksignal 6vergar innehallet i vart av ett
av registren si, So, s3 till det foregaende registret, sg emiteras och s3 ersédttes med

S4 =51+ 5o

(dvs efter 1 tidsenhet innehaller registren si, sq, $3,54). Allmént har man

Sptda = Spt1 + Sy
dan=0,1,2,....

a) Skriv ut den emiterade sekvensen da sy = 1,57 = 0,80 = 1,83 = 1 och “+7”
betyder binir addition. Hur lang &r perioden av den sekvensen.

33Gauss lemma visas i kursen “Grupper, ringar och kroppar”.
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Anmirkning. En krets av den typen kallas for ett linjéart aterkopplat skiftregister.
Sadana kretsar har en stor betydelse i radarkommunikation, kryptering, kodning,
avkodning och slumptalsgenerering. Ofta dr man intresserad av langa icke-periodiska
signalsekvenser. Allmént betraktar man kretsar:

. klocksignal

~—1 So S1 e St—2 St—1 fig 2

dér
Sntt = C18n+4t—1 T C2Sptt—2 + ... + Ct—18n41 + C1Sp
dan =0,1,2,....s; och ¢; behover inte vara 0 eller 1 — de kan tillhéra en godtycklig

ring ( men om de dr 0 eller 1 och “@® ” betyder binér addition sa forenklas kretsen
som i fig 1).

Man sdger att

p(X) = Xt — ClXt_l — Cg)(t_2 — ... Ct—lX — C

ar kopplingspolynomet till skiftregistret i fig 2. t ex ar kopplingspolynomet for
kretsen i fig. 1:

p(X)=X*"-X -1

(dvs p(X) = X*+ X + 1 ty -1 = 11 Zy). Man visar att om p(X) &r irreduciblet
i Z[X] sa &dr lingden av perioden av g, s, S, ..., Sn, ... en delare till 2! — 1. Man
visar ocksé att det finns irreducibla polynom for vilka man far exakt lingden 2! — 1
(sadana polynom kallas primitiva).

b) Visa att polynomet X°+ X2+ 1 ir irreducibelt i Z,[X] och konstruera ett linjéirt
aterkopplat skiftregister med detta polynom som kopplingspolynom. Motivera att
kretsen genererar en icke-periodisk signalsekvens av langden 31.%

7 UPRAKNELIGA OCH ICKE-UPPRAKNELIGA TALMANGDER.

Ar det mojligt att jamfora storleken av olika talméngder? Har det nagon mening om
man séger att det finns fler irrationella tal &n rationella? Ar det dverhuvudtaget maojligt
att jamfora storleken av oéndliga mangder? Sadana fragor sysselsatte ménniskor for lange
sedan och svaren pa dem hade mycket viktiga konsekvenser for hela matematiken.
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Storleken av tva méngder, med ett dndligt antal element var, kan jimféras genom
att man riknar antalet element i dem. Den metoden &r oanviandbar om tva méangder ar
odndliga. Men det finns ett sétt att jamfora dndliga méngder som kan generaliseras till
odandliga. I stéllet for att rdkna antalet element i tva méngder A och B for att avgora
vilken av dessa tva som innehaller flest element, kan man forsoka para ihop elementen
i A med elementen i B sa att mot olika element i A svarar olika element i B och varje
element i B tillhér nagot par. Om det &r mojligt sa kan man séga att A och B har lika
manga element. Om det finns element i B som inte tillhér nagot par, sa dr slutsatsen att
B innehaller fler element &n A. Om man inte har lyckats para ihop elementen i A och B
dérfor att elementen i B har tagit slut innan alla element i A fick ett par sa kan man siga
att A har fler element &n B. Formellt har man f6ljande definition:

(7.1) Definition. Man sdger att tva méangder A och B har samma kardinalitet om det
finns en bijektiv funktion f : A — B.

Detta betyder att mot varje a € A svarar b = f(a) € B pa ett sadant sitt att mot olika
a svarar olika b och att varje b svarar mot nagot a. Paren &r (a, f(a)). Intuitivt betyder
existensen av f att A och B har lika manga element. Den intuitionen leder till en del
overraskningar som vi visar med hjélp av nagra exempel.

(7.2) Exempel. N och Z har samma kardinalitet (dr “lika stora”). For att visa det kan
vi bilda en f6ljd av heltalen:

0 1 -1 2 —2 3 -3
! l l l ! l !
1 2 3 4 5 6 7

och numrera heltalen i 6vre raden med hjilp av de naturliga talen som pilarna nerat
visar. Pa det séttet far vi en bijektion mellan N och Z. Man kan definiera f : Z — N mera
formellt:

f(n) = 2n omn > 0,
] —2n+1 omn<O0.

En méngd som har samma kardinalitet som N kallas uppriknelig. Vart sista exempel
sdger att Z ar uppriknelig. Man kan sidga att en méangd A ar uppriknelig om dess element
kan anordnas i en foljd aq, as, as, ... , darfor att en bijektion f : N — A numrerar elementen
i A med hjélp av de natuliga talen: f(1) = a1, f(2) = ag, f(3) = ag, ... osv.

Nu vill vi visa att Q &r uppriknelig, men lat oss innan dess goéra en mycket enkel
observation som kommer att visa sig mycket nyttig:

(7.3) Lemma. Om A dr en upprdknelig mangd och B dr en dndlig eller upprdiknelig
mangd sa dr AU B upprdknelig.

Bevis. Om aq, as, as, ... ar foljden av alla element i A och by, bs, bs, ... dr foljden av alla
element i B (den foljden kan vara dndlig), sa kan man bilda foljden ay, b1, as, b, as, bs, ...
som innehaller alla element i AU B mdojligen med upprepningar. Nu kan vi stryka ur den
foljden varje element vid dess upprepade férekomst och da far vi en f6ljd av alla element
i AU B. Detta visar att AU B ar uppréiknelig. O
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(7.4) Exempel. Q ar uppriiknelig. Forst visar vi att méngden av positiva rationella tal
ar uppriknelig. For att gora det skriver vi ut alla positiva rationella tal i form av tabellen:

S
/

NN

3 3
3 4
4 4 4 4
1 2 3 4

Den omfattar alla positiva rationella tal med en del upprepningar. Nu kan man bilda
en foljd av dessa tal genom att tilldela dem i tur och ordning de naturliga talen 1,2,3,...
da man startar i % och foljer pilen i enlighet med fig 2. Man hoppar 6ver de tal som man
redan har patriffat. Alltsa ar:

= ==
DN —ol—
O —
B~ — W
O 4—wi=
O — =
~J <—wln

(Man hoppar hér 6ver % = %) Detta visar att positiva rationella tal bildar en uppréaknelig
méngd. Men dven negativa rationella tal bildar en uppriaknelig méngd (man kan byta alla
tecken i fig 2 och resonera som tidigare eller utnyttja funktionen f(x) = —z som ger en
bijektion mellan alla positiva och alla negativa rationellea tal). Om vi nu tar A = alla
positiva rationella tal och B = alla negativa rationella tal sa far vi enligt Lemma (7.3) att
Q = AU BU{0} ar uppréknelig (A U B dr uppriknelig som union av tva upprikneliga
mangder och (AU B) U {0} &r uppraknelig som union av en uppriknelig och en adndlig

méngd).
Nu ger vi exempel pa en mycket viktig icke-uppréiknelig méngd:
(7.5) Sats. R dr inte upprdknelig.

Bevis. Antag motsatsen dvs att man kan bilda en foljd av alla reella tal. Da kan man
ocksa bilda en f6ljd av alla reella tal i intervallet (0,1) (som en delf6ljd av alla reella tal):
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Ty = 0, a11a12a13...A1p---
To = 0, a210A22A923...A2n...

dér a;, dr n : te decimalsiffran i en decimalutveckling av z;. Betrakta nu talet

r = O, blbgbg...bn...,

dar

2 omay;=1.

bz—{l omaii#l,

Trots at talet = ligger i intervallet (0,1) kan det inte finnas bland talen xy,zs,...,7;, ...
darfor att i:te decimalsiffran av z inte &r lika med i:te decimalsiffran av x; sa att x # x;
Mfori=1,2,....0

Den sista satsen visades av G. Cantor®® 1872. En av dess konsekvenser ir att de irrationel-
la talen ar “fler”dn de rationella dérfor att de irrationella talen bildar en ickeuppréaknelig
méangd, medan de rationella, en uppréknelig. Tag ndmligen, A = rationalla tal och B =
irrationella tal. Da &r R = AU B och eftersom A &r uppréiknelig sa maste B vara ickeup-
priknelig ty annars &r A U B uppriknelig enligt Lemma (7.3).

G.Cantor visade ett annat resultat om talmédngder som spelade en mycket viktig roll i
matematikens utveckling och beféste betydelsen av hans teori. Detta var hans bevis av
att de sk transcendenta talen (som t ex 7 och e) &r fler &n de algebraiska. Lat oss forklara
begreppen algebraiskt och transcendent tal:

(7.6) Definition. Man sdger att ett tal ir algebraiskt om det uppfyller en icke-trivial®
polynomekvation med rationella koefficienter. Ett tal som inte dr algebraiskt kallas tran-
scendent.

Det dr mycket latt att ge exempel pa algebraiska tal: 1 uppfyller ekvationen X — 1 = 0,
varje rationellt tal a uppfyller ekvationen X —a = 0, v/2 uppfyller ekvationen X2 —2 = 0,
i uppfyller ekvationen X241 = 0, osv. Detta betyder att 1, v/2, i &r algebraiska tal. Aven
a = /2 4 /3 dr algebraiskt fast det #r lite svarare att hitta en ekvation med rationella
koefficienter som « uppfyller. Men:

a?=5+2V6 dvs o> —5=2V6

vilket ger (a? —5)? = 24 dvs a* — 1002 + 1 = 0. Detta visar att o = V2 + /3 satisfierar
f(X)=X*-10X2+1=0.

Det &r betydligt svarare att ge exempel pa transcendenta tal dvs sadana tal som inte
uppfyller nagon icketrivial ekvation med rationella koefficienter. De forsta exemplen pa

312 kan inte ha tva olika decimalutvecklingar darfor att om ett tal har tva olika decimalutvecklingar s har en
av dem o#ndligt méanga siffror 0, och den andra, odndligt manga siffror 9.

35Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918) en tysk matematiker som lade grunden f6r den moderna
méngdteorin.

36Den triviala &r f(X) = 0, déir f 4r nollpolynomet. Varje tal uppfyller den ekvationen.
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sadana tal konstruerades av J. Liouville 37 1844. Men forst 1873 visade C. Hermite 3® att
talet e kdnt fran analyskursen som lim,, (1 + %)” ar transcendent. Kort dérefter 1874
visade G.Cantor att de transcendenta talen bildar en icke-uppriknelig méangd genom att
visa att de algebraiska talen &r upprikneliga. Hans argument var féljande: C = A U B,
A = de algebraiska talen och B = de transcendenta talen. Eftersom A &r uppréknelig (vi
skall visa det snart) och C ar icke-uppréknelig (C innehaller ju R som inte &r uppriknelig)
sa maste B vara icke-uppréknelig (se lemma (7.3) igen!). Alltsa dr det fler transcendenta
tal an algebraiska. Trots det dr det mycket svarare att ge exempel pa transcendenta tal
4n pa algebraiska 3. Det tog ytterliggare nagra ar innan F.Lindeman ° visade 1882 att
talet 7 #r transcendent. Fortfarande visste man inte d& om t ex 2V2 var transcendent.
Den fragan avancerade till ett av 23 stora matematiska problem som formulerades ar
1900 av en mycket framstdende tysk matematiker D. Hilbert 4!. I sitt sjunde problem
fraigade han om talen a®, dér a dr rationellt # 0, 1 och b 4r icke-rationellt &r transcendenta.
Problemet 16stes oberoende av en rysk matematiker A.O.Gelfond och en tysk matematiker
T.Schneider som 1934 visade att sadana tal verkligen &r transcendenta (A.O.Gelfond
visade att 2V2 r transcedent redan 1929).

%Innan vi visar G.Cantors resultat om algebraiska tal behdver vi nagra enkla och
allménna resultat om uppréikneliga mangder. Det forsta av dem ldmnar vi som en 6vning
(se 6vning 2):

(7.7) Proposition. Lat A vara en upprdknelig mdngd.
(a) Om f: B — A dr en injektion och B dr odndlig sa dr B uppriknelig.
(b) Om f: A — B dr en surjektion och B dr odndlig sa dr B upprdknelig.

(7.8) Proposition. Om A dir en uppriknelig mdngd sa dr ocksa A x A upprdiknelig. Mera
allmant dar A x A X ... x A (n faktorer) uppriknelig.

Bevis. Man kan bevisa pastaendet pa precis samma sétt som upprikneligheten av Q (se
exempel (7.4)). Men vi ger ett annat bevis.
Lat a1, as, as, ... vara element i A. Betrakta funktionen:

f:AxA—N
dr f(a;,a;) = 2137, Den é#r injektiv darfor att (a;,a;) # (a, ;) implicerar att 2737 # 273/

Xl
(entydigheten av primfaktoruppdelningar !). pa det séttet har A x A samma kardinalitet

som en oéandlig delméngd till N sa att Ax A ar uppraknelig enligt (7.7). For att generalisera
till n faktorer A bevhovs det en mycket enkel induktion som vi utelamnar. O
Slutligen visar vi en generalisering av (7.3):

(7.9) Proposition.Om Ay, As, ... dr upprikneliga sa dr unionen A1 UA;U... uppriknelig.

Bevis. For varje ¢ har vi

37 Joseph Liouville (1809-1882) en fransk matematiker. Enligt hans resultat &r t ex talet Yool 27 transcendent.

38 Charles Hermite (1822-1901) en fransk matematiker.

39Men faktum &r att det ocksa r mycket svarare att ge exempel pa irrationella tal #n pa rationellal

4OFerdinand Lindeman (1852-1939) var en tysk matematiker mest kind just for resultatet om talet .

“'David Hilbert (1862-1943). Hilberts problemlista har spelat en oerhort stor roll i 1900-talets matematiska
forskning.
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A, =A{ain, aio, .., Qi -}

Betrakta funktionen:

fNXNHAlLJAQU

sadan att f(i,j) = a;;. Den &r surjektiv och méngden N x N &r uppréknelig (enligt (7.8)).
Alltsa &r ocksa A; U Ay U ... uppraknelig. O

Nu kan vi visa Cantors sats:
(7.10) Sats. De algebraiska talen bildar en upprdknelig mdangd.

Bevis. Forst visar vi att alla polynom med rationella koefficienter bildar en uppréaknelig
méngd. Ett polynom ag+ a1 X + ... + a, X™ kan uppfattas som en {6ljd (ao, a1, ..., a,). Lat
A,, = mingden av alla polynom av grad < n (samt nollpolynomet). Da &r

A, =QxQx..xQ
sa att A,, ar uppriknelig enligt (7.8). Men méingden av alla polynom ar A;UA,U...UA,U...
och den dr uppréknelig enligt (7.9).

Nu kan vi ordna alla algebraiska tal i en foljd. Forst ordnar vi i en foljd alla # 0
polynom med rationella koefficienter. For vart och ett av dessa polynom skriver vi ut dess
nollstéllen i en godtycklig ordning. Pa det sdttet far vi en f6ljd av alla algebraiska tal med
upprepningar (samma tal kan vara ett nollstélle till flera polynom). Nu stryker vi ur den
foljden varje tal vid dess upprepade forekomst. Da far vi en foljd med varje algebraiskt
tal representerat exakt en gang. O %

OVNINGAR
1. Visa att foljande intervall har samma kardinalitet:
a) [a,b] och [c,d], dér a # b och ¢ # d,
b) [a,b] och (a,b), dér a # b,
c) (0,1) och (0, c0).
Visa sats (7.7).
Visa att méngden av alla intervall [a, b], dér a, b &r rationella &r uppriknelig.

Visa att varje méngd av parvis disjunkta stréckor pa en rat linje ar uppriknelig.

ATl SR

Visa att foljande tal &r algebraiska:
a) V2+i, b) V5, ¢ vV2+V3+1

6. Lat a,b vara transcendenta tal. Vad kan man séga om a + b, ab,a~'? Ar dessa tal
transcendenta ?

Anmairkning. I senare kurser i algebra visar man att de algebraiska talen bildar en
kropp.
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