ALGEBRAISKA STRUKTURER

Juliusz Brzezinski

MATEMATISKA VETENSKAPER
CHALMERS TEKNISKA HOGSKOLA OCH
GOTEBORGS UNIVERSITET
GOTEBORG 2005






FORORD
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I sin nuvarande form har kompendiet aldrig anvints (mgjligen av nagra studenter som léste
kursen pa egen hand). Av denna anledning finns det sikert olika brister och tryckfel &r
ganska naturliga. Alla kommentarer om innehallet (synpunkter och rittelser) mottas gérna
av forfattaren: Juliusz Brzezinski (jub at math. chalmers.se).
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Kapitel 1

DELBARHET OCH PRIMTAL

Vi borjar med en kort repetition av nagra viktiga egenskaper hos heltalen:
Z={0,£1,£2,43,...}.

(1.1) Definition. Om a och b &r tva heltal sa siger man att b delar a om a = bq, dir ¢
ar ett heltal. Man sdger ocksa att a dr delbart med b eller att a dr en multipel av b. Man
skriver da alb. O

Exempel. 3|6, 641|232 41 (det &r inte sa litt att bevisa - se dock dvning 5.3 i Kapitel 5.) [J

Rent allmént géller foljande viktiga och vélkénda egenskap:
(1.2) Divisionsalgoritmen. Om a och b dr heltal och b # 0 sa dr

a=>bg+r, dir 0<r<|bl.

Bade q och r dr definierade entydigt av a och b.

Bevis. Betrakta alla heltal a — bz, dédr = ar ett godtyckligt heltal. Bland dessa tall finns det
positiva ty olikheten a — bz > 0 har med all sikerhet heltaliga 16sningar (x > a/b da b > 0
och x < a/bdab < 0). Lat r vara det minsta icke-negativa heltalet bland talen a —bx da z &r
ett heltal och lat » = a —bq. Vi pastar att 0 < r < |b|. Annars &r, r > |b| sa att 0 < r—|b] <7r
ochr—|bl=a—bg—|b| =a—0b(qgx1) dvs r — |b] dr ett icke-negativt tal pa formen a — bz
som ar mindre dn r. Detta strider mot definitionen av r. Alltsa har vi

a=bg+r och 0<r<|bl.
Bevis att ¢ och r definieras entydigt av a och b lamnar vi som 6vning 1.1. O

1
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(1.3) Definition. Om a = bg + r, diar 0 < r < |b| (som i Divisionsalgoritmen ovan) sa kallas
q kvoten, och r resten vid division av a med b. ]

Ofta utnyttjar man foljande egenskaper hos delbarhetsrelationen:

(1.4) Proposition. Ldt a,b, c,d beteckna heltal. Da gdller:
(a) om d|a och d|b sa d|a + b,
(b) om alb och b|c sa alc,

(c) om i likheten a + b = ¢ dr tva av talen a,b,c delbara med d sa dr ocksa det tredje talet
delbart med d,

(d) om alb och bla sa dr b = +a.

Alla dessa egenskaper #r mycket enkla och vi ldimnar ett bevis som 6vning (se 6vning 1.2).

Med storsta gemensamma delaren till a och b menar man ett positivt heltal d som delar
a och b och &r delbart med varje gemensam delare till a och b. Den storsta gemensamma
delaren till a och b #r definierad entydigt dirfor att om bade d och d' dr sadana delare sa
giller d|d’ och d'|d, vilket innebir att d’ = +d. Men bade d och d’ dr positiva sa att d’' = d.
Storsta gemensamma delaren till a och b betecknas med SGD(a,b). Man brukar definiera
SGD(0,0) = 0.

Med minsta gemensamma multipeln till ¢ och b menar man ett positivt heltal m som
ar delbart med a och b och som delar varje gemensam multipel av a och b. Aven minsta
gemensamma multipeln av a och b definieras entydigt av dessa tal (motivera detta pastaende
med liknande argument som fér SGD(a,b) ovan!). Minsta gemensamma multipeln av a och
b betecknas med M GM (a,b). Som for SGD definierar man M GM (0,0) = 0.

Foljande egenskap av storsta gemensamma, delaren till tva heltal kommer att anvindas flera
ganger under kursens gang.

(1.5) Proposition. Om a och b dr heltal och d = SGD(a,b) sa existerar tva heltal xo och
Yo sadana att

d = axg + byg.

Bevis. Om a = b = 0 sa #r pastaendet klart (som x och y kan man véilja helt godtyckliga
heltal). Anta att a eller b inte dr 0. Det &r klart att det finns positiva heltal som kan skrivas
pa formen ax + by t ex om a # 0 sa dr +a = a - (£1) + b - 0 och antingen a eller —a &r ett
positivt heltal. Aven b = a -0+ b- 1 kan skrivas pa formen az + by. Lat dy vara det minsta
positiva heltal som kan skrivas pa den ¢nskade formen dvs

(*) do = axo + byo.
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Vi pastar att dy = d. Forst observerar vi att varje heltal ax + by dr delbart med dg, ty

ax + by = qdy + 7,

dar resten r d&r mindre &n delaren dg. Men

r=a(xz — qzo) + b(y — qyo)

sa att r maste vara 0 ty annars far man ett tal som &r mindre &n dy och som kan skrivas pa
den 6nskade formen. Alltsé dividerar dy bade a och b ty bagge kan skrivas pa formen ax + by.
Ekvationen (*) séiger att om d’ dr en delare till a och b sa ér d’ en delare till dy. Alltsa ér dy
den storsta gemensamma delaren till a och b. O

Den sista propositionen sédger inte hur man kan hitta = och y. For det mesta spelar det inte
nagon storre roll — existensen ar helt tillrdcklig. Men ibland vill man berdkna xy och gg. Det
gor man ofta (och ganska snabbt) med hjilp av Euklides algoritm. Euklides algoritm séger
hur man kan berdkna SGD(a,b). Man bildar en divisionskedja:

a = bq +r1, 0<r<lb,
b = rig+r, 0<ry<ry,

T = T2q3+7T3, 0 <rsz <y,
Th—3 = Tp—2qn—1+7Tn-1, 0711 <rp_g,
Tn—2 = Tn—1qn + Tn, 0<r, <rp,
'n—1 = Tndn+1-

Varje kedja av den hér typen maste vara dndlig darfor att en avtagande kedja av resterna
r1 > T9 > 13 > ... > 0 maste vara dndlig. Vi pastar att den sista icke-férsvinnande resten i
denna kedja, dvs r,, dr den storsta gemensamma delaren till @ och b. Att det verkligen &r sant
kontrollerar man mycket enkelt med hjélp av definitionen av SGD(a,b). Den sista likheten i
kedjan séger att r, &r delaren till r,_1. Alltsa visar den nist sista likheten att r, #r delaren
till 7,—2. Nu vet vi att r,, delar r,_1 och r,_s. Alltsa visar likheten for r,,_3 att 4ven denna
rest &r delbar med r,. Vi fortsétter var vandring uppat och steg efter steg visar vi att alla tal
Tn—1, Tn—2, Tn—3, ..., I'1, b, a ar delbara med r,. Alltsa &r r, en gemensam delare till @ och b.

Om nu d ar en godtycklig gemensam delare till a och b sa visar den forsta likheten att d delar
r1. Alltsa ger den andra likheten att d delar ro. Da vi vet att d delar r1 och ro sa far vi ur
den tredje likheten att d ocksa delar rs. Pa det séttet far vi att d &r en delare till alla tal
i sekvensen a,b,r1,72,73,...,Tn_9,Tn_1,Tn. Detta visar att r, dr den storsta gemensamma
delaren till a och b. Det ar klart att man kan formalisera vart resonemang genom att anvinda
matematiskt induktion.

Med hjélp av Euklides algoritm kan man inte bara berdkna SGD(a,b) utan ocksa tva heltal
x,y sadana att SGD(a,b) = ax + by. Vi illustrerar detta med ett exempel:

(1.6) Exempel. Lat a = 2406 och b = 654. Eukldes algoritm ger
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2406 = 654-3 +444

654 = 444-1+4 210
444 = 210-2424
210 = 24-8418
24 = 18-14+6
18 = 6-3

sa att SGD(2406,654) = 6 (den sista nollskilda resten). Nu har vi

6 = 24—18-1=24—(210—24-8) 1=
= 24-9-210=(444-210-2)-9-210 =
= 444-9-210-19=444-9 — (654 —444-1)-19 =
= 444 -28 — 654 - 19 = (2406 — 654 - 3) - 28 — 654 - 19 =

= 2406 - 28 + 654 - (—103)
O

Det finns en annan majlighet att berdikna SGD(a,b) da a och b éir tva heltal. Aven om denna
mojlighet inte ar sirskilt praktisk anvinds den flitigt i skolan. Den bygger pa faktoruppdel-
ningar av heltal i produkt av primtal.

Man séger att ett positivt heltal p 4r ett primtal om p har exakt tva olika delare: 1 och sig
sjalvt. Primtalen mindre &n 100 &r

2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37,41, 43,47, 53, 59, 61,67, 71,73, 79, 83,89, 97.

Foljden av primtalen &r odndlig. Detta pastaende visades fér mer &n 2000 ar sedan av Euklides.
Innan vi visar Euklides sats tittar vi nirmare pa primtalens viktiga roll som byggstenar for
alla heltal — varje heltal storre &n 1 ar en produkt av primtal. Vi skall visa detta pastaende
om en liten stund. Forst behover vi en mycket viktig egenskap hos primtalen:

(1.7) Sats. En primdelare till en produkt av tva heltal dr en delare till (minst) en av faktor-
erna dvs om plab sa pla eller plb, da p dr ett primtal och a,b dr heltal.

Bevis. Antag att pta. Da dr SGD(p, a) = 1 déarfor att p dr ett primtal. Enligt (1.5) existerar
tva heltal x,y sddana att pxr + ay = 1. Om man multiplicerar den likheten med b far man
b = pbx + aby. Men enligt férutsittningen dr ab = pq for ett heltal ¢g. Alltsa &r b = p(bx + qy)
dvs plb. O

Nu kan vi visa satsen om faktoruppdelningar av heltal i produkter av primtal:
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(1.8) Aritmetikens fundamentalsats. Varje heltal storre dn 1 dr en entydig produkt av
primtal dvs om

n=pip2-Pm = PPy Pl

ddr p; och p} @r primtal sa dr m =n och vid en limplig numrering av faktorerna dr p; = pl.

Bevis. Forst visar vi med induktion att varje heltal N > 1 &r en produkt av primtal. Vi
borjar med N = 2 da vart pastaende géller. Lat N > 2 och antag att varje positivt heltal
storre d4n 1 och mindre &n N &r en produkt av primtal. Lat p beteckna den minsta delaren
till V. Det &r klart att p dr ett primtal, ty motsatsen innebér att p har en delare d # 1,p sa
att 1 < d < poch d &r en delare till N (se (1.2) (b)) som &r mindre &n p. Vi har N = pq, dér
1 <g< N.Menom ¢q>1saérqen produkt av primtal enligt induktionsantagandet, vilket
visar att IV ocksa dr en sadan produkt.

Entydigheten visar vi med induktion med avseende pa summan s = m +n. Om s = 2 sa har
vim =n =1 och p; = p|. Antag att vart pastaende géller da antalet faktorer &r mindre &n
s och lat

PiP2 Pm = D1D5 - Dy

diar m +n = s. Primtalet p,, &r en delare till produkten till hoger sa att enligt (1.7) &r p,, en
delare till en av faktorerna. Genom att eventuellt nummrera om dessa faktorer kan vi anta
att pp,|pl,. Men bada dessa tal ér primtal sa att p,, = pl,. Alltsa géller

PIP2* Pm—1 = PP D1,

och i denna likhet &r antalet primfaktorer lika med s —2 < s. Enligt induktionsantagandet &r
antalet faktorer till vinster lika med antalet faktorer till hoger dvs m — 1 =n — 1. Alltsa &r
m = n. Dessutom kan man numrera faktorerna sa att p;, =p, dai=1,...,n— 1. O

(1.9) Anmirkning. Ofta kallar man sats (1.7) for aritmetikens fundamentalsats. Aven om
formuleringen ovan handlar om positiva heltal sa kan vi séiga rent allmént att varje heltal
N # £1 &r en produkt

N = epip2 - - pn,

dér p; &r primtal och € = +1. Eligt aritmetikens fundamentalsats ar sddan framstéllning
entydig sa néir som pa faktorernas ordningsf6ljd. Faktoruppdelningar av liknande typ &r kinda
t ex for polynom. Vi diskuterar bade faktoruppdelningar for heltalen och fér polynom i ett
senare kapitel. O

Nu kan vi bevisa att det finns odndligt manga primtal.
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(1.10) Euklides sats. Det finns odndligt manga primtal.

Bevis. Antag att pi, ps,...,p, ir alla primtal. Bilda talet

N =pipa---pn + L

Talet N &r storre dn 1 sa att det maste vara en produkt av primtal dvs nagot av primtalen
P1,P2,-..,pn ar en delare till N. Lat oss beteckna en sadan delare med p dvs N = pgq, déir p
ar ett av primtalen p1, ps,...,p,. Alltsa ar

pip2---p
1:N—p1p2“'pnzp(q—7n)-

p

Detta betyder att p dividerar 1, vilket &r helt orimligt darfor att p som ett primtal dr storre dn
1. Vart antagande att det endast finns &ndligt manga primtal har lett oss till en motséigelse.
Alltsa maste antagandet vara falskt dvs det finns oéindligt manga primtal. O

OVNINGAR

1.1. Visa att kvoten och resten vid division av tva heltal dr entydigt definierade dvs om
a=>bqg+r=">b¢+1r, dir a,b#0,q,r,q 7 dr heltal och 0 < r < |b[,0 <1/ < |b|, sa &r
gq=¢ ochr=r.

1.2. Visa Proposition (1.4).

1.3. Faktoruppdela foljande tal i produkt av primtal:
(a) 2704, (b) 392688, (c) 749088.

1.4. Berdkna SGD(a,b) samt tva heltal x och y sadana att SGD(a,b) = ax + by da
(a) a = 577,b = 257,
(b) a = 1111, = 1133.

1.5. Lat a och b vara tva heltal. Visa att SGD(a,b)MGM (a,b) = ab.



Kapitel 2

RELATIONER

Begreppet "relation” i matematiska sammanhang anknyter till betydelsen av samma ord i
vardagliga situationer da en relation dr ofta ett samband mellan tva individer (dvs ett par).

(2.1) Definition. Med en relation R pa en méngd X menas en godtycklig mingd bestaende
av par (z,y), dir x,y € X. Med andra ord &r en relation pa X en godtycklig delméngd R till
den kartesiska produkten

X x X ={(z,y):x,y € X}.
U

Om z,y € X och (z,y) € R, dar R &r en relation pa X sa skriver man ofta = ~ y. Men ”~”
ersitts oftast med andra tecken som traditionellt betecknar kédnda relationer t ex med ”<”
eller ”|”.

(2.2) Exempel. (a) Lat X = {1,2,3,4} och lat R = {(1,3),(2,4),(2,2),(4,4)}. Man kan
skriva 1 ~ 3 eller 2 ~ 2. Man har sammanlagt 16 par (z,y), men endast 4 par ingar i relationen
R.

(b) Lat X = R vara mingden av de reella talen. Definiera R = {(z,2?) : z € R} € X x X.
Relationen R #r helt enkelt grafen av funktionen f(x) = 22 dvs den bestar av alla punkter
pé parabeln y = 2. Hir har vi « ~ y precis d& y = z2. O

Ett sa allmént relationsbegrepp &r inte sérskilt anvindbart. Men i matematiska situationer
har man 6verallt olika relationer som satisfierar olika ytterligare villkor. Vi diskuterar forst
ekvivalensrelationer och dérefter, mycket kort, ordningsrelationer och funktionsgrafer.

(2.3) Definition. En relation ”~” pa en méngd X kallas for en ekvivalensrelation om

(a) x ~ z (reflexivitet),



8 RELATIONER

(b)  ~ y implicerar y ~ x (symmetri),
(¢) x ~y och y ~ z implicerar x ~ z (transitivitet),

da z,y,z € X. O

(2.4) Exempel. (a) Lat X = Z och lat © ~ y da och endast da 5 | x — y for z,y € Z. Da
giller x ~ z, ty 5|x —x = 0, © ~ y implicerar y ~ z, ty 5|x — y implicerar 5|y —x = —(z — y)
samt x ~ y och y ~ z ger & ~ z, ty 5|z —y och 5|y — z ger 5l — 2z = (x — y) + (y — 2).

(b) Lat X = N = {1,2,...} och lat x ~ y da och endast da = och y har exakt samma
primtalsdelare. Man kontrollerar mycket liatt att “ ~” &r en ekvivalensrelation (gor det!).

(c) Lat X vara en méngd och lat X; vara icke-tomma delméngder till X for 4 tillhorande en
indexméngd I. Lat oss anta att dessa mingder utgér en partition av X, vilket betyder att
X = UX, dr unionen av alla X; och X; &r parvis disjunkta dvs X;NX; = ) om ¢ # j. Definiera
nu x ~ y om och endast om det finns ¢ sa at z,y € X;. Man far en ekvivalensrelation pa X.
Man kan tdnka pa X som méngden av alla elever i en skola medan X; betecknar alla elever i
samma klass (vi forutsitter att skolan dr av “gammal modelsa att varje elev tillhor exakt en
klass). Tva elever x och y &r relaterade (dvs x ~ y) precis da = och y gar i samma klass. Vi
visar strax att varje ekvivalensrelation pa en godtycklig mingd X far man pa detta sitt. O

(2.5) Definition. Lat ~ vara en ekvivalensrelation pa en miangd X. Med ekvivalensklassen
av x € X menas méngden

[z] ={y e X :y ~a}.

(2.6) Proposition. (a) z € [z].
(0) [z] = [yl & v ~y.
(¢) Twa olika ekvivalensklasser dr disjunkta.

(d) X dr unionen av alla ekvivalensklasser.

Bevis. (a) Klart fran (2.3) (a).

D) [z] =y =z €z]=y] = x~y. Antagnu att x ~y. Om z € [x] s ger z ~ x och x ~ y
att z ~ y sa att z € [y]. Alltsa &r [z] C [y]. Av symmetriskdl har man ocksa [y] C [z].

(¢) Om z € [z]N[y] sa &r z ~ x och z ~ y sa att © ~ y ur symmetrin och transitiviteten
(z ~x ger x ~ z som med z ~ y ger x ~ y). Enligt (b) ar [x] = [y]. Detta betyder att om
[x] # [y] sa saknar dessa klasser nagot gemensamt element z.

(d) Foljer direkt ur (a). O

(2.7) Foljdsats. Ekvivalensklasserna av varje ekvivalensrelation pa X bildar en partition av
X.
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Bevis. Foljer omedelbart fran (c) och (d) i (2.6). 0.

(2.8) Exempel. (a) For ekvivalensrelationen i (2.4) (a) har man

dar r dr resten vid division av x med 5 ty 5|z —r dvs x ~ r. Eftersom det finns 5 olika rester
r sa finns det exakt 5 olika ekvivalensklasser [0], [1], [2], [3], [4]

(b) T exempel (2.4) (c) ar alla ekvivalensklasser av foljande form: [x] = [pip2---pr], dir
p1,Dp2,...,pr ar alla olika primdelare till z om = # 1 och [1] (bestaende av enbart 1). Kon-
trollera detta pastaende!

(c) T exempel (2.4) (c) &r just partitionsméingderna X; ekvivalensklasserna, ty om x tillhor
X; sa ér [z] = X. O
Méngden av alla ekvivalensklasser for en ekvivalensrelation “ ~” pa X betecknas med X /~.
Denna méngd kallar man ofta for X modulo ~.

En annan mycket vanlig typ av relationer &r ordningsrelationer.

(2.9) Definition. En relation “ < ” pa en méngd X kallas en partiell ordningsrelation
(eller en partiell ordning) om

(a) z < z (reflexivitet),

(b) x <y och y < z implicerar att x < z (transitivitet),

(¢) <y och y < x implicerar att = y (antisymmetri).

Man skriver x < y om x < y och = # y. Om dessutom en relation “ <” satisfierar
(d) for godtyckliga x,y € X giller det att x < y eller y < x eller z =y

sa siger man att relationen &r en ordningsrelation (eller en ordning pa X). O

(2.10) Exempel. (a) Lat X = R och lat X < y betecknar den vanliga ordningsrelationen
pa de reella talen. Vi vet mycket vil att den relationen &r en ordningsrelation i enlighet med
definitionen ovan.

(b) Lat X = N = {1,2,3,...} vara méngden av de naturliga talen. Relationen z|y &r en
partiell ordningsrelation pa N ty x|z, om z|y och y|z sa x|z samt x|y och y|z ger x = y. Men
“|” &r inte en ordningsrelation, ty (d) i definitionen ovan géller inte da man t ex véljer x = 2
och y = 3. g

(2.11) Vi avslutar med en observation att varje funktion f : X — X definierar en relation
— némligen méingden av alla par (z, f(z)) € X x X. Lat oss paminna att med en funktion
fran en méngd X till en méngd Y menar man vanligen en regel som mot varje € X ordnar
exakt ett element y € Y. Da skriver man y = f(z) och f: X — Y. I vart fall har vi X =Y
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och vi far en relation pa X da z ~ y om och endast om y = f(x). Parméngden som svarar
mot f bestar alltsa av alla par (z, f(z)).

Ip=A{(, f(z)): 2 e X}

kallas ofta grafen av funktionen f.

OVNINGAR

2.1. Vilka av de foljande relationerna pa den givna méngden X &r ekvivalensrelationer:

2.2.

2.3.

2.4.

(a) X =Z, x ~y da och endast da n|z — y, dér n dr ett fixt positivt heltal.
(b) X =N, x ~ y da och endast da zy &r en kvadrat av ett naturligt tal.
(c) X =R? (a,b) ~ (c,d) da och endast da b = d.

(d) X =R?, (a,b) ~ (c,d) da och endast d& a = c eller b = d.

(e) X =R, a ~ b da och endast da a — b &r ett heltal.

(f)

f) X =R, a ~ b da och endast da ab > 0.

Ar det sant att reflexivitet i definitionen av en ekvivalensrelation f5ljer ur symmetrin

1 b

och transitivitet enligt foljande resonemang: Lat z € X. z ~ y ger y ~ x eftersom “ ~
ar symmetrisk. Alltsa ger transitiviteten x ~ x.

Bestdm ekvivalensklasserna i alla fall da relationerna i den férsta dvningen &r ekvi-
valensrelationer. Forsok tolka ekvivalensklasserna geometriskt da sadana tolkningar &r
mojliga.

Vilka av foljande relationer pa de givna méngderna X &r partiella ordningsrelationer?
Vilka av dem &dr ordningsrelationer?

(a) X =R, a ~ b di och endast da a? < b°.

(b) X =N, a ~ b da och endast da a?|b%.

(c) X = alla reella funktioner f : R — R och f ~ g da och endast da f(z) < g(x) for
varje z € R.



Kapitel 3

MANGDER MED
OPERATIONER

De fyra riknesétten: addition, subtraktion, multiplikation och division &r, vad man ofta kallar,
(aritmetiska) operationer i méangden av alla tal. Addition och multiplikation av vanliga funk-
tioner kinda fran analyskurser #r ocksa operationer. Aven matrisaddition eller matrismulti-
plikation &r operationer i méngden av matriser av lamplig storlek.

I algebran &r man ofta intresserad av olika egenskaper hos operationer. Tva méingder som
tillater operationer med samma egenskaper kan ofta studeras samtidigt — man behover inte
bevisa samma satser flera ganger om man vet att dessa satser géller for varje méngd med oper-
ationer som satisfierar vissa villkor. I detta avsnitt definierar vi begreppet operation och nagra
mycket allménna egenskaper hos operationer t ex associativiteten och kommutativiteten.

Begreppet operation dr ett specialfall av begreppet funktion. Darfor repeterar vi forst att
med en funktion f fran en mingd X till en mingd Y menar man vanligen en regel som till
varje € X ordnar exakt ett element y € Y. Da skriver man y = f(z) och f: X — Y. Lat
oss ocksa repetera att X x Y betecknar (den kartesiska) produkten av miangderna X och Y
dvs

XxY={(z,y):x€ XochyeY}

Nu &r vi beredda att definiera begreppet operation:

(3.1) Definition. Med en (binir) operation pa méngden M menar man en avbildning
fran M x M till M. Bilden av paret (a,b) betecknas ofta med a * b, och mingden M med
operationen ”%” med (M, ). O

Definitionen sédger att en operation pa M ordnar mot tva godtyckliga element a,b € M ett
element a x b € M. Hér foljer nagra exempel pa operationer:

11
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(3.2) Exempel. (a) Lat M vara en av méngderna Z,Q,R,C och lat a * b = a + b vara den
vanliga summan av a och b.

(b) Med samma M som i (a), lat a * b = ab vara den vanliga produkten av a och b.

(c) Lat M = M3(R) vara méngden av (2 x 2)-matriser med reella element och A« B = AB
den vanliga matrisprodukten for A, B € M(R).

(d) Lat M vara méngden av alla reella funktioner och f x g = f + ¢g den vanliga summan av
tva funktioner f,g € M dvs (f + g)(x) = f(x) + g(z) da = € R. O

Enbart det faktum att man har en operation pa en méingd dr oftast inte tillrickligt for att
studera méngden. Déarfor vill man veta lite mera om olika egenskaper hos operationer.

(3.3) Definition. Man séger att operationen * pa M #r associativ om (axb)xc = ax (bxc)
da a,b,c € M. Operationen dr kommutativ om a *b=bx*a da a,b € M. O

Exempel. (a) Alla operationer i Exempel (3.2) dr associativa och enbart (3.2)(c) &r inte
kommutativ.

(b) Subtraktionen &r varken kommutativ eller associativ pa Z dvs om axb = a—b sa géller inte
att axb = bxa eller (axb)xc = ax(bxc) ty vanligen a—b # b—a och (a—b)—c # a—(b—c). Bésta
sittet att visa dessa pastaenden dr att ge exempel: t ex 2—3 # 3—2 och (3—2)—1 # 3—(2—1).

U

(3.4) Definition. Man séiger att e € M ar ett neutrallt element f6r operationen * om
exa =axe =adaa € M. Man séiger att ' € M ér en invers till a € M om axa’ = a'xa = e.
U

Exempel. (a) 0 dr ett neutralt element for additionen pa M = Z (eller Q,R,C) ty 0+ a =
a+0=adaae€ M. Inversen till a € M &r —a ty a + (—a) = (—a) + a = 0. Inversen kallas
hér motsatta talet.

(b) Talet 1 &r ett neutralt element for multiplikationen pa M ur (a) ty 1-a =a-1 = a da
a € M. Inversen till a € M finns enbart da o’ = 1/a € M. Om M = R sa har alla tal invers
utom 0. Om M = Z sa har enbart a = +1 inversen (motivera varfor!).

(c) Nollmatrisen

- [0

ar ett neutralt element for matrisadditionen pa M = My(R). Inversen till A € M dr da —A
ty A+ (—A) = (—A) + A = 0. I stéllet for invers siger man da den motsatta matrisen.
Enhetsmatrisen
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e[}

ar ett neutralt element for matrismultiplikationen ty FA = AF = A da A € M. Inversen till
A€ Miar A=A omdetA #0. Om det A = 0 sa saknar A invers (om AA’ = FE sa ger
det(AA’) = detAdetA’ =detE = 1 en motsiigelse 0 = 1 om detA = 0). O

(3.5) Proposition. Ett neutralt element e € M dr entydigt bestimt. Om operationen pa M
dr associativ och a € M har invers sa dr den entydig.

Bevis. Om e’ ocksa &r ett neutralt element sa har vi

Lat a} vara ocksa en invers till a. Da giller
adf=d xe=d *x(axd)=(d{*a)xd =exd =d.
]

(3.6) Anmérkning. Om M = {aj,a2,...,a,} dr en dndlig méngd sa definierar man ofta
operationer pa M med hjilp av “multiplikationstabeller”:

* ar ... a; ... Qn
a

a; a; * a;

Gnp,

Varje sadan tabell ger en operation pa M. Med hjélp av tabellen kan man litt avgéra om
operationen pa M &r kommutativ (hur?) eller om det finns ett neutralt element (hur?). Men
det dr mycket besvirligare att avgdra om operationen &r associativ (se 6vningar). O

OVNINGAR

3.1. Vilka av foljande operationer pa Z &r associativa, kommutativa, vilka har ett neutralt
element? Varje gang da det finns ett neutralt element bestdm alla element som har
invers.

(a) mxn=mn+1 b) mxn=mn+m+n
d)msxn=2

f) mxn = SGD(m,n)

h) m+n=MGM(m,n)

¢ m*n:m2+n2

~—~~ o~ —~

(c)
() m*mn =2m"
()

g) m xn = max(m,n)
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3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

Hur manga operationer finns det pa en méngd med n element? Hur manga av dessa &r
kommutativa?

Ge exempel pa en méngd med en operation som #r
(a) associativ, men ej kommutativ;

(b) kommutativ, men ej associativ.

Lat M vara en mingd med en operation * och med ett neutralt element e. Visa att om
ax(bxc)=(axc)*xb for a,b,ce M

s& ar operationen * kommutativ och associativ.

(svart?) Lat M vara en méngd med en operation * sadan att
axa=a och (a*xb)*xc=(axc)xa

for a,b,c € M. Visa att operationen ar kommutativ och associativ.



Kapitel 4

GRUPPER: DEFINITIONER OCH
EXEMPEL

En grupp ar en méngd med en operation som uppfyller nagra mycket enkla villkor. Dessa enkla
villkor leder till en mycket rik och intressant teori som har tillampningar i hela matematiken
och andra naturvetenskapliga &mnen (fysik, kemi). Grupper tridde in i matematiken redan
under 1700-talet dven om en formell definition av gruppbegreppet formulerades betydligt
senare. Olika konkreta grupper studerades redan av L. Euler (restgrupper) och J. Lagrange
som forst introducerade begreppet permutationsgrupp. E. Galois visade hur man kan anvénda
permutationsgrupper for att losa viktiga och, under hans tid, mycket svara problem i teorin
for algebraiska ekvationer. Men den moderna definitionen av begreppet grupp gavs 1870 av
L. Kronecker.

(4.1) Definition. Lat G vara en méngd och lat % vara en operation pa G dvs

(0) axbe G daa,be G (slutenhet).

Man séger att (G, *) dr en grupp om

(1) (axb)xc=ax(bxc) da a,b,c € G (associativitet),

(2) det finns e € G sa att exa =axe =a da a € G (neutralt element),

(3) till varje a € G finns @’ € G sa att axa’ = a/ xa = e (invers). O
Observera att i varje grupp finns det endast ett neutralt element. Om bade e och €’ #r neutrala,

sa ér e = ex e’ = €’ enligt (2). Man visar ocksa mycket enkelt att varje element a € G endast
har en invers — om bade a’ och a” ar inversa element till ¢ € G sa har man:

d"=d"xe=d"*(axd)=(a"*a)xd =exd =d.

(4.2) Exempel. (a) (Z,+), (Q,+), (R, +), (C, +) dr grupper. Om man utelimnar 0 ur Q, R, C
far man grupper med avseende pa multiplikation. Det hjélper inte att utelamna 0 ur Z for att

15
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fa en grupp med avseende pa multiplikation dérfor att t ex heltalet 2 saknar heltalig invers
(inversen i Z enbart existerar for £1).

(b) Alla (n x n)-matriser med reella element och med determinant # 0 bildar en grupp med
avseende pa matrismultiplikation. Denna grupp har en standard beteckning G L, (R). Vi har

A, B e GL,(R) = det A# 0 # det B = det(AB) =det A-det B # 0= AB € GL,(R),

vilket visar slutenheten. Associativiteten (AB)C = A(BC) da A,B,C € GL,(R) &r en
vélkdnd egenskap hos matrismultiplikation. Om E betecknar (n x n)-enhetsmatrisen sa &r
FA=AE = Ada A € GL,(R) dvs E #r det neutrala elementet. Slutligen AA™' = A71A=E
om A € GL,(R) dvs A~! &r inversen till A (observera att det A # 0 sa att inversen A~! ex-
isterar).

(c) Lat G = {1,—1} med vanlig multiplikation. G dr en grupp med foljande multiplikation-
stabell:

1 -1
1 1 -1
-1|-1 1

0

(4.3) Anmérkning. En multiplikationstabell for en dndlig grupp (som ovan) kallar man
ofta for grupptabell eller Cayleys tabell. Det &r inte ldtt att avgora om en operation pa
en dndlig mangd G definierar en grupp genom att studera grupptabellen:

* al aj Qp,
al a ... aj ... Ay,
a; Qg ... a; *aj ...

Qn | Qn

Genom en inspektion av multiplikationstabellen inser man latt om méngden &r sluten med
avssende pa operationen — slutenheten innebér att varje element i tabellen tillhér méngden
G. Det dr ocksa litt att uppticka om det finns ett neutralt element: om a; = e ir det neutrala
elementet sa dr de forsta tva raderna och kolonnerna identiska. Man kan se enkelt om varje
element har invers — varje rad och varje kolonn maste innnehalla e. I sjélva verket &dr det sa
att varje rad och varje kolonn &r en omkastning av den forsta raden (eller kolonnen). Detta
foljer ur en mycket enkel observation i nésta proposition. Men att kontrollera att operationen
dr associativ ar inte lika létt. O
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(4.4) Proposition. Lat G vara en grupp och a,b,c € G. Da gdller strykningslagarna:
a)axc=bxc=a=0>,
(a)

(b) cxa=cxb=a=0b.

Bevis. Vi visar (a). Multiplicera fran véinster med inversen a’ till a. Tack vare associativiteten

far viatt @’ xaxb=a xaxcgerexb=ex*xcdvs b=c. O
(4.5) Anmiérkning. En rad i tabellen ovan bestar av produkterna a;xa1, ... a;xa;, ..., a;xapy.
Alla dessa produkter ger olika element i G dérfor att likheten a; * a; = a; x aj, ger att a; = ay,
enligt strykningsegenskapen ovan. O

(4.6) Definition. Man séger at gruppen (G, x) ér abelsk (= kommutativ) om axb=0bxa
da a,b € G. O

Exempel. Alla grupper i (4.2) (a) dr abelska. Gruppen i (4.2) (b) dr icke-abelsk da n > 2 ty
vanligen AB # BA for tva (n X n)-matriser. O

(4.7) Definition. Antalet element i en éndlig grupp kallas gruppens ordning och beteck-
nas o(G) (eller |G|). Om G inte #r dndlig sdger man att G har oéndlig ordning och skriver
o(G) = 0. O

(4.8) Anmérkning. (a) Niar man definierar en grupp sa beskriver man méngden G av dess
element och gruppoperationen *. Formelt borde man séiga att (G, *) dr en grupp. Icke desto
mindre sidger man oftast at G ar en grupp.

(b) Vi vet redan att symbolen “¢” som betecknar en operation kan tolkas pa olika sétt. Nér

det giller beteckningar finns det tva vanliga typer som dels beror pa traditionen dels pa
bekvamligheten. Det dr sidkert bekvimare att skriva ab i stillet for a * b. D& siger man om
multiplikativ notation. Inversen betecknas di med a~!. Ibland &r denna notation inte helt
naturlig, speciellt nir gruppoperationen &r addition. D4 anviénder man additiv notation
dvs man tolkar “«” som “+”. Villkoren (0) - (3) i (4.1) har da foljande form:

0)a,beG=a+beCG

(1) (a+b)+c=a+(b+c)daa,bced.

(2) Det finns e € G sa att e + a = a + e = a (man skriver ofta e = 0).

(3) Till varje a € G finns o’ € G sa att a + a’ = a’ + a = e (man skriver ofta o’ = —a). O

I exempel (4.2) har vi ett antal grupper med avseende pa addition:

ZCcQcRcC.
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Man séiger da att Z dr en delgrupp till Q (eller R eller C), Q dr en delgrupp till R (eller C)
osv. Formellt har vi:

(4.9) Definition. Lat H C G. Man séger att H dr en delgrupp till G om elementen i H
bildar en grupp med avseende pa operationen i G. ]

(4.10) Proposition. Lat H C G. H dr en delgrupp till G da och endast da
(a) a,be H=axbe H,
(b) e € H,

(c)ae H=a'cH.
Bevis. Se 6vn. 4.7. O

(4.11) Cykliska grupper Lat G vara en grupp och g € G. Elementet g definierar en del-
grupp till G — den minsta delgrupp till G som innehaller g. Den maste innehalla ala potenser
av G dvs ¢, 99,999, - . ., deras inverser g~!, g g1, g g 1g7!, ... och e. Vi betecknar med g"
produkten gg...g av n stycken faktorer g, med g~" potensen (¢~ 1)", och med ¢" elementet
e. Man visar litt likheten g™g™ = g™ for godtyckliga hela m och n. Potenserna ¢", n € Z,
bildar en delgrupp till G som innehaller g. Den betecknas med < g > och kallas den cykliska
gruppen genererad av g. Antalet element i < g > kallas ordningen av g och beteckas
o(g). Ibland héinder det att G =< g >. Da siger man att G &r en cyklisk grup och g dr dess
generator. Da &r G = {¢" : n € Z}. Observera att med den additiva notationen maste man

ersitta ¢" med ng(=g+...+g dan > 0). Ordet “potens” erséitter man da med “multipel”.

Exempel. (a) Lat G = C* vara gruppen av de komplexa talen med avseende pa multiplika-
tion. Om g = i sa far vi

osv sa att vi endast far 4 olika tal. A andra sidan &r i~! = i3 sa att varje negativ potens

ir lika med en positiv (i71)" = 3. Alltsd far man < i >= {1,i,—1, —i}. Termen cyklisk
forklaras delvis av detta exempel — likheten i* = 1 medfor att vi far en cyklisk upprepning
av potenserna i° = i,i% = ¢2,i7 =3,i® =1 osv.

(b) Lat G = Z med addition och g = 1. Da #r < 1 > mingden av alla multipler n - 1 (t ex
2-1=1+4+1,3-1=1+1+1,-2-1=—(1+1) osv). Alltsa &r < 1 >= Z sa att Z &r en

odndlig cyklisk grupp .

Anmirkning. Termen “cyklisk”kan te sig lite egendomlig om man konstaterar att Z &r
en cyklisk grupp. Terminologin &r historisk motiverad — fran bérjan studerade man enbart
andliga grupper for vilka begreppet “cyklisk”ar helt klart (se ocksa nésta proposition). O

Man kan ge en helt allmén beskrivning av cykliska grupper:
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(4.12) Proposition. Lat G vara en grupp och g € G.

(a) Om o(g) =n sd dr < g >= {e,g,9%,...,9" "'} och g" = e (dvs n dr den minsta positiva
exponent sadan att g" = e).

(b) Om o(g) = oo sd dr alla potenser g", n € Z, olika.

Bevis. Antag att ¢ = e,m > 0. Da finns det hogst m olika potenser av g, nidmligen
@ =eg9%...,9" L tyom N =mg+rmed 0 <7 < m,sair gV = gmit" = (¢™)ig" = g".
Detta betyder att varje potens av g r lika med en av potenserna e, g, g2, ..., g™ '

(a) o(g) = n betyder att det finns n olika potenser av g. Vi pastar att just ¢" = e, g,¢%,...,g" "

ar olika ty ¢' = ¢/,0 < i < j < n ger att ¢/ =% = e, diir j —i = m < n. Men likheten g™ = e
med 0 < m < n dr omojlig (om g™ = e sa finns det endast m olika potenser av g). Alltsa
ir < g >= {e,9,9% ...,g" 1}. g" dr lika med ndgon av dessa potenser. Men g" = g' dér
0<i<nger¢g"'=e, dvs g™ = e med m = n — i < n. En sadan likhet &ir utesluten sa att
" =g¢"=e.

(b) Om o(g) = oo s& maste alla potenser g",n € Z, vara olika ty g' = ¢/ féri < j ger g™ = e
ddr m = j —i > 0, vilket &r omgjligt (enligt forsta stycket i beviset). O

Vi avslutar detta kapitel med en mycket allmén konstruktion som mdojliggor att definiera nya
grupper med hjilp av sddana som man redan kinner.

(4.13) Exempel. Lat Gy, Gs,...,G, vara godtyckliga gruper. Vi definierar en ny grupp
G1x Gy x...x G, vars element &r (g1, g2,...,9n), dir g; € G; for i = 1,2,..., n. Operationen
ar definierad pa foljande sétt:

(91,92, 90) (91,92, - - -+ 9n) = (91915 9299, - - -, gnn)

Det &r klart at den operationen dr associativ (man multiplicerar ju i varje grupp G; separat).

Det neutrala elementet dr e = (eg, €9, ..., €,) dir e; dr det neutrala elementet i G;. Inversen till
(91,92, --,9n) ar (gl_l,ggl, ooy gx Y. Gruppen Gi x G X . .. X Gy, kallas direkta produkten
av G;. Om Gy =Gy = ... = G, = G skriver man G".

Om tex G = R r gruppen av de reella talen med addition sa ar R? = {(ry,72) : r1,72 € R}
med koordinatvis addition. R? kan tolkas som gruppen av alla vektorer i planet. P4 samma
sitt #r R3 gruppen av alla vektorer i rymden. Om t ex G = {1, —1} med multiplikation s&
bestar G x G av (1,1),(1,—1),(-=1,1),(—1,1) med koordinatvis multiplikation. O

OVNINGAR

4.1. Vilka av foljande talméngder adr grupper med avseende pa multiplikaton av tal 7
(a) Q* = alla rationella tal # 0, (b) Z\ {0} = alla heltal # 0,
(c) C* = alla komplexa tal # 0, (d)U={z€C:|z| =1},
(e) Rso = positiva reella tal, (f) G ={2"3",m,n € Z}.
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4.2. Visa att foljande talméngder ar grupper med avseende pa multiplikation av tal:
(a) Cp, ={z € C: 2" =1,n ett fixt positivt heltal} (alla n:te enhetsrotter),
(b) Coo = {2z € C: 2" =1 for nagot n > 1}.
4.3. Bestdm ordningarna av matriserna:
0 -1 -1 0 10
@ a=[] 3w ] @we=]g 3]
i gruppen av alla (2 x 2)-matriser med determinant # 0 med avseende pa multiplikation
(dvs i GLy(R)).
4.4. Lat G vara en grupp och a,b € G. Visa att
(@) (@) '=a  (b) (ab)'=0"Ta"".
4.5. Visa att G #r en abelsk grupp da och endast da (ab)™! = a~'b~! for a,b € G.
4.6. Visa att G #r en abelsk grupp da och endast da (ab)? = a?b? for a,b € G.
4.7. Visa Proposition (4.10).
4.8. Lat H vara en icke-tom #ndlig delméngd till en grupp G sadan at h,h’ € H implicerar
hh' € H. Visa att H &r en delgrupp till G.
4.9. Visa att om ordningen av en grupp G &r jimn sa finns det ett element g € G av
ordningen 2.
4.10. Lat G =< a >= {e,a,...,a" '}, dir a" = e.
(a) Visa att G =< a* > da och endast da SGD(k,n) = 1.
(b) Visa at om H C G och o(H) =m s& ér H =< a? > déir d = Z.
Ledning. Visa att d &r det minsta positiva heltalet sadant att a? € H om H #< e >.
4.11. Visa att varje delgrupp till en cyklisk grupp ar cyklisk.
Ledning. Utnyttja évn. 4.10.
4.12. Lat G vara en grupp och A en icke-tom delméngd till G. Visa at den minsta delgrupp

till G’ som innehaller A ar

<A>={aiaz...ap:a;, € A eller ai_leA och n>1}

Anmiérkning. Om G =< A > sa séger man att A dr ett generatorsystem for G. Om
A ={a} sa ir < A >=< a > den cykliska gruppen genererad av a.



Kapitel 5

RESTGRUPPER

Grupper av rester vid division med naturliga tal dr troligen de forsta exemplen pa grupper
som har anvénts i matematiska sammanhang. De har mycket intressanta tillimpningar bade
i talteorin och t ex i samband med konstruktioner av bade koder och krypteringssystem som
kommer att diskuteras i fortsédttningen av kursen.

Lat n vara ett positivt heltal. Vi skall beteckna med [a], resten av ett heltal a vid division
med n. T ex dr [11]; = 1, [8]3 = 2 osv. Vi har:

[a], = [b], da och endast da n|a —b

(se 6vning 5.4). Likheten [a],, = [b],, skriver man ofta som

a=b (mod n).

Man séger da att @ och b dr kongruenta modulo n. Den beteckningen ar mycket vanlig
och introducerades av C. F. Gauss. Uttrycket a = b (mod n) kallas kongruens.

Méngden av alla rester vid division med n kommer att betecknas med Z,,. T ex &r Zs = {0,1},
Zs ={0,1,2,3,4} och allmént Z,, = {0,1,...,n—1}. Resterna vid division med n kan adderas
och multipliceras pa foljande sétt:

(5.1) r@ry = [ri o, 1O = [nrals

Dessa operationer kallas addition och multiplikation modulo n. T ex dr 21 = [2+1]5 =
5
3,3®3=[3+3]5=1,303=19]5 =4 osv. Ofta utelimnar man “n” i symbolerna “@” och
5 5 n

“®” som forenklas till “@” och “®” eller till “4+” och “”. For addition och multiplikation

mré)dulo 2 och 3 har vi

21
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a0 1 ®]0 1
00 1 00

11 0 10 1
@0 1 2 ®[0 1 2
0[0 1 2 0[0 0 0
111 2 0 110 1 2
212 0 1 210 2 1

Det ar klart att @ och ® &r kommutativa operationer. Det dr ocksa klart att béagge har

n n
neutrala element — for addition 0, for multiplikation 1. Men det &r inte lika sjalvklart att
dessa operationer dr associativa. For addition och multiplikation modulo 10 vet vi det sedan
léinge. Ndr man adderar tre tal t ex

123
25
38

sa rdknar man ut den sista siffran genom att addera 34548 vilket ger sista siffran 6. Med var
nya addition betyder det att 3 ® 5 & 8 = 6. Det dr just addition modulo 10 och det faktum
10 10

att vi inte bryr oss om hur parenteserna placeras beror pa att vi litar pa associativiteten. For
att bevisa den helt allmént behover vi en viktig egenskap hos @ och ©:

(5.2) Lemma. Lat a,b vara godtyckliga heltal. Da gdller:

la+ b]n [aln @ [b]n,
[ab] = [a]n © [b]n
Bevis. Lat
a=nqg+7rq, 0<rs<n, b=ng+r,, 0<r,<n
och

a+b= NGa+b + Ta+b, 0 < Tatb < T, ab = NGab + Tab, 0 < Tap < M.

Vi har:

[a]n S5 [b]n =Tq D T, = [’l"a + 'I"b]n = Ta+b = [a + b}n7

ty 7o + 15 = (@ —ngq) + (b — nqy) = n(Gatb — Ga — Gb) + Tatb, VS T4 4p dr resten vid division
av r, + 1, med n, och
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[a]n © [b]n =1, O = [Tarb]n = Tab = [ab]na

ty 7oy = (a — nqq) (b — ngp) = n(qap — qab — @a + NGaqp) + Tap, dvs rqp dr resten vid division
av r4rp med n. ]

(5.3) Foljdsats. @ och @ dr associativa operationer pa Ly, .

Bevis.

(rm@ry)®ry = [r1+re)n®[r3]n = [(r1 +7r2) +73]n
r@(re®rs) = [rip®re+r3ln=[r1+ (r2+r3)n

saatt (r @re) rs=r1 @ (ro@rs) ty (r1 +1r2) +rg=r1+ (r2 +73).
Exakt samma argument for ® som for @ ger associativiteten av multiplikation modulo n. [J

Nu kan vi konstatera:
(5.4) Proposition. (Z,,®) dr en grupp. Den dr cyklisk.

Bevis. Slutenheten foljer direkt ur definitionen av @ i (5.1). Associativiteten har vi just
bevisat. 0 4r det neutrala elementet. Inversen till » kallas den motsatta resten och ar n — r
dar#0,tyr®(n—r)=[n],=0.Viharr=1+---4+1 (r ettor) sa att Z,, =< 1 >. O

(Zp,®) ar aldrig en grupp ty resten 0 saknar invers (r © 0 = 0). Man kan forsoka riadda
situationen genom att eliminera 0. Men Z,, ~. {0} behover inte heller vara en grup. T ex &r
203 =1[6]g =01 Zg sa att Zg . {0} inte &r sluten med avseende pa ®. Skilet till att man far
0 &r att 2 och 3 har gemensamma delare med 6. For att fa en grupp ricker det att eliminera
den situationen. Lat Z; beteckna alla rester som saknar gemensamma delare # 1 med n dvs
r € Z da och endast da SGD(r,n) = 1. T ex

Zy=A{1}, Z3=A{1,2}, Zy={1,3}, Z5={1,2,3,4}, Zs={1,5}.
Nu har vi
(5.5) Proposition. (Z},®) dr en grupp.

Bevis. For at bevisa slutenheten betrakta tva rester sadana att SGD(r1,n) = 1 och SGD(ra,n) =
1. Da ar &ven SGD(riry,n) = 1. Motsatsen betyder att det finns ett primtal p sadant att p|n
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och plryry. Da &r p|ry eller p|rq, vilket strider mot vart antagande att 1 och ro saknar gemen-
samma delare # 1 med n. Associativiteten av ® visade vi i (5.3). Det neutrala elementet &r
1. Lat r € Z;,. Som vi vet kan man med t ex Euklides algoritm bestdmma tva heltal x och y
sadana att

re+ny =1

(ty SDG(r,n) = 1). Detta betyder att 1 = [rax + ny|, = [rz|, = [r], © [x], = r © [z],, s& att
[z],, dr inversen till r € Z7. O

(5.6) Anmérkning. Det framgar fran propositionen att for varje a € Z) har ekvationen
ax = 1 exakt en 16sning = € Z,. I termer av kongruenser kan man siga att kongruensen
ar = 1 (mod n) har en 16sning da SGD(a,n) = 1. Observera att beviset av (5.5) visar att
kongruensen kan 16sas med hjélp av Euklides algoritm. O

Exempel. Lat n = 12. Da &r Zj, = {1,5,7,11} och multiplikationstabellen &r

o1 5 7 1
11 5 7 1
5015 1 11 7
7|7 11 1 5
I 7 5 1

O

Ett sérskilt viktigt fall far man da n = p &r ett primtal. Da &r Zy = {1,2,...,p — 1}. Har
racker det alltsa att utelimna 0 ur Z, for at fa en grupp med avseende pa multiplikation.

(5.7) Definition. Ordningen av Z! betecknas med ¢(n). Funktionen ¢(n) kallas Eulers
funktion. Alltsa &r:

©(n) = antalet heltal k sadana att 0 < k <n och SGD(k,n) = 1.

0

Exempel. (1) =1, p(2) =1, p(3) = 2, p(4) = 2, ¢(6) = 2 osv. Om p &r ett primtal sa dr
©(p) =p—1 (varfor?). O

Héar foljer nagra viktiga egenskaper hos Eulers funktion:

(5.8) Proposition. Fulers funktion har foljande egenskaper:

(a) p(p*) =p* — po‘_1 da p dr ett primtal och o > 1,
(b) p(ab) = ¢(a)p(b) di SGD(a,b) =1,

(c) ¢(n) =n(l-— p%) (1= pik), dir p; ar alla olika primdelare till n.
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Bevis. (a) ér en enkel 6vning (se 6vning 5.8). Ett bevis av (b) ger vi senare. (¢) foljer direkt
ur (a) och (b): Lat n = p*...pp*. Da ar

o(n) =" ... p*) = @@")...epy*) (enligt (b))

Med hjélp av (5.8) kan man réikna ut ¢(n). T ex ¢(1000) = ¢(23-5%) = ¢(23)p(5%) = 4-100 =
400.

Vi avslutar detta kapitel med en intressant och mycket gammal sats om restaritmetiker som
brukar kallas “Kinesiska restsatsen”. I det enklaste fallet séger satsen att man alltid kann
finna ett heltal som ger givna rester modulo tva givna relativt prima heltal.

(5.9) Kinesiska restsatsen. Lat ni,no,...,n; vara relativt prima positiva heltal och lat
71 € Ly, 72 € Ling, - o, Tk € L, . Da existerar ett heltal x entydigt bestdmt modulo ning ... ny
sadant att

[l‘]ru =17, [IE]nQ =T, ..., [ﬂj‘]nk =rg.

Bevis. Vi skall visa hur man kan berdkna ett tal x som har den 6nskade egenskapen och
dérefter visa att det ar entydigt modulo N = ning ---ny. Berdkna forst x; sa att

N
—xz; =1 (mod n;), dvs —z;=1 1 Zy,.
n; n;

Eftersom SGD (£, n;) = 1 enligt forutsittningen kan man beréikna x; med hjilp av Euklides

P
7,

algoritm (se (5.6)). V&lj nu

N N N
rT=r1—I1 +r9o—2o+ ... +Tpg—2f.
ni ng ng
Da géller:
k k
N N N
[@]n, = [Z Tj;xj]nz = @ [rjln; © [n'x]]nz = [riln, © [75’31]712 [riln
j=1 J j=1 J
ty
N 1 om j=1
[;jxj]”’ { 0 om j#i



26 RESTGRUPPER

Alltsa &r © = r; (mod n;) for i =1,2,... k.

Antag nu att x och 2’ it tva heltal sadana att [z],, = [2],, = r; {or alla 7. Da giller det att
n;|lz — 2’ for alla i och detta innebér att ning - - - ng|z — 2’ dérfor att alla n; ér relativt prima.
Alltsa lamnar = och 2’ samma rest modulo N = ning - - - ny. O

(5.10) Anmérkning. Kinesiska restsatsen formuleras ofta med hjilp av kongruenser. Da
sdger den att for relativt prima positiva heltal n1, na, ..., ng och godtyckliga heltal r1,ro, ..., rg
existerar ett heltal = sa att

x =711 (mod ny), = =ry (mod ng), ... ,x =71, (mod ng).

Man behover inte forutsétta att r; dr resten vid division med n; darfor att for varje heltal a
géller ju att a = [a],, (mod n;). O

Exempel. Lat oss bestdmma ett heltal x som vid division med 3 ger resten 2, med 4 resten
3 och med 5 resten 4 dvs

=2 (mod 3), =3 (mod4), =4 (mod 5).
Lat n =3-4-5 = 60. Forst maste vi bestdimma x1, 22, x3 sddana att

60 60 60
= 20x1 =1 (mod 3), %= 1529 = 1 (mod 4), =3 = 1223 = 1 (mod 5).

Detta betyder att vi maste l6sa ekvationerna:

21‘1:1 i Zg, 31‘2:1 i Z4, 21‘3:1 i Z5.
Vi hittar l4tt (utan Euklides algoritm) att z1 = 2,29 = 3, z3 = 3. Enligt beviset av (5.9) &r

60 60 60
—2.2.943.22.344. 2.3 =359
o g STer ety

en 16sning. Den minsta icke-negativa 16sningen dr [359]g0 = 59 (16sningen ér entydigt bestdmd
modulo 60 enligt (5.9)). Ligg mérke till att x = 60g + 59 med ett godtyckligt ¢ € Z &r en
16sning (ty [x]eéo = 59) och att sadana x ger alla losningar (se 6vning 5.5). Observera ocksa att
en uppmérksam student kunde skriva en 16sning direkt utan att anvinda Kinesiska restsatsen
(hur?). O

Vi skall avsluta detta kapitel med en annan formulering och ett annat bevis av Kinesiska
restsatsen darfor att det finns flera tillimpningar som baseras just pa den formen av satsen.
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(5.11) Sats. Lat ny,no,...,n, vara parvis relativt prima positiva heltal (dvs SGD(n;, nj) =1
da i # j). Da dr

Lipyng.my, = Ly X Ly X ... X Lig,,
och

* A~ 7k * *
Lyyingoy, = Loy X Ly X oo X Ly

Bevis. Lat N = ning---ng. Betrakta funktionen:

0 :ZN — Ly X Lny X ... X L,

sadan att O([a]y) = ([a]n,,[@lng,- -, [a]n,). Definitionen av denna funktion beror inte pa
heltalet @ som definierar resten: Om [a]n = [b]y s& &r [a]n, = [b]nys [@)ny = [Ongs - - - [A]n, =
[b]n, ty N|a — b implicerar att nila — b, nala —b, ..., ngla —b. Vi har

O([a+bln) = ([a+blpny, [a+ blngs- -, [a+b]n,) =

([alny; alnss - -+ [alng) + ((Blngs [Dlnas - - 5 [b]ny ) = O([a] ) + 6([b]w)

sa att 0 &r en grupphomomorfism. Vi vill visa att 0 &r en isomorfism. Man kontrollerar l4tt att

olika rester [a]n och [b]x har olika bilder: [a],, = [b]n,, [@]ny = [b]ngs - - -, [@]n, = [b]n, betyder
att nila—b, nala—»b, ..., ngla—0b, vilket ger N = ning - - - ngla—b, darfor att ni,na, ..., ny ar
parvis relativt prima. Detta innebér att [a]y = [b]y. Funktionen 6 &r alltsa en-entydig. Men
antalet element i Zy &r N och antalet element i Z,,, X Zy, X ... X Zy, &r lika stort, vilket

innebér att varje element i produkten &r bilden av ett element i Zy. Detta visar att 6 &r en
isomorfism.

Det aterstar att visa den andra isomorfismen. Forst observerar vi att om a dr relativt primt
med N sa ér ocksa a relativt primt med varje faktor n; av N. Dettta visar att § avbildar Z}; i
produkten Z xZ% x...xZ% . A andra sidan om ([aln,, [a]ny, - - -, [a]n,) € Zh XT3 X XL |
sa dr a relativt primt med alla n; och saledes med N = nins - - - ng. Detta visar att funktionen
¢ avbildar en-entydigt Z}; pa hela Z;, x Z;, X ... X Zy . For att kunna pasta att funktionen

0 definierar en isomorfism mellan dessa grupper kontrollerar vi att

(9([&()]]\[) = ([ab]m’ [ab]n27 R [ab]nk) =

([a]ny s [alnss - - s [l ) (Bl [Blnss - -5 [Bly ) = O([a] w)O([])-
O

(5.12) Anmirkning. Det dr mycket litt att hédrleda Kinesiska restsatsen fran gruppisomor-
fismen Zn,ny..ny = Lny X Ly X ... X Ln,.. Om (11,79, ...,7%) € Lpy X Lpy X ... X Ly, sa siger
satsen att det finns exakt en rest © € Zy n,.. n, sadan att

[Z]n, =71, [X]ny =72,..., [X]ng = Tk
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0

(5.13) Exempel. Gruppen Zjgo kan enligt sats (5.11) skrivas som produkt av mindre grup-
per: 100 = 2252 sa att Zigg = Zg X Zos.
O

Nu kan vi bevisa multiplikativiteten av Eulers funktion (se (5.8)(b)):

(5.14) Foljdsats. For Eulers funktion ¢ gdiller det att p(ab) = @(a)e(b) da a och b dr
relativt prima naturliga tal.

Bevis. Enligt (5.11) &r Z%, = Z% x Z;. Antalet element till vénster &r ¢(ab), medan till hoger
p(a)p(b)- O

OVNINGAR

5.1. Bestam sista siffran av talet:

a) 21986 1) 132049930 ) 77
5.2. Bestam resten vid division av

a) 319 med 7, b) 209 med 3,5,11,13.

5.3. Talen F,, = 22" +1,n =0,1,2,..., kallas Fermattalen. Fy = 3,F; = 5,F, = 17, F3 =
257, F4 = 65537 &r alla primtal. Pierre Fermat (1601-1665) pastod att alla tal F), &r
primtal, men 100 ar senare visade Leonard Euler (1707-1783) att 641|F5. Visa det genom
att utnyttja likheterna 5 - 27 + 1 = 646 och 5% + 2% = 641. Rikna i Zg1.

5.4. Lat a,b,n € Z och n > 0. Visa att [a], = [b],, da och endast da n|a — b.

5.5. Lat a och n vara relativt prima heltal. Lat xy vara en 16sning till kongruensen ax =
b (mod n) for ett heltal b. Visa att alla andra losningar till denna kongruens kan skrivas
pa formen xg + kn, dar kK =0,+1,£2,.. ..

5.6. Visa att grupperna Zg, Z3 och Zg &r cykliska men Zg inte ar cyklisk.

5.7. Skriv ut grupptabelerna for
a) ZQ X Zg, b) ZQ X Zz.
Ar dessa gruper cykliska?

5.8. Visa att ¢(p®) = p® — p®*~! d& p &r ett primtal och o > 1.
Ledning. Skriv ut alla heltal £ sadana at 0 < k < p® och plk.

5.9. Skriv foljande grupper som produkt av mindre restgrupper

(a) Zss, (b) Zzs, (¢) Z1s x Zog, (d) Z7s600-



OVNINGAR 29

5.10. Los foljande ekvationer:
(a) 172 = 11 Zos, (b) 6x = 17 i Zy1, (c) 22 =51 Zay.

5.11. Lat 0 : Z3go — Zg x Zg x Zs vara definierad som i beviset av (5.11). Bestsam 671(1,0,0),
6=1(0,1,0), 671(0,0,1). Beriikna dérefter 6-1(1,2, 3).
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Kapitel 6

TRANSFORMATIONSGRUPPER

Aven detta kapital handlar om exempel pa grupper. Vi bekantar oss med grupper relaterade
till olika geometriska rum och geometriska figurer i dessa rum. En stor del av gruppteorin
utvecklades med utgangspunkt fran dessa exempel och den slutliga definitionen av gruppbe-
greppet formulerades forst ndr man upptéckte att grupper ar lika vanliga i geometrin som
i algebran (se vidare anmérkning (6.8)). Eftersom funktioner mellan olika rum kallas ofta
transformationer (eller avbildningar) kallar man grupper bestaende av sadana funktioner for
transformationsgrupper.

Forst maste vi repetera och komplettera nagot vara kunskaper om funktioner:

(6.1) Definition. Lat f : X — Y vara en funktion. Man séger att f dr injektiv (eller
en-entydig) om f avbildar olika element i X pa olika element i Y dvs om x1 # x9 ger
f(z1) # f(z2). f kallas surjektiv (eller pa hela Y') om till varje y € Y finns x € X sa att
f(x) = y. En funktion som samtidigt &r injektiv och surjektiv kallas bijektiv.

Man séger att tva funktioner f; : X — Y och fo : X — Y &r lika om fi(z) = fo(x) for varje
reX.

Med sammanséttningen av tva funktioner f : X — Y och g : Y — Z menar man funktionen
gof: X — Z (“gring f7) sadan att:

(go f)(z) = g(f(x)).

Man séger att en funktion g : ¥ — X dr en invers till f : X — Y om go f = ix och
fog =1y, dir ix ar den identiska funktionen pa X och iy den identiska funktionen pa Y
dvsix(z)=xzdax e Xochiy(y)=ydayeY. O

Om man ténker pa en funktion f fran X till Y som pilar fran alla element i X till vissa
element i Y (se fig. 1) sa kan man lidtt askodliggora alla dessa begrepp. f &r injektiv om pilar
som startar fran olika punkter i X kommer fram till olika punkter i Y, f &r surjektiv om till
varje punkt i Y kommer en pil, och f &r bijektiv om de bégge egenskaperna giller. Om f ar
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[

bijektiv sa kan man vinda pa alla pilar fran X till Y och da far man inversen g till f (vi visar
detta pastaende helt formellt i nésta proposition).

Sammanséttningen av g(f(x)) innebdr geometriskt att man forst foljer pilen fran punkten
x € X till punkten f(z) € Y och dérefter pilen fran punkten f(x) € Y till punkten g(f(x)) €

Z.
WA

(6.2) Proposition. f : X — Y har en invers g : Y — X da och endast da f dr bijektiv.
Inversen g dr entydigt bestimd (den betecknas f~1).

Bevis. “=” Lat g vara en invers till f dvs g(f(z)) =x dax € X och f(g9(y)) =y dayeY.

Om 21 # 23 5 har vi f(z1) # f(z) ty likheten £(z1) = f(z2) ger g(f(z1)) = g(f(z2)) dvs
x1 = x9. Alltsa &r f injektiv. Lat y € Y. Da dr y = f(g(y)) dvs f avbildar ¢g(y) pa y. Detta
visar att f ar surjektiv. Foljaktligen ar f bijektiv.

“<” Lat f vara bijektiv. D& &r varje element y € Y bilden av exakt ett element x € X.
Definiera:
gly) =z < f(z) =y.

Da har vi: (go f)(x) = g(f(x)) = g(y) =z for x € X och (fog)(y) = f(9(y)) = f(z) =y for
y € Y. Detta visar att g dr en invers till f. Slutligen om #ven ¢’ &r en invers till f sa har vi

flaw) =Fld W)=y
da y € Y. Men f ir injektiv sa att g(y) = ¢'(y) for varje y € Y vilket visar att g = ¢'. O

Vi antecknar ocksa foljande egenskaper hos funktioner vars bevis limnar vi som 6vning.

(6.3) Proposition. Lat f: X — Y och g:Y — Z vara funktioner.
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(a) Om f och g dr injektiva sa dr g o f injektiv.
(b) Om f och g dr surjektiva sa dr g o f surjektiv.
(¢c) Om f och g dr bijektiva sa dr g o f bijektiv.

Lat nu X vara en méngd och lat G(X) vara méngden av alla bijektiva funktioner (med andra
ord: bijektiva transformationer) f : X — X.

(6.4) Proposition. (G(X),0) dr en grupp med avseende pa sammansdttningen av funktion-
er.

Bevis. Om f: X — X och g: X — X &r bijektiva funktioner sa &r dven go f : X — X en
bijektiv funktion enligt (6.3) (c). Alltsa &r G(X) sluten med avseende pa operationen. For
att visa associativiteten lat h : X — X vara en bijektiv funktion. D& &r:

[(f og) o hl(z) = (f o g)(h(z)) = f(g(h(x)))

och

[f o (goh)(x) = f((goh)(x)) = flg(h(x)))

for © € X. Alltsa ar (f og)oh = f o (go h). Det neutrala elementet &r den identiska
funktionen iy (z) = x for € X. Inversen till f dr den inversa funktionen f~! som existerar
(och &r bijektiv) enligt (6.2). O

(6.5) Permutationsgrupper. Lat X = {1,2,...,n}. G(X) bestar av alla bijektiva funk-
tioner f : X — X dvs f(1) = p1, f(2) = p2,..., f(n) = pp, dér p1,p2,...,py &r en ord-
ningsfoljd av talen 1,2, ..., n. Sadana funktioner kallas som bekant permutationer. Vi kom-

mer att skriva:
1 2 ... n
= )
pr P2 ... DPn

Gruppen G(X) betecknas ofta med S,, och kallas symmetriska gruppen av graden n. Lat
oss paminna om at o(S,) = n! (antalet olika permutationer av n element). T ex da n = 3 far
man gruppen S3 bestaende av 3! = 6 permutationer

12 3 12 3 12 3 12 3
I:<1 2 3>’f1:<1 3 2)’f2:<3 2 1>’f3:<2 1 3)’
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Permutationerna kan representeras mera kompakt. Lat pi,pa,...,pr € {1,2,...,n} och lat
(p1,p2,--.,pk) beteckna funktionen:

f(p1) = p2, f(p2) = p3,..., f(Pr) = p1.

och f(l) =idai #pl)pza‘ -y Pk

Exempel. (1,2,3) € S3 &r beteckningen av (;gi’), (2,4) € Sy betyder (ﬁgg), (3,2,4) € Sy &r
1234 . (123
(1123), (1) € Sz ér (153)- .

Man siéger att permutationen (p1,p2,...,pr) ir en cykel av lingden k. Lat

f = (pl)pza"'upk) och g = (pllap/277p;)7

dér alla tal p1,p2, ..., Pk, P, Db, - - -, p; &r olika. Da siger man att f och g &r disjunkta cykler.
For sadana cykler har vi fog = go f (kontrollera att (f o g)(z) = (g o f)(z) for varje
x € {1,2,...,n}). Varje permutation dr en sammanséttning av disjunkta cykler. T ex

123456789
( 217439568 > =(1,2)2(3,7,5) 2 (6,9,8).

Hur far man en sadan framstéllning? Nedan foljer ett enkelt recept:

(6.6) Hur skriver man en permutation som produkt av cykler? Man véljer ett tal
p1 som inte avbildas pa sig sjélvt. Dérefter tar man bilden ps av py, bilden ps av ps osv, tills
man far p; igen. Da har man en cykel. Nu tar vi ett tal som inte ingar i férsta cykeln och
vi upprepar proceduren. Det gor vi sa lange det finns tal som inte ingar i en tidigare bildad
cykel och som inte avbildas pa sig sjilvt.

Ofta &r man intresserad av olika delgruper till G(X). Man betraktar da bijektiva funktioner
f X — X med en viss egenskap och visar att funktioner med den egenskapen bildar en
delgrupp till G(X). Lat oss betrakta nagra exempel:

(6.7) Exempel. (a) Lat X vara en liksidig triangel i planet och lat G besta av alla trans-
formationer av planet som bevarar avstandet och avbildar triangeln pa sig sjilv. G ar en
grupp med avseende pa sammanséttningen av avbildningarna (en delgrupp till G(X)) och
kallas ofta triangelgruppen eller, mera exakt, symmetrigruppen av en liksidig trian-
gel. Det &r inte svart att beskriva alla element i G. Man kan vrida triangeln 0°,120° och
240° kring dess mittpunkt och spegla den i de tre symmetriaxlarna S1,S2,.53. Man far alltsa
6 transformationer som ges i form av permutationer av triangelns 3 horn:



(6.7)

35

53

S1

-(12)- =

12
23

w= () @i

?):(172); U2=(

123
321

52

123

) = (1,3); 53 = < ;?g ) =(1,2).

Pa det sittet far vi alla mojliga avbildningar ty varje avbildning &r en permutation av hérnen
1, 2, 3. Men det finns exakt 6 permutationer av talen 1, 2, 3 (de bildar den symmetriska
gruppen av graden 3). Ligg mirke till att gruppen inte &r kommutativ. T ex v3 = s1 0 §9 #
$9 081 = v9. Gruppen G har foljande grupptabell:

I v1 vy 81 s2 s3
I I V1 V2 S1 59 S3
U1 V1 () I S3 S1 S9
vo |va I v1 sy s3 s
S1 S1 S92 S3 I V1 V2
Sog | s9 s3 s1 wy I v
S3 S3 S1 S92 U1 () I

(b) Lat X vara en kvadrat i planet och lat G besta av alla transformationer av planet som
bevarar avstandet och kvadraten. Denna grupp kallas ofta kvadratgruppen. G bestar i detta
fall av foljande 8 transformationer: 4 vridningar 0°,90°, 180°, 270° kring kvadratens mittpunkt
och 4 speglingar i linjerna si, s2, s3 och s4. Man kan beskriva dessa avbildningar med hjélp

av foljande permutationer av kvadratens horn 1,2,3,4:

I=(1), 01 =(1,2,3,4), vy = (1,3)(2,4), v3 = (1,4,3,2)

(de fyra vridningarna) och
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s1=(1,2)(3,4), s2 = (1,4)(2,3), s3 = (2,4), s4 = (1,3)

(de fyra speglingarna). )

S4 53

82

S1

Dessa 8 permutationer bildar en grupp darfor att sammanséttningen av tva transformationer
i G ger en transformation i G. Allt detta ar relativt enkelt att se direkt men det féljer ocksa
ur grupptabellen:

I V1 V2 V3 S1 S92 S3 S4

I I U1 V2 V3 S1 59 S3 S4
vi |v1 ve wvy I s4 83 S1 S
() V2 V3 I V1 S9 S1 Sq S3
vy | vy 1 vy Vg S3 S4 S2 S
S1 S1 S3 S9 S4 I (%) U1 V3
Sy | S9 sS4 Ss1 s3 wva I w3 0
S3 S3 S9 S1 S3 V2 V4 I V2
S4 | S4 S1 S3 Sa vy vy vy [

(c) Helt allmént kan man betrakta en godtycklig figur X i planet eller i rymden. Méngden
G av alla transformationer som bevarar avstandet och figuren X &r en grupp med avseende
pa sammanséittningen av transformationerna. Denna grupp kallas ofta symmetrigruppen
av X. Grupper av den typen har en stor betydelse i olika praktiska sammanhang. Bland an-
nat utnyttjas sadana grupper i kristalografin dar man klassificerar kristalografiska strukturer
beroende pa deras transformationsgrupper (dvs alla transformationer i rymden som bevarar
avstanden och strukturen — man forutsitter da att kristalen fyller ut hela rymden). O

(6.8) Anmirkning. Fran kursen i linjir algebra kdnner vi ortogonala avbildningar i Euk-
lidiska rum. Om R™ betraktas med det vanliga avstandsbegreppet dvs

d(x)Y) = \/(1:1 - y1)2 +ot (xn - yn)2
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for tva vektorer x,y € R"™) sa siger man att en linjar avbildning f : R — R"™ dr ortogonal
(eller isometrisk) om f bevarar avstandet dvs d(f(x), f(y)) = d(x,y). Da ar f(x) = Ax,
dir A #r en ortogonal matris dvs A~! = A?, dir A #r den transponerade matrisen till A.
Man kontrollerar mycket ldtt (se 6vn. 6.6) att alla ortogonala transformationer bildar en
grupp. Den Euklidiska geometrin i R™ &r en studie av alla egenskaper hos R™ som bevaras vid
ortogonala transformationer (exempel pa sadana egenskaper dr avstanden, vinklarna, voly-
merna osv). Man kan betrakta andra grupper av linjira avbildningar t ex alla icke-singulira
avbildningar dvs alla f som ovan dér A &r en godtycklig matris med nollskild determinant
dvs A € GL,(R). En studie av alla egenskaper som bavaras vid dessa transformationer &r
uppgiften for den affina geometrin i R™. Ar 1872 formulerade den store tyske matematikern
Felix Klein en allmén strategi for studier av olika rum. Hans ” Erlangenprogrammet” definierar
begreppet geometri i ett rum (t ex i R™) som alla de egenskaper i rummet som bevaras under
verkan av en grupp. Kleins idéer hade stor betydelse fér utvecklingen inom bade matematiken
och fysiken. S& smaningom ledde dessa ideer till relativitetsteorin som beskriver olika egen-
skaper hos vektorer i R* som bevars under verkan av Lorenzgruppen och dess delgrupper (se
ovning 6.6(b)). Det &r mycket intressant att Felix Klein fick manga av sina idéer under en vis-
telse i Paris hos C. Jordan da denne studerade Galois arbeten. Tack vare Jordan blev Galois
idéer kiinda for den bredda matematiska allménheten. Aven den store norske matematikern
Sophus Lie vistades hos Jordan samtidigt med Klein. S. Lie tillimpade gruppteorin pa prob-
lem i matematisk analys bl a associerade han grupper med differentialekvationer. Teorin for
Liegrupper, som samtidigt dr grupper och analytiska mangfalder, har mycket stor betydelse
bade inom matematiken och inom fysiken. T ex har grupperna O(n), SO(n),U(n), SU(n) den
karaktéiren (se vidare ovningar 6.6 och 6.7). U

OVNINGAR

6.1. Lat f: X - Y och g:Y — X. Visa att om go f = ix sa ar f injektiv och g surjektiv.

6.2. Lat f: X — X dér X &r en &ndlig méngd. Visa att om f &r injektiv eller surjektiv sa
dr den bijektiv.

6.3. Lat G vara méngden av funktionerna

file) =2, fole) = —, fol@) = =, fale) =~ x €R".

T

Visa att G ar en grupp m.a.p. sammanstittning. Skriv ut grupptabellen.

6.4. Skriv ut gruptabeller for foljande gruper:
(a) symmetrigruppen av en rektangel som inte &r en kvadrat,
(b) symmetrigruppen av bokstaven H.
Anmirkning: Gruppen i (a) kallas ofta Kleinsfyra(gruppen) och betecknas med Vj.

6.5. Forsok beskriva geometriskt alla 24 element i symmetrigruppen av en regelbunden
tetraeder.
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6.6.

6.7.

6.8.

6.9.

Visa att foljande (n x n)-reella matriser (= linjdra avbildningar av R™) bildar en grupp
med avseende pa matrismultiplikation (= sammanséttning):

(a) alla ortogonala matriser (dvs alla (n x n)-matriser A sddana att A'A = F),

(b) alla (4 x 4)-matriser A sddana att A!M A = M, dér

o O O
O O = O
O = O O
= o o O

Anmirkning: Villkoret A‘MA = M, dir M #r en godtycklig symmetrisk matris be-
tyder att A bevarar den kvadratiska form som har matrisen M (visas enkelt i kursen
Linjir algebra). I (a) handlar det om formen X% + X2 + X2 och villkoret A'A = F
betyder att om man tar en vektor x! = (1,2, 73) sa fir (Ax)'Ax = x'x dvs vek-
torns langd bevaras da den transformeras med hjilp av A (den kvadratiska formen har
samma viirde for bade x och Ax). I (b) & M matrisen for X7 + X2 + X2 — T? och
villkoret A'MA = M siiger att denna kvadratiska form har samma virde for bade x
och Ax dvs (Ax)!M Ax = x! Mx. Gruppen i (b) kallas Lorentzgruppen och spelar en
mycket viktig roll i relativitetsteorin). Gruppen i (a) kallas den ortogonala gruppen
och betecknas ofta med O(n). Den delgrupp till O(n) som bestar av alla matriser med
determinanten lika med 1 kallas den speciella ortogonalla gruppen och betecknas
med SO(n). Lorenzgruppen betecknas ofta O(3,1).

(a) Visa att alla unimoduléra (n x n)-matriser A dvs alla (n x n)-matriser med kom-

plexa element och sidana att A~ = A (A betecknar matrisen som man far genom att
konjugera alla element i A) bildar en grupp U(n).

(b) Visa att alla speciella unimoduléra (n x n)-matriser dvs alla matriser A i (a)
sadana att detA = 1 bildar en delgrupp till U(n). Denna delgrupp betecknas med
SU(n).

(c) Visa att varje matris i SU(2) kan skrivas pa formen

21 z2
—Z2 21

diir z1 och z9 dr komplexa tal sadana att |z1|2 + |20]? = 1.

Skriv ut de givna permuationerna som produkt av disjunkta cykler:

123456789 1234567
(a) (214359678)’ (b) (3542176)'

(a) Lat a = (p1,p2, - .. px) vara en cykel i S,,. Visa att ordningen av a i denna grupp &r
lika med dess lingd dvs o(a) = k.

(b) Visa at om en permutation &r en produkt av disjunkta cykler sa #r dess ordning
lika med MGM av ldngderna av dessa cykler.

(Exempel: Lat f = (1,2,3)(4,5,7,6)(8,9) € So. Da iir o(f) = 34 = 12)
(c) Ge exempel pa en abelsk grupp G och a,b € G sadana att o(ab) # MGM (o(a), o(b)).
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6.10. Bevisa Proposition (6.3).
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Kapitel 7

SIDOKLASSER OCH
LAGRANGES SATS

Lagranges sats, som visades i gruppteorins begynnelse, sdger att ordningen av en delgrupp till
en dndlig grupp &r en delare till gruppens ordning. I grunden for ett mycket enkelt bevis av
satsen ligger en uppdelning av gruppens element i parvis disjunkta delmingder — sidoklasser
till delgruppen. Sidoklasserna spelar en mycket viktig roll i hela gruppteorin.

(7.1) Definition. Méingden Hg av alla produkter hg, dér g &r ett fixt element av G och h
ar ett godtyckligt element av H kallar man for en hégersidoklass till H i G. Alltsa &r

Hg={hg:he H} (additivt: H+g={h+g:hecH}).
Man séger att g ér en representant fér Hg. O

(7.2) Exempel. Lat G = Z (heltalen med addition) och lat H =< 5 > dvs H = {0, £5,
+10, ...} = {5k, k = 0,+1,+2,...}. Hir ir

H+1={5k+1,k=0+1,+2 ..}

méngden av alla heltal som ldmnar resten 1 vid division med 5. Pa liknande sétt &r H + 2 =
{bk +2; k = 0,4£1,£2,...} méngden av alla heltal som lamnar resten 2 vid division med
5. Sidoklasserna H +0 = H, H + 1, H + 2, H + 3 och H + 4 &r olika och bestar av alla
heltal som #r delbara med 5 (H + 0 = H), lamnar vid division med 5 resten 1 (H + 1),
2 (H+2),3(H+3)och4 (H+4). Dessa 5 méngder técker hela méngden Z eftersom
varje heltal lamnar (exakt) en av dessa 5 rester vid division med 5. Finns det nagra andra
sidoklasser? H +5 = {bk+5,k=0,%+1,+2,...} = {5(k+ 1),k =0,+1,£2,...} = H. Vidare
ar H+6={5k+6,k=0,%£1,+2,..} ={5(k+1)+1,k=0,£1,+2,...} = H + 1 osv. Det
finns faktiskt inte nagra andra sidoklasser. Detta &r inte en tillfdllighet utan en konsekvens av
nagra enkla egenskaper hos sidoklasserna. Nu skall vi diskutera dessa egenskaper och darefter
aterkomma till exempel. O

41
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(7.3) Proposition. (a) g € Hg
dvs. varje element g € G tillhor en vinstersidoklass till H.
(b) g€ Hgy N Hgy = Hg1 = Hgo

dvs tva hogersidoklasser som har ett gemensamt element dr identiska, eller med andra ord,
tva olika hogersidoklasser saknar gemensamma element.

(c) ¢ €eHg+ Hg =Hg
dvs varje element i en hogersidoklass kan viljas som dess representant.

(d) ¢ €c Hge ¢'g' € H (additivt: ¢ € H+g< g —ge H).

Bevis. (a) g=eg€ Hgty e € H.

(b) Enligt férutsittningen dr g = h1g1 = hoga dér hy,ho € H. Vihar x € Hgy = = = hg1,h €
H=zx= h(hl_lhzgg) = (hhl_lhg)gg = x € Hgs ty hhl_lhz € H. Detta visar att Hg; C Hgo.
Pa samma sétt far vi Hgos C Hgy. Alltsa ar Hgy = Hgo.

(¢)d e Hg=¢ € HY NHg (ty ¢ € Hg') = Hg' = Hg enligt (b).

(d)gd €eHge g =g =hgforndgot he H < g'g ' =he H. O

(7.4) Anmirkning. Egenskaperna (a) och (b) séger att hogersidoklasserna H g ger en parti-
tion av G dvs en uppdelning av alla element i G i parvis disjunkta delméngder (se (2.4) (c)).
Detta betyder att hogersidoklasserna definierar en ekvivalensrelation pa G (se definitionen
av ekvivalensrelationer (2.3)). Tva gruppelement x,y € G &r relaterade till varandra om de
tillhor samma hogersidoklass, vilket betyder att x ~ y da och endast da det finns z € G sa att
x,y € Hz. Enligt (b) ovan betyder det att Hz = Hy dvs zy~' € H enligt (d) (Hx = Hy ger
r € Hy sa att xy~! € H enligt (d)). Vi skall titta pa nagra ytterligare exempel pa partitioner
av grupper med hjélp av hogersidoklasser. I praktiska sammanhang nér man vill beskriva alla
element horande till en hogersidoklass Hg utnyttjar man egenskapen (d). ]

(7.5) Exempel. (a) Vi fortsitter exempel (7.2). Vi har n’ €< 5 > +n da och endast da
n' —n €< 5> enligt (7.3) (d), dvs 5|n' — n. Man kan uttrycka det ocksa som

n' €<5> +n < [n]s = [n]s.

Detta betyder att sidoklassen < 5 > +n bestar av alla tal som lamnar resten [n]s vid division
med 5. Men [n]s = 0,1,2,3,4 sa at sidoklassrna &r < 5> +0=<5>,<5>+1,<5 > 42, <
5> +3,<5> +4.

(b) Lat G = R* vara gruppen av de reella talen # 0 och lat H = R%; besta av positiva reella
tal. DA r € Hr < r'r~! € H = R% enligt (7.3) (d) dvs 7"7/ > 0. Alltsa tillhor ' sidoklassen
Hr da och endast da ' har samma tecken som 7. Men r kan ha tva tecken — plus eller minus.
Alltsa far vi tva sidoklasser — den ena &r H = RY{; med +1 som en representat, den andra
H - (—1) = —R%Y; med —1 som en representant.
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fig. 1

(c) Lat G = R? vara gruppen av alla vektorer i planet med avseende pa addition av vektorer.
Lat H vara den undergrupp till G som bestar av alla vektorer pa z-axeln (fig. 2). Om v &r en
vektor sa bestar sidoklassen H + v av alla vektorer som man far genom att addera v till alla
vektorer pa r-axeln. Da far man alla vektorer som slutar pa den linje som &r parallell med
z-axeln och som gar genom dndpunkten av v. Olika sddana linjer svarar mot olika sidoklasser.
Allmént &r vV € H+v & v/ —v € H dvs v/ — v ér parallell med z-axeln, eller med andra
ord, dndpunkten av v’ ligger pa den linje som gar genom dndpunkten av v och ér parallell
med z-axeln. g

H+v

fig. 2

(7.6) Anmérkning. Man kan naturligtvis definiera véinstersidoklasser
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gH ={gh:h e H}.

Om gruppen &dr abelsk har vi gH = Hg. Da anvinder vi oftast termen “sidoklass” i stéllet for
“vénstersidoklass” eller “hogersidoklass”. Alla egenskaper hos hogersidoklasser i (7.3) visas
analogt for vanstersidoklasser. Nar gruppen inte ar abelsk kan det finnas en distinktion mellan
véinster— och hogersidoklasser.

Betrakta nu ett exempel. O

(7.7) Exempel. Lat G vara symmetrigruppen av en liksidig triangel (se exempel (6.7) (a)).
Lat H = {I,s1}, dir s; = (2,3). Hér har vi foljande vénster- och hoger- sidoklasser:

IH = SlH:{I,Sl}, HIZHSlz{I,Sl},
UlH 83H = {1)1,83}, Hv1 = H82 = {1)1, 82},
UQH = 82H = {’1}2,82}, HU2 = H83 = {’02, 83}.

Vi ser att t ex soH # H so. O

Antalet sidoklasser till H i G &r néra relaterat till ordningarna av H och G. Vi har redan
sett att antalet element i varje sidoklass &r lika med antalet element i H. Detta &r ingen
tillfallighet:

(7.8) Proposition. Lat H vara en dndlig grupp. Da dr |Hg| = |H| for g € G.

Bevis. Lat H = {hy,ha,...,hp}. Da & Hg = {h1g, hag, ..., hmg}. Alla produkter h;g ar
olika ty h;g = h;g ger h; = h; (multiplicera med ¢! fran hoger!). O

(7.9) Lagranges sats*. Ordningen av en undergrupp till en dndlig grupp dr en delare till
gruppens ordning.

Bevis. Lat G vara en dndlig grupp och H en delgrupp till G. Vi vill visa att o(H)|o(G).
Vi delar G i hogersidoklasserna till H. Sidoklasserna técker hela gruppen enligt (7.3) (a).
Olika sidoklasser saknar gemensamma element enligt (7.3) (b). Antalet element i varje sidok-
lass &r lika emd antalet element i H enligt (7.8). Lat ¢ vara antalet hogersidoklasser. Da ar
o(G) = o(H) - i dvs o(H) &r en delare till o(G) och kvoten o(G)/o(H) &r lika med antalet
hogersidoklasser. O

(7.10) Foljdsats. Lat G vara en dndlig grupp och H dess delgrupp. Da dr antalet hégersidoklasser
till H i G lika med antalet vinstersidoklasser till H i G. Bdgge dr lika med o(G) : o(H).

*Joseph Louis Lagrange 1736 - 1813.
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Bevis. Beviset av Lagranges sats visar att antalet hogersidoklasser ér lika med o(G) : o(H).
Nér man bevisar Lagranges sats med hjilp av vianstersidoklasser i stéllet for hogersidoklasser
(som ovan) far man att o(G) : o( H) &r lika med antalet vénstersidoklasser. O

(7.11) Definition. Antalet hogersidoklasser (eller vinstersidoklasser) till H i G kallar man
for index av H i G. Indexet betecknas ofta med [G : H]. O

(7.12) Foljdsats. Ordningen av ett element i en dndlig grupp dr en delare till gruppens
ordning.

Bevis. Om g € G sa ér ordningen o(g) av g lika med ordningen av den undergrupp som g
genererar (dvs den undergrupp som bestar av alla potenser av g). Enligt Lagranges sats &r
alltsa o(g) en delare till o(G). O

(7.13) Foljdsats. Om o(G) = N och g € G sd ir gV = e.

Bevis. Om o(g) = n sa &r n|N enligt (7.12). Lait N =n-i. Dadr ¢V = (¢") =ety g" = e
se ((4.12)). O

(7.14) Exempel. Med hjilp av Lagranges sats skall vi beskriva alla undergrupper till kvadrat-
gruppen. G = {I,v1,v2,vs, 1, $2, 83, S4} och grupptabellen finns pa sid. 36. Vi har o(vy) =
o(v3) = 4,0(ve) = 2,0(s1) = o(s2) = 0o(s3) = 0o(s4) = 2. Om H &r en undergrupp till G, sa
ar o(H) = 1,2,4 eller 8. Det ér klart att o(H) = 1 ger H = {I}, och o(H) =8 ger H = G
— de tva triviala undergrupperna. Om o(H) = 2, sa maste H = {I, g}, dér g har ordningen
2. Vi vet att det finns 5 sadana g : g = vs eller s; eller sy eller s3 eller s4. Alltsa har vi fem
undergrupper av ordningen 2: {I,vo}, {I,s1},{I,s2},{I,s3},{I,s4}.

Nu antar vi att o( H) = 4 Det finns sikert en undergrupp — Hy = {I, v, v2,v3}. Den bestar av
alla vridningar av kvadraten. Lat H vara en undergrupp som innehaller minst en symmetri.
H kan inte innehalla v eller vs eftersom deras potenser ger alla vridningar (4 stycken). Detta
innebér att H maste innehalla tva symmetrier. Om H innehaller s;, s4 maste den andra
vara $o, ty $152 = wo, ddremot dr s;s3 = v; och s184 = vs inte tillatna. Om H innehaller
83, s& maste den andra vara sy, ty s3s4 = vg, ddremot s3s; = wg och szso = wvy. Vi far
tva mojliga undergrupper av ordningen 4: Hy = {I,v9, 51,82} och Hs = {I, v, s3,s4}. Det
finns alltsa hogst 3 undergrupper av ordningen 4. Vi vet att Hy dr en undergrupp och vi
kontrollerar enkelt att Hy och Hs ocksa &dr undergrupper. Det &r intressant att tolka dessa
grupper geometriskt. Hy bestar av alla vridningar av kvadraten. Hs dr symmetrigruppen av
en rektangel som inte ér en kvadrat (fig. 3 (a)), ddremot Hs &r symmetrigruppen av en romb
som inte dr en kvadrat (fig. 3 (b)). O

OVNINGAR

7.1. Beskriv alla (hoger-)sidoklasser till H i G da
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7.2.
7.3.
7.4.

7.5.

7.6.
7.7.

7.8.

S2

)
1
fig. 3 (@) fig. 3 (b)

(a) G = Z (med addition) och H =< 3 >,

(b) G = C* (de komplexa talen med multiplikation) och H = {z € C* : |z| = 1},
(c) G =C* H = R* (de reella talen # 0 med multiplikation),

(d) G = C*, H =R (de reella positiva talen),

(

e) G = GLa(R) ((2 x 2)-reella matriser med determinant # 0), H = SL,(R) = {4 €
G :det A =1},

(f) G =713, H=<3>.
Lat g € G och o(g) = n. Visa att om gV = e sa &r n|N.
L&t G = Z3. Skriv ut alla sidoklasser till H = {000,111} i G.

Beskriv alla delgrupper till féljande grupper:

(a) symmetrigruppen av en rektangel som inte &r en kvadrat,

(b) symmetrigruppen av en liksidig triangel,

(¢) Zg, (d) Zigo, (e) ZoxZo, (f) Zg X Zy.

Ledning: I (¢) och (d) utnyttja évning 4.11 som séger att varje delgrupp till en cyklisk
grupp ar cyklisk.

Ge exempel pa en delgrupp H till Q* (de rationella talen # 0 med multiplikation) sadan
att H # Q* och index av H i Q* ar dndligt.

Visa att en odndlig grupp har odndligt manga delgrupper.

Visa att en grupp G har exakt tva delgrupper (< e > och G) om och endast om o(G)
ar ett primtal.

Med exponenten av en grupp G menas det minsta positiva heltalet m sadant att
g™ = e for varje element g € G. Om m inte existerar sdger man att gruppens exponent
ar odndlig.

(a) Visa att varje dndlig grupp har en éndlig exponent.

(b) Ge exempel pa en odndlig grupp med en éndlig exponent.

(c) Beriikna exponenten for: Zsg, Zo X Zo, Ly X L.

(d) Visa att exponenten av en &dndlig abelsk grupp &r lika med maximalordningen av
gruppens element

Ledning: I (d) utnyttja formeln o(ab) = o(a)o(b) da a,b dr tva element i gruppen vars
ordningar #r relativt prima (se évning 6.9).
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7.9. Skriv ut alla element i gruppen A4 av alla jimna permutationer av 1,2,3,4. Visa att
denna grupp saknar en delgrupp av ordning 6 (o(A44) = 12).

7.10. Visa att en grupp G vars ordning &r ett primtal dr cyklisk.
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Kapitel 8

RINGAR OCH KROPPAR

Grupper ar méangder med en operation. Men sa viktiga méngder som Z eller Z, har tva
naturliga operationer — addition och multiplikation. Den situationen &r sa pass vanlig att
man har en allmén teori av liknande matematiska objekt. De kallas ringar.

(8.1) Definition. Lat R vara en méingd med tva bindra operationer — addition “4” och
multiplikation “”. (R, +, ) kallas ring om

(a) (R,+) dr en abelsk grupp,
(b) a(bc) = (ab)c da a,b,c € R dvs multiplikation &r associativ,

(¢) a(b+c¢) = ab+ ac och (b+ c)a = ba + ca da a,b,c € R dvs multiplikation &r distributiv
m.a.p. addition. ]

(8.2) Anmiérkning. Observera att vi oftast skriver ab i stéllet for a-b. Det neutrala elementet
i gruppen (R,+) brukar betecknas med 0. Vanligen sdger man att R &r en ring utan att
anvinda beteckningen (R, +, ). O

(8'3) Exempel' (a) (Za =+, ')a (Q7 +, ')7 (Ra =+, ')’ ((Ca +, ) ar ringar.

(b) (Zy,®, ®) ar en ring. Den enda egenskap som vi inte visade i Kapitel 5 &r distributiviteten
av ® m.a.p. ®. Den visas latt med hjilp av (5.1) och (5.2):

a®bdc) = a®@b+c],=lalb+ )], =[ab+ acl, =
= [abln @ [acln = [aln © [b]n @ [a]n © [c]n
= a®bBabc
for a, b, c € Zy,.
(c) Lat R = M, (R) méngden av alla (n x n)-reella matriser med matrisaddition och matris-

multiplikation. M, (R) &r en ring vilket sammanfattar de viktigaste rdknelagarna for matris-
aritmetik. Dessa riknelagar visas i alla kurser i linjér algebra (oftast utan att anvénda termen

ring).
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50 RINGAR OCH KROPPAR

(d) Lat R = C(0,1) vara mingden av alla kontinuerliga funktioner pa intervallet (0,1) med
addition f 4 g och multiplikation fg av funktioner dvs

(f +9)(x) = f(z) + g(x) och (fg)(z)= f(x)g(x)

da z € (0,1). R &r en ring. Man kan naturligtvis ersitta intervallet (0, 1) med ett godtyckligt
intervall. 0

I en ring (R, +,-) har man en blandning av tva operationer. Men medan man kriver relativt
mycket fran den ena — (R,+) skall vara en abelsk grupp, stiller man inte sa stora krav
pa den andra — (R,-) behover enbart vara en halvgrupp (dvs en méngd med en associativ
multiplikation). Ofta betraktar man ringar i vilka (R,-) uppfyller hardare restriktioner. Hér
foljer nagra sadana villkor:

(8.4) Definition. Lat (R, +, ) vara en ring.

(a) R d&r kommutativ om ab = ba da a,b € R.

(b) R har en etta om det finns ett neutralt element 1 € R m.a.p. multiplikation dvs la =
al =adaac€R.

(c) R saknar nolldelare om ab =0 ger a = 0 eller b =0 da a,b € R (om ab =0 dér a # 0
och b # 0 sa kallas a och b nolldelare).

(d) R &r en kropp om (R~ {0}, ) &r en abelsk grup. O
(8.5) Exempel. (a) Alla ringar i exempel (8.3) dr kommutativa med undantag av M, (R)
da n > 2.

(b) Alla rignar i exempel (8.3) har en etta. Ett exempel pa en ring utan etta &r ringen av de
jamna heltalen med vanlig addition och multiplikation.

(c) Alla rignar i exempel (8.3) (a) saknar nolldelare. Men det finns nolldelare i t.ex. Zg ty
2 ® 3 =0 (se vidare 6vning 8.9). Ringen M>(R) ur (8.3) (c¢) har nolldelare ty t.ex.

0 17[0 1] [0 0

0 0 00| [0 oO0]
(d) (Q,+,-), (R, +,-), (C,+, ) ar exempel pa kroppar. (Z, +, ) ar inte en kropp ty (Z~ {0}, ")
ar inte en grup. ([l
Ringarna ur (8.3) (b) dr sérskilt viktiga:

(8.6) Sats. (Z,,®,®) dr en kropp da och endast da n dr ett primtal.

Bevis. Om n = p &r ett primtal sa &r Z, \ {0} = Z; en grupp m.a.p. © enligt (5.4) dvs Z,
ar en kropp. Om n inte dr ett primtal dvs n =kl med 1 < k,l <nsadrk©l=01Z, dvs
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Zyn, ~ {0} &r inte sluten m.a.p. multiplikation. Detta betyder att Z, ~ {0} inte &r en grupp
och foljaktligen (Z,,, ®,®) inte &r en kropp. O

(8.7) Definition. Man séger att en ring R &r ett integritetsomrade om R dr kommutativ,
saknar nolldelare och har en etta 1 # 0. O

(8.8) Exempel. (a) Varje kropp K &r ett integritetsomrade ty ab = 0 och a # 0 ger att
a~!(ab) = b =0, dir a,b € K s att K saknar nolldelare.

(b) Z,, ar ett integritetsomrade da och endast da n dr ett primtal. Detta foljer ur (8.6). Om
n &r ett primtal sa &r Z, en kropp och vi kan hénvisa till (a). Om n = kl, 1 < k,l < n sa har
Zy, nolldelare ty k © 1 = 0 trots att k # 0 # . O

Nu skall vi utvidga var lista med exempel pa ringar med tva viktiga ringkonstruktioner:

(8.9) Polynomringar. Lat R vara en komutativ ring med etta. Med ett polynom med
koefficienter i R menar man ett uttryck

ag+ a1 X + ...+ a, X",
dir a; € R. Méangden av alla polynom med Kkoefficienter i R &r en ring med avseende pa

addition:

(ap+ a1 X +aeX?+...)+ (bo+ b1 X +boX? +...) =

= (a(] + b()) + (a1 + bl)X + (ag + bg))(2 .

och multiplikation:

(CLQ+CL1X+CL2X2+...)(b0+b1X+b2X2+...) =

= agbp + (agb + a1bg) X + (aghe + a1by + azbg) X* + . ..

Polynomringen av alla polynom med koefficienter i R betecknas med R[X]. Det faktum att
R[X] &r en ring med avseende pa addition och multiplikation av polynom kriver naturligtvis
en kontroll av alla villkor i definitionen (8.1) men var erfarenhet av vanliga polynom med
t.ex. reella koefficienter (dvs ringen R[X]) borde vara tillricklig for att kunna acceptera att
alla formella villkor i ringdefinitionen verkligen géller.

Det finns dock en aspekt av definitionen av R[X | som en ldsare krédvande en storre matematisk
stringens kan ifragasétta. Ett polynom definieras som “ett uttryck”. Och en sadan formulering
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kan vara otillfridstéllande (t.ex. fér den som inte ser uttrycket). Vill man undvika den, kan
man definiera ett polynom som en oéndlig foljd:

(ag,a1,az2,...,Gn,...)

dér a; € R och a; # 0 endast for ett dndligt antal 7. Man definierar addition och multiplikation
av foljderna sa att:

(ag,a1,...,an,...) 4+ (boyb1,...,bpn,...) = (ap +bo,a1 +b1,...,an +by,...)

och

(ao,al, ceyQpy . .)(bo,bl, Y ) = (aobo,aobl + aibo,...,a0by, + a1b,_1 + ...+ anbp, .. )

Nu kan vi definiera X = (0,1,0,...). Da &r

X% = (0,0,1,0,0,...),

X3 = (0,0,0,1,0,0,...)

x* = (0,0,0,0,1,...)
och vi har:

(a07a17a2,-~.,an,...):

(ag,0,...) + (a1,0,.. )X + (a2,0,.. ) X2+ ...+ (an,0,.. ) X"+ ...

Om vi nu kommer 6verens om att i stéllet for (a,0,...) skriva a (dvs vi identifierar a med
“konstantpolynom” (a,0,...)) sa har vi vart tidigare uttryck:

(ag,a1,a2, ... an,...) =ao+ a1 X +asX?+ .. +a, X" +...

fast med odndligt manga koefficienter a; (men enbart ett dndligt antal av dessa &r # 0).
Det utan tvivel viktigaste exemplet for olika typer av tilimpningar &r ringen Zo[X] av alla
polynom med koefficienter i Zy. Vi diskuterar polynomringarna niarmare i (9).

(8.10) Produkt av rignar. Lat Ry, R, ..., Ry vara ringar. Méngden
Ri x Ry x ... x Ry,
ar en ring med avseende pa koordinatvis addition och multiplikation dvs
(1,72, oo yri) + (P, rhy o osme) = (ri+r, o+ b e+ 1),
(r1,moy o) (P rh, o) = (rar,rerh, o TETy)-

Ringen Ry x Ro X ... X Ry kallas produkten av ringarna R, Ro,...,R;. Om Ry = Ry =
.. = Ri, = R skriver man oftast R*.
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Exempel. R? ir ringen av alla reella talpar med koordinatvis addition och multiplikation.
7?2 &r ringen av alla heltaliga talpar med samma operationer. ([l

(8.11) Definition. Man séger att S &r en delring till R om S C R och elementen i S bildar
en ring med avseende pa operationerna i R. U

Exempel' (Zv+a) - (Q7+a) - (R?+a) - ((C7+a) O
(8.12) Definition. Ett element r € R kallar man f6r en enhet om r har en multiplikativ
invers dvs det finns ' € R sa att rr’ = r'r = 1. Méngden av alla enheter i R betecknas med

R*. O

(8.13) Sats. Alla enheter i en kommutativ ring med etta R bildar en (abelsk) grupp med
avseende pa multiplikation.

Bevis. Om 71,79 € R* sa rira € R* ty rir] = 1 och rorl, = 1 ger att (rire)(rirh) = 1.
Multiplikation &r associativ, det neutrala elementet dr 1 och definitionsméssigt finns en invers

till varje r € R. O

(8.14) Exempel. (a) Z har enbart tva enheter +1.

(b) Om K é&r en kropp sa &r alla element a € K, a # 0 enheter ty (K ~ {0}, -) &r en grupp. OJ
(8.15) Sats. Gruppen av alla enheter i Zy, ir Z;, = {k € Zy, : SGD(k,n) = 1}.
Bevis. Vi vet redan fran (5.4) att varje k € Z,, sadant att SGD(k,n) = 1 har invers. Antag

att k € Z,, har invers k' € Z,, dvs k © k' = 1. Alltsa ar kk’ — 1 = nq for ett heltal ¢. Den sista
likheten visar att k och n saknar gemensamma delare # 1 dvs SGD(k,n) = 1. O

OVNINGAR

8.1. Vilka av foljande talméngder &r ringar med avseende pa addition och multiplikation av
tal? Vilka &r kroppar?

(a) 37, (d) alla tal a4 bv/2, a,b € Q,
(b) Z[i| = {a + bi, a,b € Z}, (e) alla tal a + bv/2, a,b € Q,

(c) Z[Vd] = {a+bVd, a,b,d € Z}, (f) allatal ¢, a,b € Z,b udda.

8.2. Vilka av foljande méngder av matriser &dr ringar med avseende pa matrisaddition och
matrismultiplikation? Vilka &r kroppar?

@[¢ 0 | aber, @)% ’|aber
(b) g i La,b,c€Z, (e) _“b 2 La,b € Zo,
(c) Z Z ya,bye,d € Za,  (f) —ab Z ,a,b € Zs.
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8.3.

8.4.

8.5.

8.6.

8.7.

8.8.

Lat R vara en ring och X en méngd. Visa att alla funktioner f : X — R bildar en ring
F(X, R) under operationerna:

(f+9)(x) = f(z) +g9(x) och (fg)(z)= f(x)g(z) for zelX.
Har F(X, R) en etta? Har F(X, R) nolldelare?
Lat F(R,R) vara ringen ur 8.3 (X = R,R = R). Vilka av foljande delméngder till
F(R,R) &r delringar?
(a) {f € F(R,R) : f(z) = f(—=)} (jdmna funktioner)
(b) {f €e FR,R): f(—z) = —f(x)} (udda funktioner)
(c) {f € F(R,R) : f kontinuerlig}
(d) {f € FR,R) : f deriverbar}
(e) {f e }"(R,R) : f(zg) = 0,20 et fixt reellt tal}.
Lat R C S vara ringar med en gemensam etta och lat ¢ € S. Visa att varje delring

till S som innehaller R och a innehaller alla polynomuttryck ag + a1a + ...+ a,a™ dér
a; € R, n > 1. Den ringen betecknas med R[a]. Visa att

(a) Z[i] = {a+bi,a,be Z}, (b) Z[V2] = {a+bv2,a,be Z},
(¢) Qi] = {a+bi,a,beQ}, (d) Z[V2] ={a+bV2+cV/4,a,beZ},
(e) Z[5| =Z, (f) Z[3) = {s%.,a,m € Z,m > 0}.

Lat K C L vara kroppar och 1lat o € L\ K, a? € K. Visa att K[a] = {a+ba,a,b € K}
ar en kropp.

Visa att alla matriser

zZ1 )
—Z9 21

dér z1, zo € C bildar en ring med avseende pa matrisaddition och matrismultiplikation
(en delring till ringen M>(C) av alla 2 x 2 komplexa matriser). Visa att ringen &r icke-
kommutativ och att varje element # 0 har invers.

Anmérkning: En ring med den egenskapen kallas skevkropp eller divisionsring.
Ringen i 6vningen kallas kvaternioner eller mera exakt Hamiltons kvaternioner.
Hamilton kom pa idéen om kvaternioner ar 1843 under en promenad lings Royal Canal

i Dublin. Till minne av den héndelsen finns idag en tavla vid Hamiltons promenadvig

pa Brougham Bridge dir man aterfinner huvudregler for kvaternionaritmetiken: 2 =

j%2 = k* = ijk = —1. Med var definition &r

1o] . [o 1 [io0 0 i
S R s P B R

Visa att i en godtycklig ring R:
(a) 0a = a0 =0

(b) a(=b) = (—a)b = —ab

(¢) (—a)(=b) = ab

(d) =(-a)=a
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9. Visa att Z,, har nolldelare da och endast da n dr sammansatt.

8.10.

8.11.

8.12.

8.13.

Visa att ett dndligt integritetsomrade &r en kropp.
Ledning. Lat R = {0,a1,as2,...,a,}, dir a3 = 1 och lat a € R, a # 0. Betrakta

produkterna aaq, aas,...,aa, och visa att 1 &r bland dem.

Bestam alla enheter i foljande ringar:

(a) R[X],
(b) Zld]
(c) Z[\/—d],d € Z,d > 0.

(a) Lat Ry och Ry vara tva kommutativa ringar med etta. Visa att (R; x R2)* = R} x R5.
)

(b) Lat a och b vara tva relativt prima positiva heltal. Utnyttja (a) och isomorfismen
Lah = Zg X Zy (se (5.9)) for att bevisa att Eulers funktion dr multiplikativ dvs ¢(ab) =
¢(a)¢(b) da SGD(a,b) = 1.

En funktion F : Z, — Z, kallas modulidr krypteringsfunktion om E(z) = r ©
x @ k (vi skriver vidare rx + k), dir SGD(r,n) = 1. Om r = 1 kallar man E for
Caesarkryptot (med t.ex. n = 26). Visa att F dr en bijektion och bestdm inversen D
till E.

Anméirkning: Med hjilp av en modulér krypteringsfunktion krypteras klartexten r17s ... 7y,
till E(r1)E(re) ... E(ry). Lat E; : Z, — Z, vara moduldra krypteringsfunktioner for

i =1,2,...,p. Med ett periodiskt substitutionskrypto menar man karypterigns-
funktionen F : ZY — Z sadan att en klartext av lingden N:

rir2 ... Tplp41Tp42 ... T2p - -«
krypteras till
Ei(r1)Ea(r2) ... Ep(rp) E1(rp+1) Ea(rp12) - - - Ep(rap) - -

Ett specialfall av detta krypto ér Vigenérekryptot. Da ér E;(z) = z + k; varvid
kiks ...k, € Z}, svarar mot ett “ord” (t.ex. n = 26, (k1, ko, k3, ku, ks, ke)=(0, 11,6,4,1,17,0) =
“ALGEBRA”). Vernamskryptot &r uppbyggt pa liknande sitt mend i = 1,2,..., N

dvs (k1, k2, . .., k,) har smama lingd som klartexten dvs rirg ... 1, krypteras till Ey(r1)FEa(r2). . .

En(rp). Sekvensen (k1, ko, ..., kn) &r lagrad bade hos séndaren och mottagaren och &r
helt slumpmaéssigt vald.
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Kapitel 9

POLYNOMRINGAR

Lat R vara en kommutativ ring med etta. Som vi redan vet fran (8.9) dr ett polynom med
koefficienter i R ett uttryck

ag+ar X +...+a, X",

dir a; € R. Méangden av alla polynom med koefficienter i R &r en ring med avseende pa
addition:

(ap+ a1 X +asX?+..) + (bo + 01X + b X2+ ...) =

= (ag +bo) + (a1 +b1)X + (ag + b)) X% + ...

och multiplikation:

(a0 + a1 X +aoX?+..)(bg + 1 X + boX* +...) =

= apbo + (a0b1 + albo)X + (aobg + a1by + agbo)X2 —+ ...

Polynomringen av alla polynom med koefficienter i R betecknas med R[X]. Det faktum att
R[X] &r en ring med avseende pa addition och multiplikation av polynom kriver naturligtvis
en kontroll av alla villkor, men var erfarenhet av vanliga polynom med t.ex. reella koefficienter
(dvs ringen R[X]) borde vara tillricklig for att kunna acceptera att alla formella villkor i
ringdefinitionen verkligen giller.

(9.1) Definition. Lat f(X) = ap + a1 X + ... + a, X" € R[X] dér R &r en kommutativ
ring med etta. Om a, # 0 sa siger man att graden av f(X) &r n. Vi antar att graden av
nollpolynomet (dvs ag = a1 = ... = a, =0) dr —1. a,, kallas hogsta koefficienten av f(X).
Polynom av graden 0 kallas konstanta polynom. O

o7
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(9.2) Divisionsalgoritmen. Lat f(X),g(X) € R[X], ddr g(X) dr ett polynom vars hégsta
koefficient r en enhet i R. Da finns det tva entydigt bestimda polynom q(X),r(X) € R[X]
sadana att

f(X) = 9(X)q(X) +r(X)
dir gradr(X) < grad g(X).
Bevis. Vi bevisar satsen med hjilp av induktion efter graden av f(X). Om graden av f(X)
dr —1 (dvs f(X) &r nollpolynomet) sa &r f(X) = ¢g(X) -0 dvs ¢(X) = 0 och r(X) = 0.
Nu antar vi att satsen giller for alla polynom f(X) vars grad dr < n, dir n > 0. Lat

f(X)=ap, X"+...4ap, g(X) =0, X" +...+ by dér a,, # 0, och by, &r en enhet. Om n < m
sa har vi f(X) =¢(X) -0+ f(X) dvs ¢(X) =0 och r(X) = f(X). Antag att n > m. Lat

Da &r grad fi(X) < grad f(X) sa att

f1(X) =9(X)q1(X) +7r(X), grad r(X) < grad g(X)

enligt induktionsantagandet. Men da ar

FUX) = AL + §9(X0) X = g(X)(@a(X) + 72 X7) 4 r(X)

dvs
f(X) = g(X)g(X) +r(X), gradr(X) < grad g(X)

dér ¢(X) = q1(X) + = X",
Det aterstar att visa entydigheten av ¢ och r. Antag att
f(X) = g(X)q(X) +r(X) = g(X)q1(X) + ri(X)
dér dven gradr (X) < grad g(X). Da &r
(%) 9(X)(a(X) — q1(X)) = r1(X) = r(X)
Men grad (r1(X) — (X)) < grad g(X), medan likheten (x) séger att om ¢(X) —q1(X) # 0 sa

ar

grad (r1(X) —r(X)) = grad g(X)(¢(X) — q1(X)) > grad g(X)

(observera att hér utnyttjar vi forutsittningen om hogsta koefficienten av g(X)). Alltsa ar
g(X) —qi1(X) =0dvs ¢(X) = ¢1(X) och likheten () ger att r1(X) = r(X). O



(9.7) 59

Exempel. Lat f(X) =2X3 +3X2+ X +1, g(X) = X2 4+ 2 Zy[X]. Vi har
2X +3 = q(X)
X2 +2[2X3+3X2+ X +1
—2x3

3X24+ X +1
- X3 )

X+3 = rX)
(tdnk pa det att 2-2 =01 Zy). O

(9.3) Definition. Man siger att g € R[X] &r en delare till f € R[X] om f = gq, dér
q € R[X]. Man skriver da g|f. O

Fran och med nu foérutsitter vi att R = K &r en kropp.

(9.4) Definition. Om f,g € K[X] siger man att d € K[X] &r en stérsta gemensamma
delare till f och g (SGD(f,g)) om

(a) d|f och d|g,

(b) d'|f och d'|g, dér d' € K[X] implicerar att d'|d.

Om f = g = 0 definierar man SGD(0,0) = 0. O
Genom att utnyttja divisionsalgoritmen kan man berdkna SGD(f, g) fér godtyckliga polynom

f,g € K[X] med hjilp av Euklides algoritm (precis som for heltalen). Vidare kan man bevisa
att precis som for heltalen géller foljande sats:

(9.5) Sats. Om d = SGD(f,q), dir f,g € K[X]| sa existerar s,t € K[X] sa att

d=fs+gt
Man kan visa satsen pa liknande sétt som motsvarande sats for heltalen.

(9.6) Anmérkning. SDG(f,g) ar inte entydig. Om f # 0 eller g # 0 och dy,dy &r tva
polynom som uppfyller villkoren i (9.4) sa &r di|da och da|dy. Alltsa &r dy = diq, dér ¢ har
grad 0 ty dy och do har samma grad (grad d; > grad ds och grad d2 > grad d; ). Detta betyder
att d; och do &r lika sa nér som pa en konstant. Genom ett ldmpligt val av den konstanten
kan vi vélja en storsta gemensamma delare med hogsta koefficienten 1. Man kallar en sadan
den storsta gemensamma delaren. Tva polynom vars storsta gemensamma delare &r
1 kallas relativt prima. O
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Med hjélp av (9.5) visar man som for heltalen f6ljande egenskap:

(9.7) Sats. Om f|h,g|h och SGD(f,g) =1, dir f,g,h € K[X] sa fglh.

Bevis. Lat h = fqr, h = ggq och 1 = fs+ gt. Da & h = hfs + hgt = fgqges + fgqst
fa(ags +qyt) dvs fglh. O

(9.8) Definition. Man séger att a € K &r ett nollstélle till f € K[X] om f(a) =0. O
(9.9) Faktorsatsen. (a) Resten vid dwision av f € K[X] med X —a, a € K, dr lika med
fla);

(b) a € K dr ett nollstdlle till f € K[X] da och endast da X — a|f(X).

Bevis. (a) Enligt divisionsalgoritmen &r
f(X) = (X = a)g(X) +7,
dér gradr < 1 dvs r dr en konstant. Alltsa &r f(a) = 7.
(b) f(a) =0« r = f(a) =0. O

(9.10) Definition. Man siiger att a € K har multipliciteten m som ett nollstélle till f €
K[X] om (X —a)™|f(X) och (z —a)™" { f(X). O

(9.11) Sats. Summan av multipliciteterna av alla nollstillen till f € K[X| dr higst lika med
grad f.

Bevis. Lat ay,...,a, vara nollstéllen till f och lat mq,...,m, vara deras respektive multi-
pliciteter. Detta betyder att
(X —a)™[f(X), ..., (X —a,)™|f(X).
Men polynomen (X — a;)™¢ &r parvis relativt prima sa att
(X —a)™ ... (X —a,)"™|f(X)
dvs grad f > m1 + ...+ m,. O
(9.12) Derivatan av ett polynom. Lat f(X) =ap+a1 X +...+a, X" € K[X]. Derivatan
av f(X) definieras helt formellt som
(X)) =ay 420X + ...+ na, X" 1.

De vanliga deriveringsreglerna

(f+9) =f+d.(f9) =Ffg+1d

visas genom en direkt kontroll (se 6vning 9.7).
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(9.13) Sats. a € K dr ett multipelt nollstille till f € K[X] (dvs a har multipliciteten > 1)
da och endast da f(a) = f'(a) = 0.

Bevis. “=7 Lat f(X) = (X 2¢(X) (multipliciteten av a #r minst 2). D4 &r f/(X) =
2(X — a)q(X) + (X —a)? Q’(X) sa att fla) = f'(a) = 0.
“<” Antag att f(a) = f'(a) = 0 och att multipliciteten av a &r 1 dvs f(X) = (X — a)q(X)

och g(a) #0. Da dr f'(X) = ¢(X) + (X — a)¢'(X) sa att f'(a) = g(a) # 0 — en motsiigelse.
g

Mot primtalen i Z svarar irreducibla polynom i K[X].

(9.14) Definition. Man siiger att ett polynom f € K[X] dr reducibelt om f = gh, dir
g,h € K[X] och gradg < grad f samt grad h < grad f. Ett icke-konstant polynom som inte
dr reducibelt kallas irreducibelt. ([l

(9.15) Exempel. (a) Varje polynom av grad 1 ér irreduciblet.

(b) Ett polynom f € K[X] av grad 2 eller 3 &r reduciblet i K[X] da och endast da f har
ett nollstéille i K dvs det finns g € K sa att f(xo) = 0. I sjélva verket, om f(z¢) = 0 sa &r
f(X) = (X—m)f1(X) dér f1(X) € K[X]ochgrad fi1(X) > 1dvs f(X) &r reducibelt. Omvént
om f(X) = g(X)h(X) ar en faktoruppdelning av f(X) i tva icke-konstanta faktorer sa maste
nagon av dessa ha grad 1. Lat g(X) = b+ b1 X € K[X]. Da dr xg = —bo/b; ett nollstélle till
f(X). Till exempel &r f(X) = X? + 1 € Q[X] irreducibelt i Q[X] ty det saknar nollstillen i
Q[X] (£i ¢ Q). Det #r irreducibelt dven i R[X], men i C[X] dr X2+ 1 = (X +14)(X — i) sa
att X2 + 1 dr reduciblet i den sista polynomringen.

(c) f(X) = X2+ X +1 #r irreducibelt i Zo[X] ty f(0) = 0?4+0+1+1och f(1) =124+1+1 =1
s& att polynomet saknar nollstéllen i Zg. Vi har X2 + 1 = (X +1)? i Zy[X] s& att X2 + 1 #r
reducibelt 1 Zo[X].

(d) Polynomet f(X) = X* + 4 saknar rationella (iven reella) nollstillen. Men man far inte
pasta att f ar irreduciblet i Q[X]. Detta &r ett polynom av grad 4 sa att (b) inte dr anvéindbar
hér! I sjalva verket har vi

X4 44=X"+4X2+4-4X% = (X2 +2)2 - (2X)2 = (X2 42X +2)(X% - 2X +2)
s& att X+ 4 #r reducibelt i Q[X]. O
(9.16) Sats. Om p € K[X] dr irreducibelt och p|fg, dir f,g € K[X] sa p|f eller p|g.
Bevis. Satsen visas pa samma séitt som for heltal. O

(9.17) Sats. Varje polynom av grad > 1 i K[X] dr en produkt av irreducibla polynom. Om



62 POLYNOMRINGAR

f=pi...pe=p1...0

ddr p; och p} dr irreducibla polynom sa dr k =1 och vid en limplig numrering p; = ¢;p;, dir
¢ € K.

Bevis. Satsen bevisas pa exakt samma sétt som motsvarande sats om primfaktoruppdelning
av heltalen. g

Vi avslutar med nagra fakta om irreducibla polynom i olika polynomringar:

(9.18) Exempel. (a) Ringen C[X]. Irreducibla polynom &r endast alla polynom av grad
1. Detta &r innehallet i “(polynom)algebrans fundamentalsats”. Om f(X) € C[X] sa &ar
f(X) =¢c(X —21)...(X — 2z,) dér n &r polynomets grad och z; € C. Satsen visas enklast
med hjélp av analytiska funktioner. Den visades for forsta gangen av C. F. Gauss 1799.

(b) Ringen R[X]. Irreducibla r alla polynom av grad 1 och alla polynom ¢(X?+pX +¢) med
A = p? —4q < 0 och ¢ # 0. Detta foljer litt ur (a) och visades i tidigare kurser (nyckeln till
beviset dr det faktum att om f(X) har reella koefficienter och f(z) = 0 sa dr &ven p(z) = 0,
dér z dr det konjugerade talet till z.).

(c) Ringen Q[X]. Har finns irreducibla polynom av godtyckliga grader. T.ex. dr X" — 2
irreduciblet for varje n > 1. (se 6vning 9.5).

(d) Ringen Zo[X]. Hér finns det ocksa irreducibla polynom av godtyckliga grader (vi bevisar
inte detta pastaende). Antalet polynom av en fixerad grad ir #ndligt (2"*! polynom av grad
n — riaknal). Man kan tabullera irreducibla polynom (det finns mycket omfattande tabeller
med tanke pa tillimpningarna). Hér fo6ljer en kort lista 6ver irreducibla polynom av grad < 5.

gradl X, X +1
grad2 X2+ X +1
gradd X?+X+1,X3+X%2+1
gradd X4+ X +1, X+ X34+ 1, X4+ X34+ X2+ X +1
gradb X+ X’ + 1, X+ X3+1, X0+ X34+ X2+ X +1,
X+ X+ X2 X+ 1, X0+ X+ X3+ X+ 1, X0+ XA+ X3+ X2+ 1

Som exempel visar vi att p(X) = X*+ X + 1 ir irreducibelt. p(X) saknar forstagradsfaktorer
ty p(0) = 1 och p(1) = 1 dvs p(X) saknar nollstiillen i Zy. Antag i sa fall att p(X) har en
faktoruppdelning p(X) = p1(X)p2(X) i en produkt av tva irreducibla andragradsfaktorer. Da
ar p1(X) = p2(X) = X2+ X + 1 ty det finns enbart ett irreducibelt polynom av grad 2. Men
(X2 4+ X+1)2=X*+X2+1# X*+ X +1 sa att p(X) maste vara irreducibelt (p(X) kunde
ha varit en produkt av p; och ps med graderna 1, 3 eller 2, 2). ]
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9.1.

9.2.

9.3.

9.4.

9.5.

9.6.

9.7.

Bestdm kvoten och resten vid division av f(X) med g(X):

(a) F(X)=X3+ X2+ 1,9(X) = X2+ X + 11 Zy[X];

(b) f(X) =3X*+2X?2+4,9(X) =2X2+4X i Zs[X].

Bestdm SGD(f(X),g(X)) da

(a) F(X) = X'+ 1,9(X) = X2 + 11 Zy[X];

(b) f(X)=X%+1,9(X)=X®+11iZ[X];

(¢) F(X)=X*4+2X3+ X2 4+4X +2,9(X) = X? +3X + 11 Zs[X].
Bestdm s,t sadana att SGD(f, g) = fs+ gt.

Faktorisera foljande polynom i produkt av irreducibla:
(a) X*+41Q[X], (e) X*—-2iQ[X],

) X*+1iR[X], (f)X3+X+1iR[X],
(c) X" = 11Zs[X], (g) X*+11Zs[X],
(d) X*42iZ5[X], (h) X*+ X +2iZ3[X].

Visa att om p € K[X] ér irreducibelt och p|fg sa p|f eller p|g.

Ledning: Bevis som for heltal.

Lat f(X) = ap+ a1 X + ... + a, X™ € Z[X] och lat p vara ett primtal sadant att

plaog, plat, ..., plan—_1,p 1 an och p? t ag. Visa att f(X) #r irreduciblet i Z[X].

Ledning: Pastaendet kallas Eisensteins kriterium. Antag att f(X) = g(X)h(X) i
Z|X] dér grad g(X) = k < n och grad h(X) =1 < n,g(X), h(X) € Z[X] och se vad som
hénder med f(X),g(X), h(X) vid homomorfismen 6 : Z[X] — Z,[X]. I sjélva verket &r
f(X) ocksa irreducibelt i Q[X]. Om ett polynom med heltaliga koefficienter inte kan
faktoriseras i produkt av tva polynom av ldgre grader i Z[X] sa kan det inte heller
faktoriseras pa detta sétt i Q[X]. Detta pastaende kallas Gauss lemma och dess bevis

ar inte svart.

Definiera —oo + n = —oo och max(—oo,n) = n. Visa att

grad(f(X) + g(X)) = max(gradf(X), grad g(X))

och
grad(f(X)g(X)) < grad f(X) + grad g(X)

varvid likheten géller om a,b,, # 0 dér f(X) =ap+ ...+ apX"™ och g(X) =by + ...

by X™ dr polynom ur R[X].

Visa att (fg)' = f'g+ f¢’ da f,g € K[X].

Ledning: Utnyttja den sjdlvklara formeln for (f + g)’ och borja beviset med f =

aX™ g=>5bX".
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Kapitel 10

NORMALA DELGRUPPER OCH
KVOTGRUPPER

Vi vet redan att sidoklasserna till < 5 > i Z svarar mot olika rester vid division med 5. Dessa
rester bildar en grupp med avseende pa addition modulo 5. Sidoklasserna till de reella positiva
talen i gruppen R* (alla reella tal # 0) svarar mot +1 och —1 (se exempel (7.5) (b)). Dessa
tva tal bildar en grupp med avseende pa multiplikation. Ar det en tillfillighet eller &ir det sa
att sidoklasserna till en delgrupp av en grupp ocksa bildar en grup? For att kunna definiera en
grupp maste man kunna utfora en operation pa sidoklasserna. Det finns en naturlig operation
for delméngder till G:

(10.1) AB={ab:a€ A och be B}

dir A,B C G. Delméngder av den typen &dr t ex sidoklasser: A = H och B = {g} ger
AB = Hg. Det &r klart att

(AB)C = A(BC)
da A, B,C C G darfor att operationen i gruppen &r associativ. Det dr ganska klart att

HH=H

om H &r en delgrupp till G. Inklusionen HH C H &r sjilvklar ty H &r en delgrup. H C HH
géiller ty h = he € HH da h € H. Bigge inklusionerna HH C H och H C HH ger likheten
HH=H.

Nu kan vi forsoka multiplicera tva sidoklasser A = Hg; och B = Hgy dvs bilda produkten
AB = Hg1Hgo. Fragan ar om vi far en hogersidoklass. Det ar klart att om g1 H = Hagy
sa &r HgnHgo = HHgigo = Hgigo ty HH = H. For detta krdvs dock att hoger- och
vénstersidoklassen av g; sammanfaller.

(10.2) Definition. Man séiger att H &r en normal delgrupp till G om gH = Hg for varje
g € G. Man skriver da H < G. O
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(10.3) Exempel. (a) Varje delgrupp till en abelsk grupp #r normal.

(b) Lat G vara kvadratgruppen (se exempel (6.7) (b)) och lat H besta av alla vridningar.
Hér dr o(G) = 8 och o(H) = 4 sa att antalet sidoklasser dr o(G) : o(H) = 2. Den ena
sidoklassen dr H, den andra maste vara G~ H = {s1, s2, 83, s4}. Detta betyder att hoger- och
vinstersidoklasserna &r lika dvs H ’r en normal delgrupp till G:

(c) Lat G vara symmetrigruppen av en liksidig triangel och lat H = {(1),(2,3)} (se exempel
(7.7)). Da &r H inte en normal delgrupp ty soH # Hso, dér so = (1, 3). O

Vi noterar en enkel och viktig situation da man far en normal delgrupp:

(10.4) Proposition. Lat G vara en grupp och H en delgrupp till G sadan att [G : H| = 2
dvs det finns exakt tva sidoklasser till H i G. Da dar H en normaldelgrupp till G.

Bevis. Man argumenterar pa precis samma sitt som i exempel (10.3) (b) ovan. O

Nu kan vi besvara fragan om gruppstrukturen pa méngden av alla sidoklasser (se ocksa 6vning
10.10).

(10.5) Sats. Lat H vara en normal delgrupp till G. Da bildar alla sidoklasser till H i G en
grupp med avseende pa multiplikation av delmdngder till G. Det neutrala elementet dr H och
inversen till Hg dr Hg™!.

Bevis. Vi har
HgiHgy = HHg192 = Hg192

tack vare (8.2) och (8.3) dvs produkten av tva sidoklasser dr en sidoklass (slutenheten).
Associativiteten giller for multiplikation av godtyckliga delméngder till G. Det &r klart att
HgH = HHg = Hgsluteligen éir HgHg ' = HHgg™ ' = H = Hg 'Hg dvs Hg~! #r inversen
till Hg. O

(10.6) Definition. Om H &r en normal delgrupp till G sa kallar man gruppen av alla sidok-
lasser till H i G for kvotgruppen av G modulo H. Den betecknas med G/H.
O

(10.7) Exempel. (a) Lat G = Z med addition och lat H =< 5 >. Da har vi 5 sidoklasser
< b5 > 4r,dar r = 0,1,2,3,4. Vi skall skriva < 5 > +r = 7. Grupptabellen fér gruppen
7] <5 > &r alltsa
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(b) Lat G = R* och H = R%, som i exempel (??) (b). Sidoklasserna ér 1 = R* -1 = R%, och
—1=R*(—1) = —R%, ér alltsa foljande:

I ‘

[ P

I ‘

—| = =
[ESEY TN | Ry

(c) Lat G = Zj2 med addition & modulo 12 och H =< 3 >= {0, 3,6,9}. Vi har 3 sidoklasser
ty o(G) : o(H) = 3. Den ena &r som vanligt H. Den andra & H + 1 = {1,4,7,10}, och
den tredje H + 2 = {2,5,8,11} vi skall beteckna dessa sidoklasser med 0,1,2. Da far vi
grupptabellen for Z3/ < 3 >:

NI = O O
=1 Ol NI DI

1
1
2
0

O

Om man uteldmnar strecket i tabellerna ur exemplet (10.7) far man grupptabellerna for
grupper som vi redan kéinner mycket vil: Zs i (a), gruppen {1, —1} med multiplikation i (b),
och Zs i (c). Detta dr ingen tillfallighet. Vi skall forklara det ndrmare i nésta avsnitt. Detta
avsnitt avslutar vi med en mera anvindbar karakterisering av normala delgrupper &n den
som ges i definitionen (10.2):

(10.8) Proposition. H dr en normal delgrupp till G dd och endast dd gHg=' C H for
varje g € G dvs ghg™' € H did g€ G och h € H.

Bevis. “=” Om gH = Hg for varje g € G sa #r gHg™' = H (multiplicera med ¢g~! fran
hoger).

“<" gHg~! C H implicerar gH C Hg (multiplicera med ¢ fran hoger — se &vning 10.14).
Inklusionen giller for varje g € G. Alltsa géller den da man ersitter g med g~ dvs ¢g7'H C
Hg~'. Multiplicera den inklusionen med ¢ bade fran vinster och héger. Da ér Hg C gH som
tillsammans med gH C Hg ger gH = Hg. O

(10.9) Exempel. Lat G = GL,(R) (alla n x n-matriser med reella element och determinant
# 0 under matrismultiplikation). Lat H besta av alla A € G med det A = 1. Forst konstaterar
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vi att H &r en delgrupp till G ty A, B € H ger det(AB) = det Adet B=1sa att AB€ H (H
ir sluten m.a.p. operationen). Vidare giller E € H (E identitetsmatrisen) och A~! € H da
A€ H tydet A= =1/det A= 1. H &r en normal delgrupp till G. Fér att visa det utnyttjar
vi (10.8). Lat A € H och B € G. DA ér det(BAB™!) = det Bdet A(det B) ™! = det A = 1 &

att BAB™! € H. O
OVNINGAR
10.1. Vilka av foljande delgrupper H till G = GL2(R) (2 x 2 reella matriser med det # 0) &r

10.2.

10.3.

10.4.

10.5.

10.6.

10.7.

10.8.

10.9.

normala?

(a) H={Ae€ G :det A=1},

(b) H = alla diagonala matriser [ g 2 }, ab # 0,
c) H = alla trianguldra matriser a b , ac # 0.
0 c

Ar H normal i G om:
(a) G =S,, H=A, (jimna permutationer av talen 1,2,...,n)?

(b) G =Sn, H={f € Sp: f(1) =1}

(a) Lat G vara symmetrigruppen av en kvadrat. Ge exempel pa en normal delgrupp till
G som ar # < e >, G och pa en icke-normal delgrupp till G.

Med centrum C(G) av en grupp G menar man:
CG)={9eG:gx =29 Veecc}
Visa att C'(G) ar en normal delgrupp till G.
Lat H vara en normal delgrupp till G och o(H) = 2. Visa att H C C(G) (se 10.4).

Bestédm alla normala delgrupper till
(a) symmetrigruppen av en liksidig triangel,
(a) symmetrigruppen av en kvadrat.

Lat H; C Hy C G diir Hy &r normal i Hy och Hy &r normal i G. Ar det sant att H; &r
normal 1 G7

Visa att om Ny, Ny dr normala delgrupper till G sa &r dven N1 No och N1 N Ny normala
iG.

Lat H vara en delgrupp till G. och N en normal delgrupp till G. Visa att:

(a) HN &r en delgrupp till G,

(b) HN N &r en normal delgrupp till H.
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10.10.

10.11.

10.12.

10.13.

10.14.

(a) Ge exempel pa en gruppp G och en delgrupp H C G och tva sidoklasser Hg; och
Hgo sadana att Hgi Hgo inte dr en hogersidoklass.

(b) Visa att om H inte &r normal i G sa kan man alltid hitta tva hogersidoklasser till
H i G vars produkt inte dr en hogersidoklass.

Skriv upp grupptabeller for foljande kvotgrupper G/H:

(a) G =Z¢, H=<2>,

(b) G = Z1s, H =<6 >,

(¢c) G=Zx7Z,H={a,b):2la och 2|b},

(d) G =7y x Zy, H=<(1,2) >.

Vilj en representant for varje sidoklass ur G/H da

(a) G=R*, H=R",

(b) G=C* H={z€C*:|z] =1},

(c)G=R, H="12.

Forsok vilja representaterna sa att de bildar en delgrupp till G (om det gar). Om
ett sadant val inte dr mojligt forsok beskriva gruppoperationen i G/H med hjilp av
representanterna.

(a) Visa att varje element i gruppen Q/Z har &ndlig ordning.

(b) Visa att varje element av dndlig ordning i R/Z tillhér Q/Z.

Lat A, B, C vara delméngder till en grupp G och g € G. Visa att:
(a) AC B= AC C BC,
(b) AgC Bg< AC B.
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Kapitel 11

HOMOMORFISMER OCH
ISOMORFISMER AV GRUPPER

Vi har redan méarkt att tva gruper som definieras pa olika sdtt kan ha grupptabeller som
skiljer sig enbart ovisentligt. T ex har Zy =< 1 >={0,1,2,3} och Uy =< i >={1,i,—1, —i}
liknande grupptabeller:

01 2 3 B
0o/0 1 2 3 1=49 49 & 42 3
111 2 3 0 =4t |t 2 3 40
212 3 0 1 —1=4 | 3 O 4!
3/!3 0 1 2 —i=33 |3 0 41 42

(stryk i 6verallt i den andra!). Nu kan vi férklara sambandet nérmare.

(11.1) Definition. Lat G,G’ vara grupper. En funktion 6 : G — G’ kallas homomorfism
om

8(ab) = 6(a)0(b)

for godtyckliga a,b € G. En bijektiv homomorfism kallas isomorfism. En isomorfism 6 kallas
automorfism da G' = G. O

(11.2) Anméirkning. Observera att produkten ab dr i gruppen G, medan 0(a)6(b) i gruppen
G'. O

(11.3) Exempel. (a) Lat G = Z med addition och G’ = Z,, med addition modulo n. Funk-
tionen 0 : Z — Z,, sadan att 0(a) = [a},, & en homomorfism ty

0(a+b) = [a+bln = [aln @ [b], = 0(a)  O(D)
(se (5.2)).
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(b) Lat G = R med addition och lat G’ = R%, vara gruppen av de positiva reella talen med
multiplikation. Funktionen 6 : R — RY, dér 0(r) = €" &r en homomorfism ty

O(r1 +12) = 172 =e"e™ = 0(r1)0(r2)

som bekant #r § en bijektion s& att 6 ér en isomorfism. Inversen till # #r funktionen =1 :
R, — R dir 67!(y) = Iny. 7! &r ocksd en homomorfism ty

0 (yoye) = Inyryo = Inys + Inye = 071 (y1) + 07 (12).

Hér foljer nagra enkla egenskaper hos homomorfismer:

(11.4) Proposition. Lat 0 : G — G’ vara en grupphomomorfism: Da dr
(a) 0(e) =€ (e, e de neutrala elementen i G respektive G).

(b) 0(a~Y) = 0(a)~".

Bevis. (a) 0(e) = 0(ee) = 0(e)f(e). Alltsa ér f(e) = €.

(b) Vi har ¢/ = 6(e) = 0(aa™"') = 0(a)f(a™1t). Alltsd dr O(a~') = (a)~L. O
(11.5) Sats. (a) Om 0 : G — G’ och 0" : G' — G dr homomorfismer (isomorfismer) sa dr
iven 0" 00 : G — G' en homomorfism (isomorfism).

(b) Om 6 : G — G’ ir en isomorfism sa dr dven 0~' : G' — G en isomorfism.

Bevis. (a) (0 o 0)(ab) = 0/'(0(ab)) = 0'(0(a)8(b)) = 0'(6(a))0' (0(b)) = (' © )(a) (¢ © )(b).

(b) Lat @’ = 6(a) och b’ = O(b). DA #r a'b' = 0(a)f(b) = O(ab). Alltsd ir 0~ 1(a'V) = ab =
6= (a)0~L(V) sa att 6~ dr en homomorfism. Men 61 #r bijektiv (se (6.2)) s& att det ér en
isomorfism. n

(11.6) Anmirkning. Den sista satsen séiger att om det finns en isomorfism fran G till G’
sa finns det ocksa en isomorfim fran G’ till G. Dérfor sdger man att G och G’ 4r isomorfa
grupper om det finns en isomorfism fran den ena till den andra. Man skriver da G = G’
(eller G’ 2 @). Om tva isomorfa grupper séger man att de tillhér samma isomorfiklass av
grupper. ]

Alla cykliska grupper av samma ordning tillhér samma isomorfiklass:

(11.7) Sats. (a) Om G ar cyklisk och o(G) =n sa ar G = Zy,
(b) Om G dr cyklisk och o(G) = 00 sa dr G = Z.
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Bevis. (a) Vi vet att G =< g >= {e,g,...,9" '} och g" = e (se (4.8)). Observera forst att
om N ir ett heltal och N = ng + 7 sa dr ¢ = ¢" ty ¢" = e. Definiera

0:%2,—G

sa att 0(r) = g".

Da &dr 0 en bijektion och

9(7“1 D 7,2) — ngB?"z — g[r1+r2]n — gr1+r2 — gngm — (9(7"1)9(7“2)

sa att 6 ar en isomorfism.

(b) Hiir vet vi att G =< g >={...g72,971,9" = e,9,4%,...} och alla potenser g" #r olika
(se (4.12) (b)). Definiera #(m) = ¢g"™. Da géller

9(m1 + m2) — gm1+m2 — gm1gm2 — Q(ml)e(ﬂ”@)

sa att 6 4r en isomorfism. O

Exempel. Gruppen Uy =< i >= {1,i,4%,i3} &r cyklisk och 6 : Zy — Uy dér 0(r) = " &r
en isomorfism. Det &r var forklaring av likheten mellan grupptabellerna i borjan av detta
avsnitt. O

(11.8) Exempel. Lat 0§ : G — G’ vara en isomorfism mellan dndliga grupper. Om G| =
{91,92, ... gn} sadr G ={0(g1),0(g2),...,0(gn)}. Grupptabellerna fér G och G’ &r identiska
sa niar som pa beteckningarna:

T R 0(g1) 0(g2) ... 0(g) ... 0(gn)
7 0(g1)
g2 0(g2)
éi gi.gj 9(.%) G(g;gj)
g;z H(Qn)

Mot g;g; som star i i:te raden och j:te kolonnen i grupptabellen for G svarar 0(g;)0(g;) =
6(gig;) 1 i:te raden och j:te kolonnen i grupptabellen fér G’. Som exempel jamfor gruppt-
abellerna for Z, och Uy i borjan av detta avsnitt! Tva isomorfa grupper har alltsa visentligen
identiska grupptabeller. Fran algebraisk synpunkt dr de helt identiska trots att i praktiska
sammanhang kan de beskrivas pa olika sétt. ([l

Lat oss betrakta nagra ytterligare exempel.



74 HOMOMORFISMER OCH ISOMORFISMER AV GRUPPER

(11.9) Exempel. (a) Vi vet att varje grupp av ordningen 1 eller p dér p &r ett primtal &r
cyklisk (se 6vning 7.10). Alltsa finns det enbart en isomorfiklass av grupper for dessa ordningar
(tex 1,2,3,5,7,...)

(b) Lat G vara en grupp av ordningen 4. Har har vi tva fall. Om g € G sa dr o(g) = 1,2 eller 4
(enligt Lagranges sats (7.9)). Om det finns g € G sddant att o(g) = 4 s ir G = {e, g,9°, ¢°}
och g* = e. Grupptabellen r

e g & ¢
ele g ¢ ¢ gt=e
g9l9 ¢ ¢ e
7?19 ¢ e g
Pl e g ¢

G &r isomorf med Z4. Antag att det inte finns nagot g med o(g) = 4. Da &ar o(g) = 2 for
varje g # e. Lat g och h vara tva olika element av ordningen 2. Da &r gh # e, g,h (ty
gh=e=>h=gl=g, gh=9g=h=¢e,gh=h=g=ce) Alltsd sir G = {e,g,h,gh}.
Vad kan man sidga om hg? Det &r klart att hg # e, g, h (pa samma sétt som ovan). Alltsa &r
hg = gh. Vi far foljande grupptabell:

e g h gh
e e g h gh G =h’=e
gl g e gh h gh = hg

h | h gh e g
gh|gh h g e

En grupp med en sadan tabell dr t.ex. Zy x Zs = {00,01,10,11}. Om vi tar g = 01 och h = 10
sa far vi just den tabelen (med additiv notation). Gruppen Z, med den forsta tabellen och
gruppen Zso X Zo med den andra &r inte isomorfa. Vi utnyttjar hir en ganska sjédlvklar sanning
att en cyklisk och en icke-cyklisk grupp inte &r isomorfa. Detta kréver dock ett (okomplicerat)
bevis (se 6vning 11.9).

(c) Aven for grupper av ordningen 6 finns det tva typer av grupptabeller (dvs tva isomor-
fismklasser). Den ena representeras av den cykliska gruppen Zg, den andra av gruppen S3 av
alla permutationer av talen 1, 2, 3 (se (6.7) (a)). Dessa tva grupper &r inte isomorfa ty Zg &r
abelsk och S3 &r inte abelsk (se vidare 6vning 11.9). g

(11.10) Anméirkning. Antalet icke-isomorfa grupper av en fix ordning n varierar mycket
kraftigt med n. Och det finns inte nagon chans att kunna beskriva den funktionen mera exakt.
Har foljer en kort tabell med antalet icke-isomorfa grupper av ordningarna 1 — 18

1
|1

23 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
11212 15 2 2 1 5 1 2 1 14 1 5
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Det &r dock mojligt att séiga lite mera i vissa specialfall. T.ex. vet vi redan att for varje primtal
p finns det bara en isomorfiklass av gruper — varje grupp av primtalsordning &r cyklisk (se
ovning 7.10) sa att den dr isomorf med Z,. Situationen &r ocksa klar for &ndliga abelska
grupper. Hér géller foljande sats vars bevis maste vi tyvarr utelimna:

(11.11) Huvudsatsen om #ndliga abelska grupper. Om G dr en dndlig abelsk grupp sa
ar

G=2G x...x Gy

dir G; dr cykliska grupper vaars ordningar dr primtalspotenser. Om dven

G=G| x...xG

dir G} dar cykliska grupper vars ordningar dr primtalspotenser sa dr k =1 och G}, = G; for
i=1,...,k vid en limplig numrering av grupperna G.

Exempel. Det finns 3 icke-isomorfa abelska grupper av ordningen 8:

Zg, Zg ><Z4 och ZQ XZQ XZ2

déarfor att 8 kan representeras som produkt av primtalspotenser pa 3 olika sétt. Dessutom
finns det tva icke-abelska icke-isomorfa grupper av den ordningen — kvadratgruppen (se (77?)
(b)) och kvaterniongruppen (se 6vning 11.8). O

Nar det giller icke-abelska &ndliga gruper dr situationen mycket mera invecklad. Byggstenarna
ar s.k. enkla grupper.

(11.12) Definition. Man siiger att G dr en enkel grupp om G saknar normala delgrupper
#<e>G. O

Exempel. En abelsk grupp #< e > &r enkel da och endast da den har primtalsordning (se
ovning 7.7). Det dr inte sa ldtt att ge exempel pa icke-abelska enkla grupper. Den minsta &r
gruppen As av alla jimna permutationer av talen 1,2,3,4,5. Den bestar av 60 element. Alla
grupper A,,n > 5, av jamna permutationer av talen 1,2,...,n &r enkla. ]

Det finns ett antal liknande odndliga serier av enkla grupper. Alla dessa serier var kinda sedan
en ganska lang tid tillbaka. Men man visste om existensen av s.k. sporadiska enkla gruper
som lag vid sidan av alla serier. Problemet att hitta alla enkla grupper sysselsatte manga
framstaende matematiker under manga decenier. Klassifikationsproblemet av enkla grupper
16stes slutligen ar 1981 som resultat av en gemensam anstringning av manga matematiker fran
flera olika ldander. Losningen av problemet betraktas allmént som en av de storsta vetenskapli-
ga bedrifterna. Den sista sporadiska gruppen upptécktes just 1981 av en tysk matematiker R.
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Griess som publicerade sitt arbete “The friendly gigant” i 1982. Gruppen kallas “: Fischer-
Griess monstergruppen och betecknas (F7). Den 25:e gruppen &r “baby monster” med
beteckningen F5 — se tabellen:

Sporadiska enkla grupper

Grupp Antalet element
My, 2"-3%.5-11
My, 260.3%3.5.11
My  27.32.5.7-11
My  27.32.5.7-11-23
My, 210.33.5.7.11-23
Ji 23.3.5.7-11-19
Ja 27.3%.5.7
J3 27.3%.52.17-19
Ju 221.33.5.7.11%3.23.29-31-37-43
HS 29.32.5%.7.11
MC  27.32.53.7.11
Sz 213.37.52.7.11-13
C1 221.39.5%.72.11-13-23
Cy 218.36.5%.7.11-23
He 210.33.52. 73 .17
Fy 217.39.52.7.11-13
Fos 218.313.52.7.11-13-17-23
Fou 2211316 .52.63.11-13-17-23-29
Ly 28.37.56.7.11-19-3137- 67
@) 29.34.5.72.11-19- 31
R 214.33.56.7.13.29
F 214.36.56.7.11.19
F3 215.310.53.72.13.19 .31
F o14.313.56.72.11.13.17-19-23-31-47
13} 246 .320 .59 .76 .112.133.1719-23.29-31-41-47-59-71
OVNINGAR

11.1. Vilka av foljande par av grupper ar isomorfa:

(a) Zg och Ss,

(b) Z4 och Zg x Zs,

(c) (Q,+) och (Q", ),
(d) (Q,+) och (R, +),
(e) (Z,+) och (Q,+).

11.2. Vilka av foljande funktioner f : G — G’ dr homomorfismer, vilka dr isomorfismer?
(a) G =R, +),G = (R*,"), f(x) =27,
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11.3.

11.4.

11.5.

11.6.

11.7.

11.8.

11.9.

(b) G=G"=(Z,+),f(x) =z +1,

(c) G=C*G =R" f(2) = |2],

(d) G=R*"G" =V = ({1, —1},"), f(r) =sgn(r),

(e) G = Z,G godtycklig, f(n) = g", g € G’ ett fixt element,
(f)

f) G = GL,(R),G' = R*, f(A) = det A.

Lat N vara en normaldelgrupp till G. Visa att § : G — G/N dir 6(g) = Ng &ar en
surjektiv grupphomomorfism.

Lat @ : G — G’ vara en grupphomomorfism. Lat H vara en delgrupp till G och H' en
delgrupp till G'. Visa att

(a) O(H) &r en delgrupp till G'.

(b) 0~ (H') = {g € G : 6(g) € H'} &r en delgrupp till G.

(c) Om H' #r en normal delgrupp till G’ s& #r 0~ (H’) en normal delgrupp till G.

(d) Om H é&r en normal delgrupp till G sa behover §(H) inte vara normal i G’ men den
dr normal om 6 &r surjektiv.

Visa att 6 : G — G dir 6(g) = g~ ! 4r en automorfism da och endast d& G 4r abelsk.

Lat 6 : G — G’ vara en grupphomomorfism. Visa att

o(6(g))lo(9)-
Om 6 &r en isomorfism &r o(6(g)) = o(g).

(a) Visa att Z har exakt tva automorfismer.

(b) Visa att 0 : Z,, — Z, &r en automorfism da och endast da 0(r) = kr dir SGD(k,n) =

Visa att foljande 8 matriser bildar en grupp:

10 0 1 i 0 0 =1 9
S ER A R B B T
Denna grupp kallas kvaterniongruppen. Visa att den inte &r isomorf med kvadrat-

gruppen.
Ledning. Beteckna matriserna ovan med respektive 1, A, B,C (“4" framfor). Visa att
A2 =B? =(C? = -1, AB = —BA, AC = —CA, BC = —CB. Jamfér ordningarna av
elementen i kvaterniongruppen och i kvadratgruppen.

(a) Visa att en cyklisk grupp inte &r isomorf med en icke-cyklisk.

(b) Visa att en abelsk grupp inte &r isomorf med en icke-abelsk.
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Kapitel 12

HUVUDSATSEN OM
GRUPPHOMOMORFISMER

I detta avsnitt kommer vi att forklara samband mellan grupphomomorfismer och kvotgruper.
Det blir bland annat klart varfor kvotgrupen Z/ < 5 > och restgruppen Zs &r isomorfa.

(12.1) Definition. Lat 6§ : G — G’ vara en grupphomomorfism. Med kdrnan till § menar
man

Ker = {g e G:0(g) =€}

Exempel. (a) Lat 0 : Z — Zg dér 0(a) = [a]2. Da dr Kerf = {a € Z : 0(a) = [a]2 = 0} =<
2 >.

(b) Lat 6 : GL,(R) — R* dér 0(A) = det A(GL,(R) betecknar alla n x n-matriser A med
det A #0). Vi har

0(AB) = det AB = det A -det B =60(A)0(B)

sa att # 4r en homomorfism.

Kerf = {A € GL,(R) : 6(A) = det A =1}

dvs kdrnan bestar av alla matriser A med det A = 1.

(c) Lat 6 : R — R* dér 0(r) = €" (se exempel (11.3) (b)). Nu édr

Ker={reR:0(r)=¢" =1} =<0>.

79
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(12.2) Sats. Lat 0 : G — G’ vara en grupphomomorfism. Da dr

(a) Kerf en normal delgrupp till G.

(b) 0(G) en delgrupp till G'.

Bevis. (a) Forst visar vi att Ker 6 dr en delgrupp till G. Om a,b € Ker 6 dvs 6(a) = 6(b) = ¢’
sa dr 0(ab) = 6(a)f(b) = €' dvs ab € Kerf (slutenhet). e € Ker @ ty 0(e) = €’ enligt (11.4)
(a). Om a € Kerf dvs 0(a) = € sd #ar (a™!) = 0(a)™! = € dvs a=! € Kerf. For att

visa att Ker# dr normal utnyttjar vi proposition (10.8). Lat a € Ker# och b € G. Da é&r
O(bab=1) = 0(b)0(a)0(b) L = 0(b)O(b) L = € ty O(a) = €. Alltsa bab~! € Ker¥.

(b) se 6vning 11.4. O

Det visar sig att normala delgrupper ar exakt kdrnor till homomorfismer:

(12.3) Sats. Lat N wara en normal delgrupp till G. Da dr funktionen n : G — G/N ddr
n(a) = Na en surjektiv homomorfism och Kern = N.

Bevis. Vi har

n(ab) = Nab = NaNb = n(a)n(b)
sa att 7 &r en homomorfism. 7 &r en surjektion ty sidoklassen Na (a godtyckligt) ar bilden

av a. Slutligen dr Kern = {a € G : n(a) = Na = N} = N ty Na = N da endast da a € N
(se (7.3) (c). O

Nu kan vi forklara sambandet mellan kvotgrupper och homomorfsimer.

(12.4) Huvudsatsen om grupphomomorfismer. Lat 6 : G — G’ vara en grupphomo-
morfism och N = Kerf. Da dr

G/N = 0(G)
och en isomorfism 0 far man dd O(Na) = 0(a).

Bevis. Vi har

beNaeba ' € Nebba?t)=¢ < 0(b) =06(a)

Alltsa bestar sidoklassen Na av alla element b € G som har samma bild som a vid homomor-
fismen 0. Lat oss definiera funktionen 6 : G/N — G’ sa att bilden av en sidoklass &r lika med
bilden av ett godtyckligt element tillhérande den (alla element i sidoklassen har ju samma
bild) dvs #(Na) = 0(a). Da

8(NaNb) = §(Nab) = 6(ab) = 0(a)8(b) = (Na)d(Nb)
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Alltsa #r @ en homomorfism. @ dr injektiv ty for tva olika sidoklasser Na och Nb #r bilder-
na 0(a) och 6(b) ocksa olika. Slutligen &r § en surjektion pa bilden (G) ty varje element
0(a) € 6(G) ar bilden av sidoklassen Na. Alltsa &r @ en bijektiv (dvs injektiv och surjektiv)
homomorfism. O

(12.5) Exempel. (a) Lat 0 : Z — Zs dér 6(a) = [a]s (se (11.3) (a)). Da ér Kerf ={a € Z :
0(a) = [a]y =0} =< 5 > och O(Z) = Zs. Enligt (12.4)
0:7)<5>=17s,

dir § #r en isomorfism sadan att sidoklassen < 5 > +r avbildas pa [r]s = r dvs 6(< 5 >
+r)=rforr=0,1,2,3,4.

(b) Helt allmént &r 6 : Z — Z,,, dir 6(a) = [a],, en grupphomomorfism med Kerf = {a € Z :
0(a) = [a], = 0} =< n >. Enligt huvudsatsen om grupphomomorfismer &r

0:7) <n>27,
en isomorfism sadan att (< n > +r) =r for r =0,1,...,n — 1.

(c) Lat 0 : R* — Uy dér Uy = {1, —1} med multiplikation och 6(r) = sgn (r) dér sgn (r) =1
dar >0 och sgn(r) = —1dar < 0*. O

Vi har

Kerf = {r e R* : sgn (r) =1} = RY,

och enligt huvudsatsen om grupphomomorfismer dr
Detta bekraftar var tidigare observation att grupptabellen for R*/RY  dr visentligen identisk
med grupptabellen f6r Us

Vi avslutar detta kapitel med ett intressant exempel pa en grupphomomorfism néra relaterad
till en mycket gammal sats som kallas “Kinesiska restsatsen”.

(12.6) Sats. Lat ny,ng,...,n, vara parvis relativt prima positiva heltal (dvs SGD(n;, nj) =1
da i # j). Da dr
anng...nk = an X an X ... X an

Bevis. Betrakta funktionen:

0 :7 — Ziny X Ly X ... X Ly,

*“gen” betyder “signum”= “tecken”



82 HUVUDSATSEN OM GRUPPHOMOMORFISMER

sadan att 0(a) = ([aln,, [@]ny, - - -, [a]n,). Vihar 8(a+b) = ([a+bln,, [a+D|pn,, ..., [a+Dbl,) =

([alnys [@lngy - - -5 [a]ng )+ ([Blng s [Olngs - - - [Dln,,) = 0(a)+6(D) sa att 6 &r en grupphomomorfism.
Ker ={a €Z:[a]l,, =0,lalp, =0,...,[alp, =0} =<ning...ng >
ty nila,nala, . .., ng|a da och endast danins . .. ng|a tack vare forutsittningen att nq, no, ..., ng

Ar parvis relativt prima. Enligt huvudsatsen om homomorfismer &r

L] <ning...ng >=O(Z) C Ly, X Lpy X ... X L,
Men Z/ < ning...ng >= Zy p,. n, enligt exempel (11.5) b) sa att §(Z) har ning...ng
element. Lika manga element finns det i produkten Z,, X Zp, X ... X Zy,. Alltsa ér §(Z) =

Ly X Lipy X ... X Ly, dvs

annz...nk = an X an X ... X an

varvid mot a € Zy, n,..n,, svarar ([aln,, [@lng, - -, [a]n,)- O
(12.7) Kinesiska restsatsen.Lat ni,ng,...,n; vara relativt prima positiva heltal och lat
71 € Linyy 72 € Ling, ... Tk € Ly, . Da existerar ett heltal x entydigt bestdmt modulo nins . .. ng
sadant att

[Z]n, =71, [X]ny = T2y -+, [X] 0y = Tk
Bevis. (r1,r2,...,7%) € Zp, X Zpy X ... X Ly, . Enligt forra satsen finns det exakt en rest
Z € Znyny..n, Sadan att

[Z]n, =71, [Z]ny = T2, ., [X]n, = Tk

0

(12.8) Anmirkning. Kinesiska restsatsen formuleras ofta med hjéilp av kongruenser. Da
siger den att for relativt prima positiva heltal nq, ns, ..., ni och godtyckliga heltal r1, 79, ..., 7%
existerar ett heltal x sa att

x=ry (modny),xz=ry (modng),...,z=rr (modn;).

Man behover inte forutsétta att r; dr resten vid division med n; darfor att for varje heltal a
giller ju att a = [a],, (mod n;). O

Den bevismetod vi har valt sdger inte hur man hittar zg da ny,ne,...,ng och r1;,7r9, ..., 7k
ar givna. Vi skalla beskriva en algoritm som mdojliggor att berdkna xg. Pa det sittet far vi
dven ett annat bevis av (1.2) (men vart forsta bevis har andra fordelar).

(12.9) Algoritm for kinesiska restsatsen. Givna positiva heltal ni,ng,...,n; sadana
att SGD(ni,nj) = 1 da ¢ # j och godtyckliga heltal 71,79,...,7. Bestdm x sa att © = r;
(mod n;) for i =1,2,..., k.
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(a) Lat n = ning...ny. Berdkna z; sa att

(ﬁ)a:Z =1 (mod n;), dvs Em, =1 iZy,.

g n;

Kommentar: SGD(;,n;) = 1 enligt forutsittningen. Man maste hitta z; sa att n;|(;)z; — 1

dvs (75)x; — 1 = nyy; for ett heltal y; dvs (-)z; + ni(—y;) = 1. Vi vet att z; (och y;) kan
berdknas med hjéilp av Euklides algoritm.

(b) Lat
n n n
rT=r1—x1+ro—xro+ ... +7rp—Tk.
ni ng ng
Kommentar. Vi har:
i n n n
[]n; = [21 Tj;jxj]ni = [TZsz]nz = [ri]n; © [Exz]nz = [riln,
j:

ty

[ﬁx] /1 om j=i
n;" "™ 1 0 om j#i

Alltsa dr z = r; (mod n;) for i =1,2,... k.

Exempel. Lat oss bestdmma ett heltal x som vid division med 3 ger resten 2, med 4 resten
3 och med 5 resten 4 dvs

=2 (mod3),z=3 (mod4),z=4 (mod?5).

Lat n =3-4-5 = 60. Forst maste vi bestdimma x1, 29, r3 sadana att

Z—Oxl =20z1 =1 (mod 3), %.%2 =152 =1 (mod 4), ?(Eg =12z3=1 (mod 5).

Detta betyder att vi maste losa ekvationerna:
21’1:1 iZg,gﬂj‘Q:l iZ4,2IL‘3:1 iZ5

Vi hittar latt (utan Euklides algoritm) att 1 = 2,29 = 3,23 = 3 Enligt (11.4) (b) ar

60 60 60
—9.-.943.2.3 .—.3=2359
T 3 + 1 +r 5
en 16sning. Den minsta icke-negativa 16sningen &r [359]g0 = 59 (16sningen &r entydigt bestdmd

modulo 60 enligt (11.2)). Lagg mérke till att = 60q + 59 med ett godtyckligt ¢ € Z dr en

16sning (ty [z]eo = 59) och att sadana = ger alla 16sningar (se vning 12.6) O
OVNINGAR
12.1. Lat

C* de komplexa talen med multiplikation,
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12.2.

12.3.

12.4.

12.5.

R* de reella talen med multiplikation,

R% de reella positiva talen med multiplikation,
U={z¢€C":|z| =1} med multiplikation,

U, ={z € C*: 2" = 1} med multiplikation,
Uso = U2 Uy,

R de reella talen med addition,

7 heltalen med addition,

Q de rationella talen med addition.

Visa att
(a) C*/U =R1,
(b) C*/R% =2 U,
(c) C*/U, = C*,
(d)R/Z=U,
(e)
() Q/Z = Uoo,
() R*/RY,
Lat G = GL,(R) vara gruppen av alla n x n reella matriser med determinant # 0 med
matirsmultiplikation. Visa att
(a) G/H=R*om H={AcG:detA=1}
(b) G/H=R: om H={aecG:|det Al =1}
(¢c) G/H=Uyom H={A e G:detA>0}
(se 12.1 for beteckningarna).
Lat S,, vara den symmetriska grupen av grad n (alla permutationer av 1,2,...,n) Lat
0:.S, — U dar . .
= I 0210

1<i<j<n

Visa att 6 &r en homomorfism vars kirna bestar av alla jimna permutationer dvs Ker § =

A,, den alternerande grupen. (f € A,, < antalet par (i,7j) sadana att ¢ < j och f(i) >
f(j) &r jamnt). Visa att S, /A, = Us.

Lat G vara en godtycklig grupp och g € G. Visa att 0,(x) = gxg~! dr automorfism av G

(den kallas den inre automorfismen generad av g). Visa att alla inre automorfismer
av GG bildar en grupp.

Lat G vara en abelsk grupp och lat ett primtal p vara en delare till o(G). Visa at G
innehaller ett element av ordningen p.

Ledning. Induktion m.a.p. o(G). Boérja med o(G) = p. Antag dérefter att det finns
g € G sa att plo(g) och visa satsen da. Om det inte finns g med den egenskapen
betrakta G/ < g >. Utnyttja dérefter den naturliga surjektionen G N G/ <g>=G
och induktionsantagandet om G’. Man kan utnyttja det att o(n(g(0))|o(g).
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Anmirkning: Pastaendet giller utan forutsattningen att G ar abelsk. Det &r Cauchys
sats. Satsen har ett mycket enkelt bevis som enbart baseras pa definitionen av begreppet
grupp (men det dr mycket svart att komma pa detta bevis.)

12.6. Lat H vara en delgrupp till G och N en normaldelgrupp till G. Da &r HN/N = H/NNH.
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Kapitel 13

RINGHOMOMORFISMER OCH
IDEAL

(13.1) Definition. Lat R och R’ vara ringar. Man séger att en funktion 6 : R — R’ dr en
(ring)homomorfism om

O(a+b)=0(a)+6(b) och 6(ab) =6(a)d(b)
da a,b € R. Om @ ar bijektiv kallas den isomorfism. En isomorfism 6 kallas automorfism
om R’ = R. O
(13.2) Exempel. (a) lat 0 : Z — Z,, dir 0(a) = [a],. Da &r

f(a+b) = [a+ b, = [al, ® [b], = b(a) D H(b),
0(ab) = [ab], = [a]n © [b], = 0(a) ® O(b),

sa att 0 dr en ringhomomorfism.
(b) Lat 6 : R[X] — R dér 6(p) = p(1) didr p € R[X]. Da &r

O(p1+p2) = (p1+p2)(1) =pi(1) +p2(1) = 0(p1) + O(p2),
O(pip2) = pip2(1) = p1(1)p2(1) = 0(p1)0(p2)

dvs 6 &r en ringhomomorfism.

(¢) Om n = nyngy...ng dir n; ar parvis relativt prima positiva heltal sa har vi en gruppiso-
morfism

0: Ly = Ly X Liny X ... X Ly,

sadan att 0(a) = ([a]n,, .., [a]n,) (se Kinesiska restsatsen (5.9)). Nu kan vi konstatera att 6
ocksa dr en ringisomorfism ty

e(ab) = ([ab]mv SRR [a‘b]nk) = ([a]mv R [a’]nk)([b]”d? R [b]”k) - e(a)e(b)-
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Precis som for grupphomomorfismer har man féljande enkla egenskaper som direkt foljer ur
definitionen:

(13.3) Sats. Lat 0 : R — R’ vara en ringhomomorfism. Da dr:
(a) 6(0) =0,
(b) 6(=a) = —b(a),

(c) Om 0 dr en isomorfism sd dr dven 6~ en isomorfism.

Bevis. (a) och (b) foljer ur det faktum att 6 : (R,+) — (R’,+) #r en grupphomomorfism

( ref se (10.3)). (c) bevisas pa samma sitt som liknande pastaende for grupphomomorfismer
(se ref (10.4)b)). O

Det ér klart att en ringhomomorfism 6 : R — R’ &r en gruphomomorfism 6 : (R, +) — (R, +).
Alltsa &r

Kerf ={a€ R:0(a) =0}
en (normal) delgrupp till (R, +). Men Ker 6 &r inte bara en delgrupp till R. Ker 6 &r en delring
med en mycket speciell och mycket viktig egenskap.

(13.4) Definition. En icke-tom delméngd I till R kallas ideal om
(a)a,bel=a—-bel,

b)re Rocha¢ecl = ra,arcl. OJ
(b) ,

Observera att I dr en delring till R ty (a) sdger att (I,+) dr en delgrupp till (R,+) (se rref
(4.7)) och ur (b) foljer att a,b € I ger ab € I dvs I &r sluten med avseende pa multiplikation.

(13.5) Exempel. (a) Lat R = Z och I =< n >= {0,£n,£2n...}, dir n ar ett fixt heltal.
Man kontrollerar mycket létt att I ar ett ideal i R. I sjilva verket har varje ideal i Z just den
hér formen (se 6vning ref 14.8)

(b) Mera allmént &n i (a) lat R vara en godtycklig kommutativ ring och a € R. Lat
I = (a) ={ra,r € R}.

(a) dr ett ideal i R ty ria,m0a € I ger ma —rqa = (11 —re)a € I och v’ € R, ra € I ger
r'ra € I (R &r kommutativ). Man séger att (a) dr ett huvudideal (eller principalideal) och
a dess generator. Observera notationen (a) i stéllet for < a > som vi anvénde for grupper
(i exempel (a) ovan dr < n > och (n) samma méngd). Ett integritetsomrade ( rref se (13.9))
i vilket varje ideal &r principalt kallas huvudidealomrade. Z och polynomringarna K[X],
K en kropp, ér just exempel pa huvudidealomraden — vi visar detta pastaende i 6vningar (se
ovning rref).

(c) Man kan ga lite lingre och generalisera (b). Lat R vara en godtycklig kommutativ ring
och ay,a9,...,a; € R. Lat

I = (al,ag,...,ak) :{T1a1+T2a2+...+7”kak,7‘1,7”2,...,7”k S R}.
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I idr ett ideal, vilket foljer lika enkelt som fallet K = 11 (b): om x = ria;+reas+. .. +ryag, 2’ =
rhay + rhas + ...+ rap € I sa dr

z—a' =(r—rpa+ (rg—ry)as+ ...+ (rp —rp)ar €1

och

re =rria; +rreag + ... +rripap € I.

Man séger att detta ideal genereras av aj,ag, ..., ak. ]

(13.6) Sats. Lat 0 : R — R’ vara en ringhomomorfism. Da dr Ker@ ett ideal i R.

Bevis. Om a,b € Ker6 sa ér 6(a —b) = 0(a) —0(b) = 0dvs a —b € Kerf. Om r € R och
a € Kerf sa ar 0(ra) = 0(r)f(a) = 0 och O(ar) = 0(a)f(r) = 0 dvs ra,ar € Ker 6. Villkoren
(a) och (b) i (13.4) &r alltsa uppfyllda. O

Med utgangspunkt fran den abelska gruppen (R, +) och dess delgrupp (I, +) kan man bilda
kvotgruppen (R/I,+) i enlighet med var tidigare konstruktion (se ref (9.6)). Men R &r en
ring sa att man gérna vill ha en ringstruktur #&ven pa R/I. Lat oss paminna om att (R/I,+)
bestar av alla sidoklasser I + a med addition (I +a)+ (I +b) = I 4+ (a + b). Lat oss ocksa
paminna om att I +a = I + b da och endast da a — b € I.

(13.7) Sats. Lat R vara en ring och I ett ideal i R. Da bildar sidoklasserna I +a,a € R, en
ring med addition:

I+a)+(I+b)=I1+(a+D)

och multiplikation som definieras sa att

(I+a)(I+0b) =1+ ab.

Bevis. Vi vet redan at (R/I,+) &r en abelsk grupp. Var definition av produkten av sidok-
lasserna ar lite kénslig. Den beror ndmligen pa representanterna a och b av sidoklasserna I +a
och I +b. Det kan héinda att I+ a=1+a och I+b=IT+b. ArdaI+ab=1+a'b? Med
andra ord dr det sa att a —a’ € [ och b=V € I ger ab — a'b' € I? Svaret f6ljer enkelt:

ab—dV =(a—d)b+db-b)el ty (a—d)bdb-V)el.

Nu vet vi att var definition av multiplikation av sidoklasserna #r helt korrekt (beror inte
pa sidoklassernas representanter). Det dr lidtt att kontrollera resten av ringdefinitionen dvs
associativiteten:

(I+a)I+D)|I+c)=T+ab)(I+c)=1+ (ab)ce=1+a(bc)= I+ a)[(L+b)(I+ c)]
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och distributiviteten (den ena, den andra pa samma sétt):

I+a)I+b+14+c) = (+a)I+b+c)=I1+alb+c) =
= [4+ab+ac=I+ab+1+ac=
I+a)I+b)+ [ +a)I+c)

0

(13.8) Definition. Ringen R/I dvs ringen av alla sidoklasser I 4+ a med addition (I + a) +
(I +b) = I+ a+ b och multiplikation (I +a)( +b) = I + ab kallas kvotringen av R modulo
idealet I. 0

(13.9) Exempel. R = Z och I = (5). Da bestar Z/(5) av sidoklasserna 0 = (5) + 0,1 =
(5)+1,2=(5)+2,3 = (5) + 3,4 = (5) + 4 och additions- och multiplikationstabellerna for
Z/(5) ar foljande:

+]10 1 2 3 4 10 1 2 3 4
0/0 1 2 3 4 0[0 0 0 0 0
1/1 2 3 40 110 1 2 3 4
212 3 4 01 2/0 2 4 1 3
313 4 0 1 2 3/0 3 1 4 2
414 0 1 2 3 410 4 3 2 1

0

Precis som varje normal delgrupp &r kdrnan till en grupphomomorfism &r varje ideal kdrnan
till en ringhomomorfism.

(13.10) Sats. Lat I vara ett ideal i R. Da dr funktionen n: R — R/I dir n(a) =1+ a en
surjektiv ringhomomorfism och Kern = 1.

Bevis. Vi har
na+b) = I+(a+b)=I1+a+I1+b=n(a)+nb),
n(ab) = I+ab=(I+a)(l+b)=nla)(d),

sa att n &r en ringhomomorfism. n &r surjektiv ty sidoklassen I 4+ r (r godtyckligt) &r bilden
av r € R. Slutligen ér Kern={a € R:n(a) =I1+a=1} =1ty I +a = I da och endast da
a € I (se rref (7.3)c)). O

Mot huvudsatsen om grupphomomorismer svarar foljande sats:

(13.11) Huvudsatsen om ringhomomorismer. Lat 0 : R — R’ vara en ringhomomorism
och I = Ker6. Da dr
R/I = 6(R)

och en isomorfism 0 far man dd 0(I + a) = 0(a).
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Bevis. Vi vet redan att 6 definierar en isomorfism mellan grupperna (R/I,+) oc

) och (6(R), +).
Det enda som aterstar ar att kontrollera den multiplikativa egenskapen hos 0:

(I + a)(I + b)) = (I + ab) = 6(ad) = 0(a)8(b) = O(I + a)B(I + b).

0

(13.12) Exempel. (a) Lat 0 : Z — Zs dér 0(a) = [a]5 (se ref (14.2) a)). Hér dr Ker0 = {a €
Z:0(a) = [a]s = 0} = (5). Enligt ref (14.11) &r

0:7/(5) = Zs
dir 0((5) +r) = r for r = 0,1,2,3,4. Helt allmént &r Z/(n) & Z,, dir 0((n) +r) = r for
r=0,1,...,n — 1 ger en ringisomorfism mellan dessa grupper.
(b) Lat R vara ringen av alla reella funktioner f : R — R med addition (f + g)(z) =
f(x) + g(z), z € R, och multiplikation (fg)(z) = f(z)g(x),x € R. Lat § : R — R dar
0(f) = f(0). 6 dr en ringhomomorfism ty

0(f+9) = (f+9)(0)=f(0)+g(0)=0(f) +0(g),
0(fg) = (f9)(0) = f(0)g(0) =0(f)0(g)-

Vi har Kerf = {f € R : 6(f) = f(0) = 0} =: I (idealet bestaende av alla funktioner som
antar vérdet 0 i punkten z = 0). Vi har §(R) = R ty varje r € R &r bilden av en funktion (t
ex den konstanta funktionen f(x) =r, z € R). Enligt sats rref (14.11) &r

R/Iy =R

diir en isomorfism &r given da 6(f) = £(0) dvs mot sidoklassen Iy + f svarar f(0) (sidoklassen
bestar av alla funktioner som i punkten 0 antar samma vérde).

(c) Lat R vara en ring med etta 1 och lat
0:7 — R,
dir #(a) = al. Da &r 6 en ringhomomorfism ty

Oa+b) = (a+b)-1=a-1+b-1=20(a)+6(b),
6(ab) = (ab)-1=(a-1)-(b-1)=6(a)d(b).

Vihar Kerf = {a € Z: 6(a) = al = 0} = (n) for nagot heltal n > 0 (se rref (14.5) a)). Enligt
huvudsatsen om ringhomomorfismer ar

7)(n) = 0(Z) C R.

Men Z/(n) = Z da n = 0 eller Z,, da n > 0. Alltsa innehaller R en delring isomorf med Z
eller Z,, som bestar av alla heltaliga multipler av ettan i R. g

Sista exemplet dr grunden for foljande definition:
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(13.13) Definition. Man séger att karakteristiken av en kommutativ ring R med etta &r
n om alla multipler k-1, dir k& € Z, bildar en ring isomorf med Z, och att den &r 0 om dessa
multipler bildar en ring isomorf med Z. (|

Vi noterar en sérskilt viktig egenskap hos karakteristiken av en ring:
(13.14) Sats. Karakteristiken av ett integritetsomrade dr 0 eller ett primtal.

Bevis. Om karakteristiken inte &r 0 sa genererar alla multipler av 1 en delring isomorf med
Zy,. Men Zy, saknar nolldelare da och endast da n &r ett primtal (se rref (13.10) a) b)). O

OVNINGAR

13.1. Vilka av foljande funktioner &r ringhomomorfismer? Bestdm kédrnan och bilden foér varje
ringhomomorfism.

a) 0 : RIX] — C, 0(p)

b) 0 : R[X] — C, 6(p)
Z[X] — C, 6(p) = p(V2).

:RIX] — C, 0(p) = p(V2).

:Z X7 —Z,0((a,b)) = a.

: R[X] — R[X], 6(p) = p’ (derivatan).

p(a), a € R, a fixt.

p(i).

13.2. Visa att foljande funktioner &r ringautomorfismer:
(a) 0 : RIX] — R[X], 9(p(X)) = p(=X).
(b) 0:C—C,0(z) =
(c)0:ZXZ—7ZXZ, 9((a,b)) = (b,a).
(d) 0: Z[V2] — Z[V2], 0(a + bv/2) = a — by/2 (se 6vn. rref 13.5 b)).

13.3. Ge exempel pa en ringhomomorfism 6 : R — R’ sa att
(a) R saknar en etta, R har en etta.
(b) R har nolldelare, R’ saknar nolldelare.
(c) R saknar nolldelare, R’ har nolldelare.
(d) R har en etta, R’ saknar en etta.
13.4. Lat § : R — R’ vara en ringhomomorfism. Visa att dven 6* : R[X| — R/[X] dir
0 (ag + a1 X + ...+ ap,X™) =0(ag) + 0(a1) X + ...+ 6(a,)X™ &r en ringhomomorfism.
13.5. Lat 6 : R — R’ vara en ringhomomorfism. Visa att
(a) 0~1(I") &r ett ideal i R som innehaller Ker§ da I’ ir ett ideal i R'.

(b) 6(I) behover inte vara ett ideal i R’ da I ér ett ideal i R men 6(I) ér ett ideal i R’
om 6 &r en surjektion.
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13.6.

13.7.
13.8.

13.9.

13.10.

13.11.

13.12.

13.13.

13.14.

Lat € : R — R’ vara en surjektiv ringhomomorfism. Man ordnar mot ett ideal I’ i R’
dess urbild =1(I") i R. Visa att olika ideal i R’ ger olika ideal i R som innehaller Ker @
och att man far alla sadana ideal i R.

Visa att en ringhomomorfism 6 : R — R’ ér injektiv da och endast da Ker 6 = (0).

Bestédm alla ideal i foljande ringar:

(@) Z,  (b) Zs, () Zs,  (d) Zn.

Visa att om Iy, Is &r ideal i en kommutativ ring R sa ar
(a) 1 + Is ={a+b,a € I1,b € I},

(b) IiIy = {> arbi,ar € I1,by, € Iz},

(c) 1 NI

ideal i R.

Visa att om I} = (a),lo = (b) &r ideal i Z sa &ar Iy + Iy = (SGD(a,b)) och I1 NIy =
(MGM/(a,b)) (se rref 14.9).

Visa att foljande ideal inte &r huvudideal:
(a) (2, X) iringen Z[X],
(b) (X,Y) i ringen R[X,Y].

Visa att
(a) R[X]/(X)=R, (b) R[X]/(X*+1)=C,
(¢) RIX]/(X2-1)=RxR, (d) Z[Z (X2+1) Z[],

I/
(e) ZIX]/(X?-X)=2ZxZ, (f) Z[X]/(2,X)=

Bestdm karakteristiken av foljande ringar:

(a) Zn, (b) Z, (c) Q
() R, () Zo[X], (g) Zn[X].

Lat R vara en kommutativ ring av karakteristiken p, dér p ar ett primtal. Visa att om
a,b € R sa &r

(a+b)P =aP +°

och, mera allmént,

(a+b)P" =aP" +b7".
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Kapitel 14

FAKTORUPPDELNINGAR I
RINGAR

Aritmetikens fundamentalsats sédger att varje positivt heltal stérre &n 1 dr en produkt av
primtal och primtalsfaktorerna &r entydiga sa nér som pa ordningsfoljden. T ex 10 = 2.5 = 5-2.
Liknande pastaende giller for alla heltal, men det finns nagot storre variationsmdojligheter t
ex 10 =2-5=(-2)-(=5) = (=5) - (—2) = 5- 2. Den hér gangen &r varje heltal skilt fran
0 och +1 en produkt av primtal multiplicerade med +1. Framstéllningen &r ocksa entydig
sa nir som pa faktorernas ordning. I detta kapitel vill vi besvara fragan om mojligheten att
definiera liknande faktoruppdelningar i andra ringar. Vi kommer att se att denna fraga ar
mycket naturlig och leder till mycket intressanta tillimpningar. Samtidigt far vi en mycket
béttre forstaelse av primtalen och irreducibla polynom.

Forst maste vi definiera i godtyckliga ringar element som svarar mot enheterna £1 i heltalen
och som kan “stora” faktoruppdelningar.

(14.1) Definition. Ett element ¢ € R kallar man f6r en enhet om & har en multiplikativ
invers dvs det finns ¢/ € R sa att ee’ = 1. Méngden av alla enheter i R betecknas med R*. [J

(14.2) Sats. Alla enheter i en kommutativ ring med etta R bildar en (abelsk) grupp med
avseende pa multiplikation.

Bevis. Om e1,69 € R* sa 162 € R* ty e16] = 1 och e9e), = 1 ger att (e1e2)(eleh) = 1.
Multiplikation &r associativ, det neutrala elementet dr 1 och definitionsméssigt finns en invers
till varje € € R. O

(14.3) Exempel. (a) Z har enbart tva enheter +1.
(b) Om K é&r en kropp sa &r alla element a € K, a # 0 enheter ty (K ~ {0},-) dr en grupp.

(c) Om K &r en kropp sa ér alla enheter i polynomringen K [X|] konstanta nollskilda polynom
dvs K[ X]* = K*

95
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(d) Enheterna i ringen av de Gaussiska heltalen Z[i] &r £1,+i. Om a + bi dr en enhet, sa ar
(a+bi)(c+di) =1, ddr ¢+ di € Z[i]. Om man tar beloppen och kvadrerar bégge leden i den
sista likheten sa far man (a? + b?)(c? + d?) = 1. Alltsa #r a® + b? = 1. Detta ger a = +1 och
b =0 eller a =0 och b = +1, vilket leder till de fyra enheterna ovan.

0

Enheterna kan inplanteras i faktorupdelningar av godtyckliga element i ringen: a € R kan
skrivas som produkt a = e¢’a dvs enheten ¢ dr en faktor i ett godtyckligt element i ringen.
Detta betyder att varje faktoruppdelning kan stéras” med enheter. Det mérkte vi redan i
heltalsringen Z dér Z* = {41, —1}, vilket ger att t ex 10 = 2-5 = (—2) - (—=5). Hur kan vi
definiera motsvarigheten till primtal i godtyckliga ringar? Vi har féljande begrepp:

(14.4) Definition. Ett nollskilt element p € R kallas irreducibelt om p inte &r en enhet
och varje faktoruppdelning av p i tva faktorer maste innehalla en enhet dvs om p = ab sa ar
a eller b en enhet. O

(14.5) Exempel. (a) Irreducibla element i Z &r alla tal +p, dér p &r ett primtal. Detta
pastaende &r sjalvklart, men ténk en stund pa motiveringen att alla sammansatta tal inte ar
irreducibla.

(b) Irreducibla element i polynomringen C[X] &r alla irreducibla polynom (observera att
definitionen (?7) &r ett specialfall av definitionen (14.4)). Pa samma sitt sammanfaller alla
irreducibla element i en godtycklig polynomring K[X] 6ver en kropp K med alla irreducibla
polynom i denna ring. Termen ”irreducibelt” element sammanfaller hir med termen ”irre-
ducibelt polynom”.

(c) Vi skall visa att talet 2+ ¢ dr irreducibelt i ringen av de Gaussiska heltalen Z[i]. Forst lat
oss repetera att enheterna i denna ring &r £1 och +i (se (14.3)(d)). Antag nu att

2+i=(a+bi)(c+ di),

déar a 4 bi och c+ di ar Gaussiska heltal dvs a, b, c,d € Z. I den sista likheten tar vi beloppet
och kvadrerar bade vinster och hogerled. DA far vi att 5 = (a? +b?)(c? +d?), vilket implicerar
att a®+b> = 1 eller ¢ +d? = 1. I det forsta fallet &r a + bi en enhet, och i det andra, &r ¢+ di
en enhet. Observera att t ex a? +b? =1 ger a = £1,b = 0 eller a = 0,b = +1. Det &r inte sa
l4tt att beskriva alla irreducibla element bland de Gaussiska heltalen. Se vidare 6vning 14.6.

O

Om p &r ett irreducibelt element och € dr en enhet sa ar ocksa ep ett irreducibelt element. Vi
sdger att dessa tva irreducibla element &r associerade. Rent formellt noterar vi det i foljande
form:

(14.6) Definition. Man siiger att tva irreducibla element p och p’ ér associerade om p' =
ep, dar € ar en enhet. O
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T ex ar +5 och —5 tva associerade irreducibla element i Z.

Nu kan vi definiera vad vi menar med entydig faktoruppdelning i ett godtyckligt integritet-
somrade.

(14.7) Definition. Lat R vara ett integritetsomrade. Man séger att R har entydig fak-
toruppdelning eller & UFD *

om varje nollskilt element a € R som inte &r en enhet kan skrivas som produkt av irreducibla
element i R:

a = pi1p2 - Pk

och om

dér alla p) &r irreducibla, sa dr k = [ (dvs antalet irreducibla faktorer i varje faktoruppdel-
ningen av @ dr samma) och vid en limplig numrering av faktorerna dr p; associerat med p/
fori=1,2,... k. 0

(14.8) Exempel. (a) Heltalsringen Z har entydig faktoruppdelning. Detta pastaende &r just
aritmetikens fundamentalsats.

(b) Vi vet redan (se (??)) att varje polynomring K[X]| 6ver en kropp K har entydig faktorup-
pdelning.
]

Det sista exemplet dr ett specialfall av ett mera allmént pastaende om en hel klass av ringar
som tillater divisionsalgoritmen precis som heltalsringen Z och polynomringarna K[X]. Innan
vi definierar denna klass av ringar som kallas Euklidiska (fran Euklides algoritm), ger vi ett
intressant exempel pa en ett integritetsomrade som saknar entydig faktoruppdelning.

(14.9) Exempel. Lat R = Z[v/—5]. Vi paminner om att denna ring &r den minsta delring
till de komplexa talen som innehaller bade Z och /=5 sa att Z[v/—5] = {a+bv/—5,a,b € Z}.
Enheterma i denna ring &r £1 (se 14.7). Vi har

9=3-3=(2+vV-5)(2—-V-5)

och vi ténker visa att talen 3,2 + /—5 &r irreducibla. Detta betyder att talet 9 har tva helt
olika faktoruppdelningar i produkt av irreducibla tal dérfor att faktorerna 3 och 2++/—5 inte
ar associerade (det dr klart att 3 # 2 £+/—5). Antag att 3 = (a + bv/—5)(c+ dv/—5). Genom

*?UFD” betyder ”unique factorization domain”.
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att kvadrera absolutbeloppen av bigge leden far man likheten 9 = (a2 + 5b%)(c? + 5d?). Den
forsta faktorn till hoger maste vara lika med 1, 3 eller 9. Om a? + 5b%> = 1 s& &r a + by/—5 en
enhet (ty a = +1 och b = 0). Likheten a®+5b% = 3 &r inte majlig. Slutligen ger a®45b% = 9 att
c® +5d% =1, sa att i detta fall ¢+ d+/—5 ér en enhet. Detta visar att minst en av faktorerna i
faktoruppdelningen av 3 maste vara en enhet dvs talet 3 &r irreducibelt. Pa liknande sétt visas
att 24+/=5 ir irreducibla: 2-£v/=5 = (a+bv/=5)(c+dv/—=5) ger ocksd 9 = (a?+5b%)(c?+5d?)

och man resonerar precis som ovan. ]

Nu skall vi diskutera en liten, men ganska intressant klass av ringar som har entydig fak-
toruppdelning.

(14.10) Definition. Man séger att ett integritetsomrade R &r Euklidiskt om det finns en
funktion d: R\ {0} — N (hér & N={0,1,2,3,...}) sadan att

(a) d(ab) = d(a),

(b) for godtyckliga a,b € R, b # 0, existerar ¢, € r sa att a = bg + r och d(r) < d(b) eller
r=20. ]

Villkoret (b) sédger att i ringen R giller en egenskap som paminner om Euklides divisionsal-
goritm for heltalen eller polynom. Detta motiverar termen ” Euklidisk ring”.

(14.11) Exempel. (a) Vi vet mycket vil att bade Z och polynomringarna K [X], K en kropp,
har divisionsalgoritmen och séaledes #r Euklidiska ringar. I Z har vi funktionen d(a) = |al,
medan i polynomringarna fungerar divisionsalgoritmen med funktionen d(f) = grad(f) for
nollskilda polynom f € K[X].

(b) Vi skall visa att de Gaussiska heltalen Z[i] = {a + bi,a,b € Z} &r en Euklidisk ring med
funktionen d(z) = |z|*> = a® + b* d& z = a + bi. Den forsta egenskapen d(z1z2) > d(21) &r
sjalvklar ty |z122|2 > |21|%. For att visa det andra villkoret 1at z; = a -+ bi och 2y = c+di # 0.
Vi vill visa att det finns ¢, € Z[i] sa att z; = z2¢ + r och d(r) < d(z2) eller r = 0 (vilket
betyder hér att d(r) = 0). Lat

<1 .
- = (3["‘,817
z2

diar af € Q. Lat oss vilja tva heltal ¢; och g2 sa att | — ¢1 < 1/2 samt |§ — ¢2] < 1/2 (tédnk
pa a och (8 som punkter pa den rella axeln och ¢; och g2 som de heltal som ligger nirmast
dem — ibland kan ¢ eller g2 viljas pa tva olika sétt). Definiera nu ¢ = ¢1 + goi. Da &r

<1

—=q+(a—q)+ (B—q)i
z2

och z1 = zoq+r, dér r = [(a—q1)+(8—q2)i]22. Det &r klart att g € Z[i] sa att r = z1—22q € Z][i]
ty 21, 22 € Z[i]. Dessutom
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d(r) = |[(a=aq1)+(B—a2)iz2* = [(a=q1)*+(F-¢)]|2|” < (1+*)|22!2 < 5l <l|nf? = d(=)

For Euklidiska ringar géller foljande egenskap:
(14.12) Sats. Varje Euklidisk ring har entydig faktoruppdelning.

Man kan bevisa detta pastaende genom att félja argumenteringen i beviset for aritmetikens hu-
vudsats (se (??7)) med induktion med avseende pa virdet av funktionen d(a) for a tillhérande
ringen (se 14.11). Men satsen foljer fran en annan, mera allmén, sats som séger att varje huvu-
didealomrade (dvs ett integritetsomrade i vilket varje ideal &r principalt —se (?77?)) har entydig
faktoruppdelning. Vi skall forst visa att Euklidiska ringar verkligen dr huvudidealringar. Sat-
sen om entydiga faktoruppdelningar i huvudidealringar l&mnar vi som nagot svarare 6vning
14.10.

(14.13) Sats. Varje Euklidisk ring dr en huvudidealring.

Bevis. Lat I vara ett ideal i en Euklidisk ring R med avseende pa en funktion d. Om I = (0)
sa dr I ett huvudideal. Lat I # (0). Vilj a € I, a # 0, sa att funktionen d(x) med = € [
antar sitt minsta virde. Detta dr mojligt ty funktionsvirdena d(x) &r naturliga tal. Vi pastar
att I = (a). Det dr klart att varje multipel av a tillhor I ty a € I. Alltsa (a) C I. For att
visa den motsatta inklusionen tag = € I. Enligt (14.10) (b) &r z = aq + r, dér ¢,r € R och
d(r) < d(a) eller r = 0. Men r = x — aq € I sa att d(r) kan inte vara mindre &n d(a) enligt
definitionen av a. Alltsa maste r = 0 sa att x = aq € (a). Slutligen far vi att I = (a). O

Nu noterar vi
(14.14) Sats. Varje huvudidealomrade har entydig faktoruppdelning.
Bevis. Se 6vning 14.10 .

(14.15) Anmirkning. Om D < 0 sa har ringen Z[V/D] = {a + bv/—D,a,b € Z} entydig
faktoruppdelning endast da D = —1 och —2. Ringarna med D > 0 &r ganska ofta huvuide-
alringar och saledes har de da entydig faktoruppdelning, men det &r inte kéint om det finns
oindligt manga sadana huvuidealringar. Man har bevisat att ringarna Z[v/D)] #r Euklidiska
med avseende pa normfunktionen” d(a 4+ bv/D) = |a* — Db?| da D = 2,3,6,7,11,19, 55, men
man formodar att om en sadan ring dr en huvudidealring sa &r den Euklidisk med avseende
pa en lamplig funktion d. Tyvérr kdnner man inte ett enda exempel pa en ring Z[\/ﬁ] som &r
Euklidisk, men inte med avseende pa funktionen d ovan. Ringen Z[v/14] dr en huvuidealring
(inte sa enkelt att visa) och troligen &r den ocksa Euklidisk fast med all sikerhet inte med
avseende pa normfunktionen ovan utan pa en helt annan funktion. O
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Vi skall avsluta detta kapitel med en tillimpning av satsen (14.13). For flera tusen ar sedan
intresserade man sig for naturliga tal som kan skrivas som summor av tva heltaliga kvadrater
dvs tal n sadana att n = 22 + y2, ddr « och y &r heltal. Den som gav en losning var den
franske matematikern Pierre Fermat. Lat oss borja med en enkel observation:

(14.16) Proposition. Om n dr ett naturligt tal som limnar resten 3 vid division med 4 sa
kan man inte skriva n som summa av tva heltaliga kvadrater.

Bevis. Om n = 22 + y? sa kan vi ta rester av bigge leden vid division med 4. Vi far da
likheten

[n)a = 3 = []i + [y]3.

Men fér varaje heltal x &r [z]7 = 0 eller 1 beroende pa om z dr jimnt eller udda. Detta
betyder att i den sista likheten &r hoger led lika med 0, 1 eller 2, men aldrig 3. Detta visar
vart pastaende. O

Om n = p &r ett primtal sa &r villkoret i den sista propositionen det enda hindret for att
kunna skriva talet p som summa av tva heltaliga kvadrater. Alltsa &r varje primtal som inte
lamnar resten 3 vid division med 4 en summa av tva heltaliga kvadrater. Hur &r det mera
allmént framgar av 6vningar (se 6vning 14.8).

(14.17) Sats. Om p dr ett primtal som inte limnar resten 3 vid division med 4 sa dr p en
summa av tva heltaliga kvadrater.

Bevis. Om p = 2 sa #r pastaendet klart ty 2 = 12 + 12. Antag att p #r udda. Enligt
forutsattningen lamnar p resten 1 vid division med 4 ty ett udda heltal ldimnar antingen
resten 1 eller 3 vid division med 4. Som vi vet satisfierar varje rest r modulo p ekvationen

p—1

P 1= (" — 1) 1) =0

Hélften av p — 1 rotter till denna ekvation &r nollstéllen till den férsta faktorn och den andra

p—1
hélften till den andra faktorn. Alltsa finns det en rest rg sadan att ry®> = —1. Men p = 4k+1
sd att (rf)? = —1 dvs r = r§ satisfierar ekvationen r? = —1. Med andra ord #r p|r? + 1.

Betrakta nu idealet (p,r + i) genererat av p och r + i i ringen Z[i]. Detta &r ett huvudideal
precis som alla ideal i den ringen. Lat (p,r 4+ i) = (a + bi). Detta betyder att a + bi dividerar
bade p och 7 +4. Men (a+ bi)|p och (a+ bi)|(r +1i) ger att a® + b%[p? och a® + b?|(r? +1) (tag
beloppen — se ocksa 6vning 14.4). Men 2 +1 < (p — 1)2 + 1 < p?, sa att a® + b? = 1 eller p.
Vi vill utesluta den forsta maojligheten. a? 4+ b?> = 1 innebér att a + bi #r en enhet och da &r
(p,r +14) = Z[i]. Vi far da 1 = px + (r + i)y, dér =,y dr Gaussiska heltal. Multiplicera bégge
leden med 7 — 4. D& &r r — i = px(r — i) + (r? + 1)y, vilket visar att p|r — i ty p dividerar de
tva termerna till hoger. Detta &r dock inte sant sa att likheten a® 4+ b?> = 1 maste uteslutas.
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Det aterstar den andra mojligheten att a? + b = p, vilket visar att p dr en summa av tva
kvadrater.

0

OVNINGAR

14.1.

14.2.

14.3.

14.4.

14.5.

14.6.

14.7.

14.8.

Bestam alla enheter i foljande ringar:
(a) RIX],

(b) ZIi]

(c) Z|vV—d],d € Z,d > 0.

(a) Lat Ry och Ry vara tva kommutativa ringar med etta. Visa att (R; X R2)* = R} x RS,
(b) Lat a och b vara tva relativt prima positiva heltal. Utnyttja (a) och isomorfismen
Lap = Lo X Ly (se (5.9)) for att bevisa att Eulers funktion dr multiplikativ dvs ¢(ab) =
¢(a)¢(b) da SGD(a,b) = 1.

Visa att foljande ringar dr Euklidiska

(a) Z[v/—2] med funktionen d(z) = a® + 2b%, d& 2z = a + by/—2 € Z[/-2],

(b) Z[/2] med funktionen d(z) = |a® — 2b%|, d& z = a + b2 € Z[V/2].

Lat d(z) = |z|? for ett Gaussiskt heltal z. Visa att om z|zo sa d(z1)|d(z2) for tva
Gaussiska heltal z9 och zs.

Faktoruppdela foljande element i produkt av irreducibla i ringen av de Gaussiska heltal-
en:

(a) 14 3i,

(b) 21 — 124.

Visa att ett gaussiskt heltal a + bi dr irreducibelt da och endast da d(a + bi) = a? + b?
dr ett primtal eller b = 0 och a &r ett primtal som ldamnar resten 3 vid division med 4.

Visa att enhetsgruppen i ringen Z[v/— D], ddr D &r ett heltal storre dn 1, bestar av +1.

2

(a) Visa att kongruensen x* = —1(mod p) saknar l6sningar da p lamnar resten 3 vid

division med 4.

Ledning. Se beviset av sats (14.17) dédr man visar att kongruensen ovan har en 16sning
da p ldmnar resten 1 vid division med 4.

(b) Lat p vara ett primtal som limnar resten 3 vid division med 4 och 1at p|a® + b, dér
a och b dr heltal. Visa att p|la och p|b.

(c) Lat z; = a® +b? och z9 = ¢ + d? vara summor av tva heltaliga kvadrater. Visa att
dven z1zo &r en summa av tva heltaliga kvadrater.

Ledning. Representera z; och z3 som beloppen av komplexa tal.
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14.9.

14.10.

14.11.

(d) Visa att ett naturligt tal n &r en summa av tva kvadrater da och endast da varje
primfaktorer av n som limnar resten 3 vid division med 4 férekommer ett jamnt antal
ganger.

Lat R vara ett integritesomrade och lat a,b € R. Man séger att d € R &r en storsta
gemensamma delare till @ och b om d dividerar a och b samt varje d’ € R som dividerar
bade a och b ar en delare till d.

(a) Lat R vara ett huvudidealomrade. Visa att (a,b) = (d), dér (a,b) = {ra+sb,r,s € R}
ar idealet genererat av a och b.

(b) Lat p vara ett irreducibelt element i ett huvudidealomrade R. Visa att om p|ab sa
pla eller plb.

Ledning. Antag att p inte &r delare till a. Motivera att (p,a) = R sa att 1 = pz + ay.
Multiplicera den likheten med b.

Anmaérkning. Ett nollskilt element p i en godtycklig ring kallas primt om p inte &r en
enhet och plab implicerar att pla eller p|b da a,b € R. (b) séger att irreducibla element
i huvudidealomraden &r prima. Observera att p dr primt da och endast da idealet (p)
ar ett primideal (se 77).

Lat R vara ett huvudidealomrade.

(a) Lat r1,7r9,73... vara en foljd av element i R sadana att ra|ry, r3|ra, ..., Tne1|Tn,. - -
Visa att det finns ett index N sa att alla element r; med i > N &r associerade.

Ledning. Lat I vara méngden av alla multipler av r; for ¢ = 1,2,... dvs I = [J;2,(r:),

dér (r;) &r idealet genererat av r;. Motivera att I dr ett ideal och saledes I = (r).
Observera att r € (ry) fér nagot N.

(b) Med hjélp av (a) visa att varje nollskilt element € R som inre &r en enhet har en
irreducibel faktor.

(¢) Med hjilp av (a) visa att varje nollskilt element » € R som inre dr en enhet r en
produkt av irreducibla faktorer.

(d) Med hjélp av (c) och 6vning 12.1 visa att R har entydig faktoruppdelning.

Lat R vara en Euklidisk ring med avseende pa en funktion d : R\ {0} — N.

(a) Visa att a &r en enhet da och endast da d(a) antar sitt minsta vérde.

(b) Visa att varje a € R\ {0} som inte &r en enhet har en irreducibel faktor.

Ledning. Vilj en faktor till @ med minsta mojliga vérdet av d storre &n d(1).

(c) Visa att varje a € R\ {0} som inte &r en enhet dr en produkt av irreducibla faktorer.
Ledning. Anvind induktion med avseende pa d(a).

Anmérkning. (c) ger en nagot enklare bevis for 14.10 (c). Genom att anvénda sam-
ma argument som i 6évning 14.10 (d) kan man visa att Euklidiska ringar har entydig
faktoruppdelning.



Kapitel 15

KROPPSUTVIDGNINGAR

Lat K vara en kropp och po(X) € K[X]. Polynomet po(X) behover inte ha nagot nollstélle i
K, men det visar sig att det alltid finns en kropp L D K sadan att po(X) har ett nollstélle i
L. Det &r till och med mojligt att konstruera en kropp L O K sa att po(X) &r en produkt av
forstagradsfaktorer med koefficienter i L. Vi visar i detta kapitel hur en sadan kropp L (en
kroppsutvidgning av K) kan konstrueras da K och po(X) € K[X] &r givna. Forst definierar
vi kvotringen K[X]/(po(X)) som kommer att ha en stor betydelse i detta och i efterfoljande
kapitel.

(15.1) Kvotringen K[X]/(po(X)). Lat po(X) = an X" +a,_1 X" 14 -+a1 X +ag vara ett
godtyckligt icke-konstant polynom med koefficienter i K. Lat p(X) € K[X]. Vi skall beteckna
med [p(X)]p, resten vid division av p(X) med po(X). Observera att

P(X)]p =10+ X+ + 1 X"

dér r; € K, darfor att polynomet pg har graden n. Vi vill definiera addition och multiplikation
av resterna precis som vi gjorde det for addition och multiplikation av rester vid division med
ett fixt heltal:

[p1(X)]po + [P2(X)]py = [P1(X) + p2(X)]pg

och

[p1(X)]po [P2(X)]po = [p1(X)p2(X)]po-

Man kontrollerar utan svarigheter att resterna vid division med pg bildar en ring med avseende
pa dessa operationer. Man gor det pa samma sitt som for addition och multiplikation av rester
vid division med heltal i avsnittet om restgrupper.

Observera att addition av resterna sammanfaller med vanlig addition déarfor att summan av
tva rester dr ocksa en rest (har graden < n), medan produkten av tva rester kan ha graden
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> n. Da maste man rékna ut resten av denna produkt vid division med pg. Vi ger exempel
snart, men forst 1at oss notera att konstanta polynom adderas och multipliceras precis som
elementen 1 K:

[a] + [b] = [a + b] och [a][b] = [ab].

da a,b € K. For att undvika missférstand, da vi arbetar med rester och ej polynom, lat oss
beteckna [X]| = a. Vi kommer att uteldmna pg i [p(X)],, da detta &r klart fran texten. I
enlighet med vara additions och multiplikationsregler har vi da:

[ro+ X+ + 11 X" = [ro] + [M][X] + - + [raa][X] =ro + ria+ -+ 1m0

Dessutom har man:

0= [po(X)]p, = [an X" + an X" '+ X + ag) = apa” + 1" 4+ aja+ ag.
Lat oss sammanfatta vara observationer:

(15.2) Sats. Lat po(X) = ag + a1 X + ... + ap X", an # 0. Varje element i kvotringen
K[X]/(po(X)) kan entydigt skrivas pd formen ro + ria + ...+ rp_1a™ L, dir r(X) = o +
MX + ...+ 1 X" € K[X] och a = [X] uppfyller ekvationen ag + ayja+ ... + a,a™ = 0.
Ringen K[X]/(po(X)) innehaller kroppen K och kommer att betecknas med K[a].

(15.3) Anmérkning. Satsen kan ocksa formuleras sa att K[a] som ett vektorrum over K
har en bas 1,a,0?,...,a" L. O

(15.4) Exempel. (a) Lat po(X) = 1+ X + X? € Z[X]. Zo[X]/(po) bestar av resterna
[a + bX], a,b € Zs dvs [0],[1],[X],[1 + X]. Lat [X] = a. Da kan vi anteckna resterna som:
0,1,0,14 . Vi har [po(X)]p, =1+ X + X%, =0sdatt 1+a+a?>=0dvsa® =a +1.
Additions- och multiplikationstabellerna ser ut sa hér:

|0 1 a  l+4o 0 1 a  l4ao
0 0 1 1+« « 0 0 0 0 0
1 1 0 1+« le' 1 0 1 a 1+«
« « 1+« 0 1 « 0 « 1+« 1
l+a|l4+a« a 1 0 l1+4a |0 1+« 1 0"

(b) Lat po(X) = X2 + 1 € R[X]. R[X]/(X? + 1) bestar av alla rester r = a + bX, a,b € R.
Lat [X]p, = . DA dr [r] = [a + bX] = a + ba. Men [X? 4+ 1], = 0 88 att a® +1 = 0 dvs
a? = —1. Vi har alltsa:
(a+ba)+ (c+da) = (a+c)+ (b+d)a
(a+ba)(c+da) = (ac—bd)+ (bc+ ad)a
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dvs resterna adderas och multipliceras som komplexa tal. Med andra ord #r R[X]/(X2 + 1)
isomorf med C. O

Nu vill vi veta nar K[X]/(pg) &r en kropp.
(15.5) Sats. K[X]/(po) dr en kropp da och endast da po dr irreducibelt i K[X].

Bevis. “=” Lat pg vara irreducibelt och lat r € K[X]/(po), r # 0, gradr < grad py och pg
ar irreducibelt. Alltsa finns det tva polynom s,t € K[X] sa att

rs+ pot =1

Nu &r [rs + potlp, = [r][s] + [po][t] = 1 dvs [r][s] = 1 ty [po] = 0. Alltsa &r [s] inversen till [r].
Detta visar att K[X]/(po) &r en kropp ty varje [r] # 0 har invers.

“<” Antag att py ar reducibelt. Da &r py = rire, dér r1,79 € K[X]grad r; < grad pg och
gradry < gradpg. Alltsa &r 0 = [polp, = [r1][r2], vilket betyder att ringen K[X]/(po) har
nolldelare ty [ri] # 0 och [rg] # 0. I sa fall &r K[X]/(po) inte en kropp ty kroppar saknar
nolldelaref. U

(15.6) Exempel. Bide Z[X]/(X?+ X +1) (se (15.4)(a)) och R[X]/(X2+1) (se (15.4)(b))
ar kroppar. O

Nu kan vi visa att varje polynom med koefficienter i en kropp kan uppdelas i forstagrads-
faktorer i en ldmplig utvidgning av denna kropp. Vi gor det i tva steg.

(15.7) Lemma. Lat py € K[X]| vara ett irreducibelt polynom. Da existerar en kropp L O K
sadan att pg har ett nollstdlle i L.

Bevis. Lat L = K[X]/(po). Vi vet all L ar en kropp som innehaller K. Lat po(X) = ao +
a1 X + ...+ a, X" och lat [X],, = a. Da &r

0=1[polp, =lao+ar X +...+a, X" =ap+a1[X]+ - +a[X]" =ao+ 1o+ ...+ apa”
sa att po(a) = 0. O
(15.8) Sats. Lat p € K|[X]| och gradp > 1. Da existerar en kropp L O K sadan att p dr

en produkt av forstagradsfaktorer i L|IX] dvs p(X) = a(X —ay) -+ (X — ay,) dér o; € L och
n = gradp.

fOm L &r en kropp och ab =0 for a,b € L med a # 0 sé dr a lab=5b=0
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Bevis. Vi visar satsen med hjélp av induktion. Om K &r en godtycklig kropp och gradp =1
sa dr beviset klart. Antag att satsen giller for alla kroppar och alla polynom av grad < n.
Lat grad p = n och lat pg vara en irreducibel faktor av p. Enligt (15.7) finns en kropp Lo 2 K
sadan att pp, och foljaktligen p, har ett nollstille « € Ly dvs p(X) = (X — a)g(X), dér
q(X) € Ly[X]. Da &r grad ¢ < grad p sa att det finns en kropp L O Ly O K sadan att q(X)
dr en produkt av forstagradsfaktorer med koefficienter i L. Men da &r dven p(X) en sadan
produkt ty p(X) = (X — a)q(X). O

(15.9) Anmérkning. Satsen visades for forsta gangen av L. Kronecker. Den récker gott
och vil for vara syften, men den &r inte helt tillfridsstdllande om man t ex ténker pa de
komplexa talen: Varje icke-konstant polynom med koefficienter i en delkropp K till C kan
skrivas som produkt av forstagradspolynom med komplexa koefficienter. For varje kropp K
finns en liknande utvidgning K sadan att varje polynom med koefficienter i K soénderfaller i
produkt av forstagradsfaktorer med koefficienter i K. Dessutom kan man hitta K s& att ingen
av dess #dkta delkroppar som innehaller K har samma egenskap som K. K kallas algebraiska
héljet till K. K #r till och med entydigt bestimd sa att om K’ &r en annan kropp med
samma egenskaper som K s ir K’ isomorf med K (man kan vilja en isomorfism mellan
dessa kroppar sa att elementen i K avbildas pa sig sjilvt). O

Vi skall avsluta detta avsnitt med en enkel foljdsats till satserna (15.2) och (15.5).

(15.10) Féljdsats. Om K dr en dndlig kropp med q element och po(X) € KI[X] dar ett
irreducibelt polynom av grad n sa dr kvotringen L = K[X]/(po(X)) en kropp med q" element.

Bevis. Enligt (15.2) kan varje element i L skrivas entydigt pa formen ro+ria+. ..+, 10" 1,

dér r; € K (och a = [X],,). Eftersom varje r; antar ¢ olika vérden dr antalet element i L lika
med ¢". Det foljer ur (15.5) att L &r en kropp. O

Exempel. For att konstruera en kropp med 4 element maste man vélja ett irreducibelt
polynom av grad 2 6ver Zs. Som vi vet dr X2 + X + 1 ett sadant polynom och saledes #r

L =7Z5[X]/(X%?+ X + 1) en kropp med 4 element (se (15.4) (a)). O
OVNINGAR

15.1. Skriv ut additions- och multiplikationstabellerna for féljande ringar:
(a) Zo[X]/(X?),  (b) Zo[X]/(X? + X),  (c) Z3[X]/(X* +1),
(d) Zo[X]/(X3+ X +1), (e) Zo[X]/(X*+ X +1).
15.2. Vilka av foljande ringar &r kroppar:
(a) Zs[X]/(X? +2),  (b) Zs[X]/(X* +2).
15.3. Konstruera en kropp med
(a) 8, (b) 1024, (c) 25, (d) 3125

element.



OVNINGAR 107

15.4. Motivera att kvotringen Zy[X]/(X3 + X +1) &r en kropp och fér varje nollskilt element
i denna kropp bestdm dess invers.

15.5. Motivera att kvotringen Zo[X]/(X® + X2 4+ 1) = Zs[a], dir o = [X] &r en kropp och
bestdm i denna kropp ett element vars potenser genererar den multiplikativa gruppen.
15.6. Bestdm alla 16sningar till ekvationen po(X) =01 K da
(a) po(X) = X2+ X +1, K =2Z[X]/(X?+ X +1) = Zs[a], diir a = [X],
M) po(X)=X3+ X +1, K =77Z[X]/(X?+ X% +1)=7Zs]a], dir o = [X].

15.7. Lat po(X) € K[X] vara ett polynom av grad n. Motivera att om kroppen K har ¢
element sa har K[X]/(po(X)) ¢" element.
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Kapitel 16

ANDLIGA KROPPAR

Andliga kroppar #r grunden for manga mycket viktiga tillimpningar. Vi har redan sett ex-
empel pa sadana kroppar: Z, dir p &r ett primtal och Z,[X]/(po) dér pg &r ett irreducibelt
polynom. Hér visar vi att dessa exempel omfattar alla &ndliga kropar. Foljande sats samman-
fattar de viktigaste egenskaperna hos de dndliga kropparna:

(16.1) Sats. (a) Antalet element i en dndlig kropp dr en primtalspotens.
(b) Om q = p", p ett primtal, sa existerar en kropp med q element.

(¢) Twa dndliga kroppar med lika manga element dr isomorfa.

(16.2) Anmiirkning. Andliga kroppar definierades av E. Galois (1811-1832). Till hans #ra
betecknas ofta en #ndlig kropp med ¢ = p" element med GF(q) och kallas Galoiskropp. Vi
skall anvéinda en lite mera kompakt beteckning F, (observera att fran och med nu skriver vi
ofta IF,, i stéllet for Zp). O

Innan vi bevisar (16.1) visar vi ett mycket allmént och intressant resultat.

(16.3) Sats. K wvara en kropp och G en dndlig delgrupp till K* (den multiplikativa gruppen
av K). Da dir G cyklisk.

Bevis. Lat o(G) = n. Vi vet att exponenten m av G (dvs det minsta positiva heltalet sadant
att g™ = e for varje g € G) dr lika med maximalordningen av gruppens element (se évn. 7.8).
Alla element i G uppfyller ekvationen X" — 1 = 0 som har hogst m l6sningar i kroppen K.
Alltsa d&r n < m. Men m < n ty ¢" = 1 for varje g € G (se (7.12). Alltsa &r m = n dvs det
finns g € G vars ordning dr n. Detta visar att G =< ¢g > &r cyklisk. d

(16.4) Bevis av (16.1) (a) Lat K vara en adndlig kropp. Alla heltaliga multipler av 1 bildar
en delring till K isomorf med Z, for ett primtal p ty karakteristiken av K &r ett primtal
(se rref (14.13)). Vi identifierar den delringen med Z, och skriver Z, C K. Lat a vara en
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generator av den cykliska gruppen K* dr en potens av a (se (16.3)). Men varje element i
Zplo] kan skrivas entydigt pa formen ro +ria+ ... + Tp_1a" 1 dir vy € Zy, och n &r graden

av minimalpolynomet for a 6ver Zj, (se rref (19.5) (a)). Antalet element av den typen &r just
7

p".
(b) Betrakta en kroppsutvidgning L D Z, sadan att polynomet po(X) = X?—X &r en produkt
av forstagradsfaktorer i L dvs

po(X) = (X —a1)... (X — ),

dir ¢ = p" och o; € L. Alla «; ir olika ty po(X) och dess derivata py(X) = ¢X97! =
—1 (observera att ¢ = 0 i Z,!) saknar gemensamma nollstillen i L (se (15.13)). Lat K =
{ou,...,aq4}. Vipastar att K &r en kropp (med ¢ = p" element). Vi har

(ai+aj)q:a3+a?:ai+aj

(se 6vn. 14.13) och
(aj)? = agag = o

dvs oy, 5 € K ger att a; + o, a5 € K. Om o € K och o # 0 sa ger a? = o att

1 1 1

oY — -

(a) af «Q

dvs 1/a € K. Detta visar att K &r en delkropp till L.

(c) Lat K vara en kropp med q = p” element. D4 &r o( K*) = ¢ — 1 s& att X9~ = 1 for varje
xz € K*. Alltsa géller likheten X9 = X for alla z € K (4ven x = 0). Detta visar att elementen
i K &dr exakt alla 16sningar till ekvationen X? — X = 0. Lat K och K’ vara tva kroppar
med ¢ element. Lat o vara en generator av den cykliska gruppen K* (se (16.3)). Lat mq
vara minimalpolynomet for o 6ver Z, (se punkt a) i beviset). Da &r mq|po(X) = X9 — X ty
po(a) =0 (se (19.3) a)). Lat o/ € K’ vara ett nollstélle till m, i K’ (elementen i K’ ér precis
alla 16sningar till ekvationen X? — X = 0). Men K = Z,[a] (se a) ovan) och Z,[a] & Z,[a/] ty
bégge ringarna &r isomorfa med Z,[X]/(mq), ddr m, &r minimalpolynomet for a (se (19.7)).
Alltsa innehaller Z,[a/] lika manga element som Zy[a] = K dvs ¢ sa att Z,y[o/] = K’ (ty K’
har ocksi ¢ element). Detta visar att K och K’ ér isomorfa.

Vi skall avsluta detta Kapitel med en karakterisering av en mycket viktig klass av irreducibla
polynom 6ver &ndliga kroppar.

(16.5) Definition. Lat p(X) € F,[X] vara ett irreducibelt polynom av grad n. Med expo-
nenten av p(X) menar man minsta heltalet e > 0 sadant att p(X)|X®—1.Ome =¢" -1
kallas p(X) primitivt. O

(16.6) Sats. Lat p(X) € Fy[X] vara ett irreducibelt polynom av grad n och lat K = Fyla] dr
p(a) =0.

(a) Ezponenten e av p(X) dr en delare till ¢" — 1 = o(K™*).

(b) e dr lika med ordningen av a i gruppen K* (sa att p(X) dr primitivt precis da o genererar
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Bevis. Lat oss paminna om att K har ¢" element (se (19.5) (a)). Lat m vara ordningen av
ai K* Vihar o™ =1dvs o™ —1=0sa att p(X)|X™ —1 ty p(X) & minimalpolynomet for
a over Fy (se (19.3) a) b)). Alltsa har p(X) en exponent e och e < m. Men om p(X)|X®¢ —1
sa dr a® —1 =0 dvs a® = 1 sa att m < e och till och med m|e (ty e dr ordningen av o i K*).
Detta betyder att e = m och att e|o(K*) = ¢" — 1 (ordningen av ett element eav € K* &r en
delare till gruppens K* ordning). O

(16.7) Exempel. (a) Vi skall visa att p(X) = X*+ X + 1 r ett primitivt polynom ver Fs.
Lt K = Fo[a] dir a* + a4+ 1 = 0. D4 ir a* = a + 1. K har 16 element s att |K*| = 15.
Detta betyder att o(a) = 3,5 eller 15. Det #r klart att o(a) # 3. Vi har o® = o? + o # 1 sa
att o(a) # 5. Alltsa dr o(a) = 15 dvs e = 15 for p(X). Detta visar att p(X) ar primitivt.

(b) Alla irreducibla polynom av grad 5 6ver Fy dr primitiva. Om p(X) &r ett sadant polynom
sé ir K = Fo[X]/(p(X)) en kropp med 2° = 32 element. Alltsa ir o(K*) = 31 s att e|31.
Detta ger e = 31 dvs p(X) dr primitivt. O

(16.8) Anmirkning. De viktigaste tillimpningarna av éndliga kroppar #r ofta relaterade
till primitiva polynom. Dérfor finns det omfattande tabeller av irreducibla polynom over Fo
och deras exponenter. O

OVNINGAR

16.1. Bestdm exponenten for féljande polynom over Fa:

(@) X2+ X+1, (o) X*+X3+X2+X+1,
) X3+ X+1, (d) X°+X?%+1.

(visa att polynomen é&r irreducibla).

16.2. Visa att en kropp med p" element innehaller en kropp med p™ element da och endast
da m|n.

16.3. Léat p(X) € Fp(X] vara ett irreducibel polynom. Visa att p(X)|X?" — X di och endast
da grad p(X)|n.

16.4. Visa att antalet primitiva polynom av grad n &ver ), dr lika med %cp(p” — 1) dér ¢ &r
Eulers funktion.

16.5. Lat p(X) € F,[X] vara ett irreducibelt polynom av grad n och lat p(a) = 0 déar
a€ K DF, Visaatt o,a?, ... ,apn_l ar alla nollstéllen till p(X) i kroppen K.

16.6. Visa att for varje n finns det ett irreducibelt polynom av grad n over F, (Sats (16.1)
far anvindas i beviset).
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Kapitel 17

MODULER OCH LINJARA RUM

Vanliga vektorer i planet eller i rymden dr sekvenser av (tva eller tre) reella tal. Datasignaler
kan ofta uppfattas som sekvenser av de binira symbolerna 0 och 1. Polynom kan beskrivas
som sekvenser av deras koefficienter. Ofta dr man intresserad av sekvenser som uppfyller vissa
ekvationer (t.ex. en linje i planet bestar av alla talpar som uppfyller en lamplig ekvation).
Det matematiska objekt som lampar sig bést for hanteringen av olika sekvenser bestaende av
element i en ring 4r moduler 6ver den ringen. Om ringen &r en kropp kallar man dessa objekt
for vektorrum eller linjéra rum.

Vi skall enbart betrakta kommutativa ringar med etta.

(17.1) Definition. Lat R vara en ring. Med en modul 6ver R (eller en R-modul) menar
man en abelsk grupp (M, +) sadan att till varje r € R och m € M finns et element rm € M
varvid féljande villkor ar uppfyllda:

(a) r(my + ma) = rmy + rmo,

(b) (r1+r2)m = rim + rom,

(c) (rir2)m = ri(ram),

(d) Im = m,

dar r,r1,79 € R och m,mq, mg € M.

Om R &r en kropp kallas M ett vektorrum eller ett linjirt rum 6ver R. O

(17.2) Exempel. (a) Lat M =V vara méngden av alla vektorer (a,b) i planet (dvs a,b € R)
med vanlig addition av vektorer. Om man definierar r(a,b) = (ra, rb) far man en modul (dvs
ett vektorrum) 6ver de reella talen. Pa liknande sétt bildar alla vektorer (a, b, ¢) i rymden ett
vektorrum over de reella talen R.

(b) Lat R’ O R vara tva ringar. Da ér M = R’ en R-modul med addition i R' och multiplika-
tion 7’ € R' for r € Roch ' € R'.
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(c) Lat R varaenring och lat M = R" = {(a1, ag,...,ay), a; € R} med koordinatvis addition.
M = R™ &r en R-modul om man definierar:

r(ay,az,...,an) = (raj,rag,...,ray).

(Kontrollera villkoren (a) — (d) i definitionen rref ). T.ex. bildar alla bindra sekvenser (aq, asg, . . .
dar a; = 0 eller 1 ett vektorrum over [Fo.

(d) Lat M = I vara ett ideal i en ring R. Da &r I en R-modul da ri for r € R och i € I ar
produkten i ringen R (vi vet att ri € I enligt definitionen av I). O

(17.3) Definition. Lat M och N vara R-moduler. Man séger att en funktion 6 : M — N é&r
en R-homomorfism om

9(m1+m2) = 0(m1)+9(m2),
O(rm) = rf(m),

dir r € R, m,mi,mgs € M. Om R &r en kropp kallas 6 en linjir avbildning. 6 kallas
isomorfism om den &r bijektiv. ([l

(17.4) Exempel. Lat A = [a;;] vara en (m x n)-matris och lat

0:R" —R™, dar 6(z)=Az for ze€R"

dvs
21 ai; a2 ain L1
9( L2 ) | @21 az ... a2 L2
Tn, aml Aam?2 Amn Tn

0 &r en linjar avbildning av R™ i R™. Pa liknande sétt far man exempel pa R-homomorfismer
f: R" — R"™ da man ersitter R med en godtycklig ring R. Vi skall betrakta detta exempel i
tva specialfall. O

(17.5) Exempel. Hillkryptot.' Lat R = Z, och lat H vara en (N x N)-matris vars element
tillhor Z, och sadan att determinanten’ det H € Z¥. En sadan matris har invers H~! (den
kan man berdkna pa precis samma séitt som inversen till en reell matris). Lat

E:zN -7V,
dir E(z) = Hz for & = (z1,...,oNn)" € ZY. E 4r en isomorfism (dvs en automorfism av Z2)
darfor att £ har inversen

D:zN - 7N

1..S. Hill publicerade sina arbeten om detta krypto 1929-1931.
TBegreppet determinant definieras fér en matris [a;;] med a;; tillhérande en godtycklig (kommutativ) ring
pa precis samma sétt som for a;; € R.

,Qn)
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dir D(z) = H 'z (dvs (E o D)(z) = E(D(z)) = E(h™'2) = HH 'z = & och (D o E)(z) =
D(E(z)) =D(Hz) = H 'Hz =Z sdatt EoD = I och Do E = I). Mera konkret it n = 26
och

E : L3 — L,

dér
a 2 1 a a
=[5 ][] =103
Genom att oversétta A +— 0, b+— 1,..., Z +— 25 kan man kryptera par av bokstaver
15 2 1 15 12
«“ "\ _ _ o« /!
B PI)_E([S])_{% 24] [ 8 }_[17]_ ME.

Dekrypteringen sKer med hjilp av H~' = H (kontrollera genom att rikna HH = E). T.ex.:

DEME) :D([ﬁ]) - [ 223 214} { 13 ] - [ 185 } =pr

Ofta viljer man H s att H~' = H dvs HH = E. Da kan H anvindas som bade krypterings-
och dekrypteringsnyckel. En matris H sidan att H? = E kallas involutiv (eller involutions-
matris). Nar n = 26 och N = 2 finns 736 sadana matriser, men fér N = 3 dr antalet matriser
av den typen 1 360 832. Det finns manga olika varianter av Hillkryptot precis som for Cae-

sarkryptot (se 6vning rref )
g

(17.6) Exempel. Herkle-Hellmans kappsickskrypto!. Lat a1, as, ..., a, € Z,, och w €
Zy,. Definiera

E: 7, — Zn
sa att
Ey(Z) = rywa; + xowag + . .. + zpwa, = w(T - a)
dar for £ = (v1,x2,...,2y) € Z)}, och a = (a1,as,...,a,) ar & - a den skaldra produkten av z

och a. Da &ar E,, en Z,,-homomorfism ty

Ey(z+y) = wl(@+79)-a)=w@ a)+wy-a) = FEyu(T)+ Eyu(y),

(
Ey(rz) = w(rz-a)=rw(Z-a) =rE,(T)

dér z,y € Z}, och r € Z,,. Funktionen E,, &r nistan aldrig injektiv men om man lampligt
viljer a = (ai,as2,...,a,) som s.k. ordnad kappsick sa &r den injektiv for vektoer z =
(71,22,...,7,) sidana att ; = 0 eller 1. Ett sddanat val #r t.ex a; = 2071 i =1,...,n och
m > 2". Med ett hemligt val av w € Z, far man da ett Merkle-Hellmans kappséckskrypto
(@ = (a1,a9,...,a,) dr en ordnad kappsick och wa = (wai,was,...,way) dr oordnad). Se
ovning rref . O

(17.7) Definition. Lat M vara en R-modul. Om (M’ +) &r en delgrupp till (M,+) och
rm’ € M' da r € R och m’ € M’ sa siiger man at M’ #r en delmodul till M. Om R ir en
kropp sa kallas M’ ett delrum till M. O

fR.C. Merkle, M.E. Hellman publicerade sina arbeten om detta krypto 1979-1982.
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(17.8) Exempel. (a) Lat M = R? = {(z1,72,23) : ; € R} och lat W = {(x1,z2,73) €
R3: 2+ 29+ 23 = 0}. Da ar W ett delrum till R3. Motiveringen av detta pastaende #r ett
specialfall av vart nista exempel.

(b) Lat M = R™ och lat W = {z € R" : Az = 0} dér A &r en (m X n)-reell matris. Detta
betyder att &' = (x1,x2,...,7,) € W di och endast da

a11r1+ ...+ a1x, =0

dir A = [a;j]. W &r ett delrum till R™ ty Z1,72 € W ger &1 — T2 € W(A)Z; — AZs = 0 om
AZ1 = ATy =0) ochr e R,z € W ger rz € W(A(rz) = rAz = 0 om Az = 0). O
(17.9) Definition. Man siger att ej,es,...,e, € M genererar R-modulen M om varje
m € M kan skrivas pa formen:

m =rie1 +rees + ...+ Tpen,
dér r; € R. eq,e9,...,6e, &r en bas for M 6ver R om en sadan framstéllning &r entydig. Man
sidger att m &r en linjir kombination av ey, eo, ..., e,. ]

(17.10) Exempel. (a) Lat M = R" = {(r1,r2,...,m) : 75 € R}. Da bildar vektorerna:

61:(1,0,...,0)

en bas for R" 6ver R ty
m=(r1,72,...,7) =7r1(1,0,...,0)4+r2(0,1,...,0)+...47r,(0,0,...,1) = rie;+reea+...+rpen

och en sadan representation dr entydig (om rjey +rhes + ... +1le, = rie; +roea+... +rpen
- / / / _ _ _ _ 2
sa ar (1, 7h, ..., 1) = (11,72, ..., ) dvs 11 =71, 0 =Th, ..., Ty =T7,).

(b) Talen e; = 1,e2 = i bildar en bas for de komplexa talen C 6ver R ty varje komplext tal
kan entydigt skrivas pa formen z = aej + bes = a + bi. O

(17.11) Anméirkning. Om e, es,..., e, generar V sa bildar dessa vektorer en bas for V
over K om 0 € V har entydig framstéllning som linjar kombination av ey, es, ..., e, ty rie; +
roey+ ...+ rpen = rier +rhea+ ... +1he, ger (r1—1ri)er+ (ra—rh)ea+ ...+ (rp—1)en, =0
saattry —r] =0,7—r5=0,...,7, — 7, =01 fall 0 har entydig framstéllning. O

Nu antar vi att R = K &r en kropp. I den situationen géller foljande sats:

(17.12) Sats. Lat V wvara ett vektorrum dver K som kan genereras av ett dndligt antal
vektorer. Da har V en bas dver K och alla baser for V dver K har lika manga element.
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Bevis av den satsen #r exakt samma som i Linjdr Algebra (dvs da K = R).

(17.13) Definition. Om v har en bas 6ver K sa kallas antalet element i den dimensionen
av V 6ver K. Den betecknas med dimg V. O

(17.14) Exempel. Lat V = K" = {a1,a9,...,a,) : a; € K}. Da dr ey, eq,...,e, en bas for

K™ enligt rref (18.10) (a). Alltsa &r dimg V' = n. O
(17.15) Exempel. Man séiger att eq, ea, ..., e, € V ir linjirt oberoende om r1e; +1rye9 +
oo+ rmem = 0 dr uppfyllt endast da ry =19 = ... = r;, = 0. Om man kan uppfylla likheten
med minst en koefficient r; £ 0 sa kallas eq, es, ..., e, linjirt beroende. [l

(17.16) Sats. Om dimg V = n sa dr varje uppsdttning av n+ 1 vektorer 1 V' lindrt beroende.

Satsen visas pa samma sétt som i kurser i Linjér algebra for K = R.

(17.17) Sambandet mellan linjira avbildningar och matriser. Lat
0:V W

vara en lindr avbildning déar V, W &r tva vektorrum over K. Lat ey, es,..., e, vara en bas for

V och fi, fo,..., fim en bas for W.

Lat
O(e1) = annfi+azifo+ ...+ amifm
O(e2) = arafi + azafo+ ...+ amafm
H(en) = alnfl + a2nf2 +...+ amnfm
Matrisen
aill a19 AT
Ma _ asy as9 ... Qop
Aml Am2 ... Qmn
7 7 i
0(e1) 0O(e2)  Olen)
kallas matrisen for # med avseende pa baserna e, es,...,e, for V och fi, fa,..., fim for W.

My innehaller en fullstindig information om 6 déarfor att bilden av en godtycklig vektor
T =x161 + X269 + ...+ Tpe, € V kan berdknas pa foljande sétt:

O(x) = 6O(zie1 +xoea+ ...+ xpey) = x10(e1) + x20(e2) + ... + x,0(e,) =
= mi(anzy +a1r2 + ...+ a10Tn) f1 + (a2171 + ag2r2 + . .. + a2pTn) f2
+.o.o 4 (amix1 + amare + .. F Gpn®n) fr =
= nfityfot.. +tynfm
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I matrisform ar

h a1 a2 ... aip 1
— Y2 . a1 a9 ... Qop L2 A=
Y= = = Az
Ym aAml Am2 ... Qmn Tn,

dér A = Mp. Omvént, om vi har en (m x n)-matris A med element a;; € K sa kan vi definiera
en linjér avbildning € : V' — W med hjilp av A : 6(e;) = a1;f1 +azifo+ ... 4+ amifm och 0(x)
definieras som i rref . Detta visar att om vi har valt en bas i V' och en bas i W far vi pa detta
sétt en bijektiv motsvarighet mellan linjdra avbildningar 6 : V- — W och (m x n)-matriser
med element ur K (0 — A+ 0 och A 60— A).

OVNINGAR

17.1. Bestdm en bas for vektorrummet V' da
(a) V={(z,y,2) ER3: 2+ y+ 2z =0},
)V ={(z,y,2) ER3:x+2y—2=0 och x—y=0},
©V={(yzt)eR iz +y+z+t=0—y—2z=0}
17.2. Lat N vara en delmodul till en R-modul M. Lat M /N vara kvotgruppen av M modulo
N. Visa att M/N dr en R-modul om man definierar (N +m) = N + rm.
17.3. Lat 0 : M — N vara en R-homomorfism av R-moduler M, N.
(a) Visa att Kerf = {m € M : 6(m) = 0} dr en delmodul till M.
(b) Visa att 6 : M/Ker — (M) déir §(Ker 6 +m) = 6(m) #r en isomorfism.
17.4. Lat M, N vara R-moduler. Visa att M & N = {(m,n) : m € M, n € N} &r en R-modul
da man definierar r(m,n) = (rm,rn).
17.5. Visa att avbildningen 6 : V' — V &r linjér och skriv upp dess matris i den givna basen:
(a) V = alla polynom av grad < 3 6ver R, §(p) = p/, basen: 1, X, X2, X3.
(b) V =C, 6(z) = iz, basen: 1,i.
(c) V= My(R), 0(A) = A[5 ], basen: [5]. [5] [10] [01]

17.6. Lat R vara en ring (kommutativ med etta) och lat M = My(R) vara gruppen av alla
2 x 2-matriser 6ver R med matrisaddition. Visa att M &r en R-modul om r[gs] =

[re ™1 dar e Roch [*5] € My(R).

rc

17.7. Lat H = [} 7] och lat E : My(Zos) — Ma(Zss) (se 18.6 ovan) dir E(X) = HX.
(a) Visa att E dr en Zgg-homomorfism.
ab

(b) Man definierar ett Hillkrypto (en version av (18.5)) s& att X = [¢’] svarar mot 4
bokstédver “abed” i en klartext (A = 0,B = 1,....Z = 25,26 betyder mellanrum och
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17.8.

17.9.

17.10.

27 punkt.) Kryptera “TEXT” och konstruera dekrypteringsfunktionen D : My (Zog) —
M5(Zag) (dvs inversen till E).

(c) Hillkryptot (som i (18.5) anviinds med variabel vektor @ sa att E : ZY — ZN | E(z) =
HZz + a varvid a kan viljas olika for olika klartexter av lingden E. En sadan funktion
E #r inte linjér (dvs F &r inte en homomorfism) om a # 0. Bestdm inversen till £ da H
uppfyller det vanliga villkoret att H ! existerar (E~! = D #r dekrypteringsfunktionen).
a viljs ofta sa att a; ar givet och Gy,4+1 = Ba,, dir B &r en given (N x N)-matris ur
Mn(Zg). Klartexten ar da uppdelat i ett antal vektorer av langden N : Z1Za...,%; €
Zy.

Lat a = (4, 10,64, 101, 200, 400, 800, 1980, 4000, 9000) vara en ordnad kappsédck och lat
FEoq : 2%8999 — Z19999 ges av EQOQ(:Z‘) = 200(f . @). Lat vidare

A B C D E F G H i
00001 00010 00011 00100 00101 00110 00111 01000 01001
J K L M N @) P Q R
01010 01011 01100 01101 01110 01111 10000 10001 10010
S T U A\ w X Y Z . m-rwin

10011 10100 10101 10110 10111 11000 11001 11010 11011 00000

Krypteringen sker sa att t.ex.
E("BQ") = E(0,0,0,1,0,1,0,0,0,1) = 200(a - ) = 295.

z -2 =101 + 400 4 9000 = 0501 och 200 - 9501 = 295 i Z19999

Dekrypteringen baseras pa det faktum att Fogg &r injektiv pa méingden av alla vektorer
z = (x1,...,210) dir x; = 0 eller 1.

(a) Kontrollera att a &r en ordnad kappséck.
(b) Berdkna 200a (det blir en oordnad kappsick).

(c) Dekryptera 17070 (svar: SN) genom att berikna w=! = 200! i Z19999(200a - T =
17070 = @ - & = 200! - 17070. Dérefter fungerar metoden fran sidan 9:9 ty a@ #r en
ordnad kappsick).

Anmirkning. I 1982 visade A. Shamir att sdKer heten av Merkle-Hellman kryptot
ar mycket dalig (det fanns en misstanke om detta redan 1976 da krypteringssystemet
introducerades).

Lat V1 och V4 vara tva delrum till ett linjiart rum V. Visa att dim(V; + V) = dim V; +
dim V5 — dim(Vy N Vo) dér Vi + Vo = {v; + vg : v; € V;}. Motivera att V; + V, &r ett
delrum till V.

Lat 6 : V. — W vara en linjér avbildning och lat Ker 6 vara dess kérna (se vn. 18.3).
Visa att
dimV = dim Ker 6 + dim 6(V)

Ledning. Lat eq, ..., e; vara en bas for Ker 6 och lat eq, ..., e, €11, ..., e, vara en bas
for V. Visa att 6(ex+1),...,0(en) ar en bas for 6(V).



120 MODULER OCH LINJARA RUM




Kapitel 18

ALGEBRAISKA OCH
TRANSCENDENTA ELEMENT

Det finns en mycket viktig uppdelning av komplexa tal i algebraiska och transcendenta. Al-
gebraiska tal &r nollstéllen till nollskilda polynom med rationella koefficienter. Transcendeta
ar de tal som inte har den egenskapen. Bland de transcendenta talen finns bl a 7 och e. Vi
skall diskutera en liknande uppdelning for godtyckliga kroppar.

(18.1) Definition. Lat « € L D K. Man séger att a &r ett algebraiskt element Gver
K om « #r ett nollstille till ett polynom p € K[X] som inte &r nollpolynomet. Med ett
minimalpolynom for a 6ver K menar man ett sadant polynom av minsta mojliga grad. Dess

grad kallas graden av a 6ver K. Ett element o som inte ar algebraiskt kallas transcendet.
O

(18.2) Exempel. (a) Lat @« = i € C D R. Talet 7 &r algebraiskt ver R ty p(i) = 0 dér
p(X) = X2 + 1. Detta &r ett minimalpolynom foér i 6ver R ty i kan inte vara ett nollstille till
ett reellt polynom av grad 1 (i ¢ R). Graden av i 6ver R &r 2.

(b) Lat a = v2 € R D Q. v/2 &r ett nollstille ill p(X) = X2 — 2 € Q[X] s att /2 &r
algebraisk 6ver Q. graden av /2 6ver Q &r 2 ty v2 ¢ Q (dvs v/2 ér inte ett nollstille till ett
polynom ur Q[X] av grad 1).

(c) Lat a = v/2 € R D Q. +/2 upfyller ekvationen p(X) = X3 — 2 = 0 sa att det #r ett
algebraiskt element. Det &r lite svarare att bestimma graden av v/2 ver Q. Den ir 3. Detta
foljer litt tack vare en karakterisering av minimalpolynom i var nésta sats.

(d) a = /2 +1 dr algebraiskt 6ver Q ty o? = 1+ 2iv/2 ger (o? — 1)2 = =8, dvs « satisfierar
ekvationen p(X) = 0, dér p(X) = X* —2X2+9. Graden av a &ver Q ér lika med 4 (se vning
rref). O

(18.3) Anmirkning. Med ett algebraiskt tal menar man ett algebraiskt element i C 6ver
Q. Transcendenta tal dr icke-algebraiska komplexa tal. Exempel pa transcendenta tal ar
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e, 2V2 men det ir relativt svart att bevisa den egenskapen. Det faktum att m dr transcendent
visades av C.L.F. Lindemann 1882 (en konsekvens av detta #r att cirkelns kvadraturl r
omdjlig). Samma egenskap hos e visade C. Hermite 1873. Transcendensen av talen a’ dir a
ar ett algebraiskt tal # 0,1 och b &r ett algebraiskt icke-rationellt (t ex 2‘/5) tal visades 1934
av A.O. Gelfond och (helt oberoende) Th. Schneider. De forsta exemplen pa transcendenta
tal gavs av J. Liouville 1844. g

(18.4) Sats. Lat o € L D K wvara ett algebraiskt element dver K.

(a) Varje minimalpolynom for o éver K dr irreducibelt och det dr en delare till varje polynom
ur K[X] som har a som sitt nollstdlle.

(b) Varje irreducibelt polynom p € K[X| sadant att p(a) = 0 dr ett minimalpolynom for «
over K.

(¢) Tva minimalpolynom for o éver K dr lika sa ndr som pa en nollskild konstant ur K.

Bevis. (a) Lat pyp vara minimalpolynomet for o 6ver K. Det dr klart att pg dr irreducibelt ty
po = p1p2, dér gradp; < gradpo ger p1(a)p2(a) = po(a) = 0 dvs pi(a) = 0 eller pa(a) = 0.
Detta strider dock mot definitionen av pg. Lat p(a) = 0, p € K[X]. Da &r

p=poq+r, gradr < gradpy.

Alltsa &r r(a) = p(a) — po(a)g(a) = 0. I sa fall & r = 0 déarfor att dess grad #r lagre dn
grad po, vilket ger pol|p.

(b) Om pg dr ett minimalpolynom for « 6ver K sa &r po|p enligt (a). Men p ér irreducibelt sa
att p = apg, a € K. Detta visar att grad p = grad pg sa att p ocksa dr ett minimalpolynom.

(¢) Om p och py &r minimalpolynom sa &r grad p = grad pyp och po|p (enligt (a)). Alltsa &r
p=apy, a € K och a # 0 (ty p # 0). O

(18.5) Anmirkning. Med tanke pa rref (19,3) (c¢) kan man vilja bland alla minimalpolynom
for a 6ver K ett som har hdgsta koefficienten lika med 1. Det kallas minimalpolynomet f6r
a 6ver K. Det kommer att betecknas med m,,. ]

Exempel. (a) Minimalpolynomet for o = i 6ver Q (eller R) #r p(X) = X2 + 1, ty detta
polynom ér irreducibelt 6ver Q (eller R) och p(i) = 0. (b) Minimalpolynomet for a = v/2
over Q dr p(X) = X5 — 2, ty detta polynom é#r irreducibelt 6ver Q (se t ex Eisenstein’s
kriterium - vning rref) och p(¥/2) = 0. O

Lat o € L D K. Vi paminner om att K[a| betecknar den minsta delring till L som innehaller
bade K och « (se 6vn. rref ). Den bestar av alla uttryck ap + ajae + ... + ap@™, dér a; € K
(varje delring till L som innehaller K och a maste innehalla sadana uttryck. Samtidigt bildar
elementen pa den formen en ring.)

"Med cirkelns kvadratur menar man att med passare och linjal konstruera en kvadrat vars area ir lika med
arean av en given cirkelskiva.



OVNINGAR 123

(18.6) Sats. Lat o € L DO K.

(a) Om « dr ett algebraiskt element av grad n éver K sa dr K[a] en kropp. Varje element i
den kroppen kan skrivas entydigt pa formen

7'0"‘7“1014-...4-7’”_104"71, ri € K.
(b) Om « dr transcendent dver K édver K sa dr K[a| isomorf med polynomringen K[X].

Bevis. (a) Betrakta ringhomomorfismen:
6:K[X] - L
déar 0(p) = p(«) (se exempel rref (14.2) och 6vn. 14.1). Vi har §(K[X]) = K|« och
Kerf = {p € K[X]:0(p) = p(a) = 0} = (ma)

enligt (19.3) rref (a). Enligt huvudsatsen om ringhomomorfismer dr

0: K[X]/(ma) = K[o]

dir () = r(a). Sidoklasserna 7 kan skrivas entydigt med r(X) = ro+r X +... + 7, 1 X"}
(se (17.2) rref ). Detta betyder att K[a] bestar av alla element

O(F) =0(r) =r(a) =ro + ra+...+ Fpoia” !

och framstéllningen #r entydig. Slutligen dr K|a] en kropp ty my ér ett irreducibelt polynom
(se rref (a) sa att K[X]/(mg) &r en kropp (se ref ).

(b) Fran (a) har vi den surjektiva homomorfismen 60 : K[X] — KJa] dir 6(p) = p(«). Men
Kerf = {p € K[X] : 0(p) = p(a) = 0} = (0)

ty « &r ett transcendent element. Alltsa &r 6 en isomorfism ty den &r bade surjektiv och
injektiv (se 6vn. rref ) O

(18.7) Foljdsats. Lat a, o/ € L O K wvara tva algebraiska element med samma minimalpoly-
nom m(X) over K. Da ir Kla] =2 K[d/].

Bevis. Ur beviset av rref (19.5) (a) foljer (se rref (19.6)) att bégge ringarna &r isomorfa med
K[X]/(m). O

(18.8) Anmirkning. Om a € L O K sa betecknar man med K («) den minsta delkropp
till L som innehaller K och «. Forsta delen av satsen rref (19.5) siger att K(a) = Klo]
(darfor att K[a] dr en kropp och varje delkropp till L som innehaller K och o maste innehalla
Kla]). Om « #r transcendent ver K sa ér K(a) D K[a] (de dr inte ldngre lika) dérfor att
en kropp som innehaller K och o maste forutom K[a] innehalla inverser till alla skilda fran
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0 element i polynomringen K[a]. Men t.ex. 1/a ¢ Kla] (6vn. rref 19.9). K(«) bestar av alla
uttryck

a0+a1a+...—|—akak

b0+b1a+...—|—blal
(ndmnaren # 0) ty sadana uttryck bildar en kropp och de ligger i varje kropp som innehaller
K och «. Elementen i K («) kallas rationella funktioner av a med koefficienter i K. t

Exempel. (a) Lit a = i € C D Q. minimalpolynomet for i 6ver Q ar m(X) = X2 + 1.
(m(i) = 0 och m(X) dr irreducibelt i Q[X| — se rref (1.58) (b)). Alltsa &r graden av ¢ 6ver Q
lika med 2. Enligt rref (19.5) (a) bestar Q(¢) av talen ro + 14, dér ro,m € Q.

(b) Lat o = ¥/2 € R D Q. minimalpolynomet for a Gver Q dr m(X) = X3 —2 (irreducibiliteten
foljer ur rref (15.8) (b)). graden av a 6ver Q dr 3 och Q(+/2) bestar av talen 7o +71v/2+12V/4,
dér rg,r1,m2 € Q. O

(18.9) Definition. Man séger att K C L idr en #ndlig kroppsutvidgning om L har dndlig
dimension som ett vektorrum éver K. Dimensionen dimg L kallas graden av L 6ver K och
betecknas med [L : K]. Man skriver [L : K| = co om L inte dr en éndlig utvidgning av K. [J

(18.10) Exempel. (a) Vi har [C : R] = 2 ty 1, &r en bas for C 6ver R (se Exempel rref
(18.10) b)).

(b) Sats rref (19.5) séger att [K(«) : K] = n da « ir ett algebraiskt element av grad n éver
K. En bas bestar av 1, o, a?,...,a" L O

(18.11) Sats. Om K C L C M och alla utvidgningar dr dndliga sa dr [M : K| = [M : L][L :

Bevis. Lat eq,es,...,¢e,. vara en bas for L 6ver K och lat fq, fo,..., fs vara en bas for M
over L. Vi visar att alla produkter e; f; bildar en bas for M &ver K. Varje m € M kan skrivas
entydigt som Injarkombination m = Z;:1 l;f;, dar [; € L. Varje [; kan skrivas entydigt som
linjérkombination I; = Y., kije;. Alltsa har man entydig framséllning:

m=> Lifi=> O kiye)f; =YY kijeif.
J=1 7=1 =1 7j=11i=1

Detta visar att alla produkter e; f; bildar en bas for M over K, vilket betyder att [M : K] =
[M : L|[L : K]. O

Exempel. Vi skall bestimma en bas och beriikna graden for Q(v/2,) 6ver Q. Vi har:
QCcQ(v2) CQ(V2,).

Nu dr [Q(v/2) : Q] = 2 ty enligt sats rref (19.5) (a) bestar Q(v/2) av talen a + bv/2,a,b € Q.
Talet i #r algebraiskt av grad 2 Gver kroppen Q(v/2) ty polynomet X2 + 1 #r irreducibelt
i Q(V2)[X]. Alltsa ar [Q(v/2,7) : Q(v/2)] = 2 enligt samma sats rref (19.5) (a). Kroppen
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Q(v/2,14) bestar enligt denna sats av rg 4 r14,70,71 € Q(v/2) dvs 1o = a + bV/2,71 = ¢ +
dv/2,a,b,c,d € Q. Det ger att Q(v/2,4) bestar av talen

a+bV2+ci+div2,,a,bcde Q.
Vi har [Q(v2,4) : Q] = [Q(v2,7) : Q(v2)][Q() : Q] = 4. O

(18.12) Definition. Man séger att L O K &r en algebraisk utvidgning om varje element
i L &r algebraisk over K. Om aq,g,...,q,;, € L sa betecknar K(aq,ag,...,q,) kropen
K(a1)(ag) ... (). Man siger att L dr &ndligt genererad 6ver K om L = K (aq, g, ..., Q).

O

(18.13) Sats. Om L DO K dr en dndlig utvidgning sa dr den algebraisk.

Bevis. Lat [L : K] = n och lat o € L. Antalet element 1,a,a?,...,a" dr n + 1 s& att dessa
potenser av « &r linjéart beroende 6ver K dvs det finns a; € K som inte alla &r = 0 sadana
att

ao+ ara + asa® + ...+ aa” =0

Detta visar att o uppfyller ekvationen p(X) =0 dir p(X) =ap + a1 X + ... + ap, X" O

(18.14) Sats. Lat K C L wvara en kroppsutvidgning. Alla element i L som dr algebraiska
over K bildar en kropp.

Bevis. Lat a, § € L vara algebraiska 6ver K. Vi maste bevisa att &ven a+ (3, af, a/B(8 # 0)
dr algebraiska 6ver K. Utvidgningarna K(a) O K och K(«,3) O K(«a) dr dndliga ty « dr
algebraiskt over K och 3 &r algebraiskt 6ver K(a) (5 dr t.o.m. algebraiskt 6ver K). Detta
giller enligt sats rref (19.5) (a). Alltsa dr K(«, 3) 2 K en #ndlig utvidgning enligt sats rref
(19.11). I sa fall &r den algebraisk enligt rref (19.13). Men o £ 5, a8,a/8 € K(a, 3) sa att
dessa element ar algebraiska 6ver K. O

Exempel. Talet /2 4 /3 ér algebraiskt ver Q ty /2 och /3 #r algebraiska. Det #r littare
att konstatera detta #n att hitta den polynomekvation som o = v/2 + v/3 uppfyller. Men

o®>=5+2V6
sa att

(a? —5)2 =24
dvs a* — 10a? 4+ 1 = 0. Detta visar att o uppfyller X* — 10X%2 +1=0. ]
OVNINGAR

18.1. Vilka av foljande tal &r algebraiska?

(a) 1+ V24 V3, (c) V7+1,
(b) V24 V2, (d) V7 + V2.
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18.2.

18.3.

18.4.

18.5.

18.6.

18.7.
18.8.
18.9.

18.10.

Bestdm minimalpolynomet och graden for o 6ver K da:

(a) K=Q, a=VV3+3, (c) K=Q(i),a=V2,
b)) K=Q, a=+2+1, (d) K=Q, a®=1o0ch a # 1.

Bestdm graden och en bas for féljande utvidgningar L O K

(a) K=Q, L =0Q(v2,V3), (c) K=TFy, L=TFya),a*+a®>+1=0,
(b) K=Q, L=0Q(i,v2), (d) K=TFy, L="Fa),a®+a+1=0.

Visa att cos(zm) och sin(zm) dr algebraiska tal da x &r rationellt.

Lat L = Q(v/2,/3). Bestdm a,b,c,d € Q sa att £ = a + bv/2 + ¢v/3 + dv/6 om

_ 1 — V243
@)z =5 B o= 30500

Lat L = Fo(a) déir a* +a + 1 = 0. Bestim a,b, ¢, d € Fy si att © = a + ba + ca? + da?
om

(a)x:%, (b) . = a?, (c)x:m.

Lat L = Fa(a) déir a* + a® +1 = 0. Bestam 3 € L sa att [Fo(3) : Fo] = 2.

Lat L = Fa(a), dir a® + a+ 1 = 0. Bestdm minimalpolynomet for 3 = a2 + a &ver Fa.
Lat o € L D K vara ett transcendent element 6ver K. Visa att 1/a ¢ K|a].

Lat K C L vara en kroppsutvidgning. Visa att om utvidgningen &r #ndligt genererad
och algebraisk sa &r den &andlig.
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GEOMETRISKA
KONSTRUKTIONER

Lat X vara en godtycklig punktméngd i planet.

e En linje &r definierad av X om den gar genom tva olika punkter tillhérande X.

e En cirkel adr definierad av X om dess centrum tillhér X och dess radie &ar lika med
avstandet mellan tva punter tillhorande X.

Man séger att en punkt P = (a,b) kan direkt konstrueras ur X med passare och linjal
om P &ar skdrningspunkten av tva linjer eller tva cirklar eller en linje med en cirkel som &r
definierade av X. Lat X; vara mingden av alla punkter i planet som kan direkt konstrueras
ur X = Xy, Xo méngden av alla punkter som kan direkt konstrueras ur X;, X3 méngden av
alla punkter som kan direkt konstrueras ur Xo osv. Man séger att en punkt P = (a,b) kan
konstrueras ur X med passare och linjal om P € X* = (2, X; (dvs P € X; for nagot
i>0).

Man definierar ocksa reella tal konstruerbara ur X som sadana r € R att |r| = avstandet
mellan tva punkter konstruerbara ur X. Det &r klart att en punkt P = (a,b) kan konstrueras
ur X da och endast da dess koordinater kan konstrueras ur X (en mycket enkel 6vning !).

Ofta borjar man med tva punkter i planet — ség (0,0) och (1,0) — och forsoker beskriva alla
punkter i planet som med hjilp av passare och linjal kan konstrueras fran dessa tva. Med
andra ord viljer man X = {(0,0), (1,0)}. De tal som &r konstruerbara ur X = {(0,0), (1,0)}
kommer vi att beteckna med K. Den minsta talkropp som innehaller koordinaterna av (0, 0)
och (1,0) ar sjalvklart Q. Rent allmént (med godtycklig punktméngd X) har man féljande
hjalpresultat:

(19.1) Lemma. Lat K vara den minsta talkropp som innehaller koordinaterna av alla punk-
ter tillhorande X . Varje punkt som kan direkt konstrueras ur X har koordinater in en talkropp
L sadan att [L : K] < 2.
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Bevis. En linje som gar genom tva punkter med koordinater i en kropp K har en ekvation
ax + by + ¢ = 0 med koefficienter a, b, c i K. Koordinaterna for snittpunkten av tva linjer ges
av losningen till ett linjart ekvationssystem bestaende av tva sadana ekvationer. Alltsa tillhor
dessa koordinater samma kropp K.

En cirkel vars centrum (p,q) har koordinater i K och vars radie #r lika med avstandet d
mellan tva punkter med koordinater i K har ekvationen (z —p)%+ (y — q)? = d2. Det #r klart
att d*> € K. Snittpunkterna av en sadan cirkel med en linje som ovan far man som lésningar
till ekvationssystemet:

ar+by+c = 0,
(x—p)P+y—q? = d-

For att 16sa ekvationssystemet uttrycker man y med hjélp av x (eller tvirtom) ur den forsta
ekvationen och sitter in i den andra. Man far da en kvadratisk ekvation med avseende pa
x (eller y) av typen 22 4+ Az + B = 0. Koefficienterna A, B tillhér K medan losningarna

x=—A/2+/A%/4 — B ligger i kroppen L = K(y/A?/4 — B) vars grad éver K &r hogst 2.

Om man har tva cirklar som ovan och soker deras snittpunkter sa maste man losa ekvation-
ssystemet

(z—p)?+(y—q? = &
-2+ @y—q) = d°

Man kan l6sa systemet genom att subtrahera dessa tva ekvationer. Da far man ett ekvation-
ssystem bestaende av en linjeekvation och en cirkelekvation dvs samma situation som i forra
fallet. ([l

Nu kan vi rent allmént karakterisera de punkter som kan konstrueras ur X med passare och

linjal:

(19.2) Sats. Lat K vara den minsta talkropp som innehaller koordinaterna av alla punkter
tillhorande X. Om en punkt P = (a,b) kan konstrueras ur X med passare och linjal sa finns
det en kedja av kroppar

K=KycKiC...K,=1L
sadan att a,b € L och [K;11: K;] =2 fori=0,1,...,n.

Bevis. Punkten P kan konstrueras ur X i ett dndligt antal steg. Enligt Lemma leder varje
ny punkt till en utvidgning av grad < 2 av den kropp som innehéller koordinaterna for alla
foregaende punkter. Detta visar att koordinaterna a, b av punkten P maste tillhtéra en kropp



OVNINGAR 129

L som man far ur K genom konsekutiva utvidgningar av grader < 2 (vi tar med endast de
utvidgningar vars grader &ar 2). ([l

Med hjilp av Satsen kan man bevisa att en rad geometriska konstruktioner inte kan genomforas
med passare och linjal. Om vi véljer X = {(0,0),(1,0)} sa &r kroppen K = Q. En punkt
P = (a,b) kan konstrueras med passare och linjal endast om dess koordinater tillhér en kroop
L vars grad 6ver K &r en 2-potens, ty [K, : K] = 2".

Exempel. (a) Kubens férdubbling. En kub med kanten 1 #r given. Ar det majligt att
med passare och linjal konstruera en kub med volymen 2 ? Kanten av den sokta kuben &r
r = /2. Om vi villjer X = {(0,0),(1,0)} sa vill vi veta om det &r mojligt att konstruera en
stricka av lingden x = v/2, eller punkten (+/2,0). Om det #r mojligt s& existerar en kropp L
sadan att v/2 € L och graden av L 6ver Q ar en 2-potens dvs vi har en kroppskedja:

Qc Q(v2) c L.

Men [Q(¥/2) : Q] = 3 sa att 3|[L : Q] = en 2-potens, vilket #ir orimligt. Alltsa #r kubens
fordubbling med passare och linjal inte mojlig.

(b) Vinkelns tredelning. Vinkeln 60° ir given. Ar det mojligt att tredela den (dvs dela i tre
lika delar) med passare och linjal ? Om vi villjer vinkelns spets i punkten (0,0) och punkten
(1,0) pa vinkelns ena arm sa kan vi konstruera en cirkel med centrum i origo och med radien
1. Att kunna tredela vinkeln betyder att vi kan konstruera en halvlinje som gar fran origo och
bildar vinkeln 20 med x-axeln. Denna halvlinje skiir enhetscirkeln i punkten (cos 20, sin 20%)
sa att denna punkt kan konstrueras med passare och linjal fran (0,0) och (1,0). Detta betyder
att det finns en kropp L som innehaller cos 20° och vars grad 6ver Q dr en 2-potens. Formeln
cos 3a = 4cos® a — 3cos a ger med o = 20° ekvationen 823 — 62 — 1 = 0, déir « = cos 20°. Vi
har foljande kedja:

Q C Q(cos20%) C L.

Men polynomet 823 — 6z — 1 #r irreducibelt s att [Q(cos20°) : Q] = 3. P4 samma siitt som
ovan far vi en motsigelse, ty [L : Q] = 2-potens. Alltsa kan man inte tredela vinkeln 60° med
passare och linjal.

(¢) Cirkelns kvadratur. En cirkelskiva med radie 1 &r given. Ar det mojligt att konstruera
med passare och linjal en kvadrat vars area &r lika med cirkelskivans area 7 Vi kan placera
cirkelskivans centrum i origo. Punkten (1,0) ligger da pa cirkeln. Vi vill konstruera kvadratens
sida som maste vara lika /7, ty cirkelskivans area dr just 7. Om konstruktionen dr mdojlig sa
far vi en kedja

QcC Q(m) C L.

Men graden [Q(7) : Q] &r odndlig, ty talet m &r transcendent. Alltsa kan inte Q(7) inneslutas
in en kropp L av andlig grad 6ver Q. Detta visar att cirkelns kvadratur dr omojlig. Den
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som kom forst med detta pastaende var C.L.F. Lindemann da han 1892 visade att talet 7 &r
transcendent.

I boken visas ocksa att méngden K av alla konstruerbara tal &dr en kropp (se Sats 54.1 och
dess bevis). O



Kapitel 20

TALBEGREPPET

Vara kunskaper om olika talomraden bygger pa var forméaga att hantera talen. I praktiken
betyder det att vi foljer en rad olika regler nér vi utfor olika rdkneoperationer. Vad &r det
for regler? Du kan sikert namna eller skriva ut sddana regler som t ex associativiteten for
addition: a + (b + ¢) = (a + b) + ¢, eller kommutativiteten for multiplikation: ab = ba. Hur
manga sadana regler finns det? Ar alla lika viktiga? Nér kan man vara siker pa att man har
alla nédvéndiga regler? Sadana fragor har sysselsatt manga ménniskor och svaren pa dem
bygger pa matematisk forskning under en ganska lang tidsperiod. Hér foljer en forteckning
over de viktigaste rdknelagarna i en talméngd R i vilken de kan vara uppfyllda eller ej — allt
beror pa hur man véljer R :

Addition:

(a) slutenhet: VabeRr a,be R=a+becR,

(b) associativitet: Vab.ccR (a+b)+c=a+ (b+c),

(c) kommutativitet:  V,per a+b=">b+a,

(d) neutralt element: JperVeer 0+ a=a,

(e) motsatt element: Voepdyer a+a =0  (a betecknas med —a).

Multiplikation:
(f) slutenhet: Vaber a,be R=abeR,
(g) associativitet: Vapb.ceR (ab)e = a(bc),
(h) kommutativitet: Vg per ab = ba,
(i) neutralt element: J1crVaer la = a,
(j) inverst element:  Voep (0y3wer aa’ =1  (a/ betecknas med a™').

Addition och multiplikation:
(k) distributivitet: Vgpccr  a(b+c) = ab+ ac.

Alla dessa regler giller da R ar en talkropp t ex Q, R eller C. Om R = Z sa galler alla
riknelagar med undantag av (j) —t ex 2 € Z, men 1/2 ¢ 7. Egenskapen (j) ger just skillnaden
mellan en talkropp och en talring. I en talkropp géller alla rdknelagarna (a) — (k), medan i
en talring giller alla utom (j).

131
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Riknelagarna (a) — (k) dr grunden f6r all manipulation med talen och man maste vara med-
veten om deras giltighet i det talomrade man vill arbeta med. Andra riknelagar som t ex

a) a0 =0daa € R,

(
(b) (=1)(-1) =1,

(¢) =(—a) =adaa€R,
(d) (—a)b = —ab da a,b € R,
(

e) (—a)(—=b) =abdaa,b € R,

kan man bevisa om man vet att R &r en ring. I sjédlva verket géller de i en helt godtycklig
ring med etta, vilket kunde vi konstatera tidigare.

I samband med definitionerna av begreppen ring och kropp har du sdkert observerat att
man inte ndmner subtraktion och division. Férklaringen &r att subtraktion och division kan
definieras i efterhand med hjélp av addition och multiplikation:

(20.1) Definition. (a) Om R &r en ring och a,b € R sa séger man att

a—b=a+ (=b)

ar skillnaden mellan a och b.

(b) Om R &r en kropp och a,b € R, b # 0, sa siger man att

a:b=ab"!

dr kvoten av a genom b. Kvoten betecknas ocksa med 7. O

Vart syfte i detta kapitel &r att forklara hur man definierar talbegreppet. Som vi redan vet
finns det oéindligt manga olika talringar och talkroppar. Pa vilket sétt intar Z,Q,R och C
en sirstdllning bland dem? Ett kort svar som kridver manga forklaringar dr foljande: Z &r
den minsta talringen, Q &r den minsta talkroppen, R &r den storsta talkroppen som tillater
ordningsrelationen < och C &r den storsta talkroppen 6verhuvudtaget. Man inser sikert att
alla dessa svar forutsitter att man vet vad ett tal &r. Svaret pa den fragan &r inte enkelt och
det tog en mycket lang tid i ménsklighetens utveckling innan man kunde komma till ett till-
fredsstédllande svar. Trots det har man sedan en lang tid tillbaka kunnat riakna med alla typer
av tal och utveckla vetenskapliga teorier som bygger pa berdkningar och som framgangsrikt
beskriver vérlden runt omkring oss. De naturliga talen &r med all sikerhet lika gamla som den
ménskliga civilisationen, rationella tal (atminstone positiva) dr néstan lika gamla, negativa
tal (hela, rationella och reella) anvéndes for ungefir 1000 ar sedan, och komplexa tal intro-
ducerades under 1500-talet. Darfor finns det inte nagon storre anledning till oro om vara svar
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inte visar sig bli fullstéindiga. Vi skall forsoka forklara olika aspekter av talbegreppet utan
att forutsitta nagra storre forkunskaper. Mera tillfredsstéillande forklaringar véntar den som
ldser fortsdttningskurser i matematik.

Det finns tva mojligheter att introducera talbegreppet. Den ena &r att borja med de naturliga
talen och forsoka steg for steg konstruera andra typer av tal. Den metoden ter sig naturlig
och tilltalande men den &r mycket arbetsam och, tyvérr, ganska lang om man vill kontrollera
alla detaljer. Vi skall berétta om den senare i detta kapitel.

Den andra mgjligheten utgar fran att man kan hantera talen om man vet vilka regler som
styr deras anvéndning. Det rdcker om man kommer 6verens om dessa regler och foljer dem
for att kunna anvénda talen, men man behover inte bry sig om hur de &r konstruerade.
En saddan instéllning till talen &r mycket praktisk, men en matematiker vill girna veta hur
talen konstrueras (och alla andra som anvénder talen maste tro pa mojligheten av dessa
konstruktioner). Man kan jimfora den instéllningen med instéllningen till tekniken — om man
har last en instruktionsbok till en TV-apparat s vet man hur man anvénder den utan att
behova veta hur den &r konstruerad (eller att den finns). En beskrivning av en programvara
Ar troligen &nnu béttre som jamforelse — man far en forteckning 6ver kommandon och deras
effekt utan att behova veta hur programvaran dr konstruerad eller om den finns tillgénglig.

Vi skall forsoka beskriva de egenskaper som karakteriserar de reella talen. Valet av dessa
egenskaper &r ett resultat av matematisk forskning huvudsakligen under 1800-talet. De reella
talen spelar en mycket central roll. A ena sidan har alla ménniskor en intuitiv uppfattning om
dessa tal som kommer fran erfarenheten av att rikkna och mita i vardagslivet. A andra sidan
bygger alla vetenskaper, och bland dem matematiken sjilv, pa de reella talens egenskaper.

Som vi redan vet bildar de reella talen en kropp. Men det finns manga kroppar sa att man
maste vilja egenskaper som utmérker just den. En viktig egenskap &r att man kan jimfora
de reella talen med hjalp av < — de reella talen bildar en ordnad kropp. Lat oss definiera helt
allmént vad detta betyder:

(20.2) Definition. Man séiger att en kropp K dr ordnad om den innehaller en delméingd
P sadan att:

(a) om x € K sa giiller exakt ett av de tre alternativen: z € P eller x = 0 eller —z € P,
(b) om x,y € P sa giller att  +vy € P och xy € P.

Man sédger att P dr méngden av de positiva elementen i K. ]

Det &ar klart att i K = R kan vi véilja P = alla positiva reella tal. Detta betyder att R &r
en ordnad kropp. Q &r ocksa ordnad darfor att vi kan vélja P = alla positiva rationella tal.

Vi skall visa senare att C inte &r en ordnad kropp (det dr enkelt att visa om man vet att
2
¢ =—1).

Vi skall uppehalla oss en stund vid definitionen (20.2). Man kan definiera:

x>y (eller y<z) om x—ye€P. (20.3)
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Man brukar ocksa skriva x > y (eller y < z) om x > y eller x = y. x > 0 betyder att z—0 € P
dvs x € P; x < 0 betyder att 0 —z € P dvs —z € P.

Om K ir en ordnad kropp sa kan man definiera de naturliga och de rationella talen i K.
Forst observerar vi att 1 > 0 (1 € K dr neutralt for multiplikation). Vi vet att 1 # 0 sa att
1 e Peller =1 € P. Antag att —1 € P. Dadr 1 = (—1)(—1) € P enligt (b) i (20.2). Detta ger
att bade 1 och —1 tillhor P vilket strider mot (a) i (20.2). Darfor maste 1 € P. De naturliga
talen i K far vi som

L1411 +1+1,14+1+1+1,...

vilka definitionsméssigt betecknas med 1,2,3,4,.... Observera att 1 < 2 < 3 < 4... ddrfor att
2-1=1>0,3—2=1>0,4—3=1> 0 osv. Heltalen i K definieras som: alla naturliga tal
x, deras motsatta —x samt 0 dvs 0, £1, &2, £3, +4, .... De rationella talen definieras som alla
kvoter ab~! | diir a, b #r hela och b # 0 (se (20.1)). Bade Q och R #r ordnade kroppar sa att en

definition av de reella talen maste bygga pa en annan egenskap (utover det att R &r ordnad).
Innan vi formulerar en l&dmplig egenskap, lat oss aterkomma for en stund till definitionen av
en ordnad kropp. I en sadan kropp kan man definiera absolutbelopp:

>
Iﬂz{m om & > 0, (20.4)

—xr omx <0.

Man kan ocksa séiga vad det betyder att en foljd z1, x2, x3,... gar mot 0. Man séiger sa om
det fér varje naturligt tal n finns ett N sadant att |z;| < 1 dd i > N. Nu kan vi formulera
en grundliggande egenskap som skiljer Q fran R. Lat x1, xo, ..., x;,... vara en vixande och
begrinsad foljd av rationella tal dvs 1 < a9 < ... < a; < ... och det finns ett tal B sa att
x; < Bdai=1,2,.... Vad kan man siga om grinsvirdet lim; .., x; 7 Fran analyskursen vet
vi att grinsvirdet existerar. Ar grénsvirdet ett rationellt tal? Lat oss betrakta ett exempel.
Definiera

z, = 1,a1as9...a,, n2>1,

dér a; #r i :te siffran i decimalutvecklingen av v/2 dvs

T = 1,4,
o = 1,41,
z3 = 1,414,
x4 = 1,4142,

Det iir klart att alla z,, #r rationella och att foljden #r viixande och begrinsad. Anda #r det
ocksa klart att lim, oo 2, = V2 dvs foljden konvergerar mot ett icke-rationellt tal V2 (vi
visar om en stund att v/2 inte &r rationellt). Men grinsviirdet #r ett reellt tal och det &r sant
helt allmént att en viixande och begransad foljd av reella tal konvergerar mot ett reellt tal.
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Man séger att de reella talen bildar en fullstdndig kropp. Allmént har man f5ljande begrepp:

(20.5) Definition. En ordnad kropp kallas fullstindig om varje vixande och begrénsad
foljd av kroppens element konvergerar mot ett element i kroppen. O

Mera exakt, om K ar en ordnad kropp sa dr den fullstindig om for varje foljd 1 < xo < ...
<z, < .. sadan att x,, € K och det finns B € K sa att z,, < Bdan =1,2,... man kan hitta
r € K sa att lim,_oc x, = 2.

Nu kan vi definiera de reella talen:

(20.6) Definition. Med reella tal menar man elementen i en ordnad och fullstiandig kropp
K. O

Dessa fa ord doljer ett ganska sammansatt matematiskt innehall: K &r en kropp dvs uppfyller
villkoren (a) — (k) pa sidan 131, K &r ordnad dvs upfyller (a) och (b) i (20.2), och slutligen
ar K fullstéindig dvs uppfyller (20.5). Nu kan man stélla tva fragor:

Finns det en ordnad och fullstdndig kropp?
Hur manga ordnade och fullstindiga kroppar finns det?

Man behover inte veta svaret pa dessa tva fragor for att kunna ridkna med de reella talen
darfor att (20.6) dr en exakt forteckning 6ver alla grundldggande egenskaper hos dessa tal och
det racker att folja dem och deras logiska konsekvenser. Men svaren pa dessa tva fragor ar
mycket viktiga inte bara for en matematiker (en matematiker vill dessutom se sjilv hur man
kommer fram till svaren). De &r f6ljande: Det finns ordnade och fullsténdiga kroppar. Om K
och Ky &r tva sadana sa finns det en bijektiv funktion f : K1 — Ks (dvs enentydig och pa
hela K7) som uppfyller f(a+0b) = f(a)+ f(b), f(ab) = f(a)f(b) och om a > 0 sa &r f(a) >0
t. Intuitivt séger existensen av f att K och Ky skiljer sig bara niir det giller beteckningar
dvs om a € K sa kan f(a) uppfattas som ett annat namn pa a. Addition och multiplikation
i K7 oversétter man med hjilp av f till addition och multiplikation i Ko. Likasa positiva
element ur K overgar med hjilp av f i positiva element i K5. I den meningen &r kroppen av
de reella talen entydig.

Vi vet redan att om vi har de reella talen sa kan vi definiera de naturliga, hela och rationella.
P4 sé sétt har vi en mojlighet att tillfredsstélla vart behov av nagorlunda ordentlig presenta-
tion av talbegreppet. Men dven om den for manga dndamal ar helt tillfredsstdllande, gar vi
ett steg ldngre och forsoker beskriva konstruktioner av olika talméngder. Behovet av sadana
konstruktioner insag man under 1800-talet da utvecklingen av matematiken gick sa langt att
intuitiva forestdllningar om talen inte langre kunde accepteras. Man férsokte konstruera olika

"Detta bevisas i analyskurser med hjélp av sk supremumaxiomet som &r ekvivalent med den egenskapen.
'En sddan funktion f kallas isomorfism och man séger att K1 och Ko dr isomorfa ordnade kroppar.
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talomraden genom att utga fran de naturliga talen och succesivt ga till de hela, rationella,
reella och komplexa. Den végen dr ganska lang, arbetsam (man maste kontrollera manga
detaljer), och det vérsta, ritt sa trakig om man bortser fran mera allménna principer som
styr dessa konstruktionr och har betydelse i andra sammanhang. Dérfor behovs mojligen ett
varningens ord att inte fordjupa sig i alla detaljer och inte ta var genomgang pa fullt allvar.

(20.7) De naturliga talen. De ildsta talen dr de naturliga (och de dr mest naturliga darfor
att de dr de dldsta). Varifran kommer de? En stor tysk matematiker L.Kronecker sade nagon
gang att “Gud skapade de naturliga talen, allt annat &r ménniskans skapelse”. Det vore for
enkelt med detta svar men det dr mycket djupsinnigt. Den enda mojligheten att definiera
de naturliga talen dr den metod som vi anvinde tidigare for att definiera de reella: Man
kan beskriva deras grundliggande egenskaper. Varifran kommer de egenskaper som betraktas
som grundldggande? Svaret dr att de kommer fran ménsklighetens erfarenhet av experimentel
hantering av talen och det faktum att de regler som man har foljt under en mycket lang tid
ger en bild av verkligheten som 6verensstiammer med vara observationer. En analys av sdidana
regler kunde géras enbart av matematiker. Det var R. Dedekind T och G. Peano ' som foreslog
ett urval av sadana grundldggande regler under senare delen av 1800-talet. Den mest kinda
definitionen kommer fran G. Peano och later sa hér:

(20.8) Definition. Med naturliga tal menar man elementen i en méngd N som satisfierar
foljande villkor:

(a) det finns ett utvalt element 1 € N;

(b) det finns en injektiv funktion som mot varje element n € N ordnar ett element n* € N sa
att n* # 1;

(¢) om X C N och

(dl) le X?
(d2) Vpn € X = n* € X,

sa ar X = N. O

Intuitivt betyder n* talet n + 1 (n* kallas efterfoljaren till n). Sista villkoret (d) kallas ofta
“induktionsaxiomet” (det behandlas nirmare i samband med matematisk induktion). Ligg
maérke till att man inte ndmner addition och multiplikation i definitionen. De definieras i
efterhand. Peanos definition 6verenstimmer vil med var intuition, den &r litt att forsta, den
ar kort och elegant. Den uppfyller manga av de kriterier som man vill uppfylla nir man
definierar ett matematiskt objekt. Vidare kan man hérleda ur den definitionen alla kinda
egenskaper hos de naturliga talen.

Men hur ar det egentligen med existensen och entydigheten av den méngden? Nér det géller
entydigheten &r svaret enkelt: Man kan visa att om Ny och Ny &r tva méngder som uppfyller

"Richard Dedekind (1831-1916) en tysk matematiker.
TGiuseppe Peano (1858-1932) en italiensk matematiker.
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villkoren i definitionen (20.8) sa dr de isomorfa vilket betyder att det finns en bijektiv funk-
tion f : N; — Ng sadan att f(1) = 1 samt f(n*) = f(n)* (jamfor ett liknande pastaende
om de reella talen pa sidan 135). Existensen av de naturliga talen vilar pa var &vertygelse
om att atminstone en méingd av de naturliga talen existerar — namligen den som under
ménsklighetens historia sa troget och framgangsrikt har tjinat till att rdkna, resonera och
dra korrekta slutsatser om vérlden runt omkring oss. Med andra ord &r existensen av de
naturliga talen ett axiom. H&r har vi ndrmat oss matematikens grunder som har mycket
gemensamt med vetenskapernas filosofi.

Alla andra talomraden kan nu succesivt konstrueras: De hela talen fran de naturliga, de
rationella fran de hela, de reella fran de rationella och de komplexa fran de reella .

Nu skall vi borja var vandring fran de naturliga talen genom rationella och reella till de
komplexa. Vi utelimnar manga detaljer och begrénsar oss till allménna idéer.

Det finns tva huvudorsaker till att talbegreppet utvidgades. Det forsta var behov i samband
med métningar. Man upptéckte mycket tidigt att det behovdes braktal for att uttrycka di-
mensioner (lingder och areor) av jordlotter. Men icke-rationella tal dok upp &ven i samband
med métningar (vi far se det i samband med konstruktionen av de reella talen). Den andra or-
saken har en mera abstrakt karaktir. Nya typer av tal behovdes for att kunna 16sa ekvationer.
Ett typiskt exempel dr de komplexa talen. Pa 1500-talet kinde man formeln:

2
p p
—_- — = :t - —
71,2 2 4 9

for 16sningar till andragradsekvationen x2 +px + ¢ = 0. Loser man ekvationen 22 — 3z 42 = 0
sa far man enligt den formeln z; = 1 och o = 2. Tar man i stillet 22 — 2z + 2 = 0 sa
blir 1 = 1 ++/—1 och 29 = 1 — /=1 . En del ménniskor skulle kanske séiga att ekvationen
x? — 22 +2 = 0 i sa fall saknar 16sningar dérfor att «/—1 ér helt utan mening. Andra skulle
acceptera symbolen y/—1 , tillskriva den egenskapen att (v/—1)? = —1 och siitta in 1+ /—1
i ekvationen 22 — 2z + 2 = 0. D4 &r

(1+V-1)P2-20+V-D1)+2=1+2V-1+(-1)—2-2V/-1+2=0

dvs 14+/—1 &r en 16sning till ekvationen. S& gjorde nagra italienska matematiker under 1500-
talet. Om man anser att 1++/—1 bor uppfattas som en 16sning till ekvationen z? —2x+2 = 0
sa bor man ocksa ha en bra forklaring till varfor. Det géller att motivera anvindningen av
v/—1. Det tog 300 ar innan man kunde ge en tillfredsstillande forklaring och konstruera rent
formellt de komplexa talen. Men exakt samma situation som med de komplexa talen har man
med de hela, rationella och reella. Om man fragar ett barn om z sadant att 2 + x = 3 sa far
man svaret x = 1. Tar man istéllet 3 + x = 2 riskerar man att bli utskrattad. Ekvationen
24 2 = 3 kan 16sas i méngden av de naturliga talen, men 3+ x = 2 kréver ett nytt talomrade
— de hela talen (i synnerhet de negativa). Pa liknande sétt gar det att dela 4 i tva lika delar

"En anmiirkning #r pa sin plats. Nir vi sade tidigare att det gar att bevisa existensen av de reella talen sa
menade vi just att det var mdojligt att konstruera dessa tal fran de naturliga.
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(dvs losa 2x = 4) i heltalen, men det gar inte att dela 3 i tva lika delar i den méingden (dvs
16sa 2z = 3) — det behovs rationella tal for att gora det. Slutligen kan man hitta ett rationellt
tal som multiplicerat med sig sjilvt ger 4 (dvs losa 22 = 4), men det gér inte att hitta ett
rationellt tal som multiplicerat med sig sjilvt ger 2 (dvs 16sa 22 = 2) — for att gora det behovs
ett nytt talomrade. Det naturliga 6nskemalet att polynomekvationer alltid skall gé att losa,
tvingar oss saledes att succesivt utvidga talomraden. Om det finns en slutstation for denna
utvidgningsprocess far vi veta lite senare. Sa lat oss borjal

(20.9) Fran de naturliga talen till de hela. Ekvationen 3 + x = 5 definierar x = 2 som
sin 16sning. Samma 16sning ger 4+ = 6, 5+ = 7 osv. Man kan uppfatta 2 som paret (5,3)
eller (6,4) eller (7,5) osv. Paret (a,b) ger 16sningen till b + x = a med a > b. Paren (a, b) och
(c,d) ger samma x om a —b = c—d dvs a+d = b+ c. Men det finns par (a,b) med a = b och
a < b. Har de en liknande tolkning ? T ex kan (3,5) uppfattas som l6sningen till 5 + =z = 3.
En sadan 16sning finns inte bland de naturliga talen men sjélva tolkningen ger en idé hur man
kan definiera heltalen.

Lat oss betrakta alla par (a,b) dér a,b € N. Vi séiger att (a,b) och (c,d) tillhor samma klass
(eller definierar samma heltal) da och endast daa+d =0+ ¢

Alla par som tillhér samma klass som (a,b) betecknas med [(a,b)]. En sadan klass kallar vi
for ett heltal och kommer 6verens om foljande beteckningar:

a-b om a > b,
[(a,0)]=4¢ O om a = b,
-(b-a) oma<b.

T ex ér [(1,3)] = —2 och paren (1,3), (2,4), (3,5) osv tillhér samma klass. Vidare definierar
man addition och multiplikation av heltal:

[(a,0)] + [(¢;d)] = [(a+ ¢, b+d)],

[(a,0)][(c,d)] = [(ac + bd, ad + bc)]. t

Nu kan man kontrollera att heltalen bildar en ring men att ga igenom alla detaljer &r ganska
omsténdligt (se 6vning 20.11).

(20.10) Fran de hela talen till de rationella. Konstruktionen dr néstan identisk med
den forra. Ekvationen 2z = 1 definierar 1/2. Samma l6sning ger 4= = 2, 62 = 3 osv. Vi kan
uppfatta 1/2 som paren (1,2), (2,4), (3,6) osv. —1/2 far man som t ex (—1,2), (—2,4) osv.
Allmént kan lésningen till bx = a uppfattas som paret (a,b). Observera att b # 0. Tva par

"Tank pa [(a,b)] och [(c,d)] som a — b och ¢ — d. D4 ér

(a —b)(c —d) = (ac + bd) — (ad + bc) = [(ac + bd, ad + bc)].
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(a,b) och (c,d) ger samma rationella tal om ¢ = 9. Men vi vill undvika brak (de skall ju

definieras!). Dérfor skriver vi villkoret pa formen ad = be. Nu kan vi starta var konstruktion.

Betrakta alla par (a,b) sadana att a,b € Z och b # 0. Man séger att (a,b) och (¢,d) , d # 0,
tillhor samma klass om ad = be. Alla par som tillhor klassen av (a, b) betecknas med [(a, b)].
En sadan klass kallar vi for ett rationellt tal och infér beteckningen

[(a,b)] = % (eller a: b).

t ex &r [(1,3)] = % och paren (1,3), (2,6), (3,9) tillhér samma klass (definierar samma rationella
tal). Nu kan vi definiera addition och multiplikation av rationella tal:

g+E B ad + be
b d bd
ac _ ac
bd — bd’

och kontrollera att man verkligen far en kropp (se 6vning 20.12). Observera att:

a c a-+c
1T T T
o ac
11 17

dvs talen § adderas och multipliceras precis som heltalen a. Man kommer 6verens om att

skriva § = a sa att de vanliga heltalen kan betraktas som en delméngd till de rationella talen.

(20.11) Fran de rationella talen till de reella. Den biten av viigen &r lite annorlunda och
utgor ett mycket storre steg dn de tva foregaende. Forst och frimst hittar man ldtt ekvationer
med rationella koefficienter som saknar rationella 16sningar, t ex 22 = 2 (se nedan). Sadana
ekvationer kréver en utvidgning av de rationella talen. Men det finns en annan mycket viktig
anledning till att man inser behovet av nya tal. Man upptéckte mycket tidigt att rationella tal
inte &r tillrackliga for att kunna méta lingder av strickor. Foljande klassiska exempel spelade
en mycket viktig roll i matematikens utveckling. Betrakta en kvadrat och anta att man har
fixerat en enhet e sadan att kvadratens sida rymmer exakt n enheter och dess diagonal m
enheter (m och n &r naturliga tal).
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ne

Nu vet vi att (ne)? + (ne)? = (me)? sa att 2n? = m? dvs V2 = . Detta visar att om e
finns sa &r /2 ett rationellt tal. Pythagoras ¥ och hans elever visste mycket viil att det inte
var fallet (vi skall visa om en stund att v/2 inte #r rationellt). Sin upptéickt om forhallandet
mellan kvadratens sida och dess diagonal betraktade de som nagot som stred mot naturens
ordning och forsokte hemlighalla under en tid. Men konsekvensen blev att Euklides T kort
dérefter kunde utveckla geometrin och ldran om reella tal som matt pa stréickor.

Hur visar man att /2 inte #r rationellt? Vi skall visa det genom att utnyttja entydigheten av
primfaktoruppdelningar av de naturliga talen. Antag att /2 dr rationellt dvs att

va="

n
dir m,n #r naturliga tal. Da dr 2n? = m?. Eftersom m? och n? &r kvadrater av heltal
innehaller de ett jimnt antal primfaktorer 2 (mojligen 0 sadana faktorer). Alltsa forekommer

2 som primfaktor i 2n? ett udda antal ganger, medan i m? ett jimnt antal ganger si att
2n? # m?. Detta motsiger likheten 2n? = m? och visar att /2 inte kan vara rationellt.

Lat oss nu konstruera de reella talen. Vi kan inte lingre anvénda oss av tekniken med par av
rationella tal. Men vi kan utnyttja foljder av rationella tal. Reella tal (enligt gymnasiekun-
skaper) dr decimaltal av typen A = a,ajas...ay..., dir a &r heltasdelen och 0,ajas...ap... ar
decimaldelen av A. Varje sadant tal kan approximeras med rationella tal — foljden:

Ty =a,ay ,
T2 = a,aiaz ,
xr3 = a,a1a2a3 ,

Ty = Q,010203...0p ,

bestar av rationella tal och konvergerar mot A dvs lim, .o, = A. T ex &r for A = m:

3;‘1:3,1,
xo = 3,14,
1’3:3,141,

"Pythagoras (572-500 f Kr)
"Buklides (ca 350 f Kr)
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zg = 3,14159265 |

Lat nu A vara ett positivt tal. Foljden {z1,x2,...,2n, ...} = {z,}7° bestar da av rationella
tal , den &r vixande och begriansad (ty z, < A for alla n). Vi vet att en sadan foljd alltid
har ett gransvirde. Tva foljder {z,} och {z,} har samma grinsvirde da och endast da
deras skillnad gar mot 0 dvs lim,_,oo(zy, — 2},) = 0. Positiva reella tal dr alltsa gransvéirden
av vixande och begriansade foljder av rationella tal och tva foljder definierar samma reella
tal som sitt gransviarde om deras skillnad gar mot 0. Men vi kan inte definiera reella tal som
grinsvarden av sadana foljder sa ldnge de reella talen inte &r konstruerade dérfor att en sadan
definition skulle forutsitta att de reella talen (dvs griansvirdena) ér kiinda. Anda identifierar

vi varje reellt tal med ett gransviirde pa foljande sétt. (Hér borjar den formella definitionen.)

Betrakta alla vixande och begrénsade foljder {z1, z2, ..., Ty, ...} = {zn}]°, ddr x,, &r positiva
rationella tal. Man siger att tva foljder {x,}7° och {z],}7° tillhér samma klass (definierar
samma reella tal) om deras skillnad {z,, —z/, }3° konvergerar mot 0 dvs lim,,_,oo (2, — ) = 0.
Alla foljder som tillhor klassen av {z,}7° betecknas med [{zy,}7°]. En sadan klass kallar man
for ett positivt reellt tal. Nu kan man definiera addition och multiplikation av de positiva
reella talen:

{an 3T+ {301 = Han + 23377,

{an} T T{an}0°] = Hanan 77,

For att nu konstruera de negativa reella talen och talet 0 maste man upprepa sama konstruk-
tion som ledde oss fran de naturliga talen till de hela: Man betraktar alla par (a,b), dir a
och b dr positiva reella tal, och man identifierar (a,b) med (c¢,d) om a +d = b+ c. Kontrollen
att man far en kropp, att den &r ordnad och fullstindig &r ganska lang men inte sérskilt svar
(detaljerna behandlas nirmare i fortsdttnigskurser i matematik ).

(20.12) Fran de reella talen till de komplexa. Vi vet redan att behovet av de komplexa
talen upptécktes i samband med andragradsekvationer med reella koefficienter. En sa enkel
ekvation som 22 = —1 saknar reella l6sningar. Antag att vi har en kropp K som innehaller de
reella talen R och sadan att det finns o € K som satisfierar ekvationen 22 = —1 dvs o? = —1.

Man kontrollerar utan storre svarigheter (se (?7?)) att talen

a+ba,dir a,beR,

bildar en kropp. Det finns en mycket lang tradition att a betecknas med i (ibland 5) T. I den

tVanligen brukar man i stillet for viixande och begrinsade foljder betrakta godtyckliga foljder av rationella
tal x1, 2, ..., Tn, ... sddana att avstandet mellan talen z; och x; gar mot 0 da i och j vixer dvs |z; — x| — 0
da i,j — oco. Foljder av den typen kallas Cauchyfoljder.

t«” kommer fran ordet “imaginir”. Det finns ett mycket intressant val av terminologi nir det giller nya
typer av tal. De naturliga talen bland de hela kallas positiva, de 6vriga negativa. Braktalen bland de reella
kallas rationella, de ovriga irrationella. Komplexa talen a + bi har realdel a och en imaginirdel b. Alltsa var
allt nytt negativt, irrationellt och imaginért (samt en lang tid impopulért)
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kroppen har vi:

(a+bi)+ (c+di) = (a+c¢)+ (b+d)i,
(20.13)
(a+bi)(c+di) = (ac—bd)+ (ad+ bc)i.

An sa linge har vi inte nagon formell konstruktion av de komplexa talen (vi sade ju “Antag
att en kropp K...”). Men vi har i alla fall en klar bild av hur en kropp som innehaller 16sningen
till 22 = —1 maste se ut. Konstruktionen &r mycket enkel. Idén #r (som flera ganger tidigare)
att uppfatta nya tal som par av redan kinda: a 4 bi kan uppfattas som (a,b), dir a,b € R.

(20.14) Definition. Med komplexa tal menar man alla par (a,b), dir a,b € R, som
adderas och multipliceras pa foljande sétt:

(a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d),

(a,b)(c,d) = (ac — bd,ad + be).

Méngden av de komplexa talen betecknas med C. g

Beteckningen (a, b) &r lite omsténdlig. Dérfér observerar man att:

(a,0) + (b,0) = (a + b,0),

(a,0)(b,0) = (ab,0),

dvs paren (a,0) adderas och multipliceras precis som vanliga reella tal a. Man kommer &verens
om att skriva (a,0) = a sa att R C C. Dérefter noterar man att (0,1)(0,1) = (—1,0) = —1.
Man betecknar (0,1) = 4. Nu har vi (0,b) = (b,0)(0,1) = bi sa att

(a,b) = (a,0) + (0,b) = a + bi

och vi far vara gamla beteckningar (20.13). Det som aterstar dr kroppstrukturen:
(20.15) Sats. De komplexa talen a + bi, dir a,b € R och i2 = —1, bildar en kropp.

Satsen visas lidtt, men beviset tar lite tid darfor att man maste kontrollera alla villkor (a) —
(k) pa sidan 131.
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Innan vi tittar pa mojligheten att g& vidare med liknande konstruktioner lat oss summera vara
kunskaper. Nu kan vi sdga att med ett tal menar man alltid ett komplext tal. I synnerhet kan
det vara fraga om ett naturligt, helt, rationellt eller reellt tal. Med en talring (eller talkropp)
menas alltid en ring (eller kropp) bestaende av tal.

Z ar den minsta talringen déarfor att om R &r en talring sa géller att 1 € R vilket ger att 141,
1+1+1,... ¢ R dvs R innehaller de naturliga talen. Vidare maste 0 € R och —z € R om
x € R sa att R innehaller Z. Q adr den minsta talkroppen darfor att varje kropp K innehaller
Z och dérmed ocksa alla tal ¢, dir a,b € Z och b # 0, dvs K 2 Q.

De reella talen bildar den storsta ordnade talkroppen. Lat oss forst konstatuera att C inte ar
ordnad. Antag ndmligen att man kan vilja en mingd P av positiva element i C. Da 4r i € P
eller —i € P. I varje fall #ir (+i)2 = —1 € P vilket fir oméjligt ty redan 1 € P (se (20.2)). Man
visar (men det &r inte helt banalt) att om en talkropp kan ordnas sa kan den inte innehalla
nagot komplext tal a + bi med b # 0 dvs den ligger i R. I den meningen &r R den storsta
ordnade talkroppen.

De komplexa talen bildar den storsta talkroppen. I vilken mening? Man kan fraga sig som
tidigare om det finns polynomekvationer, den gangen med komplexa koefficienter, som inte
kan 16sas i komplexa talomradet. Svaret pa den fragan kommer fran C.F. Gauss som ar 1799
visade foljande sats:

(20.16) Polynomalgebrans fundamentalsats. Varje polynomekvation av positiv grad med
komplexa koefficienter har en komplex l6sning.

Satsen sdger att om p(X) = a, X" +... +a1 X +ag , déira; € C,n > 0och a,, #0sadr p(z) =0
for ett komplext tal z € C. Man séiger ocksa att kroppen av de komplexa talen &r algebraiskt
sluten. Det finns flera olika bevis for den satsen men alla kriver lite stérre forkunskaper |

Den sista satsen séiger att det inte finns nagot vidare behov att utvidga komplexa talkroppen
p g a olosbara polynomekvationer. I den meningen bildar de komplexa talen den storsta
talkroppen. Men en lang tid innan man var medveten om detta, upptédckte man matematiska
objekt som kunde anvindas till att beskriva och utforska naturen och som i manga avseenden
liknade talen. Du har sikert hort om sadana begrepp som vektor, matris, kvaternion eller
tensor. Vektorer och matriser dr uppséttningar av tal som ocksa kan adderas och multipliceras
pa ett lampligt sdtt. De ger en mojlig generalisering av talbegreppet. Kvaternioner, som
enklast kan beskrivas med hjélp av matriser, dr ett annat exempel pa en algebraisk struktur
som ligger mycket nira de komplexa talen. Vi skall avsluta detta kapitel genom att sdga nagra
ord om just kvaternioner.

W.R. Hamilton T som gav en formell definition av komplexa tal i form av reella talpar forsokte
ga vidare med sin idé och betrakta par av komplexa tal. Han ville definiera addition och
multiplikation av sadana par och mdjligen fa en ny kropp. Faktum &r att det finns manga
kroppar som innehaller de komplexa talen, men de maste alltid innehélla element som inte

"Beviset ges i kursen “Analytiska funktioner”. Ett niistan rent algebraiskt bevis i “Galoisteori”.
"W.R. Hamilton (1805-1865).
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uppfyller nagon icke-trivial polynomekvation med komplexa koefficienter (t ex kroppen C(X)
av alla rationella funktioner med komplexa koefficienter dvs alla brak %, dar p(X) och
q(X) &r polynom med komplexa koefficienter — variabeln X &r inte ett nollstélle till nagot
nollskilt polynom med komplexa koefficienter). Darfor ar det inte lingre mojligt att konstruera
en kropp storre &n C vars element uppfyller polynomekvationer med komplexa koefficienter.
Hamilton lyckades dock att konstruera en struktur som har den egenskapen och som uppfyller
alla riaknelagar for en kropp med bara ett undantag. Pa Brougham Bridge i Dublin dar
Hamilton bodde finns idag en tavla med foljande text: “Here as he walked by on the 16th of
October 1843 Sir William Rowan Hamilton in a flash of genius discovered the fundamental
formula for quaternion multiplication i2 = j? = k? = ijk = —1 and cut it in on a stone of this
bridge”. Han publicerade sina resultat ar 1853. Konstruktionen av kvaternioner, som spelar
en mycket viktig roll i manga matematiska och fysikaliska teorier, &r foljande. Betrakta alla
par (z1,22), dir 21, 29 4r komplexa tal. Definiera

(21,22) + (21, 25) = (21 + 21, 22 + 25),

och
(21, 22) (21, 23) = (212] — 2279, 2125 + 71 22),

dér Z = a — bi(z konjugat) om z = a + bi. Man observerar att
(21,0) + (21,0) = (Zl + 2170)7

och

(21,0)(2],0) = (2121, 0).
Detta visar att de komplexa talen kan identifieras med paren (z,0). Darfor skriver vi (z,0) = z.
Beteckna ocksa (0,1) = j och (0,i) = k. Vi har j2 = (0,1)(0,1) = (=1,0) = —1 och
k% = (0,i)(0,7) = (—=1,0) = —1. Dessutom har vi (0,c + di) = (0,c) + (0,di) = (c,0)(0,1) +
(d,0)(0,7) = ¢j + dk. Dérfor kan vi skriva:

Detta &r en typisk kvaternion. Man kan kontrollera direkt att ijk = —1 (se 6vning 20.13).

Men for att snabbt kunna rikna med kvaternioner &r det bést att kontrollera féljande multi-
plikationsregler:

J
ij = -ji =k,
.]k:'kj_la
ki =-ik =j

Vi ser att multiplikation av kvaternioner inte &r kommutativ. Lat oss sammanfatta:
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(20.17) Sats. Alla kvaternioner a+bi+ci+dk, diri®> = j?> = k> = —1 ochij = —ji = k bildar
en algebraisk struktur H som uppfyller alla villkor i definitionen av en kropp med undantag av
multiplikationens kommutativitet. Dessutom uppfyller varje kvaternion en andragradsekvation
med reella koefficienter.

For det sista pastaendet i satsen se Ovning 20.14. Ibland séger man att H &r en icke-
kommutativ kropp, men termerna skevkropp eller divisionsring &r mera vanliga. Satsen
ar inte svar att bevisa.

OVNINGAR

20.1. (a) Bestdm decimalutvecklingen av talen % och 1.
(b) Motivera att decimalutvecklingen av ett rationellt tal &r periodiskt.

Ledning: Analysera divisionsalgoritmen i samband med decimalutvecklingen av braktalen.
Anmérkning. Man visar ganska enkelt att om ett reellt tal har periodisk decimalut-
veckling sa dr det rationellt.

20.2. Lat a och b vara irrationella tal. Vad kan man séiga om talen a~! och ab ? Ar de ocksa
irrationella?

20.3. Forklara varfor 0,999... = 1.
I uppgifterna 20.4 — 20.7 nedan dr K en ordnad kropp och a,b,c € K.

20.4. Visa att K har f6ljande egenskaper:
(a) a<b=a+c<b+eg,
(b) @ < boch ¢ > 0= ac < be,

(¢) hur fordndras (b) da man ersétter a < b med a < b?

20.5. Visa att relationen a < b dr en partiell ordning i K dvs
(a) a < a (reflexivitet),
(b) a <boch b <a= a=>b (antisymmetri),

(c) a<bochb<c=a<c (transitivitet).

20.6. Visa att
(a) [ab] = al[b],
(b) |a+b| < |a| + |b| (triangelolikheten).
20.7. Ar foljande implikationer sanna eller falska?
(a) a < b= a? < b,

(b)a<b=a<b3?
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20.8. (a) De naturliga talen bildar en vixande f6ljd 1 < 2 < 3 ... . Visa att den inte &r
begransad.
Ledning: Utnyttja fullstindigheten av de reella talen sa som den formuleras pa sid.
574 i analysboken.
(b) Visa “Arkimedes princip”: Om a, b dr tva positiva reella tal sa finns det ett naturligt
tal n sa att na > b.
(c) Lat a,b vara tva reella tal och 1at a < b. Visa att det finns ett rationellt tal ”* sadant
att a < 7+ < b.
Ledning: Vilj n sa att n(a — b) > 1. Vilj darefter minsta m sa att m > nb.
20.9. (a) Visa att /3 #r icke-rationellt genom att jamfora antalet primfaktorer 3 i likheten
3n? = m? till viinster och till hoger.
(b) Visa pa liknande sétt att \/p &r icke-rationellt da p &r ett godtyckligt primtal.
(¢) Har Du nagra forslag till hur man kan generalisera (b)?
20.10. (a) Visa att talet 2logh &r icke-rationellt.
(b) Kan Du foresla nagra andra tal i stéllet for 5 i (a) for att samma pastaende skall
gilla?
20.11. Betrakta alla par (a,b), dir a,b € N och visa att relationen
(a,b)R(c,d) <= a+d=b+c
ar en ekvivalensrelation. Motivera dérefter att det finns en bijektion mellan ekvivalen-
sklasserna och heltalen.
20.12. (a) Nér har ett rationellt tal § en invers? Skriv inversen pa formen [(c,d)].
(b) Kontrollera att om
[(a,0)] = [(a’,¥)] och [(c,d)] = [(c',d)]
ar tva rationella tal (ab’ = a’b och ed’ = ¢/d) sa géller
“a. _d N d L ac a
—+-=—+4+— och —-=——
b d v d bd UV d
(dvs summan och produkten av tva rationella tal beror inte pa hur dessa tal represen-
teras i form av brak).
20.13. Skriv foljande kvaternioner pa formen a + bi + ¢j + dk :
(a) (1+3)(1+7),
(b) (i + 5+ k)?
(c) (14 2+ 3] +4k)(1 — 2i — 35 — 4k),
(d) ijk.
20.14. (a) Visa att ¢ = 1+i+j+k och § = 1 —i— j — k satisfierar ekvationen x? — 2z +4 = 0.
(b)

b) Visa att ¢ = a+bi+cj+dk satisfierar en kvadratisk ekvation med reella koefficienter.



