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BETECKNINGAR

N  de naturliga talen
Z de hela talen
Q  derationella talen
de komplexa talen
Z,,  de helatalen modulo n
S,  den symmetriska gruppen av grad n
C, encyklisk grupp av ordning n

|X| antalet element i médngden X

Tecknet “x” vid 6vningens nummer betyder att Gvningen ir lite svarare.






Delkroppar, primkroppar och kroppens
karakteristik

En primkropp &r en kropp utan dkta delkroppar.

1.T, Varje primkropp dr isomorf med kroppen Q eller med en av kropparna Z,, for ett primtal p.

1.T, Varje kropp innehdller exakt en primkropp.

Med karakteristiken av en kropp K menar man talet 0 om primkroppen i K dr isomorf med
Q och talet p om primkroppen i K é&r isomorf med Z,. Karakteristiken av K betecknas med
char(K'). Man séger att en kropp L dr en utvidgning av en kropp K om L O K. Om K;, i € |
( en indexmingd) dr delkroppar till L sa &dr ocksé deras snitt NK;, ¢ € I, en delkropp till L. Om
L O K och X ir en delmiingd till L, sa betecknar man med K (X) snittet av alla delkroppar till
L som innehéller bade K och X (K (X) dr den minsta delkropp till L som innehaller bade K
och X). Om X = {ay, ..., a,} sa skriver man vanligen K(X) = K(a,...,a,). Om X = K’
dr en delkropp till L sé betecknas K (K') med K K’ och kallas kompositum av K och K.

OVNINGAR

1.1. Vilka av foljande delmingder till C dr kroppar med avseende pa vanlig addition och mul-

tiplikation av tal:
a) Z; e) {a+bv2, a,b € Q};
b) {0, 1}; f) {a+bv2,a,b € Q};
c) {0}; g) {a+ b2, a,b € Z};

d) {a +bv2, a,b € Q}; h)y{zeC:|z] <1}.
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1.2.
1.3.
1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.
1.12.

Visa att varje delkropp till C innehaller Q.
Ge exempel pé en odndlig kropp av karakteristiken # 0.

Visa att karakteristiken av en kropp K #r det minsta naturliga talet n sadant att na = 0 for
varje a € K eller den dr 0 om ett sadant n inte existerar.

Lat L D K vara en kroppsutvidgning och o € L \ K, o? € K. Visa att
K(a) ={a+ ba, dir a,b € K}.

Beskriv alla tal som tillhor kropparna:

)Q(W2); BQGE); )QV2id): )V V).
Visa att

2 Q(V2,iv/2) = Q(i, V2);

b) Q(v2,v6) = Qv2,V3);

0) Q(vV2,v3) = QvV2+ V3);

d) Q(v/a, vb) = Q(v/a+ vb), dé a,b e Q, a+vb#0.
Beskriv foljande delkroppar till C:

a) Q(X), dir X = {V/2, 1 +2V8};

b) Q(2)(X), dir X = {v/2};

¢) K1 Ko, dir K = Q(i), Ky = Q(W5);
d) Q(X),dir X = {z € C:2*=1}.

Lat K vara en kropp.

a
—b
matrisaddition och matrismultiplikation di och endast da ekvationen X2 + 1 = 0 saknar
16sningari K.

b) Visa att L innehaller en kropp isomorf med K.

a) Visa att alla matriser [ Z ], dér a,b € K bildar en kropp L med avseende pa

¢) Konstruera en kropp med 9 element och bestidm dess karakteristik.

Lat K vara en kropp

a b
—b a—-0
en kropp med avseende pa matrisaddition och matrismultiplikation.

a) Formulera ett 1ampligt villkor sddant att alla matriser ] , a,b € K, bildar

b) Konstruera en kropp med 4 element och skriv ut additions- och multiplikationstabellerna
for denna.

I en kropp K giller likheten a* = a for varje a € K. Bestim karakteristiken av K.

Lét K vara en kropp av karakteristiken p. Visa att (a + b)?" = a?" + " dda,b € K och
m dr ett naturligt tal.



Algebraiska utvidgningar

Lat L. O K vara tva kroppar. Man siger att ett element @ € L idr algebraiskt 6ver K om
det finns ett nollskilt polynom f € K|[X]| sadant att f(«) = 0. I det motsatta fallet kallas o
transcendent 6ver K. Om a € C é&r algebraiskt over Q sa sdger man att « &r ett algebraiskt
tal. Ett icke-algebraiskt tal kallas transcendent. Om « € L &r algebraiskt 6ver K sdger man att
ett nollskilt polynom av ligsta mojliga grad bland alla polynom f € K[X] sadana att f(a) = 0
dr ett minimalpolynom for o 6ver K. Graden av f kallas graden av « 6ver K.

2.T, Lat o € L O K vara ett algebraiskt element dver K.

a) Ett minimalpolynom for o dver K dr irreducibelt och delar varje polynom i K[X|
som har o som sitt nollstdlle.

b) Ett irreducibelt polynom [ € K|[X] sddant art f(«) = 0 dr ett minimalpolynom for
a over K.

c) Alla minimalpolynom for o dver K far man ur ett sadant polynom genom att multi-
plicera det med nollskilda konstanter ur K.

Ibland, med hinsyn till sista delen av satsen, viljer man entydigt ett minimalpolynom — mini-
malpolynomet — det vars koefficient framfor hogsta potensen av variabeln &r lika med 1.

2T: a) Oma € L DO K dr ett algebraiskt element dver K, sd kan varje element i K(«)
skrivas entydigt pd formen ag + a1+ . .. + ap_1&™ Y, dir a; € K och n dr graden
av minimalpolynomet for o over K.

b) Om o € L O K dr ett transcendent element over K, sa dr K(o) ~ K(X), ddr
K (X) dr kroppen av de rationella funktionerna éver K.
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Om L D K sa kan man betrakta L som ett linjért rum 6ver K. Med graden [L : K] menar man
dimensionen av det linjdra rummet L 6ver K. Om den dimensionen &r oéndlig, sa skriver man
[L : K] = oo. Sats 2.7, a) sdiger att [K («) : K| = grad (f) da « dr ett algebraiskt element och f
dess minimalpolynom.

2Ts OmM DO LD K,sadr[M:K|=[M:L|L:K)|.

En utvidgning L O K kallas algebraisk om varje element i L &r algebraiskt 6ver K. Den
kallas dndlig om [L : K| # co. Man siger att utvidgningen L O K ir éndligt genererad om
L=K(ai,...,ap),dira; € L.

2.T4 Enutvidgning L O K dr dndlig da och endast da den dr algebraisk och dndligt genererad.

2.Ts Lat L O K. Alla element i L som dr algebraiska éver K bildar en kropp.

Om K = Qoch L = C, sd kommer kroppen av de algebraiska talen over QQ att betecknas med A
(= kroppen av de algebraiska talen).

OVNINGAR

2.1. Vilka av foljande tal dr algebraiska?

a) 1++v2+V3; d) 7+ 1;
b) V2 + V/2; ) VT + V2;
) V3 + V2 f) /1 + Ve
2.2. Bestdm minimalpolynomet och graden for o 6ver K da:
AK=0Q a=VV3+1, d K =Q(i), a =v?2;
DK =Q a=Vv2+V2 e) K =Q(V2), a = V72
OK=Q a°=1,a#1; HK=Q, o =1, a # 1, p ett primtal.
2.3. Bestidm graden och en bas for foljande utvidgningar L O K:
) K =Q L=QV?2,1); K =Q L=QV2v3V5);
b K=Q L=QWV2V3); 9 K =Q(v3), L=Q(v/1+3);
OK=0Q L=0Q\V2,V2); h) K = Zy, L = Zy(a),ddra’ + a+1=0;
d K =Q, L=Q(V2+2V4); i) K =Z3, L = Z3(c), ddr o® + o + 2 = 0;

) K =R(X + %), L =R(X); DK =R(X? + 53), L = R(X).
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24.

2.5.
2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

2.12.

2.13.
2.14.

2.15.

2.16.

Visa att ett komplext tal z = a + b: dr algebraiskt (6ver Q) da och endast da a och b &r
algebraiska.

Visa att talen sin 77 och cos rm dr algebraiska om r &r ett rationellt tal.
Lat L = Q(v/2). Bestim a,b,c € Q sidana att x = a + bv/2 + cv/4 d
) Ly, 1 ) 1+ /2
)T = —=; T = D Q)r=— ‘"
V2 1+ v/2 1+V2+ V4

Lit L = Q(v/2,V/3). Bestim a, b, ¢,d € Q sadana att x = a + bv/2 + ¢/3 + d/6 da

1 1 V2++/3
Ar=———; br=———; o)z= )
V2+V3 1+vV2+V3 1+v2+v3+6
Lat L = Zy(a), ddr a*+a+1 = 0. Bestim a, b, ¢, d, € Z, sédana att z = a+ba+ca’+da®

da
1

1
Ar=—; bzr=ad% )zr=a% dHr=—-—"7-——.
) o' ) ) ) a?+a+1

a)* Visaattoma € K(X)\ K ocha = %,da’rp,q € K[X],och SGD(p,q) = 1sadar

[K(X) : K(o)] = n, ddr n = max(grad p, grad q).

b) Visa attom « € K(X) \ K, sa ir « transcendent 6ver K.

Lat M, M, vara tva kroppar mellan K och L.

a) Visa att om [M; : K| # oo och [My : K| # 00, sé ér [M1 M, : K| # oc.

b) Visaattom [M; : K| =roch [My : K| = s,dér (r,s) = 1, sd dr [M1 M, : K| =rs.

¢) Vad kan man siga allmént om sambandet mellan [M; : K|, [M, : K] och [M; M, : K|?

Visa att om [K («) : K] #r udda, sa #r K(a) = K(a?). Ar det sant att K(a) = K(a?)
implicerar att [K («) : K| &r udda?

Visa att om f € K|[X] dr irreducibelt 6ver K och L O K #r en utvidgning sddan att
(grad f,[L : K]) =1, s& dr f irreducibelt 6ver L.

Visa att om L dr en kropp och [L : R] # oo, s dr L = Reller L = C.

Ar det sant att for varje delare d till [L : K] existerar en kropp M mellan K och L sidan
att [M : K| = d?

Man vet att talen e och 7 dr transcendenta. Det ir inte kiéint om e + 7 och er &r transcen-
denta. Visa att minst ett av talen e + 7 eller er maste vara transcendent.

Man vet att « dr ett algebraiskt tal. Visa att dven foljande tal dr algebraiska

a)a?; b)ya, ¢ Y1+«
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Splittringskroppar. Andliga kroppar

Om K ir en kropp och f € K[X], sa séiger man att L. O K ir en splittringskropp for f 6ver
KomL = K(o,...,a,)och f(X)=a(X —a)...(X —ay,), dira € K. Man siger da att
f har alla sina nollstédllen i L och att L genereras 6ver K av dessa nollstdllen. Ibland betecknar
man splittringskroppen for f 6ver K med K(f = 0).

3.T, a) Varje polynom f € K[X] har en splittringskropp over K.

b) Om 7 : Ki — K, dr en isomorfism av kroppar, Ly dr en splittringskropp for ett
polynom f € K [X] och Ly dir en splittringskropp for polynomet 7(f) € K,[X], sd
existerar en isomorfism o : Ly — Lo

L1 —0_>L2

]

K —T>K2

som forlinger T (dvs 0|k, = 7). Speciellt om K1 = Ky = K och T = id. sd dr
tva splittringskroppar for f over K K-isomorfa (dvs isomorfismen o avbildar varje
element i K pa sig sjalve).

Man brukar bevisa den satsen med hjélp av féljande partiella resultat:

3.T, a) Om f dr ett irreducibelt polynom dver K, sa existerar en kropp L O K sadan att
L = K(a) och f(a) = 0.

b) Om 7 : Ky — K, dr en isomorfism av kroppar, [ ett irreducibelt polynom dver
Ky, Ly = K(ay), dir f(c) = 00ch Ly = K(a), dir 7(f)(a2) = 0, sd finns det en
isomorfismo : Ki(aq) — Ks(ag).



Ki(ay) —0>K2(0z2)

]

K, Ky

T

sadan att o(a) = ag och ok, = T.

Om f(X) = ayX + ...+ a, X" € K[X] sa definierar man derivatan f’ av f som polynomet
F(X) =a1+2a:X +...+na, X" . Precis som fér polynom ur R[X] giller det att (f, + f»)' =

fi+ faoch (fife)' = fifo+ fifs.

3.Ts Ettpolynom f € K[X] saknar multipla nollstillen i varje utvidgning L O K dd och endast
da SGD(f, f') = 1.

Genom att utnyttja den satsen och konstruktionen av splittringskroppar kan man enkelt beskriva
alla dndliga kroppar.

3.Ty a) Antalet element i en dndlig kropp dr en potens av ett primtal.

b) Om p dr ett primtal och n > 1, sd dr splittringskroppen for X?" — X éver Z, en
andlig kropp med p™ element.

c) Tva dndliga kroppar med lika manga element dr isomorfa. Mera exakt ir varje dndlig
kropp med p™ element en splittringskropp for X?" — X over Z,,.

Man séger att K ir ett algebraiskt holje till kroppen K om varje polynom med koefficienter i K
har alla sina nollstillen i K och K genereras dver K av alla nollstéllen till alla polynom i K[X].

3.T5 Forvarje kropp K existerar ett algebraiskt hilje K och tvd algebraiska hiljen till samma
kropp K dr K -isomorfa.

En kropp kallas algebraiskt sluten om K = K (t.ex. K = C).



OVNINGAR

3.1. Bestim graden och en bas av en splittringskropp 6ver K for f € K[X] da

a) K=Q, f=(X?-2)(X*-5); OK=Q f=X"+1;

HK=Q f=X>-2 0K =Q(3), f=X"-2

OK=Q f=X"-2; g K =Q(i), f=(X?-2)(X*-3);

HDK=Q, f=X*+X%2-1; h) K =Q, f = X? — 1, pett primtal.
3.2, Avgor om foljande par av kroppar dr isomorfa:

2 Q) och  Q(iv/2);

b) QV1++v3) och QV1-V3);

0 QW2 och Q(V3).
3.3. Visa att en kropp med p” element innehaller en kropp med p™ element da och endast da

m|n.

3.4. Lat f(X) vara ett irreducibelt polynom i Z,[ X]. Visa att f(X)|X?" — X d& och endast d&
grad (f(X))[n.

3.5 Lat v,(n) beteckna antalet irreducibla polynom av n:te graden i Z,[ X |. Visa att

Zdvp(d) =p" och wy(n)= %Zpdu(%),

dln dln

ddr p(n) ar Mobiusfunktionen dvs p(n) = 0 om det finns ett primtal p vars kvadrat dr en
delare till n, och p(n) = (—1)* om n dr en produkt av k olika primtal samt (1) = 1.

3.6 Ett irreducibelt polynom f € Z,[X] av n:te graden kallas primitivt om f { X™ — X da
m < p". Visa att antalet primitiva polynom av n:te graden ir lika med %go(p" —1), dér ¢
ar Eulers funktion.

3.7 a)* Visaatt en @ndlig delgrupp till den multiplikativa gruppen K* av en kropp K ir cyklisk.

b) Visa att om L O K é&r dndliga kroppar sa finns det ett element ¢ € L sadant att . =
K (e).
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Automorfismgrupper av kroppar.
Galoisgrupper

Lat L vara en kropp. Med en automorfism av L. menar man en omvéndbar funktiono : L — L
som avbildar L pa hela L och sadan att

a)o(r+y)=o(z) +o(y)
b) o(zy) = o(z)o(y)

for godtyckliga x,y € L. Om L DO K ir en kroppsutvidgning sd sdger man att en automorfism
o : L — L dr en K-automorfism om

¢)o(z) = x forvarje z € K.

4.T, Alla K-automorfismer av L bildar en grupp med avseende pa sammansdttning av auto-
morfismer.

Gruppen av alla K -automorfismer av L betecknas med G(L : K) och kallas Galoisgruppen av
L 6ver K. Om G ér en godtycklig grupp som bestér av automorfismer av L (t.ex. G = G(L : K)
da L O K), sa definierar man

LC ={z € L :Yyeqo(x) = z}.
4.T2 Om G dr en grupp av automorfismer av L (dndlig eller odndlig) sd dr LC en delkropp till

Loch[L: L% =|G|.
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Nistan alla 6vningar kommer att koncentreras kring denna viktiga sats som &r en konsekvens av
foljande resultat:

4.T3 Dedekinds Lemma. Om o, 09, ..., 0, dr olika automorfismer av en kropp L och likheten
a101(x) + ago9(x) + ... + anon(x) = 0, dir a; € L, gdller for varje x € L, sd dr
ap=ay=...=a, =0.

Dedekinds Lemma kan ocksa formuleras sa att olika automorfismer av en kropp L &r linjdrt
oberoende 6ver L (i det linjéra L-rum som bestar av alla funktioner f : L. — L). Med Galois-
gruppen 6ver K av ekvationen f(X) = 0 eller polynomet f(X), dir f(X) € K[X], menar man
Galoisgruppen for splittringskroppen K (f = 0) 6ver K.

OVNINGAR

4.1. Lat L O K vara en kroppsutvidgning.

a) Visa att om « € L dr ett nollstille till f € K[X]och o € G(L : K), sa dr ocksé o(«)
ett nollstélle till f.

b) Visa att om L = K(aq,...,q,) och tvd automorfismer o, 7 € G(L : K) ér lika for
varje generator «; (dvs o(«;) = 7(oy) for varje i), sé dr 0 = 7 dvs o(a) = 7(«) for varje
a € ).

4.2, Bestidm Galoisgrupper for foljande utvidgningar L O K:

AL=QV2),K=Q  dL=QV2V3), K=
DL=QWV2),K=0Q  eL=2Z(X), K =Zy(X?);
OL=QW2),K=Q  HL=17s5X), K =7s(X").

4.3. Visa att identiteten dr den enda automorfismen av en primkropp (dvs Q eller Z,,).
4.4. Visa att kroppen av de reella talen R saknar icke-triviala automorfismer.

4.5. Visa att om [L : K] < oo, s ir ordningen av Galoisgruppen G(L : K) en delare till
utvidgningens grad [L : K]|.

4.6. Visa att om ¢ #r en K -automorfism av kroppen K (X), sé dro(X) = ‘ggig, dira,b,c,d €
K och ad — be # 0.

4.7. Lat L = Zo(X) och 1at G vara gruppen av alla Zs-automorfismer av L (se 6vn. 4.6).
Bestim L¢.

4.8. Lat L = Z3(X) och 1at G vara gruppen av alla automorfismer av L sadana att o(X) =
aX + b, dir a,b € Z3 och a # 0. Bestim L¢,
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4.9.

4.10.

4.11.

4.12.

4.13.

4.14.

a)Lat L = R(X,Y) och G = {0y, 02}, déir 0, dr identiteten och o9 definieras av o9(X) =
—X, 0o(Y) =Y. Bestim L©.

b) Visa med hjilp av a) att om f(X,Y) € R(X,Y) drsadant att f(—X,Y) = —f(X,Y),
sddr [ f(sinz,cosz)dr = [ g(t)dt for en funktion g € R(¢) och t = cosz.

a)Lat L = R(X,Y) och G = {0y, 02}, diir 0, dr identiteten och oy definieras av o9(X) =
—X, 09(Y) = —Y. Bestim LC.

b) Lat f(X,Y) € R(X,Y) och f(—X,-Y) = f(X,Y). Visa med hjélp av a) hur man
kan uttrycka integralen [ f(sin z, cos z)dz som en integral av en rationell funktion.

Lat L = Q(X,Y) och G = {01, 09,03,04} vara den grupp av automorfismer av L som
definieras av tabellen

X Y
01 X Y
g2 -X Y
O3 X|-Y
04 -X|-Y
Bestim L°.
L&t L = Q(X) och G =< 0 >, dir o(X) = X + 1. Bestdm LC.

a)Lat L = K(X,Y) och G =< 01,09 >, ddr o, &r identiteten och 09(X) =Y, 05(Y) =
X. Bestdm LC,

b) Lat L = K(Xy,...,X,) och G = S,. Definiera 0(X;) = X, for o € S,. Visa

att LY = K(sy,...,s,), ddr s; ér de elementiira symmetriska polynomen av variablerna
Xi,..., X,
Ar det sant att om [L : K;] # oo och [L : Ky] # oo, sd dr [L : Ky N Ky # oo, dir K1, Ky

dr delkroppar till en kropp L?
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Normala utvidgningar

Man séger att en utvidgning L O K &dr normal om varje irreducibelt polynom som har ett
nollstélle i L har alla sina nollstdllen i L (dvs L innehaller dess splittringskropp).

5.Ty En dndlig utvidgning L O K dr normal da och endast da L dr en splittringskropp av ett
polynom med koefficienter i K.

Man siger att N &r ett normalt hélje till L O K om N D L idr en kroppsutvidgning sadan att
N D K drnormal ochom N D N’ D L, ddr N’ &r en normal utvidgning av K, sa ir N' = N.

5T, Lat L = K(ay,...,ayp) vara en dndlig utvidgning. D4 dr ett normalt holje till L O K
entydigt bestamt sa ndr som pa en L-isomorfism. Mera exakt dr varje normalt holje till
L D K en splittringskropp over K for f = fi--- f,, ddr f; dr minimalpolynomet for o;
over K.

OVNINGAR

5.1. Vilka av foljande utvidgningar 4r normala:

a)L=Q(V2), K=Q ) L=Q(V2), k=Q\2);
b) L =Q(V?2), K= 29 L=Q\2i), K=0Q

OL=QW?2,v3),K=0Q  hL=QX), K=0QX?);
)L=C K=R, i) L =C(X), K =C(X?);
e) L =Q(V/2,i), K=Q DL =17Z3X), K =7Zs(X?).
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5.2

5.3.

54.

S.5.

S.6.

5.7.

Bestidm normala holjet till var och en av foljande utvidgningar:

a)L=Q(V?2), K=Q d) L =Q(X), K =Q(X?);
b) L =Q(V2,V2), K =Q e) L =Q(X), K =Q(X");

O)L=Qe),e® =1,e#1, K=Q f) L =7Zs(X), K =Z3(X*).

LaitM DLDOK.

a) L4t M D L och L D K #rnormala. Ar M D K normal?
b) M DO K idr normal. Ar M D L normal?
¢) M D K drnormal. Ar L O K normal?

Lat L O K ir vara en normal utvidgning och «, 8 € L tva nollstéllen till ett irreducibelt
polynom med koefficienter i K. Visa att det finns en automorfism ¢ € G(L : K) sédan att

o(a) = B.

Lat N D L D K, diar N D K ér @ndlig och normal. Visa att L O K &r normal da och
endast dd oL = L for varje 0 € G(N : K).

Lat L O K vara en dndlig utvidgning och M, M, dr tvé kroppar mellan K och L. Visa att
a)om M; O K och My O K &r normala, sa ar M; M, O K normal,
b) om M; O K &dr normal, sa dr MMy O M, normal.

Lat L O K vara en kroppsutvidgning och «, 8 € L. Visa att om K («) O K och K(3) D
K &r normala utvidgningar och K(a) N K(8) = K, sé ir [K(a,f) @ K] = [K(«) :
K][K(B) : K].
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Separabla utvidgningar

Ett irreducibelt polynom f € K[X] kallas separabelt 6ver K om det saknar multipla nollstillen
(i varje utvidgning L O K —se 3.73). Man sédger att « € L DO K #r ett separabelt element
Over K om dess minimalpolynom 6ver K idr separabelt. Man sédger att L O K &r en separabel
utvidgning om varje element i1 L &r separabelt dver K.

6.T, a) Omchar (K) = 0, sd dr varje irreducibelt polynom f € K|X]| separabelt.

b) Om char (K) = p, sd dr ett irreducibelt polynom f € K[X] icke separabelt da och
endast da ' = 0, vilket dir ekvivalent med att f(X) = g(XP?), dir g € K[X].

6.T, Varje algebraisk utvidgning av en kropp av karakteristiken O eller av en dndlig kropp dr
separabel.

Man siger att v € L ér ett primitivt element for utvidgningen L O K om L = K ().

6.T; Satsen om primitiva element. Om L = K(ay, ..., ), dir oy, ..., oy dr algebraiska
och alla utom mdjligen ett element dr separabla over K, sa finns det ett primitivt element
for L O K.

OVNINGAR

6.1. a) Visa att Zy(X) dr icke-separabel ver kroppen Zo(X?).

b) Konstruera for varje primtal p en icke-separabel utvidgning av en ldmplig kropp av
karakteristiken p.
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6.2 Lit « € L D K, dir char (K) = p. Visa att « #r separabelt 6ver K da och endast da

K(o?) = K(«).
6.3 Visa att K(ay,...,q,) 2 K ir separabel da och endast dé «, . .., «, dr separable dver
K.

6.4 Lat L O K vara en kroppsutvidgning. Visa att alla element o € L som &r separabla over
K bildar en delkropp Ls mellan K och L.

Anmirkning. Graden [L; : K] kallas den separabla graden av L 6ver K och betecknas
[L : K]s (om [L : K] < oo, sa betyder det att [L : K] dr en delare till [L : K] och
[L: K], =[L:K|daL D K ér separabel).

6.5 Lat L O K och char (K) = p. Visa att for varje o € L existerar en exponent p” sadan att
oP" dr separabelt dver K (dvs. o € L,, dir L, #r definierad i 6vn. 6.4).

6.6 Lat N O L D K, ddr N &r en normal utvidgningar av K och utvidgningen L O K #&r
dndlig. Visa att antalet olika restriktioner 0|, didr 0 € G(N : K) dr lika med [L : K|, (se
ovn. 6.4).

6.7 Lat M O L DO K. Visa att utvidgningen M DO K #r separabel da och endast da
utvidgningarna M D L och L O K #r separabla.

6.8 Lat M D LD K. Visaatt [M : K|, = [M : L|s[L : K]s (se 6vn. 6.4).

6.9 Bestim ett primitivt element for L O K da
a)L=Q(vV2,v3), K=0Q dL=R(X,Y), K
b L=QWV2-i,V3+i), K=Q ) L=QX,Y), K
OL=QWV2+V3V2+iVi—i), K=Q DL=QV22),

6.10 Visa att om L = Zy(X,Y), K = Zo(X?,Y?), s4 #ir utvidgningen L O K inte enkel dvs
det finns inte v € L sédant att L = K (7).

R(X2,Y?);
(X+Yxm

Nu
n

6.11 Visa att utvidgningen L O K #r enkel och algebraisk da och endast da antalet kroppar
mellan K och L &r dndligt.

6.12 Ge ett exempel pa en @ndlig utvidgning L. O K sadan att antalet kroppar mellan K och L
ar odndlig.

6.13 Lat L O Q vara en éndlig normal utvidgning vars grad &r udda. Visaatt L C R.
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Galois utvidgningar

Man siéger att en utvidgning L O K #&r en Galoisutvidgning om den é&r indlig, normal och
separabel.

7.T1 En dndlig utvidgning L O K dr en Galoisutvidgning dd och endast da [L : K| = |G(L :
K)|.

Om L D K ér en kroppsutvidgning, 7 mingden av alla kroppar mellan K och L och G méngden
av alla delgrupper till G(L : K), s definierar man tva funktioner:

f:G—F och g:F—¢G

pa foljande sitt:
f(H)=L"={z € L:V,epo(x) =z}

och
gM)=G(L:M)={oce€GL:K):Vyemo(z) =x}.

7.T> Galoisteorins huvudsats. Om L DO K dr en Galoisutvidgning sa dr f och g inbdrdes
inversa antiisomorfismer mellan partiellt ordnade med hjilp av inklusion méingden F av
alla kroppar mellan K och L och méingden G av alla delgrupper till G(L : K) dvs fog =
idr, go [ =idg samt f(H,) O f(H,) om Hy C Hy, och g(M;) 2 g(Ms) om My C M.

Ibland kallar man for Galoisteorins huvudsats bade den sista satsen och féljande sats:

7.Ts Lat K C L vara en Galoisutvidgning och M en kropp mellan K och L.
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a) Utvidgningen L O M dr en Galoisutvidgning.

b) Utvidgningen M DO K dr en Galoisutvidgning dd och endast da G(L : M) dr normal
i G(L : K). Om detta ir fallet, sa dir G(M : K) 2 G(L: K)/G(L : M).

OVNINGAR

7.1.

7.2

7.3.

74.

7.5.

7.6.

7.1.

7.8.

Ar det sant att om L DO M och M O K #r Galoisutvidgningar si iar L O K en Ga-
loisutvidgning?

Vilka av foljande utvidgningar L O K &r Galoisutvidgningar?
) K =Q L=QN?2); e) K = Q(X?), L = Q(X);
b K=Q L=QV?2); DK = Z,(X?), L= Z,(X),

/ - p ett primtal;
o) K =Q(2), L =0Q(v/2); g) K =Zy(X?+ X), L = Zy(X);

O K =QG), L=0QG¢);  hK=RX?), L =R(X).

Bestim alla undergrupper till Galoisgruppen G(L : K) for splittringskroppen L av poly-
nomet f samt motsvarande kroppar M mellan K och L dé

a) K =Q, f(X) = (X2 2)(X*—5); ) K =Q(i), f(X) = X* —2;

b) K =Q f(X) = (X' —1)(X*=5);  HK=Q [f(X)=X*-5

O K =0, f(X) = X° — 1. K =0Q f(X)=X'+X* -1

K =Q f(X)=X"+1; h) K = Q(2), f(X) = X* - 1.

Visa att utvidgningen L O K #r en Galoisutvidgning, bestdm Galoisgruppen G(L : K),
alla undergrupper till den samt motsvarande delkroppar mellan K och L d&

a) K =Q,L =Q(v2,i); d) K = R(X? + 55), L = R(X);
DK=QL=QW2e¢),&=1e#1; e) K =R(X2,Y?), L=R(X,Y);

oK =Q L =Q(2,i); ) K =R(X?>+Y? XY),L=R(X,Y).

Lat G vara automorfismgruppen av kroppen Z3(X ) bestdende av alla automorfismer X —
aX +b,ddr a # 0 (se 6vn. 4.8). Bestdm alla undergrupper till G samt motsvarande kroppar
mellan fix kroppen Z3(X )¢ for G och Z3(X).

Lat L O K vara en Galoisutvidgning och M en kropp mellan K och L. Visa att [M :
K] =|G(L: K)|/|G(L : M)|.

Lat L O K vara dndliga kroppar.

a) Visa att utvidgningen L O K ir en Galoisutvidgning.

b) Visa att Galoisgruppen G(L : K) &r cyklisk och genereras av automorfismen o(x) =

7" (Frobeniusautomorfismen), dir |K| = p™

Lat L O K vara en Galoisutvidgning och M en kropp mellan K och L. Visa att antalet
olika kroppar mellan K och L som dr K-isomorfamed M ir [M : K|/|G(M : K)|.
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7.9.

7.10.

7.11.
7.12.

7.13.

7.14.

Lat M; O K och M, O K vara Galoisutvidgningar och L en kropp som innehaller bade
M, och M,. Visa att

a) M1 M, O K dr en Galoisutvidgning;

b) G(M1M2 . K) = G(M1 : K) X G(M2 : K) Oli N MQ =K.

Konstruera en utvidgning L D Q vars Galoisgrupp &r
a) Cy; ) Cy x Oy i) D4 (kvadratgruppen);
b) C3; 1) Cy x Cy; j) Ss;
0)Cy; g) Oy x Cy x Cy; k) Sy;

d) 05; h) 03 X 03; 1) A4.

Visa att varje cyklisk grupp dr Galoisgruppen for en utvidgning L O Q.

Ardetsantattom M D LD K,[M : K] <ococh |G(M : K)|=1,s&4r |G(L: K)| =
1?

Lat L. O K vara en Galoisutvidgning och M;, M, tva kroppar mellan K och L. Lat
G(L : Ml) = Hl, G(L . Mg) = HQ. Bestim G(L . M1M2) och G(L . M1 N MQ)

Lat L D K vara en Galoisutvidgning med en abelsk Galoisgrupp G(L : K). Lat f vara
minimalpolynomet for o« € L. Visa att f har alla sina nollstillen i K («).
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Losbarhet av ekvationer

Man séger att L O K ér en r-utvidgning om det finns en kedja av kroppar
sadan att K(;, = K;(o), dir ;" € K; och r; #r naturliga tal fér7 = 0,1,...,n — 1. Man séger

att ekvationen f(X) = 0, f € K[X] dr r-1osbar 6ver K (K en kropp av karakteristiken 0) om
splittringskroppen K (f = 0) for f 6ver K ligger i en r-utvidgning L O K.

8.T1 Om char (K) = 0, sa dgr ekvationen f(X) = 0, f € K[X] r-losbar dd och endast da
Galoisgruppen for [ over K dr losbar.

Den allménna ekvationen av n:te graden over K dr
fX)=X" -5 X" 4 5, X" 2+ .+ (=1)"s, = 0,
ddr s; dr de elementdra symmetriska funktionerna av X1, Xo, ..., X, (dvs 57 = Y X;, s9 =

XX, .o, 80 =X1Xo. .. Xy) och K (X1, X, ..., X,) ir kroppen av de rationella funktion-
erna i variablerna X, X,, ..., X,,.

8.T> Galoisgruppen over K(si1, 8o, ..., Sy) for den allmiinna ekvationen f(X) = 0 av n:te
graden iir Sy, sd att f(X) = 0 inte dr r-losbar dd n > 5.
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OVNINGAR

8.1.

8.2.

8.3.

84.

8.5.
8.6.

8.7.

8.8.

Motivera att foljande utvidgningar L O Q &r r-utvidgningar:
) L=QW1+V3): BL=QWV1-V5VVZ+V3)
Visa att foljande ekvationer &r r-16sbara 6ver Q:

a) X4 —4X?% - 21 =0; b) X® —2X3—2=0.

a) Visa Webers sats: Om f € Q[X] ér ett irreducibelt polynom av grad p, dir p &r ett
primtal > 5 med p — 2 reella och 2 komplexa nollstillen, sé &r dess Galoisgrupp S,,.

b) Visa att ekvationen X5 — ¢?X — ¢ = 0, ¢ ett primtal, inte 4r r-16sbar dver Q.

Ge exempel pa en polynomekvation f(X) = 0 6ver Q av graden n (n > 5) som inte &r
r-losbar.

Visa att varje ekvation f(X) = 0, dir f € K[X], grad f < 4 &r r-15sbar (char(K) = 0).

Visa att ekvationen f(X) = 0 #r r-losbar 6ver K da och endast da ekvationen f(X") = 0
ar r-losbar 6ver K (n ett naturlig tal).
Lat f(X) = X3+ pX +¢,p,q € K och char(K) # 2, 3.

a) Visa att (7, — x9)2(12 — 13)% (23 — 11)? = —4p® — 2742, diir 71, T, 73 dr alla nollstillen
till f (i en splittringskropp L 2 K).

b) Visa att K (1, 29, 23) = K(VA, 21).
c) Visa att om f &r irreducibelt i K[X]| sd dr dess Galoisgrupp isomorf med Cj eller Ss
beroende pi om VA € K eller VA ¢ K,
Lat L = K(ay, g, a3, ay), dir aq, as, az, ay dr alla nollstéllen till polynomet f(x) =
xt + pr? + qx + r, dir p, q,r € K(char (K) # 2,3).
a) Visa att (a; + a9)?, (aq + a3)?, (1 + ay4)? dr alla nollstillen till
r(f) = 2® + 2pa® + (p° — 4r)z — ¢*.
Polynomet r( f) kallas for resolventen till f.
b) Lat L, vara splittringskroppen i L for r(f). Visa att L = Lo(ay).
¢) Antag att f &r irreducibelt over K. Visa att

54 om [LO : K] = 6,
A4 om [LO : K] = 3,
GL:K)=¢ Vi, om [Ly:K|=1,
Cy om [Lg: K|=2 och firreducibelt 6ver Ly,
Dy om [Ly: K]=2 och f irirreducibelt 6ver L.

d) I varje fall i c) ge exempel pa ett polynom f 6ver Q med motsvarande Galoisgrupp.
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Geometriska konstruktioner

Lat X vara en godtycklig punktmingd i planet.

e En linje &r definierad av X om den gér genom tvé olika punkter tillhorande X .

e En cirkel dr definierad av X om dess centrum tillhor X och dess radie dr lika med avstandet
mellan tva punter tillhdrande X.

Man siger att en punkt P = (a, b) kan direkt konstrueras ur X med passare och linjal om P
ar skdrningspunkten av tva linjer eller tva cirklar eller en linje med en cirkel som &r definierade
av X. Lat X; vara mingden av alla punkter i planet som kan direkt konstrueras ur X = X, X5
mingden av alla punkter som kan direkt konstrueras ur X;, X3 méngden av alla punkter som kan
direkt konstrueras ur X, osv. Man siger att en punkt P = (a, b) kan konstrueras ur X med
passare och linjal om P € X* = |J;2, X; (dvs P € X; for nagot i > 0).

Man definierar ocksa reella tal konstruerbara ur X som sddana r € R att |r| = avsténdet
mellan tva punkter konstruerbara ur X.

Ofta borjar man med tva punkter i planet — sdg (0,0) och (1,0) — och forsoker beskriva alla
punkter i planet som med hjélp av passare och linjal kan konstrueras fran dessa tvd. Med andra
ord viljer man X = {(0,0), (1,0)}. De tal som idr konstruerbara ur X = {(0, 0), (1,0)} kommer
att betecknas med K. Den minsta talkropp som innehéller koordinaterna av (0, 0) och (1,0) dr
sjalvklart Q.

9.T, Lat K vara den minsta underkropp till R som innehaller koordinater av alla punkter
tillhérande en punktmingd X i planet. En punkt P = (a,b) kan konstrueras ur X med
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passare och linjal da och endast da det finns en kedja av kroppar:
K:K()CKlCCKn:L

sadan att a,b € Loch [K; 11 : K;|=2fori=0,1,...,n— 1.

I praktiska sammanhang utnyttjar man den satsen d& man vill visa att en punkt P = (a, b) inte &r
konstruerbar — man visar att [K(a, b) : K] inte &r en potens av 2. Om man vill visa att en punkt
dr konstruerbar utnyttjar man ofta féljande sats:

9.T, Lat K vara den minsta underkropp till R som innehdller koordinater av alla punkter

tillhorande en punktmdingd X i planet. Om det finns en normal utvidgning L O K sddan
att L CR a,b € Loch|[L : K] dr en potens av 2, sd dr punkten P = (a, b) konstruerbar
ur X med passare och linjal.

OVNINGAR

9.1.

9.2.

9.3.

94.

9.5.

L&t X vara en punktméngd i planet. Visa att en punkt P = (a, b) kan konstrueras ur X da
och endast dé dess koordinater kan konstrueras ur X.
Visa att foljande geometriska konstruktioner inte dr majliga:

a) att konstruera® en kub med volymen 2 da en kub med volymen 1 &r given dvs att kon-
struera en striicka av lingden v/2 d4 en striicka av lingden 1 ir given (kubens férdubbling);

b) att konstruera vinkeln 20° d& vinkeln 60° dr given (vinkelns tredelning);

(c) att konstruera en kvadrat vars area dr 7 da en cirkelskiva med arean 7 dr given™*
(cirkelns kvadratur).

a) Ar det mojligt att konstruera en cirkelskiva vars area #r lika med summan av areor av
tva givna cirkelskivor?

b) Ar det méjligt att konstruera en kula vars volym #r lika med summan av volymer av tvi
givna kulor?

Ar det mojligt att konstruera en kvadrat vars area #r lika med arean av en given triangel?

Ar det moijligt att konstruera en kub vars volym ir lika med volymen av en regelbunden
tetraeder vars kanter &r lika med 1?

*Hir och i fortsittningen att konstruera” betyder att konstruera med passare och linjal™.
**En cirkelskiva (eller en kula) &dr given om dess radie dr given.
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9.6.

9.7.

9.8.

9.9.

Visa i foljande steg Gauss sats: En regelbunden n-hrning dr konstruerbar om en stricka
av lingden 1 dr givenda ochendastdan = 2", r > 2ellern = 2"p1ps...ps, r >0, s > 1
och p; dr olika Fermatprimtal (p &r ett Fermatprimtal om p = 22 4 1, ¢t > 0):

a) om k|n och n-hdrningen &r konstruerbar, sa dr k-horningen konstruerbar;

b) om n = kl, dir k och [ &r relativt prima, sa dr n-horningen konstruerbar d& och endast
da k-horningen och [-horningen &r konstruerbara;

c)omn =27, r > 2 sa dr n-horningen konstruerbar;

d) om n = p?, dér p #r ett udda primtal, s #r n-hdrningen inte konstruerbar;

e) om n = p, dér p &r ett udda primtal, sd dr n-hérningen konstruerbar d& och endast da p
ar ett Fermatprimtal.

Konstruera en regelbunden n-horning dé (0, 0) och (1, 0) &r givna om

an =5, b)n = 15; c)n = 20.

Vilka av foljande vinklar « kan konstrueras dé (0, 0) och (1, 0) dr givna:

a)a=1% b) o = 3°; c)a =5

Ge ett exempel pé en vinkel o som inte kan konstrueras da (0,0) och (1, 0) dr given men
som kan tredelas d& man har denna vinkeln given.
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10

APPENDIX: Nagra bevis

2.T, Lat o € L O K vara ett algebraiskt element dver K.

a) Ett minimalpolynom for o over K dr irreducibelt och delar varje polynom i K[ X]
som har o som sitt nollstdlle.

b) Ett irreducibelt polynom f € K|[X] sddant att f(«) = 0 dr ett minimalpolynom for
o over K.

c) Alla minimalpolynom for o dver K far man ur ett sadant polynom genom att multi-
plicera det med nollskilda konstanter ur K.

Bevis. a) Lat p vara ett minimalpolynom for o 6ver K. Om p = p1p,, dir grad(p;) < grad(p)
och grad(py) < grad(p) sa ger p(a) = 0 att p; () = 0 eller po(ar) = 0, vilket strider mot valet
av p som ett polynom av minsta mojliga grad med o som ett nollstille.

b) Man har f(X) = p(X)q¢(X) + r(X), ddr grad(r) < grad(p) eller r = 0. f(a) = 0 och
p(a) = 0 ger att dven 7(«) = 0 sa att 7 méste vara nollpolynomet enligt definitionen av p, dvs

plf.

c¢) Lat bade p och p’ vara minimalpolynom for « 6ver K. Enligt a) delar de varandra, sa att
p' = ¢p, dir ¢ dr en nollskild konstant. a

2T, a) Oma € L D K r ett algebraiskt element dver K, sd kan varje element i K («)
skrivas entydigt pd formen ag + a1+ . .. + an_1&™ L, diir a; € K och n dr graden
av minimalpolynomet for o over K.
b) Om o € L D K dr ett transcendent element over K, sa dr K(o) ~ K(X), ddr
K (X) dr kroppen av de rationella funktionerna dver K.
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Bevis. Betrakta ringhomomorfismen

¢ K[X] — Kla],

diir 6(£(X)) = f(c). Man har

Ker¢ = {f € K[X]: ¢(f) = f(a) = 0} = (p(X)),

ty varje polynom som har « som sitt nollstille &r en multipel av p(X) enligt (b) i var forra sats.
Det &r klart att bilden av ¢ &r hela ringen K[a]. Enligt Huvudsatsen om ringhomomorfismer ér
K[X]/(p(X)) = K|«]. Vi vet att varje sidoklass i K[X]/(p(X)) kan representeras av exakt ett
polynom

ag+ar X +-- 'an_an_l, a; € K,

sa att varje element i K[| kan skrivas entydigt som bilden

—1
ag+aa+---a,_1a" ",a; € K,

av ett sddant polynom. Slutligen konstaterar vi att K[«/| dr en kropp dérfor att polynomet p(X)
ar irreducibelt (Enligt en sats dr K [X|/(p(X)) en kropp da och endast da p(x) ar irreducibelt).
O

6.Ts Satsen om primitiva element. Ldr K vara en odndlig kropp. Om L = K (v, ..., v,), ddr
Vi, - - -5 Vo dr algebraiska och alla utom mojligen ett element dr separabla over K, sa finns
det ett primitivt element for L O K.

Bevis. Det ricker om vi visar att om L = K(«, ) sa L = K(0) for ett lampligt 6 € L. Lat f
och g vara minimalpolynomen for o och 8 6ver K och lét

fO) = (t—ai)...(t—aw),
g(t) = (t=p1)...(t = Bm),

dir oy = «, 81 = (. Enligt forutsittningen #r alla nollstéllen till bade f och g olika (f och g dr
separabla polynom). Vilj c € K sa att

(07} +Cﬂj 7é (0] +Cﬁ1
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for alla (4, 7) # (1, 1). Existensen av c foljer ur det faktum att
o+ = o+
giller for ett dndligt antal x € K (mindre dn mn “daliga” x). Definiera:
0=a+cp

Vi har K(0) C K (o, (). Vi vill visa att K («, ) C K(6). Det ricker om vi visar att § € K(0)
tydd o = 0 — ¢ € K(#). Betrakta polynomen:

f(@—ct) och g(t).
Dessa polynom har koefficienter i K () och de har ett gemensamt nollstille S ty
f(0—cB)=fla)=0 och g¢(B)=0.

De har inte ndgra andra gemensamma nollstillen ty om f (6 —cf;) = 0 for nagot j sd dr  —cf; =
a; for ett . Alltséd dr o; + ¢8; = 0 = o + ¢f3 vilket intriffar endast for : = j = 1. Detta visar att

SGD(f(0 —ct), g(t)) =t =5

Men SGD av tva polynom med koefficienter i K (6) &r ett polynom med koefficienter i K (6) s&
att 5 € K(6). O
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11

Ledningar och svar

1.1

1.3

1.6

1.8

1.9

1.10

1.11

2.1

22

Endast d) &r en kropp.
T.ex. Z,(X), dér p &r ett primtal.

a)a+bv2, a,beQ

b)a+bi, a,b € Q;
¢)a+bv2+ci+div2, a,b,c,d € Q
d)a + bv2 4+ cv/3 +dV6, a,b,c,d € Q.

) Q(V?2) = {a+bv2: a,b € Q};

b) Q(i,v2) = {a +bi + cv/2+divV2 : a,b,c,d € Q};
¢) Q(4,v5) = {a +bi + cv/5 + div/5 : a,b,c,d € Q};
Qi) ={a+bi:abeQ}

¢) Vilj K = Z; i a).

a) Polynomet X? — X + 1 méste vara irreducibelt ver K.
b) Vilj K = Zy i a).

2.

a), b), ¢) dr algebraiska; d), e), f) ér transcendenta.

a) X6 —2X3 —2; d) X2 —2;
b) X6 —6X* —4X3 +12X2 — 24X — 4; e) X° —2;
X+ X3+ X2+ X +1; f) X~ + XP=2 4
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23

24
2.5
2.6

2.7
2.8
29

2.10

2.11

2.12

2.13

2.14

3.1

3.2

a) 4; en bas: 1,4, v/2,iv/2; f) 8; en bas: 1,v/2,v/3,v5, V6,10, V15, v/30;
b)4;enbas 1, \/5, \/E_S, V6: g) 3;enbas: 1, a, o?, diir o = \3/ 1++/3;
c) 6;enbas 1,v/2, /2, v/4,/2,+/32; h)4;enbas: 1,a,a? a?;
d) 3; en bas: 1, /2, v/4; i) 3; en bas: 1, o, a?;
e)2;enbas: 1, X; j)4;enbas: 1, X, X2 X3
Utnyttja 2.75.
Utnyttja 2.4.

a)xz%{*/i; b)x:%(l—w+€/zl); )z =—1+ /4.

Az =—V2+V3b)r=1+1vV2-1V/6c)z = L(=5+4v2+3v3 - 2V6).
a)r =1+ o b)z = o+ o?; o)z =1; d)z=a+a?
a) Visa att p(Y') — %Q(Y) ar minimalpolynomet for X over K («).

b) Utnyttja den enkla delen av a): [K(X) : K(a)] < n och 2.T5.
a) och b) — utnyttja 2.75.
¢) Allmint dr [M; M, : K] < [M; : K|[M, : K].

Ténk pd [K(a) : K(a?)] och utnyttja 2.73. P4 andra delen #r svaret nej (konstruera ett
motexempel!)

Utnyttja 2.75 a) och 2.73 (man kan ocksa utnyttja 2.10 b) och 2.75 a)).

Betrakta minimalpolynomet for ett element &« € L ~ R (om ett sadant finns) och utnyttja
algebrans fundamentalsats.

Nej. Betrakta Q(o) D Q, déra* + o+ 1 = 0.

* %k ok

a) 4;1,v/2,/5,V10;
b) 6;1,v/2, V4, ¢,ev/2,ev/4, ¢ =1, € # 1;
©) 8;1,4,v/2,iv/2,V2,iv/2,V/8,iv/8;

d) 8;1,a, 02, 0,4, i, ia?, ic®, ddr o = /2 (—1 + V5);

e)4,1,a,0% 0, dira =e7;
f) 45 1,0[,012,043, dira = {4/5;
2) 4;1,v2,v/3,V6;
2mi

hp—1;1,c,...,0P 2, dira=c» .

a) ja; b) ja; ¢) nej.
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Utnyttja 3.7, och 2.75.

3.4 Betrakta kroppen Z,[X]/(f(X)) och utnyttja 3.7, och 3.3.

3.5

3.6

3.7

4.1

4.4

4.5
4.6

4.7

4.8
4.9

Bevisa forsta formeln genom att utnyttja 3.4 (det dr mycket litt!). Andra formeln dr ett
specialfall av foljande allménna sats: Om f : N — C och g : N — C é&r tva godtyckliga

funktioner och n
fn) =Y _g(d), sharg(n) =3 f(d)u().
din

dn

Den sista implikationen kallas Mobius inversionsformel och bevisas ganska enkelt med
hjilp av likheten 3, 11(d) = 0 om n # 1. Anvind inversionsformlen dd f(n) = p" och

g(n) = nuvy(n).

Beriikna antalet element i en kropp med p” element som genererar denna ver Z,,. Bestim
dérefter antalet irreducibla polynom som dessa element uppfyller. Utnyttja 3.4.

a) Det foljer t.ex. fran det att en abelsk grupp dr en produkt av cykliska grupper.

b) Enligt a) dr gruppen L* cyklisk.

a) G = {0y, 01}, 09 = id., 01(V2) = —V/2;
b) G = {0'()}, og = Zd,
©) G = {09, 01}, 09 = id., 01(V2) = —V/2;

d G| V2| V3
0o \/§ \/§
g1 —V2 \/g
(o)) \/§ —V3
o3 | —vV2 | —V3

e) G = {0'0}, og = Zd,
f) G= {0'0,0'1,0'2,0'3}. O'Z(X) =1X.

Visa att o(z) > 0 om x > 0 (utnyttja att 7 = (\/7)?). Antag att t.ex. o(x) > x och vilj
r € Qsdatto(x) > r > x. Utnyttja ddrefter 4.3.

Betrakta LK),

Utnyttja 2.9.

G| =6, LY = Zy(a), diir o = EHILHIOCLIHD

|G| =6, LY = Z3(X5 + X* + X?),

a) LG = R(X2,Y).
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4.10 a) L = R(X2, XY).

411 L° = Q(X2, V).

4.12 L% = Q. Utnyttja 4.T5 och 2.9.
413 a) L€ = K(X + Y, XY).

4.14 Nej. Konstruera ett motexempel genom att vilja L = K(X).

) 3k %k
5.1 a), b), e) och h) dr inte normala.
52 a)Q(v/2,4); d) Q(X,e), € =1, € #£1;
b) Q(V2,v2,€), € =1, e#1; e Q(X,i), i* = —1;
o) L; f) L(a),a®* +1 =0.

5.3 a) ej ndodvindigt! Ge ett exempel!
b) ja
C) se a) ovan.

5.4 Utnyttja 3.7 b).

5.5 Utnyttja 5.4.

5.6 a), b) Utnyttja 5.77.

5.7 Visa att minimalpolynomet for 3 dver K ér irreducibelt 6ver K ().

* % %

6.1 b)T.ex. L D K, diar L =7Z,(X), K = Z,(XP?).
6.2 Betrakta K C K(a?) C K(«). Utnyttja 6.77 b).
6.3 Utnyttja 6.2.

6.4 Utnyttja 6.3.

6.5 Utnyttja 6.77 b).

6.6 Antag forst att L = K ().

6.7 Utnyttja 6.3.

6.8 Utnyttja 6.6.
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6.9 a)T.ex. vV2+V3; dT.ex. X +7Y;

D T.ex. vV2+V3+i; e Tex X;
OT.ex. vV2+v3+1i; DTex. vV2+ 2.

6.10 Visa att om +y existerar sd dr y* € K. Berikna [L : K].

6.11

6.12
6.13

7.1
7.2
7.3

Om L = K(v) och M ligger mellan K och L sa far man M genom att adjungera till K
alla koefficienter av minimalpolynomet for v 6ver M (visa det!). Detta polynom i&r en
delare till minimalpolynomet for v éver K. Omvént. Visa att L &r dndligt genererad och
algebraisk 6ver K. Anvind induktion och reducera till L = K («, ). Betrakta separat K
andlig och K oéndlig.

Betrakta K C L ur 6.10 (t. ex. Z,(X?, Y% X + ¢Y), dir ¢ € K).

Utnyttja satsen om primitiva element.

Nej
), d), e), f) om p # 2, g) dr Galoisutvidgningar.
a)L =Q(v2,V5); [L:Q =|G(L:Q)| =4,G=G(L:Q) = {oy,01,0,,03}, diir

G V2| V5|0 Delgrupper til G: I = {o,},

oo | V2] V5|1 Hy, = {o0,01}, Hy = {00,029}, H3 = {00, 03}.
o1 | —V2 V5|2 Kroppar mellan Qoch L: LY = Q, L' = L,
o | V2| =vB|2 LM=QW5), L™ =Q(V2), L' = Q(V10).
o3 | —vV2 | =V5 |2

b) L = Q(i,V/5). Ifr a).

) L=Q(e), e=es ,[L:Q =|G(L:Q)| =4, G=1{0¢,01,02,03}, ddr

G | e | O Delgrupper til G: G, I = {0y}, H = {09, 03}.

oo | € |1 Kroppar mellan Qoch L: L¢ =Q, L' =L,

o |4 LY =Q(e +€') = Qlcos Z) = Q(V5).
e | 4
€| 2

G v2 | O  Delgrupper till G; G, I = {0y}, H = {0¢,01}.
oo V21 Kroppar mellan K och L: L = K : L' = L,
01 —{4/5 2 Lt :K(\/i) :Q(i; \/5)

b V2 | 4

g3 —1 y 214
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f) L= Q(\:yga 6)a63 = 1a€ # 17 [L : Q] = ‘G(L : Q)| = 67 G = {00a01a02703704505}7

dér

G V5le | O Delgrupper till G: G, I = {0y}, H; = {0y,01}, Hy = {00,035},
o V5 le |1 = {09,053}, H = {00,02;04}

ol U512 Kroppar mellan Qoch L: L¢ = Q, L' = L, L' = Q(V/5),
oy | €5 € |3 Lt = Q(€2 \:«;/5)’ L = Q(e\s/g)a L7 = Q(e)-

o3 6\3/5 212

o7 62\3/5 e |3

os | /5| 2|2

8 L=Q(a,i), a=1/2(V5—1);[L: Q] = |G(L: Q)| =8.Jfr. 740).

hL=K(), ¢ =1,e£1[L: K] =|G(L:K)| =2, G = {oy,01}, diir
oo = id., o1(€) = Endast triviala delgrupper och mellankroppar.

a)Jfr. 7.3 a)

b) Jfr. 7.3 1)

o)[L:Q] =|G(L:Q)| = 8ty L ir splittringskroppen for X* — 2 éver Q. G = G(L
Q) = {00, 01,09, 03,04, 05,06, 07}, ddr

G V2| i| O Delgrupper till G: G, I = {0}, H, = {00, 01},
ol V2| il H2 = {00,04}, H3 = {00,005}, Hy = {00, 06},
o1 —\‘75 1|2 {00507} G = {00,01,02,03}

09 1{4/5 714 G2 {00501a0-4505} G3 - {00501:06a0-7}

o3 | —iv/2| i|4  KropparmellanQoch L: LY =Q, L' = L;
o | V2 |-i|2 LT =QV26) LT =Q(V2), L = i@(W?),
o5 | =3 | —i|2 LM =Q(1+0)v2), LT = Q((1—i)v2),

os | iwa|—i|e L =Q0),L% =Q(V2),L% =Q(iv2).

or | —iv2 | —i |2

d)[L: K)| =4ty K #r fixkroppen for gruppen G = {0y, 01, 02, 03} av K-automorfismer
av L, dar:

G X |0 Delgrupper till G: G, I = {01}, H = {00,01}
o) X |1 {0'0,0'2} H3 {0'(),0'3}

o1 -X |2 Kroppar mellan K och L: L = K, L1 =L,
g9 ]_/X 2 LHI = R(X2),

o3 | —=1/X |2 L™ =R(X + %),L® =R(X — £).

e) [L : K] = |G(L : K)| = 4ty K ér fixkroppen for gruppen G = G(L : K) =
{00, 01, 09,03} av K-automorfismer L, dir
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7.5

7.6
7.7

7.8

7.9

7.10

G X | Y| O Delgruppertill G: G, = {0y}, H = {09,01},
(o)) X Y |1 HQ = {0'0,0'2}, H3 = {0'0,0'3}.

o | -X| Y |2 Kroppar mellan K och L: L¢ = K, L' = L,
o | X|-v |2 L =RX?2Y), L¥ =R(X,Y?),

oy | =X | =Y |2 L =R(X2,XY).

f)[L : K] = |G(L : K)| = 4ty K #r fixkroppen for gruppen G = G(L : K) =
{00, 01, 09,03} av K-automorfismer av L, dir

G X Y | O Delgrupper til G: G, I = {0y}, Hy = {00,01},
(o)) X Y |1 Hz = {0'0,0'2}, H3 = {0’0,0’3}.
o1 | =X | =Y |2 Kropparmellan K och L: L = K, L' = L,
o | Y| X|2 LMm=RX2XY) L®=R(X +Y,XY),
o3| —Y | —X |2 L™ =R(X -Y,XY).
L = Zy(X), LY = Zy(X® + X* + X2),[L : L] = 6.
G X | O Delgrupper till G: G, I = {oo}, H, = {00, 03},
oL X |1 H, = {0y,04}, H3 = {00, 05}, H = {09, 01,02}
o1| X+1|3 Kroppar mellan L€ och L: L¢ L1 = L, L7 = 7,3(X?),
oy | X423 L= Zy(X2— X), L = Zy(X2 + X), L = Zy(X? — X).
g3 2X |2
g4 2X+112
05 2X 42 |2

L O M och L D K é&r Galoisutvidgningar. Utnyttja 7.7].

a) Utnyttja t.ex. 3.7, och 6.75.
b) Utnyttja 1.12.

Betrakta H = {0 € G(L : K) : oM = M}. Visa att det &r en delgrupp till G(L : K).
Berdkna index av H i G(L : K) genom att betrakta homomorfismen ¢ : H — G(M : K),
ddr ¢(o) = o|p. Utnyttja 7.7 (eller 7.6).

a) Utnyttja 5.6 och 6.7.

b) Betrakta homomorfismen ¢ : G(MMs : K) — G(M; : K) x G(M, : K), dér
©(0) = (0|m,, 0| m,)- Visa att Ker ¢ = {e}. Berdkna direfter ordningarna G(M; M, : K)
och G(M; : K) x G(M; : K) genom att utnyttja 7.77 och 5.7.

a) T.ex. Q(i);

b) Teex. Q(e + 1), diir e = €75

¢) T.ex. 7.3 ¢);

d) Tex. Q(e + %), dire=er;

e) T.ex. 7.3 a);

) Q(3,¢) dire = e’5;
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7.11

7.12
7.13

7.14

8.2
8.3
8.4
8.5

8.6
8.7

8.8

9.2

g) Tex. Q(v2,V3,V5);

h) Konstruera som i f) (utnyttja b));

1) T.ex. 7.4 ¢);

j) T.ex. 7.3 f);

k) T.ex. splittringskroppen for X4 — 2X — 2 6ver Q;

1) T.ex. splittringskropparna for X4 + X + 3/4 6ver Q.

Utnyttja Dirichlets sats: For varje naturligt tal » finns det ett naturligt tal £ sddant att nk+1
dr ett primtal.

Nej. Ge ett motexempel!

G(L : M, M) = H; N Hy; G(L : My N My) = den minsta undergrupp till G(L : K) som
innehéaller bade H; och H,.

K(a) O K ir en Galoisutvidgning.

Visa utan att 16sa ekvationerna!
a) se kursboken.
T.ex. X"°f(X), ddrn > 5 och f dr polynomet ur 8.3 b).

Diskutera alla mojliga Galoisgrupper och utnyttja 8.77. Alternativt visa hur man 16ser
sddana ekvationer.

Betrakta splittringskroparna for f(X) och f(X™).

a)p = T1To + Tok3 + T3T1, Q= —T1ToT3.

b) Polynomet g(X) = (X® 4+ pX + ¢)/(X — z,) har sina koefficienter i K(VA, ;).
Utnyttja det att bade g(z,) och VA tillhér K (vVA, z,).

b) Bestim koefficienten a i faktoruppdelningen i L[z]: f(x) = (z*+ az + b) (2% + cx + d).

* % %

2) [Q(V2): Q] = 3.
b) Man maéste kunna konstruera punkten (cos 20°, sin 20°). Ur cos 3o = 4 cos® o — 3 cos a
fér man att cos 20° uppfyller ekvationen 42°® — 3z = 3. Visa att [Q(cos 20°) : Q] = 3.

¢) Man maste kunna konstruera punkten (0, /7). Motivera att [Q(y/7) : Q] = oc.
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9.3 a) Ja. Radien av den nya cirkeln &r /7% + r2, dér r; och ry ir radierna av de tvé givna
cirkelskivorna.

b) Ibland. Radien av den nya kulan uppfyller ekvationen X3 — r3 — r3 = 0, déir 7, och 7y
ar radierna av de tvé givna kulorna. Om t.ex. 7, = 7 = 1 &r konstruktionen inte mojlig,
men om 7, = 1,y = v/7 s& dr den moijlig.

9.4 Ja. Kvadratens sida z = 4/ %ah, dér a &r triangelns bas och h motsvarande holjd — bade a
och h dr givna.

9.5 Nej. Kubens sida z = %.

9.6 b) Det finns heltal a och b sddana att 1 = ak + bl dvs ; = a + by. Alltsa dr vinkeln 27
konstruerbar om vinklarna 27“ och 2T” ar konstruerbara. Resten foljer ur a).

27

d) Om vinkeln ?)—7; ar konstruerbar, sa dr punkten (cos 77, sin ?)—7;) konstruerbar. Alltsa &r
[L : Q] en potens av 2, dir L = Q(cos i—g,sin i—g,i) 2D Q(e), € = cos ?)—Z + isin ?)—7{. Men
[Q(¢) : Q] = p(p — 1) dr inte en potens av 2.

e) Vinkeln 2% ir konstruerbar dd och endast di punkten P = (cos 2", sin Z¢) #r kon-
struerbar. Punkten P &r konstruerbar d& och endast da [L : Q) ar en potens av 2, dér
L = Q(cos 27“, sin 27”, i) = Q(e, i), = cos & + isin 27” (utnyttja 9.7} och 9.7, samt ob-
serveraatt e ' = cos 7 — isin Z1). Men [Q(e) : Q] = p — 1 dvs P ir konstruerbar da och
endast dd p = 27 + 1. Omnu T = 2%u, dér v 4r ett udda tal, s dr 27 + 1 ett sammansatt
tal ddu > 1. Alltsd dr T = 2°.

97 a)cosT2° = @; b) och c¢): Utnyttja a) och 9.6 b).

98 a)l° = 3% kan inte konstrueras enligt 9.6, ty 360 = 23 - 32 - 5;
b) 3° = % kan konstrueras enligt 9.6, ty 120 = 2% - 3 - 5;
¢) 5° = ZL kan inte konstrueras enligt 9.6, ty 72 = 2% - 32,

9.9 T.ex. o = 2. Utnyttja 9.6 och likheten ¢ = 2(% — ).
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