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FORORD

Dessa forelasningsanteckningar ar en del av en nagot omarbetad version av en algebrakurs
fér doktorander som aterkommer vartannat ar sedan 1979. Kursen handlar om kommuta-
tiv algebra med tanke pa algebraisk geometri (algebraiska mangfalder i affina och projektiva
rum, algebraiska kurvor) och algebraisk talteori (algebraiska heltal, p-adiska tal, diofantiska
ekvationer). Dessa tva omraden har en central stéllning och ar relaterade till forskningsverk-
samheten vid institutionen.

Denna kurs tillsamans med kursen “Linjar och multilinjar algebra” har dock en mera universell
ambition — den véander sig till alla som kan komma i kontakt med algebraiska metoder i
samband med sin aktuella eller framtida forskning. Daéarfor ar ett av dess syften att ge en
allmén, nagot Oversiktlig, orientering om algebra och dess valda omraden med tanke pa dem
vars matematiska intressen ligger eller kommer att ligga pa andra hall. Samtidigt vill man
ocksa ge en tillracklig grund for vidare studier inom algebra for alla de som i samband med
sitt forskningsarbete kommer att behéva djupare kunskaper i &mnet.

Kunskaper i algebra formedlas i ett fatal kurser inom grundutbildningen. Dé&rfér har denna
kurs en mycket grundlaggande karaktar. Den ar tillganglig for alla som besitter forkunskaper
motsvarande GU-kursen “Algebraiska strukturer” (eller den gamla kursen “Grupper, ringar
och kroppar”). Men den borjar med en detaljerad (men snabb) repetition av alla nédvandiga
forkunskaper. Darfor kan den foljas av alla som har intresse i algebran och som ar beredda
att repetera eller komplettera sina forkunskaper under en relativt kort tid. Kapitel 3 hand-
lar om moduler 6ver ringar. Darefter diskuteras lokaliseringar av ringar, ringutvidgningar,
Noetherska ringar, dimension av ringar, Dedekindringar och kompletteringar av ringar. Dessa
begrepp betraktas i anslutning till nagra grundlaggande begrepp i algebraisk geometri och
algebraisk talteori. Kompendiet avslutas med tva kapitel av en mera allmin karaktir — ett
om kategorier och ett om homologisk algebra.

Kursen ar en fordjupnigskurs i grundutbildningen och ingar ocksa som andra delen i en
grundkurs i algebra for doktorander. Den &r i princip en oberoende fortsattning pa den kurs
i “Linjér och multilinjar algebra” som gavs tidigare under denna termin.

Dessa forelasningsanteckningar bestar av 12 kapitel ur den tidigare algebrakursen for dok-
torander som har omarbetats och kompletterats for att anpassa innehallet till kursens nya
roll i grundutbildningen.

J.B.

Goteborg
Oktober, 2004






KOMPENDIETS STRUKTUR

Kapitel 1 har marginell betydelse for kursen. Det har inkluderats beroende pa ett par
hanvisningar i Kapitel 2 (och tekniska 6verviganden nér det géller numreringen).

Kapitel 2 och 3 ar grunden for alla efterféljande kapitel och utgor ocksa en del av kursen i
linjar och multilinjar algebra som gavs under forsta delen av terminen.

Kapitel 4 — 9 bor lasas i linjar ordning.
Kapitel 10 har nagot 6versiktlig karaktar och bygger pa kapitel 4 — 9. Flera bevis utelamnas.
Kapitel 11 bygger enbart pa kapitel 2 och 3, men nagra exempel hanvisar till 6vriga kapitel.

Kapitel 12 &ar vasentligen beroende av kapitel 2, 3 och 11.
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Kapitel 1

GRUPPER

Grupper triadde in i matematiken redan under 1700-talet &ven om en formell definition av
gruppbegreppet formulerades betydligt senare. Leonhard Euler (1707 — 1783) studerade grup-
per av rester vid division med heltal. Joseph Louis Lagrange (1736 — 1833) introducerade
gruppbegreppet ar 1770 i samband med sina studier av polynomekvationer. Dessa idéer
utvecklades av Evariste Galois (1811 — 1832) som berikade gruppteorin och visade hur den
kunde anvindas for att 16sa intressanta matematiska problem. Ett av Galois berémda resultat
séger att det for ekvationer av grader > 5 inte finns allmanna formler som uttrycker l6sningar
till en godtycklig ekvation med hjéalp av ekvationens koefficienter, de fyra riknesétten och ro-
tutdragnigar. Liknande resultat visade néstan samtidigt Nils Henrik Abel (1802 — 1829). Det
tog flera decennier innan den moderna definitionen av begreppet grupp gavs 1870 av Leopold
Kronecker (1823 — 1891). Viktiga bidrag gjordes tidigare i arbeten av Arthur Cayley (1821
— 1895) och James Joseph Sylvester (1814 — 1897). Galois sétt att utveckla och utnyttja en
abstrakt algebraisk teori for att 10sa konkreta matematiska problem hade stor betydelse for
utvecklingen av den moderna matematiken. Mycket tack vare Camille Jordan (1838 — 1922)
blev Galois idéer tillgdngliga fér andra matematiker. Jordan var ocksa forst med att studera
oandliga grupper. Det adr mycket intressant att bade Felix Klein (1849 — 1925) och den store
norske matematikern Sophus Marius Lie (1842 - 1899) vistades samtidigt hos Jordan i Paris.
Feliks Klein definierade i sitt beromda “Erlangenprogram” fran 1872 begreppet geometri i
olika rum (t ex i R™) som alla de egenskaper i rummet som bevaras under verkan av en grupp.
Kleins idéer hade stor betydelse for utvecklingen inom bade matematiken och fysiken. Dessa
idéer kunde forklara likheter och olikheter mellan Euklidiska och icke-Euklidiska geometrier
och ledde till helt nya teorier — t ex till relativitetsteorin som beskriver olika egenskaper i
R* som bevaras under verkan av Lorenzgrupper. Lie tillimpade gruppteorin pa problem
i matematisk analys — bl a associerade han grupper med differentialekvationer. Teorin for
Liegrupper, som samtidigt 4r grupper och analytiska mangfalder, har mycket stor betydelse
bade inom matematiken och fysiken. Kapitel 1 4gnas at en kort introduktion till gruppteorin.

(1.1) Definition. Med en grupp menas en miangd G med en operation o som
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2 GRUPPER

0) mot tva godtyckliga element g1, g2 € G ordnar ett element g4 o go € G T varvid
( godtycklig 91,9 giog

(1) g1o(g2093) = (g1 092) o g3 for g1,92,93 € G,

(2) det finns e € G sa att for varje g € G, eog=goe =g,
3) till varje g € G existerar ¢ € Gsa att gog =g og =e.
( je g g gog =g og

0

Elementet e i (2) ar entydigt bestamt, ty om ¢’ € G ocksa satisfierar (2) sa ar ¢’ o e = e och
¢’ oe = € enligt (2), dvs e = ¢/. e kallas det neutrala elementet i G eller enhetselementet
i G. Varje g € G bestammer entydigt ¢’ € G som uppfyller (3). I sjalva verket, om ¢” € G
ocksa uppfyller (3) sa ar

/

(gog)og’ =g o(gog")=g oce=4.

" "o

g'=eoyg
¢ kallas inversen till g.

[19e2i

(1.2) Exempel. Z,Q,R och C ar grupper da man tolkar “o” som vanlig addition av tal. I
dessa grupper ér e = 0 och ¢’ = —g. De betecknas ZT,QT,RT,C*.

(1.3) Exempel. Q" =Q~ {0}, R* =R~ {0}, C* = C~ {0} &r grupper da man tolkar “o”

som vanlig multiplikation av tal. I dessa grupper ar e = 1 och ¢’ = é.

O

(1.4) Anmaéarkning. Om i en grupp (G, o) operationen “o” betecknas med “+” (och kallas
addition) sa sidger man att notationen ar additiv. Da betecknar man vanligen e med 0 och
“o” (och kallas multiplikation), sa sédger man att

w»

¢’ med —g. Om operationen “o” skrivs som
notationen dr multiplikativ. D& betecknar man vanligen e med 1 och ¢’ med ¢g—'. I detta
fall brukar man skriva g1gs 1 stéllet for g1 - go.

0

(1.5) Exempel. Lat G = GL,(R) vara méngden av alla reella (n x n)-matriser med de-
terminant # 0. GL,(R) ar en grupp med avseende pa matrismultiplikation. Har ar e = E,
((n x n) — enhetsmatrisen), och for g = A &r ¢ = A~! inversen till A.

Ten (binir) operation pa G ir en funktion G' x G — G.
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Gruppen i sista exemplet ar inte kommutativ om n > 1.

(1.6) Definition. En grupp (G,o) ar abelsk (efter Nils Henrik Abel) eller kommutativ
om g1 © ga = ¢o o g1 for godtyckliga g1, g2 € G.

(1.7) Exempel. Lat X vara en méngd och lat G besta av en-entydiga funktioner som
avbildar X pa hela XT. Antag att sammanséttningen f o g € G for godtyckliga funktioner
f,g€G, fleGdad feG ochIcG,dir I(x) =2 for € X (den identiska funktionen).
Da &r (G,o0) en grupp. Associativiteten géller for sammansittningen av helt godtyckliga

funktioner: X 4, x%xnhx ger att

[(fog)ohl(x) = (fog)(h(x))= f(g(h(x))),
[felgoh)(z) = flgoh)(@))= flg(h(x))),

for varje x € X dvs (fog)oh= fo(goh).

Gruppen G i sista exemplet kallas for en transformationsgrupp av X (eller en permu-
tationsgrupp av X da X &r dndlig). Om X = {1,2,...,n} och G bestar av alla bijektiva
funktioner pa X sa betecknas G med S,, och kallas den symmetriska gruppen av grad n.
Om X ér en figur i planet eller rymden och G bestar av alla funktioner (= avbildningar) som
bevarar avstandet sa kallas G symmetrigruppen av X (se vidare Ovn. 6).

(1.8) Definition. Antalet element i en éndlig grupp G kallas fér gruppens ordning och
betecknas med |G| eller o(G). Om G har oéandligt manga element sa sédger man att G &r
oandlig eller har oandlig ordning. Man skriver da |G| = co.

(1.9) Definition. Om (G, o) &r en grupp och H dr en delméngd till G vars element bildar

(1P

en grupp m a p operationen “o” sa sédger man att (H,o) &r en delgrupp (eller undergrupp)
till (G, o) (kortare: H &r en delgrupp till G).

O

Tf:X — X #r en-entydig om x1 # x5 ger f(x1) # f(z2). Man séger ocksa att f &r injektiv. f: X — X
ir pa hela X om V¢ xJuex f(z) = 2'. Man siiger ocksé att f ar surjektiv. En funktion f: X — X som &r
surjektiv och injektiv kallas bijektiv.
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(1.10) Proposition. Om H C G, sa ar H en delgrupp till G da och endast da
(a) h1, ho € H= hyjohy € H,

(b) e € H,

(ccheH=h"tecH,

eller kortare:

(abc) H # 0 och hy,hy € H= h;'ohy € H.
Ett mycket enkelt bevis av (1.10) lamnar vi som Gvning.

(1.11) Exempel. Q* CcR* CcC*; Z* cQt c Rt cCt.

(1.12) Cykliska grupper. Om g € G och n &r ett naturligt tal > 1, sa definieras

“hHnooch ¢ =e.

n stycken

Med dessa definitioner &r g™g" = g™t (kontrollera!). Alla potenser ¢g", n € Z bildar en
delgrupp till G. Denna betecknas med < g > och kallas den cykliska gruppen genererad
av g. Om H =< ¢ > sa sidger man att g ar en generator for H. Ibland betecknas en cyklisk
grupp av ordningen n med C,,.

(1.13) Exempel. (a) Lat G = C* och g = 4. Da ér < i >= {1,—1,i,—i} ty i* = 1, vilket
implicerar i"t* = 4" for n € Z. Detta forklarar termen “cyklisk”.
(b) Om G =7 (m a p taladdition), sa dr Z =< 1 >.

(c) Lat G = U, = {z € C: 2" = 1} vara gruppen av alla n-te enhetsrétter (m a p talmultip-
27i

likation). Da &r U, =<e >,ddre =¢en .

(1.14) Exempel. Lat n > 0 vara ett heltal och lat [a],, (eller kortare [a]) beteckna resten
av a vid division med n. Observera att [z], = [y], &r ekvivalent med att n|x —y (ofta skriver
man z =y (mod n) och séger att “z &r kongruent med y modulo n”). Som bekant finns
det heltal ¢ och r sddana att
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a=qn+r dar 0<r <n.

Vi skriver Z,, = {0,1,...,n— 1} for mingden av alla rester vid division med n. Nu definierar
vi
[a]n ® [b]n = [a + bln.

For att kontrollera att den definitionen &r korrekt maste man veta att [al,, = [a'],, och [b],, =
[b], ger [a+b], = [a'+b],. Men detta &r klart ty nla—a’ och n|b—b' ger att n|(a+b)—(a’+b").
(Zy,,®) ar en abelsk grupp: e = 0 &r neutrala elementet och n — r &r motsatta elementet till
r da r # 0. Associativiteten visas direkt:

la]n ® ([Pl @ [cln) = [aln @[+ cn=[a+ (b+¢)]n=la+b+c]n,
(laln®[blp) @lc)n = [a+bn®cln=[(a+b)+c]p=[a+b+c|n

sa att [al, @ ([b]n @ [cn) = ([a]n & [b]n) D [c]n. Det ar klart att [a), @ [b], = [b], @ [a], s& att
(Zp,, ®) ar abelsk. Man kan ocksa definiera operationen ® pa Z, genom

[a]n, © [b], = [ab]y,.

Med denna operation ar Z,, inte en grupp (om n # 1). Se dock Ovn. 8.

O
I fortsattningen betecknar H och G grupper. Notationen ar som regel multiplikativ.
(1.15) Definition. Lat H C G och g € G. Méngden
Hg={hg:he H} (additivt: H+g={h+g:he H})
kallas en hogersidoklass till H i G.
O
(1.16) Proposition. ¢’ € Hg < ¢'g~! € H (additivt: ¢ — g € H).
Bevis. ¢ € Hg < ¢ = hg for nagot h€ H < ¢g'g-' =h € H. O

(1.17) Exempel. (a) Lat G=C* och H=U = {2z € C: |z| = 1}. Vi har
deUzedZzleUs X2 =1a 2| =2

Alltsa bestar (hoger)sidoklassen Uz av alla komplexa tal med beloppet lika med |z|.
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(b) Lat G = GL,(R) (se (1.5)) och H = SL,(R) = {A € GL,(R) : det A = 1}. Nu har vi
B € HA & det(BA™') =1 < det B = det A.
Alltsa bestar hogersidoklassen H A av alla matriser ur G med determinanten lika med det A.
(c¢) Lat G = Z (med addition), H =< 5 >= {5k : k € Z}. Vi har:
beH+a<b—ae HS5b—as[bs=]|a]s.

Alltsa &r (hoger)sidoklassen < 5 > +a identisk med méangden av alla heltal b som é&r lika med
a modulo 5. Sidoklasserna ar:

<5> <5>+41, <5>+4+2 <5>+43, <5>+4,

ty det finns exakt 5 olika rester [a]s.

Exemplen visar att sidoklasserna bildar en partition av G dvs en uppdelning av G i parvis
disjunkta méngder. Vi skall bevisa den observationen:

(1.18) Proposition. (a) g € Hg.

(b)) HY =Hg< ¢ € Hyg.

(c) g€ HpyNHgo = Hg1 = Hga.

Anmairkning. (a) siger att varje element g € G tillhor minst en sidoklass; (c) sdger att
g tillhor hogst en sidoklass. Detta betyder att sidoklasserna Hg bildar en partition av G —
se vidare Appendix A. (b) sdger att varje element i Hg definierar (eller representerar) just
denna sidoklass. O
Bevis. (a) g=eg € Hg.

(b) Om Hg' = Hg sa har man enligt (a) ¢ € Hg = Hg. Om ¢ € Hg sa ar ¢ = hyg
for ett h € H. Alltsa ar h'g’ = Whg € Hg for varje h' € H dvs Hg’ C Hg. Men &aven
g=h"'¢ € Hg sa att av symemtriskiil ar Hg C Hg' dvs Hg' = Hy.

(c)ge HjyNHge = Hg = Hg; och Hg = Hgy (enligt (b)) sa att Hgy = Hgo. O

(1.19) Proposition. Lat H wvara en dndlig delgrupp till G. Da dr |Hg| = |H| for varje
geq.
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Bevis. h — hg ar en en-entydig avbildning av H pa hela Hg ty h1g = hog implicerar att hy =
ho (dvs hy # ha = h1g # hag). Alltsa ger H = {hq, ha, ..., hy,} att Hg = {h1g, hag, ..., hmg}
med alla h;g olika. O

(1.20) Lagranges sats. Ordningen av en delgrupp till en dandlig grupp dar en delare till
gruppens ordning.

Bevis. Lat H C G,|G| = n och |H| = m. Lat i vara antalet hogersidoklasser till H i G.
Sidoklasserna bildar en partition av G enligt (1.18). Varje sidoklass har m element enligt
(1.19). Alltsa &r n =i - m. O

(1.21) Vanstersidoklasserna gH = {gh : h € H} till H i G har exakt samma egenskaper
som hogersidoklasserna. Man kan ocksa bevisa Lagranges sats med deras hjélp. Observera

dock att en vénstersidoklassen gH behover inte vara lika med hogersidoklassen Hg (se vidare
exempel 1.27 (c)).

(1.22) Foljdsats. Antalet vinstersidoklasser till H i G dr lika med antalet hégersidoklasser
till H i G.

Bevis. Enligt bevis for (1.20) (i dess vanster-version) ar bagge talen lika med |G|/|H|. O

(1.23) Definition. Antalet vanster— eller hogersidoklasser till H i G kallas index for H i
G och betecknas med (G : H).

(1.24) Definition. Med ordningen av g € G menas ordningen av den cykliska grupp
< g > som g genererar. Ordningen av g betecknas med o(g).

I samband med den definitionen se ocksd Ovn. 2. Definitionen implicerar omedelbart:

(1.25) Foljdsats. Ordningen av ett element i en dndlig grupp ar en delare till gruppens
ordning.

(1.26) Definition. Man séger att H ar en normal undergrupp till G om det for varje
g € G giller att gH = Hg. Da skriver man H < G.
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(1.27) Exempel. (a) Varje undergrupp till en abelsk grupp ar normal.

(b) Lat G = GL,(R) och H = SL,(R) (se (1.17)(b)). Vivet ((1.17)(b)) att varje hogersidklass
HA bestar av alla B € G sadana att det B = det A. Pa samma satt kan vi beskriva AH:

Bc AH & A 'Be H (vinstervarianten av (1.16)(c))
& det(BA Y =1« det B = det A.

Alltsa ar AH = HA.

(c) Lat G = S5 vara gruppen av alla permutationer av {1,2,3}. G kan beskrivas som gruppen
av alla avbildningar av planet som bevarar avstandet och en given liksidig triangel — se fig.1.
Lat H = {I,s1} dér 3

S92 s1

N W
N———

W N

1 2 3 1
I_<1 5 3> och 31—<1

fig.1

1 53 2

H ar en icke-normal delgrupp till G, ty t ex soH # Hso, dar so = ( il)) ; :13 ) I sjélva

verket,
soH = {s2,s2 051} # {52,581 052} = Hso

ty $9 081 # 81 0 S9. (Vihar31032:<; g i’), 32031:<; f ;))

(1.28) Proposition. Villkoren:

(a) gH = Hg for varje g € G,

(b) gHg™' C H for varje g € G

ar ekvivalenta.

Bevis. Implikationen (a) = (b) #r klar. Omvint har man gHg ' C H < gH C Hg. Den

inklusionen giller for varje g € G. Alltsa giller den ocksa for ¢g=! dvs g7'H C Hg™!, vilket
ger Hg C gH. Tillsammans med gH C Hg far man gH = Hg. O
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(1.29) Definition. Lat G vara en grupp och A, B tva delméngder till G. Produkten av A
och B definieras som méangden

AB={ab:a€ A och be B}(additivt: A+ B={a+b:a€ A och be B}).

Det ar klart att (AB)C = A(BC) da A, B,C ar tre delméngder till G. Notera att i fall
A ={g} och B = H (en delgrupp till G) & AB = gH. Notera ocksa att HH = H.

(1.30) Proposition. Om H dr en normal undergrupp sa bildar alla sidoklasser till H i G
en grupp med avseende pa multiplikation av delmdngder till G. Neutrala elementet dr H,
inversen till gH dr g~ H.

Bevis. Om A = gH och B = ¢'H sa ar AB = (¢H)(¢H) = g(H¢)H = g(¢H)H
g9 HH = g¢’ H dvs det ar en sidoklass igen. Multiplikationen &r associativ. Vidare ar e =
enhetselementet. Inversen till gH ar ¢ 'H, ty gHg 'H = gg"'HH = H.

Ol

(1.31) Definition. Gruppen definierad i (1.30) betecknas med G/H och kallas kvotgrup-
pen av G modulo (eller genom) H.

(1.32) Exempel. Lat G = Z (som vanligt med taladdition) och H =< 5 >. Vi vet (se
(1.17)(c)) att sidoklasserna &r H,1+ H,2+ H,3 + H,4 + H. Vi skall beteckna dem med

0,1,2,3,4. G/H =7/ < 5 > bestar av 5 element och har grupptabellen:

+10 1 2 3 4
0/0 1 2 3 4
111 2 3 40
212 3 4 0 1
313 4 0 1 2
414 0 1 2 3

(texdr2+H+3+H=2+3+H+H=5+H=Hty5¢cH).
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(1.33) Definition. En funktion f: G — G’ kallas en homomorfism om

f(g9192) = f(g1)f(g2)-

for alla g1, 92 € G.

Lagg marke till att till vanster multipliceras i G och till hoger i G.

(1.34) Exempel. (a) Lat G = R%, (de positiva reella talen med multiplikation), G’ = R
och f(x) =Inz. Da ar f(x122) = Inzizs =Inxy +Inxe = f(z1) + f(z2) dvs f: G — G’ ar
en homomorfism.

(b) Lat G = C*,G' = R* och f(z) = |z|. Da ar f(z122) = |z122| = |21]|22| = f(21)f(22) dvs
f:C* - R* ar en homomorfism.

(¢c)Lat G =R*, ' =U = {2 € C*: |2| = 1} och f(z) = €. Da &r f(zx; + o) = e/@1122) =
e®1ei2 = f(z1)f(z2) dvs f : RT — U dr en homomorfism.

(d) Lat G/N vara en kvotgrupp av G (N &r en normal undergrupp till G) och lat f : G — G/N
vara den funktion som avbildar g pa gN. Da &r f en homomorfism ty f(g192) = g192N =
91NgaN = f(g1)f(g2). f kallas den naturliga surjektionen.

(1.835) Proposition. Om f : G — G’ dr en homomorfism sd dr f(e) = € och f(g7!) =
f(g)~t (e och € Gr de neutrala elementen i G resp. G').

Bevis. f(e) = f(ee) = f(e)f(e) dvs f(e) = €5 ¢ = f(e) = flgg™") = f(9)f(g™") dvs
flg™h) =rlg) O

(1.36) Definition. Man séger att en homomorfism f : G — G’ 4r en isomorfism om f
avbildar en-entydigt G pa hela G’. Om G och G’ ar isomorfa (dvs en isomorfism f existerar)
sa skriver man G 2 G'. Om G = G’ kallas f en automorfism. Om [ ar surjektiv (dvs pa
hela G') sa kallas den epimorfism, och om den &r injektiv (dvs en-entydig) sa kallas den
monomorfism.

Bland exemplen i (1.34) #r (a) en isomorfism (inversen f~!(y) = e¥).
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(1.37) Definition. Med kérnan till en homomorfism f : G — G’ menar man méngden av

alla element i G vars bild ar enhetselementet i G'. Karnan betecknas med Kerf. Alltsa
Kerf = {g € G+ f(g) = ¢'}.

Bilden f(G) betecknas ofta TmfT.

(1.38) Proposition. Lat f : G — G’ vara en homomorfism.
(a) Kerf ar en normal undergrupp till G.

(b) G/Kerf = Imf, dir en isomorfism dr given da g(Kerf) avbildas pa f(g).

Bevis. (a) Om g1,92 € Kerf, sa f(g1) = f(g2) = ¢/. Alltsi ér f(g195") = f(g1)f(g2) ' = ¢
dvs glg2_1 € Kerf. Men e € Kerf, sa att enligt (1.10) ar Kerf en delgrupp till G. Den
dr normal ty om g € G och n € Kerf, sa ér gng~! € Kerf. I sjilva verket, f(gng™!) =

f@)fn)f(g) !t =¢.

(b) Vi har ¢’ € g(Kerf) & g7 '¢’ € Kerf < f(g7'¢") = ¢ < f(¢) = f(g) dvs sidoklassen
g(Kerf) bestar av alla element i G vars bild i G’ ar f(g). Nu definierar vi ¢ : G/Kerf — Imf
genom att ordna mot sidoklassen g(Kerf) bilden av ett godtyckligt element i denna, ség f(g)
(alla element har samma bild!) dvs p(gKerf) = f(g). Pa det sittet avbildas olika sidoklasser
pa olika element i Imf och varje element i Imf &ar bilden av en sidoklass.

Vidare ar
p(g1KerfgoKerf) = p(gigoKerf) = f(g192) = f(g1)f(g2) = p(g1Ker f)p(gaKerf),
dvs ¢ ar en-entydig homomorfism av G/Kerf pa hela Imf dvs en isomorfism. O

Del (b) av Prop. (1.38) kallas ofta Huvudsatsen om grupphomomorfismer. Den kan
formuleras pa foljande sétt: Det finns ett kommutativt diagram

G d G

N A

G/Ker f

(dvs f = ¢n) sadant att n dr den naturliga surjektionen (se (1.34)(d)) och ¢ &r en monomor-
fism. Man kan ocksa uttrycka det sa att varje homomorfism f : G — G’ kan faktoriseras i
produkt (= skrivas som sammanséttning) av den naturliga surjektionen n : G — G /Ker f och
en monomorfism ¢ : G/Ker f — G'.

T“Ker”="Kernel”, “Im”="Image”.
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(1.39) Exempel. (a) Lat f:Z — Z,, dar f(a) = [a],. Da &r f en grupphomomorfism ty
fla+b) =la+0b]n = la]n ® [b]n = f(a) ® f(b).
Vi har Kerf ={a €Z: f(a) = [a], = [0]p} =< n > och Imf = Z,.
Alltsa &r Z/ < n >= Z,, och en isomorfism &ar given da < n > +a avbildas pa [a],
(b) Lat f : RY — C*, f(z) = ¥, D4 ar
Flar + mo) = e2Mi@1+am) — 27001 27002 f (1) F(29)

dvs f ér en grupphomomorfism. Hir ér Kerf = {z € R : f(z) = ¥ = 1} = Z och
Imf = {e*™@ z € R} = U, diir U = {z € C : |z| = 1}. Enligt homomorfismsatsen (1.38) &r
R/Z = U och en isomorfism ir given da Z + = avbildas pa e2™@.

Vi avslutar detta kapitel med nagra resultat och kommentarer om olika typer av grupprep-
resentationer och deras betydelse i samband med datorberdkningar i grupper. Ett mycket
gammalt resultat som kommer fran Artur Cayley sidger att varje dndlig grupp kan beskrivas
som en permutationsgrupp. Mera exakt:

(1.40) Cayleys sats. Varje dndlig grupp G med n element dr isomorf med en delgrupp till
den symmetriska gruppen Sy,.

Innan vi visar satsen betraktar vi ett exempel:

(1.41) Exempel. Lat G =< g >, g* = e, vara en cyklisk grupp med 4 element. Vi numrerar
gruppens element e, g, g%, g> med respektive 1,2,3,4. Varje rad i grupptabellen

e g ¢ ¢
e le g ¢ &
9 19 ¢ ¢ e
?l9 ¢ e g
#lg e g ¢

svarar mot en permutation av 1,2, 3,4 (som numrerar gruppelementen):

(1234 (1234 ) (1234 s (1234
€ 1234 ) 9 2341 ) 9 3412 ) 9 4123 )
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Bevis av Cayleys sats Beviset foljer konstruktionsmetoden i exemplet ovan. Lat G =
{91,92,...,9n}. Lat g4(xz) = gr da = € G. Funktionen ¢, har som sin viardeméngd alla
element ggi1, 992, ..., 99, (i den rad av grupptabellen for G som svarar mot g). Mot g ordnar
vi permutationen

g < g G2 - gn )
991 992 ... 99n
Vi kan identifiera elementet g; med talet i och ersitta gg; = g,, med p; for ett lampligt index
p;.- Da representerar vi g med en permutation av talen 1,2,..., n:
< 1 2 ... n )
g .
b1 P2 ... DPn

Det ar klart att varje g definierar en permutation (den svarar mot en rad i grupptabellen).
Vi kontrollerar ocksa att funktionen ®(g) = ¢, &r en injektiv grupphomomorfism av G' i den
symmetriska gruppen S,,. Olika g ger olika permutationer (olika rader i grupptabellen) och

2(99')(x) = g9’z = d4(9'7) = ¢g(y () = gdy () = 2(9)2(¢)(2),

dvs ®(gg') = ®(g9)®(g"). O

I historiskt perspektiv hade Cayleys sats en mycket stor betydelse — den visar att alla andliga
grupper kan representeras som permutationsgrupper och studeras som delgrupper till de sym-
metriska grupperna .S,,. Rent praktiskt ger den beskrivningen inte sa stora fordelar, men per-
mutationsbeskrivning av en grupp dr mycket lamplig som inmatning i datorprogram. Flera
kénda programpaket tillater en sadan beskrivning av grupper. T ex i MAPLE ger kommandot

> G = permgroup(3, {a = [1,2],b = [1,2,3]});

den symmetriska gruppen Ss dvs symmetrigruppen av en liksidig triangel. Kommandot séger
att G ar en delgrupp till S3 och genereras av permutationerna a (en symmetri) och b (vrid-
ningen 120°) dvs bestar av alla produkter av faktorer som &r lika med a eller b.

En mycket viktig generalisering av permutationsrepresentationer ar representationer av grup-
pelementen med hjilp av matriser. Observera att varje permutation kan tolkas som en matris
vars element ar 0 eller 1 varvid en etta forekommer exakt en gang i varje rad och i varje
kolonn.

Fran bade teoretisk och praktisk synpunkt ar det viktigt att kunna beskriva grupper pa ett
kompakt satt. Ett exempel ar cykliska grupper: G =< a >, dar a satisfierar relationen
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a™ = e. Den metoden kan generaliserars da man tillater flera generatorer (som a) och flera

relationer (som a™ = e). Vi antar foljande definition:

(1.42) Definition. Lat G vara en grupp. Man séger att aq,...,a; genererar G om varje
element i G kan skrivas som produkt av potenser av dessa element. Man sédger da att G
ar andligt genererad och man skriver G =< ay,...,a; >. Med en relation mellan gen-
eratorerna menar man varje likhet f(ai,...,a;) = g(a1,...,a;), dér f och g & monom i
icke—kommuterande variabler X1,..., X;.

En cyklisk grupp av ordningen n har en generator och en relation: G =< a > och a" = e.
Som ett annat exempel betrakta gruppen G = Us x Uy, diar Us = {£1} med multiplikation.
Elementen a = (1,—1) och b = (—1, 1) genererar denna grupp dvs G =< a,b > (observera att
gruppen inte #r cyklisk). Som relationer har vi t ex a? = e,b% = € och ab = ba (e = (1,1)).

Ofta &r man intresserad av minimala uppséttningar av relationer f; = g1,..., f, = g, sddana
att varje annan relation for generatorerna aq,...,a; av G &ar en konsekvens av dessa (och
gruppaxiomen). Rent allmént &r det inte alltid latt att bestdmma en minimal genera-
toruppséttning (inga “onddiga” generatorer) eller avgéra om en generatoruppsattning bestar
av det minsta mojliga antalet av gruppelement. Samma problem galler relationer mellan
generatorerna. Det finns flera programpaket som hjalper 16sa dessa problem for grupper av
mattlig storlek. T ex i MAPLE ger kommandot

> G := grelgroup({a, b}, {[a,a,al, [b,b],[b,a,1/b,1/a,1/a]});

en beskrivning av en grupp G =< a,b > med tva generatorer a och b samt med tre relationer
a® =e, b?> = e och bab~'a~2 = e (dvs ba = a?b). Symmetrigruppen av en liksidig triangel kan
i sjélva verket beskrivas pa detta sétt (a &r en vridning, b &r en spegling). Observera att nar
man skriver ut relationer av typen a® = e si menar man alltid att a har ordningen k (ej en
akta delare till k).
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OVNINGAR

1.1.

1.2,

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

Lat K vara en delkropp till de komplexa talen (t ex K = R eller C) och lat M, (K) vara
méngden av alla (n x n)-matriser A = [a;;] med a;; € K. Lat A" = [a;;] beteckna den
transponerade matrisen till A och A = [a;;] den konjugerade matrisen till A. Visa att
foljande matriser bildar en grupp m a p matrismultiplikation:

) GL,(K)={A € M,(K):det A+ 0} (fulla linjara gruppen),
) SL,(K)={A€GL,(K):det A=1} (speciella linjara gruppen),
) On(K)={A € M,(K): AA' = E} (ortogonala gruppen),
d) SOn(K)={A € O,(K):det A=1} (speciella ortogonala gruppen),
) Un(K) ={A € M,(K) : AA* = E}  (unitéira gruppen),
) SUL(K)={Ae€Uy(K):det A=1} (speciella unitdra gruppen),
) Th(K) ={A € GL,(K)
)

No(K) = {A € T,(K) : a; = 1}  (Ovre unitrianguldra gruppen; matriser av
denna typ kallas unipotenta),

(i) Dp(K)={A € GLy(K) :a;; =0 da i#j} (diagonala gruppen).

ta;j =0 da i>j} (Ovre trianguldra gruppen),

Lat G vara en grupp och g € G. Lat n > 0 vara ett heltal sadant att g = e och ¢" # ¢
did 0 <m < n. Visa att < g >= {e,g,...,9" '}.

Anmarkning. Uppgiften visar att ordningen av g kan definieras som det minsta
naturliga talet n sadant att ¢" = e och co om n inte existerar.

Lat g € G och o(g) = n. Visa att om gV = e for ett heltal N s& &r n|N.
Visa att en delgrupp till en cyklisk grupp ar cyklisk.
Visa att

(a) en cyklisk grupp med n element &r isomorf med Z,,

(b) en oéandlig cyklisk grupp ar isomorf med Z.

Skriv ut grupptabeller for symmetrigrupper (se (1.7)) av:

(a) en liksidig triangel,
(b) en kvadrat,

(c) en rektangel som inte &r en kvadrat.

Ge en beskrivning av alla dessa grupper med hjélp av generatorer och relationer.

Anmirkning. Om X &r en regelbunden n-horning sa betecknas dess symmetrigrupp
med D,, och kalls dihedrala gruppen. Gruppen i (c) kallas Kleins fyragrupp och
betecknas med Vj.
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1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

1.12.

1.13.

(a) Visa att om f : G — G’ dr en homomorfism och g € G sa ar o(f(g)) | o(g). Om f
ar en isomorfism sa ar o(g) = o(f(g)).

(b) Avgor om foljande par av grupper ar isomorfa:
(b)1 Zg och Vi,  (b)2 Q* och QF, (b)s R, och RT,
Visa att alla rester vid division med n som &r relativt prima med n bildar en grupp

under multiplikation modulo n. Den betecknas med Z} och dess ordning med ¢(n).
Funktionen ¢(n) kallas Eulers funktion.

Antalet icke-isomorfa grupper av nedan givna ordningar ges av tabellen:
0(G)‘123456789101112131415161718
antalet |44 9 9 1 2 1 5 2 2 1 5 1 2 1 14 1 5

Visa detta da o(G) < 7.

Beskriv alla undergrupper till
(a) Sg, (b) ‘/21, (C) ZG.

(a) Visa att en oéndlig grupp har odndligt manga delgrupper.
(b) G har endast tva delgrupper (vilka?) da och endast da |G| = p, p ett primtal.

En grupp kallas enkel om den saknar icke-triviala normala delgrupper. Visa att en
abelsk grupp &r enkel da och endast d& dess ordning ar 1 eller ett primtal.

Anmarkning. Icke-abelska enkla grupper spelar en mycket viktig roll i gruppteorin. T
ex ar grupper A, av alla jdimna permutationer av talen 1,2, ... ,n enkla om n > 5, vilket
bl a implicerar att losningar till polynomekvationer av grader > 5 inte kan uttryckas
pa liknande sétt som losningar till ekvationer av liagre grader (se inledningen till detta
kapitel och definitionen av en losbar grupp i Ovn. 15). I borjan av 1980-talet avslutades
ett mycket omfattande och svart forskningsprojekt som tog mer &n 150 ar att genomfora
och engagerade hundratals matematiker — klassifikationen av alla enkla grupper. Man
visste att enkla grupper bildar ett antal oéndliga serier (som t ex A,, n > 5) och att
dessutom finns ett dndligt antal s k sporadiska enkla grupper som inte ingar i nagon
av dessa serier. Problemet med att klassificera alla sporadiska grupper visade sig vara
oerhort svart. Ar 1981 avslutades klassifikationen med en konstruktion av den storsta
enkla gruppen — “Monstergruppen” vars ordning ar 246 .320.5%.76.112.133%.17.19.
23-29-31-41-47-59-71 ~ 10°*. Fortfarande publiceras delar av 16sningen i arbeten
som tillsammans omfattar flera tusen sidor (cirka 10 000 enligt insatta personer).

Om G1, Gy ar grupper sa bildar alla par (g1, g2), dir g; € G; en grupp m a p koordinatvis
multiplikation. Den betecknas GG1 X G2 och kallas produkten av G; och G,. Pa samma
satt definieras G1 X ... x G, da n > 2. Visa att

(a) Vo &2 Zo X 7o,

(b) C* =Ry, xU,dér U ={z€C*:|z| =1}

Anmaiarkning. Varje dndlig abelsk grupp ar isomorf med en produkt av cykliska grup-

per vars ordningar ar primtalspotenser. En mera allmén sats som kallas “Huvudsatsen
om &andligt genererade abelska grupper” séger att varje sidan grupp ar isomorf med en
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1.14.

1.15.

1.16.

produkt av cykliska grupper — andliga vars ordningar &r primtalspotenser och oandliga
(om gruppen &r oédndlig). Denna sats som ocksa ger en mycket mera exakt informa-
tion om den direkta produktens faktorer bevisas i ett senare kapitel om moduler 6ver
huvudidealringar.

Lat G vara en transformationsgrupp av en mangd X. Om g € G och x € X sa
skriver vi gz i stéllet for g(x). Méangden Gx = {gz : ¢ € G} kallas banan av = och
St(x) = {g € G : g = z} kallas stabilisatorn av z. Lat G vara en andlig grupp. Visa
att

(a) St(z) ar en delgrupp till G,
(b) |G| = (G : St(x)),
(c) om gx = 2’ sa dr St(z') = gSt(x)g 1,

(d) olika banor &r disjunkta och |X| =" (G : St(z)), dir man summerar Gver repre-
sentanter ur olika banor for G.

Lat G vara en grupp och X = G. Lat G x X — X vara given genom (g,z) — gzg~ .

Om z1,x tillhér samma bana for G (se Ovn. 14) si kallas de konjugerade. Med
centrum av G menas Z(G) = {z € G : Vyeggr = zg} = {z € G : St(z) = G}, dar
St(x) betecknar stabilisatorn av z for konjugering.

L 4r en automorfism av G. Den kallas en inre automorfism.

(a) Visa att z — gxg™
(b) Utnyttja 14 (d) for att visa att om |G| = p™, p ett primtal, sa dr Z(G) #< e >.
Anmérkning. En grupp G med |G| = p™ dar, p &r ett primtal, kallas en p-grupp.
(¢) Utnyttja (b) for att visa med induktion att om G &r en p-grupp sa existerar en kedja
G=Gy> Gy D... DG, =< e > sadan att G;41 ar en normaldelgrupp till G; da
1=0,...,n—1o0ch G;/G;41 ar cyklisk.

Anmaéarkning. En dndlig grupp med denna egenskap kallas 16sbar beroende pa att
sadana grupper svarar mot polynomekvationer som ar losbara i Galoisteorins mening.

Lat G vara en andlig grupp.
(a) Visa att om 2 | |G] sa existerar g € G med o(g) = 2.
(b) Visa att om G &r abelsk och p | |G| for ett primtal p sa existerar g € G med o(g) = p.

Ledning. Ge ett induktivt bevis. Borja med |G| = p. Observera att pastaendet ar
banalt for cykliska grupper.

Anmarkning. (b) &r ett specialfall av Cauchys sats som géller for godtyckliga dndliga
grupper. En allménare sats bevisades av Sylow. Den séger att om p"™ | |G| sa existerar
en delgrupp H till G med |H| = p™ ((b) foljer for alla dndliga grupper da m = 1).
Om p™ | |G| och p™*! |G| s& dr alla delgrupper till G' av ordningen p™ konjugerade
(dvs om H, H' &r tva sidana delgrupper sa existerar g € G s att H' = gHg™!). Alla
delgrupper av ordningen p"* kallas Sylows delgrupper till G.

(c)* (Sylows sats) Visa att om p™ | |G| sa existerar en delgrupp H till G sadan att
|H|=p™.

Ledning. Visa satsen med induktion m a p ordningen av G. Om det finns en #kta
delgrupp H till G sadan att p™ | |H| géller pastaendet. Om en sadan delgrupp inte
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1.17.

1.18.

1.19.

1.20.

finns géller p | [G : H]| {or varje dkta delgrupp H. Utnyttja da Ovn. 14 (d) och visa att
det finns g € Z(G), 0(g) = p. Betrakta da G — G/ < g >.

Anmairkning. Sylows namn associeras med tre satser vars innehall varierar nagot i
olika larobocker. I princip dr pastaendet i (c) Sylows forsta sats. Den andra konstaterar
att varje p—delgrupp till G ligger i en Sylows p—delgrupp och att alla Sylows p—delgrupper
till G ar konjugerade, och den tredje siger att antalet s av Sylows p—delgruper till G ar
en delare till |G|/p™ samt att s lamnar resten 1 vid division med p.

Lat G vara en grupp. Med kommutatorgruppen av G menas den minsta delgrupp
till G som innehéller alla element av typen zyz~'y~!, 2,y € G. Den betecknas G’ (eller
[G,G]). Visa att

a) G’ ar en normal undergrupp till G,

b) G/G" ar abelsk,

c)om G C HCGsaar H<AG,

d) om H <G och G/H &r abelsk, sa a&r H D G'.

Anmirkning. ryz~!y~! kallas kommutatorn av x och y. Den betecknas ofta [z,y].
Vi har zy = [z, y|lyz dvs [z,y] “méter” avvikelsen av zy fran yx.

(
(
(
(

Visa foljande isomorfismer

@) RY/Z2=U; (b)) C/RG2U; (o) CJURRL;  (d) UfUn 2 U;

() C/Up=C () R*/RY, = Uy (g) RT/271Z 2 U,
dirU={z€C:|z|=1},U,={2€C: 2" =1}.

Lat G vara en topologisk grupp (dvs G &r ett topologiskt rum sadant att funktionen
(z,y) — xy ! fran G x G till G &r kontinuerlig). Med en karaktir av G menas en

kontinuerlig homomorfism f : G — U, dar U = {z € C : |z| = 1} (U har den topologi
som induceras fran den naturliga topologin i C). Visa att:

(a) varje karaktir av RT (med den vanliga toplogin) ér z +— €20 diir zq ir ett fixerat
reellt tal och € R™;

(b) varje karaktir av R*/Z (med topologin som induceras fran RT) ér z +— > "% dir
n ar ett heltal och 7 € RY/Z;

(c) varje karaktir av Z (med diskret topologi) &r n +— e*™"® dir n &r ett heltal och
0<z<1.

(a) Lat G vara en éndlig abelsk grupp (med diskret topologi — se Ovn. 19) och |G| = n.
Visa att G har n olika karaktarer.

(b) Med en Dirichlet—karaktdr menar man en funktion x : Z — U sadan att

|0 om (k,m)#1,
““{wmnom<mm=L

déir ¢ r en karaktir av Z*, (se Ovn. 8) och [k] ér resten vid division av k med m. Visa
att x(zy) = x(x)x(y) och x(z +m) = x(z) da z,y € Z.

Ledning till (a): Antag forst att G ar cyklisk. Utnyttja sedan anmérkningen efter
Ovn. 13.
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1.21.

1.22.

1.23.

1.24.

1.25.

1.26.

Lat N vara en normal undergrupp till G och H en undergrupp till G. Visa att HN ar
en delgrupp till G och HN/N = H/(N N H).

Lat G1, Gs vara grupper och N1 <0Gy, No <tG4. Lat f : Gi — G5 vara en homomorfism
sadan att f(N1) € Ny. Visa att det finns exakt en homomorfism f* : G1 /N1 — Ga2/No
sadan att diagrammet

G Ga

| ! |

Gl/Nl ?‘GQ/NQ

kommuterar (nq,ne de naturliga surjektionerna). Visa att

Nif~H(N2) «  (Imf)Ny
— N och Imf =N,

Ledning: Visa att f*(g1N1) = f(g1)N2 ar en véldefinierad homomorfism.

Kerf* =

Lat C = CU{oo} vara Riemannsfiren och D C C en 6ppen sammanhiingande delmingd
till C. Lat A(D) vara gruppen av alla en-entydiga konforma avbildningar f : D — Dma
p sammansattning. A(D) kallas automorfismgruppen av D. Alla pastaenden som géller
beskrivningen av grupperna A(D) nedan finns t ex i H. Cartan, Théorie élémentaire
des fonctions analitiques, Chap. VI, §2.

(a) A(C) = {2z +— ‘cljjr's, ad — be # 0}. Visa att A(C) =2 SLy(C)/ < £FEy >.

(b) Med hjélp av (a) visa att A(C) = {2z +— az + b,a # 0}.
(¢) Med hjélp av (a) visa att A(H) = {z — ‘Cljig, a,b,c,d € Ryad—bc # 0} = SLy(R)/ <
+FEy >, dir H = {z € C : Imz > 0}.

Visa att om H &r en andlig delméngd till en grupp G sadan att H # () och z,y € H
implicerar att xy € H sa ar H en delgrupp till G.
Lat f : G — G’ vara en grupphomomorfism.

(a) Visa att bilden av en delgrupp till G ar en delgrupp till G’, och inversa bilden av en
delgrupp till G’ ar en delgrupp till G.

(b) Ar (a) sant om man ersétter orden “delgrupp” med orden “normal delgrupp”?
Med exponenten exp(G) av en grupp G menas det minsta positiva heltalet m sadant

att g = e for varje g € G. Om ett sadant m inte existerar sa sdger man att gruppens
exponent ar odandlig.

(a) Ge exempel pa en oéndlig grupp med dndlig exponent.
(b) Visa att exponenten av en &ndlig grupp &r en delare till gruppens ordning.
(c) Lat M = MGM (o(g)) for alla g € G. Visa att exp(G) = M.

(d) Visa att exponenten av en &éndlig abelsk grupp &r lika med maximalordningen av
gruppens element. Ar detta pastaende sant for icke-abelska grupper?

(e) Visa att i en abelsk grupp har exp(G) och o(G) samma primdelare.
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APPENDIX A: EKVIVALENSRELATIONER

(A.1) Definition. En relation ~ pa en méangd X kallas for ekvivalensrelation om

(a) x ~ z (reflexivitet),

(b)  ~ y implicerar y ~ = (symmetri),

(¢) x ~y och y ~ z implicerar x ~ z (transitivitet),

da z,y,z € X. O
(A.2) Exempel. (a) Lat X = Z och lat z ~ y da och endast da 5 | x — y for x,y € Z.

(b) Lat X = G och lat H vara en delgrupp till G. Definiera x ~ y da och endast da
Hr=Hy (& oyt € H) for x,y € G.

(¢c) Lat X = N = {1,2,...} och lat z ~ y da och endast da x och y har exakt samma
primtalsdelare.

(d) Lat X vara en méangd och lat X; vara icke-tomma delméngder till X for ¢ tillhérande en
indexméngd I. Lat oss anta att dessa méngder utgdr en partition av X dvs X = UX; ar
unionen av alla X; och X; &r parvis disjunkta. Definiera nu z ~ y om och endast om det

finns i sa at x,y € X;. Vi visar strax att varje ekvivalensrelation pa X far man pa detta sétt.
O

(A.3) Definition. Lat ~ vara en ekvivalensrelation pa en mangd X. Med ekvivalensklassen
av r € X menas mangden

@] = {ye X 1y ~a).

(A.4) Proposition. (a) z € [z].

(b) 1] = [y] & = ~ v

(c) Tva olika ekvivalensklasser &r disjunkta.
(d) X &r unionen av alla ekvivalensklasser.
Bevis. (a) Klart fran (A.1) (a).

(b) [z] = [y] = = € [z] = [y] = = ~ y. Antag nu att x ~ y. Om z € [x] sa ger z ~ x och
x ~yatt z ~ysaatt z € [y]. Alltsa ar [x] C [y]. Av symmetriskédl har man ocksa [y] C [z].
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(¢c) Om z € [x]N[y] sa &r z ~ x och z ~ y s& att & ~ y ur transitiviteten. Enligt (b) ar

(d) Foljer direkt ur (a) och (c). O

(c) och (d) séger at ekvivalensklasserna av en ekvivalensrelation ~ pa X bildar en partition
av X.

(A.5) Exempel. (a) For ekvivalensrelationen i (A.2) (a) har man

[z] =[],
dar r ar resten vid division av  med 5 ty 5|z — r dvs x ~ r. Eftersom det finns 5 olika rester
r sa finns det exakt 5 olika ekvivalensklasser [0], [1], [2], [3], [4]

(b) T exempel (A.2)(b) har vi
yelzl]eoy~rs Hy=Hr < ye€ He
(se (1.18)). Alltsa ar [z] = Hzx.

(c) I exempel (A.2)(c) ar alla ekvivalensklasser av foljande form: [z] = [pip2---py], dér
p1,D2,...,pr ar alla olika primdelare till z om = # 1 och [1] (bestaende av enbart 1).

(d) I exempel (A.2) (d) &r just partitionsméngderna X; ekvivalensklasserna, ty om z tillhor
X; sa ar [z] = X;. O

Méngden av alla ekvivalensklasser for en ekvivalensrelation ~ pa X betecknas med X/ ~.
Denna méangd kallar man ofta for X modulo ~.

(A.6) Anmirkning. Om X = G é&r en grupp och ~ ar relationen fran (A.2)(b) sa ar
G/~ mingden av alla hogersidoklasser till H i G. Ofta anvinder man beteckningen H \ G.
Om ~ &r relationen x ~ y da och endast da xH = yH, sa ar ekvivalensklasserna identiska
med vanstersidoklasserna till H i G. Man betecknar da G/ ~ med G/H. Om H é&r en
normaldelgrupp, sa &r H\ G = G/H. Som vi vet i detta fall har G/H strukturen av en grupp
(kvotgruppen av G modulo H) da sidoklasserna multipliceras enligt formeln HxHy = Hxy.

Rent allmént betraktar man ofta mangder X med en binér operation o och med en ekvi-
valensrelation ~. I sadana fall vill man vanligen veta om operationen o kan definieras pa
ekvivalensklasserna sa att

(A7) [z][y] = [z o y].

Det ar klart att en sadan operation pa ekvivalensklasserna ar val-definierad endast om den
inte beror pa valet av ekvivalensklassernas presentation dvs om

[#] = [2'] och [y] =[y/] implicerar att [zoy] = [z’ oy/],
eller med andra beteckningar om

x~2z2' och y~4vy' implicerar att zoy~ a2 oy
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Kapitel 2

RINGAR

Begreppet ring harstammar fran Gauss studier av bindra kvadratiska former med heltalsko-
efficienter. Forsok att klassificera sadana former ledde till ringar bestaende av talen a + bw,
dir a,b € Z och w loser en kvadratisk ekvation med heltaliga koefficienter och hogsta ko-
efficienten lika med 1. De Gaussiska heltalen a + bi, dér i2 = —1, &r ett exempel. Gauss
kallade dessa talméngder for ordningar troligen darfor att de patvingar en naturlig ordning
bland ekvivalensklasser av motsvarande binara kvadratiska former. Senare under 1800-talet
i samband med forsck att bevisa Fermats stora sats borjade man intressera sig for liknande
talméangder ag + a1w + - -+ + ap_1w" "', dir a; € Z och w léser en ekvation av grad n med
heltaliga koefficienter och hogsta koefficienten lika med 1: Om n ar ett udda naturligt tal sa
kan ™ + y™ = 2" faktoruppdelas i produkt

1 n

(z+y)(z+wy) - (z+w" y) =2",

dar w™ = —1. Faktoruppdelningar av den hér typen och talteorin i dessa talméngder ledde
till bevis av satsen i olika specialfall: For n = 3 av Leonhard Euler, for n = 5 av Peter
Gustav Lejeune Dirichlet (1805 — 1859) och Adrien-Marie Legendre (1752 — 1833) samt Carl
Friedrich Gauss (1777 — 1855), for n = 7 av Gabriel Lamé (1795 — 1870) och Henri Lebesgue
(1875 — 1941). Ernst Edward Kummer (1810 — 1893) visade satsen for alla n < 100 och
introducerade flera viktiga metoder som lade grunden for den moderna ringteorin. Fermats
stora sats visades slutligen av Andrew Wiles ar 1994 med avancerade metoder fran olika
matematiska teorier bland vilka ringteorin spelar en mycket viktig roll. Den forsta abstrakta
definitionen av begreppet ring gavs ungefir ar 1870 av Richard Dedekind (1831 — 1916),
som fortfarande anvénde termen ordning. Eftersom ordningsbegreppet forekommer ocksa i
andra, mera naturliga sammanhang, foreslog David Hilbert (1862 — 1943) termen ring. Men
termen ordning lever kvar och anvéinds ofta i algebraisk talteori. Ringbegreppet ar mycket
allmént och ar relaterad till manga viktiga matematiska objekt. Kapitel 2 dgnas at en kort
introduktion till ringteorin och innehaller endast mycket allménna resultat som géller i stort
sett for alla ringar.
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(2.1) Definition. En ring dr en méangd R med tva operationer “+” (addition) och “”
(multiplikation) sadana att:

(a) (R,+) ar en abelsk grupp (med neutrala elementet 0),

(b) a(b+¢) = ab+ ac och (b+ c)a = ba + ca for godtyckliga a,b, c € R.

R kallas associativ om

(c) (ab)c = a(bc)

for alla a,b,c € R och kommutativ om

(d) ab = ba for godtyckliga a,b € R.

Man séger att R ar en divisionsring (eller en skevkropp) om

(e) (R~ {0},) &r en grupp.

Om denna grupp ar abelsk sdger man att R &r en kropp.

En ring R kallas Liering (efter den store norske matematikern Sophus Lie) om

(f) (ab)c + (be)a + (ca)b = 0 och a? = 0 for alla a,b,c € R.

(2.2) Exempel. (a) (Z,+,-),(Q,+,), (R, +,-),(C,+,-) dr ringar (associativa och kommu-
tativa). De sista tre &r kroppar.

(b) Méngden M, (R) av alla reella (n x n)-matriser med matrisaddition och matrismultiplika-
tion &r en ring (associativ men inte kommutativ da n > 1).

(c) Méangden C(a,b) av alla kontinuerliga funktioner pa intervallet (a,b) med addition (f +
9)(x) = f(z) + g(x) och multiplikation (fg)(x) = f(z)g(z) da x € (a,b) &r en ring (kommu-
tativ och associativ).

(d) Méngden A(U) av alla analytiska funktioner i en 6ppen delméngd U till C med addition
och multiplikation som i (c) &r en ring.

(e) Miingden av alla vektorer i R? med vanlig vektoraddition och vektorprodukt som multip-
likation dvs:

—

a,b,c) + (a1,b1,¢1) = (a+ai,b+bi,c+er),
(a,b,¢) x (a1,b1,¢1) = (bey — ¢by, ca; — acy,aby — bay)
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ar en ring. (R3, +, x) &r varken associativ eller kommutativ. Det #ir ett exempel pa en Liering.

(f) Om X &r en méngd och R &r en ring sa bildar alla funktioner f : X — R en ring da man
definierar (f +g)(z) = f(z) +g(x) och (fg)(x) = f(x)g(x) (till hoger i dessa likheter adderas
och multipliceras i R).

(g) (Zpn,®,®) &ar en associativ och kommutativ ring (se (1.14)). Den é&r en kropp da och
endast da n ar ett primtal (se (2.30)).

(h) Lat G vara en grupp och R en associativ ring. Med R[G] betecknar man ringen av alla
funktioner ¢ : G — R sadana att ¢(g) # 0 for ett dndligt antal g € G med addition

(p+v)(9) =¢(g) +¥(g9) da geG,

och multiplikation

(e)(9) = Y wlg)(g").
9'9"=g
Ofta skriver man formellt ¢ = > . ©(g9)g. R[G] kallas gruppringen av G med koefficienter
iR.

T ex om R = Z sa bestar Z|G| av alla summor /. ngg, dér ng € Z, ng # 0 for ett andligt
antal g € G och

ang + ngg = Z(ng +myg)g,

anQngQZngg, dar rg = Z Mg Mg

g9'9"=g

(2.3) Definition. En ring R har en etta om det finns ett element 1 € R, 1 # 0, sadant att
1lr = rl = r for varje r € R.

Det ar klart att om R har en etta sa ar den entydigt bestamd (1,1’ € R = 1-1" =1 och
1-"=1saatt1=1).

(2.4) Exempel. Alla ringar i Exempel (2.2) (a) — (d) har etta. Ringen i (e) saknar etta
(helt allmént saknas etta i varje Liering ty 1-1 =0sa att a =a-1-1 = 0 for varje a i ringen).
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De jamna heltalen med vanlig addition och multiplikation ar ett exempel pa en associativ och
kommutativ ring utan etta.

I fortsdttningen kommer vi att anvanda termen “ring” i betydelsen av “associativ ring”. Bland
icke-associativa ringar kommer vi att senare diskutera Lieringar. De definitioner och satser
vars bevis géller utan édndringar for Lieringar (och mera allmént for alla ringar) betecknas i
detta kapitel med “I”.

(2.5)! Definition. R’ ir en delring till R om R’ C R och elementen i R’ bildar en ring m
a p addition och multiplikation definierade i R.

Om R’ C R och R # () sa ar R en delring till R om och endast om 71,79 € R’ implicerar
ri—1ry € R och riry € R'.

Har foljer nagra ytterligare exempel pa ringar.

(2.6) Exempel. (a) Om R &r en kommutativ ring sa betecknar R[X] ringen av alla polynom
med koefficienter i R. R[X] bestar av alla uttryck:

p=ag+a X +...+a, X",

dir a; € R, n >0 (X° = 1). sadana uttryck adderas och multipliceras som vanliga polynom
med hénsyn till addition och multiplikation av a; i R. Formellt kan man definiera polynom

som foljder (ag,a1,...,an,...), dir a; € R och a; = 0 for nistan alla’ i med addition och
multiplikation:
(ag,a1,...)+ (bo,b1,...) = (ao+bo,a1 +b1,...),
(ao,al, . . .)(bo, bl, .. ) = (C(), Cl,y.. .),
dar ¢, = Ziﬂzn a;bj. Om a; = 0 for ¢ > n och a, # 0 sa siger man att polynomet
(ag,ai,...,an,...) har graden n. Graden av nollpolynomet dvs polynomet vars alla koef-

ficienter ar lika med 0 definierar vi har som —1.

(b) Formella potensserier med koefficienter i R (R en kommutativ ring) bildar en ring som
betecknas R[[X]]. Elementen i R[[X]] &r

p=agt+aX+...+a, X"+ ...,

dér a; € R. Addition och multiplikation definieras som fér polynom (se (a)). En formell
definition kan ges exakt som for polynom i (a) i form av foljder (ag,ai,...,an,...). Om

t«for nastan alla ¢7 betyder att a; # 0 endast for ett dndligt antal i.
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R = C[[X]] kan man betrakta potensserier med konvergensradie > 0. sadana serier bildar en
delring till C[[X]] (samma sak géller for t ex R[[X]]).

0

(2.7)! Definition. En funktion ¢ : R — R’ ir en homomorfism fran ringen R till ringen
R’ om
p(r1+r2) = ¢(r1) +@(r2) och  (rirz) = (r1)e(ra).

Man séger att ¢ dr en isomorfism om ¢ ar bijektiv. Man skriver da R = R'.

Det foljer latt ur definitionen av ¢ att ¢(0) = 0 och ¢(—7r) = —¢(r), ty ¢(0) = (0 +0) =
(0) +¢(0) ger ¢(0) = 0, och ¢(r) + p(=r) = ¢(0) ger p(=r) = —p(7).

(2.8)! Definition. Om ¢ : R — R’ #r en homomorfism sa kallas Ker ¢ = {r € R : p(r) = 0}
karnan till ¢.

(2.9) Exempel. (a) R = R[X],R' = C, ¢ : R — R’ definieras av ¢(p) = p(i). Har ar
Kerp = {p € R[X] : p(i) = 0} = (X2 + 1) (alla polynommultipler av X? + 1).

(b) R=C(0,1), R =R, ¢ : R — R ges av ¢o(f) = f(xg), ddr z9 € (0,1). Vi har Ker¢p =
{fe€C(0,1): f(xg) =0} =: I,.

(¢) R=72,R =7y, ¢ :7Z — Z, definieras som p(z) = [z],, dir [z], ar resten vid division
av z med n. Kerp = {z € Z: [z], = 0} = (n) (alla multipler av n).

Kéarnan till en homomorfism ¢ : R — R’ ar en mycket viktig delring till R:

(2.10)! Definition. I kallas ett (tvasidigt) ideali R om I C R, I # () och
(a) i1,10 €I = i1 —ig € I,
(byiel,re R=ri,irel.

Om, i stéllet for (b), ¢ € I och r € R endast implicerar att ri € I, kallas I ett vansterideal.
Pa liknande sétt definieras ett hégerideal.
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0

Ur definitionen foljer 1latt att varje vanster eller hogerideal ar en delring till R.

Anmarkning. Termen ideal introducerades av Richard Dedekind (1870). Den hérstammar
fran E. Kummers studier av faktoruppdelningar av algebraiska heltal. Kummer betraktade
”idealtal”. Han definierade begreppet for att aterstéilla entydig faktoruppdelning i de ringar
som anvinds for att bevisa Fermats stora sats. Termen tvasidigt ideal (i icke-kommutativa
ringar) introducerades ar 1898 av Elie Cartan (1869 — 1951). Begreppen hogerideal och
vénsterideal definierades ar 1920 av Emmy Noether (1882 — 1935). O

(2.11) Exempel. (a) Om R ar en godtycklig ring och aq,as9,...,a, € R sa bildar alla
element
ria1 +reas + ...+ Tmam, dar ri,79,...,7m € R,

ett vinsterideal i R (en mycket enkel 6vning). Om R &r en kommutativ ring sa betecknar man
ett sadant ideal med (a1, ag, ..., a,) och man siger att det genereras av aj, as, ..., Gy. Ett
ideal I = (a), a € R (R fortfarande kommutativ) kallas huvudideal (eller principalideal).
En kommutativ ring R i vilken varje ideal &r ett huvudideal kallas huvudidealring.

(b) Om I &r ett ideal i ringen Z sa bestar I av alla heltaliga multipler av ett naturligt tal
n. Liknande pastaende géller for polynomringen K[X] (K en kropp): Varje ideal I i K[X]
kan skrivas pa formen I = (p) dvs méngden av alla polynommultipler av ett polynom p. Med
andra ord ar bade Z och K[X] huvudidealringar. Se vidare 6vn. 6.

(c) Hilberts bassats siger att varje ideal i polynomringen R = K[X1, Xo,...,X,] (K en
kropp, X1, X2,..., X, variabler) kan genereras av ett dndligt antal element dvs varje ideal I
kan skrivas pa formen I = (p1,p2,...,pm), dar p; € R (vi visar Hilberts sats senare). Allmént
séger man att en kommutativ ring R &r noethersk (efter Emmy Noether) om varje ideal i
R kan genereras av ett dndligt antal element.

O
(2.12)! Proposition. Kdrnan I till en homomorfism ¢ : R — R’ Gr ett ideal.
Bevis. i1,i2 € I = ¢(i1) = @(i2) = 0 = (i1 —i2) = ¢(i1) — @(i2) =0 = i1 — iz € .
i€l,re R= o(ir) =(i)e(r) =0 och o(ri) = o(r)p(i) =0=ir, ri € I. O

En normal undergrupp N till en grupp G ger upphov till kvotgruppen G/N. Pa samma séitt
ger ett ideal I i R en mojlighet till att konstruera kvotringen R/I. Denna ring kallas ofta
restklassringen av R modulo I.

(2.13)! Konstruktionen av restklassringar. Om [ ir ett ideal i R sa kan vi forst betrakta
(den abelska) kvotgruppen R/I, dir R och I &r grupper m a p addition. Det faktum att I
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ar ett ideal gor det mojligt att definiera multiplikation av sidoklasserna:
(a+I)(b+1):=ab+1.

Fragan a&r om den definitionen ar korrekt dvs om uttrycket till hoger ar oberoende av valet
av a’ och V' i sidoklasserna a + I och b+ 1 dvs om a+ 1 = a’ + I och b+ I = V' + I implicerar
ab+ I =d't/ + I (jfr Appendix A). Men detta foljer ur definitionen av I:

adbt —ab=(a' —a)b/ +a(l —b) el ty ad —a€l och ¥ —bell

Alltsa ar o't + 1 = ab+ 1. O

Lagg mérke till att ideal 1 R &r exakt de delringar for vilka konstruktionen av R/I kan
genomforas (se Ovn. 8).

(2.14)! Proposition. Ldt I vara ett ideal i R. Funktionen n: R — R/I sidan att n(r) =
r 4 I dr en surjektiv homomorfism med kirnan I (n kallas den naturliga surjektionen).

Bevis. Vihar n(ri +r2) =7 +ro+ 1= (r1+ 1)+ (r2+ 1) = n(r1) +n(re) och n(rire) =
rirg+1 = (r1 +1I)(re+ 1) = n(ri)n(re). Dessutom ar Kern ={r:r+I1=1}=1. O

(2.15) Exempel. (a) Varje ideal I i Z &r av formen I = (n), diir n &r ett heltal (se Ovn.
6). Z/(n) bestar av n element 0+ (n),1+ (n),...,n — 14 (n) (se (1.16)(c)). Ringen Z/(n)
ar isomorf med Z,, (se vidare (2.16)).

(b) Om I &r ett ideal i polynomringen K[X], dar K &r en kropp, sa dr I = (pg), dar py ar
ett polynom ur K[X] (se Ovn. 6). Vi pastar att varje element i K[X]/(po), dér po # 0, kan
skrivas entydigt pa formen r + (pg), déar grad(r) < grad(pg). Om p+ (pg) ar en sidoklass och
p = qpo + r, diir grad(r) < grad(po), sa &r p+ (po) = 7+ (po) ty p — 7 = qpo € (po). A
andra sidan ger r1 + (po) = r2 + (po), dar grad(ry), grad(r2) < grad(pog) att r1 —ra € (po) dvs
po|r1 — 7o, vilket medfor att rq = ro.

Som ett konkret exempel 14t oss betrakta R[X]/(X? +1). D4 kan varje sidoklass skrivas som
a+br+ (X?+1),dir a,b € R. Om a + br = a+ bz + (X? + 1) sa giller:

a+br+c+dr=(a+c)+ (b+dx och (a+bzr)(c+dr)= (ac—bd)+ (ad+ bc)z,

ty 22 = (22 +1) - 14 (—1) dvs 22 = —1. Man ser litt att sidoklasserna a + bz bildar en ring
isomorf med C, dér a + bx +— a + bi € C definierar en isomorfism (se (2.17)(a)).

TObservera att v+ I =1 + I < r—1' € I (se (1.16), (1.18) och Appendix A).
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Observationen ovan att Z/(n) = Z, och R[X]/(X? + 1) = C #r specialfall av en allmiin sats
om ringhomomorfismer, som ibland kallas huvudsatsen om ringhomomorfismer:

(2.16)! Sats. Om ¢ : R — R’ Gr en ringhomomorfism och I = Kery dess kirna sd dr
R/Ker ¢ = Imp och en isomorfism dar given av a + I — ¢(a).

Bevis. Enligt homomorfismsatsen for grupper (se (1.38)) vet vi att ¢*(a+1) = p(a) definierar
en isomorfism av gruppen (R/I,+) med (¢(R),+). Men ¢*((a+ I)(b+ 1)) = ¢*(ab+ 1) =
w(ab) = p(a)p(b) = ¢*(a+ I)p*(b+ I) sa att p* ocksa ar en ringhomomorfism. O

(2.17) Exempel. (a) Isomorfismen R[X]/(X? + 1) =2 C ur (2.15)(b) féljer pa foljande sitt.
Lat ¢ : R[X] — C vara homomorfismen ¢(p) = p(i). Vi har

Kerp = {p € R[X]:p(i) =0} = (X% 4 1).

¢ avbildar R[X] pa C, ty a + bX + a + bi. Alltsa &r R[X]/(X? + 1) = C och ¢ inducerar
isomorfismen a + bX — a + bi.

(b) Lat ¢ : C(0,1) — R déir o(f) = f(1/2). Da dr Kerop = {f € C(0,1) : f(1/2) = 0} = I 5.
¢ &r en surjektiv ringhomomorfism (ty f(z) =7+ r € R). Alltsa & C(0,1)/1;/2 = R och ¢
inducerar isomorfismen f + I /5 — f(1/2).

(2.18)! Anmirkning. Sats 2.16 kan formuleras pa foljande sitt: For varje ringhomomorfism
¢ : R — R’ existerar (exakt) en injektiv ringhomomorfism ¢* : R/Kerep — R’ sadan att
diagrammet

R/Ker ¢

ar kommutativt (n den naturliga surjektionen) dvs ¢*n = ¢. Kommutativiteten betyder just
att bilden av r + Kerg &r o(r).

(2.19)! Proposition. Ldit ¢ : R — R’ vara en surjektiv ringhomomorfism. Funktionen
I' — o~ Y(I") avbildar en-entydigt alla ideal i R' pd alla ideal i R som innehdller Ker ¢.
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Bevis. Lamnas som en mycket enkel, men nagot trakig évning. U

I fortsattningen av detta kapitel &r alla ringar kommutativa och associativa. Vi skall betrakta
tva viktiga klasser av ideal — primideal och maximalideal.

(2.20) Definition. Ett ideal I i en ring R kallas primideal om I # R och ab € I implicerar
att a € I eller b € I.

(2.21) Exempel. Ett ideal I = (n) # (0) i Z ar ett primideal da och endast da n ar
ett primtal (ty ab € (n) < nl|ab och nlab < nla eller n|b da endast da n &r ett primtal).
Pa samma sétt dr ett ideal I = (p) # (0) i K[X] ett primideal da och endast da p ar ett
primpolynom i K[X] (dvs p &r ett icke-konstant polynom som inte &r en produkt av tva
icke-konstanta polynom). Motiveringen dr exakt samma som for Z (med orden “primtal” och
“primpolynom” utbytta). I bagge fallen ar (0) ett primideal.

(2.22) Definition. Man séger att @ € R ar en nolldelare om a # 0 och det finns b € R,
b # 0 sa att ab = 0. R kallas integritetsomrade om R saknar nolldelare (dvs ab = 0
med a,b € R implicerar att a = 0 eller b = 0) och har etta. Man siger att R &r ett
huvudidealomrade ') om R #r en huvudidealring utan nolldelare.

(2.23) Exempel. (a) Z och K[X] &r integritetsomraden.

(b) C(0,1) har nolldelare dvs det finns f,g € C'(0,1) sa att f #0, g # 0, men fg =0 (ge ett
exempel!).

(c) A(U) (alla analytiska funktioner i en &ppen sammanhéngande mangd U C C) &r ett
integritetsomrade (visa detta pastaende!).

(d) Varje kropp K saknar nolldelare ty ab= 0 och a # 0 i K implicerar a~!(ab) = b = 0.

(2.24) Proposition. I dr ett primideal i R da och endast da R/I saknar nolldelare.

'Den engelska termen #r “principal ideal domain”, vilket ofta forkortas till PID.
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Bevis. ab=0< (a+I)(b+1)=ab+ 1 =1 abc I. Nu har vi:
“="gb=0=>abcl=aclellerbcI=a=0ellerb=0,

‘e ghbel=ab=0=a=0ellerb=0=ac Iellerbel. 0

(2.25) Definition. Ett ideal I i R kallas maximalt om [ # R och om J &r ett ideal i R
som innehaller I sa dr J = I eller J = R (dvs I C J C R, dar J &r ett ideal i R, medfor att
J=1céeller J =R.

0

(2.26) Exempel. (a) I Z ar (n) ett maximalideal da och endast da n &r ett primtal. I sjélva
verket, (n) C (m) C Z betyder att m|n. Om n = p ar ett primtal, sa &r m|p ekvivalent med
m = £1 eller m = +p dvs (m) = Z eller (m) = (p). Omvént, om n = mq, m # 1 # q,
sa ar (n) C (m) C Z. Samma argument visar att ett ideal (p) i K[X] &r maximalt da och
endast da p &r ett primpolynom (= irreducibelt polynom). Detta betyder att i Z och K[X]
sammanfaller primidealen # (0) med maximalidealen.

(b) IR[X, Y] ér t ex (X) ett primideal (se Ovn. 17) som inte &r maximalt ty (X) C (X,Y) C
R[X,Y].

(c) Hilberts Nullstellensatz sdger att varje maximalideal I i C[X},...,X,] kan skrivas pa
formen I = (X1 —ay,...,X,, — ay), dér a; € C (satsen visas senare).

O

(2.27) Proposition. Lat R vara en ring med etta. R saknar icke-triviala ideal (dvs # (0), R)
da och endast da R dr en kropp.

Bevis. Om R ar en kropp och I # (0) dr ett ideal i R sa finns det a € I, a # 0. Da é&r
a-a~' =1 €I vilket betyder att for varjer € Rérr-1=r¢c I dvs I = R.

Omvént, om R saknar icke-triviala ideal och a € R, a # 0, sd &r aR ett ideal i R skilt fran
(0). Alltsa &r aR = R vilket betyder att det finns z € R sa att ax = 1. Detta visar att R~ (0)
ar en (abelsk) grupp m a p multiplikation dvs R &r en kropp. O

(2.28) Proposition. Lat R vara en ring med etta. I dr ett mazimalideal i R da och endast
da R/I dr en kropp.

Bevis. Den naturliga surjektionen n: R — R/I (se (2.14)) i kombination med (2.19) visar
att I & maximalt da och endast da R/I saknar icke-triviala ideal. Pastaendet foljer nu ur
(2.27). O
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(2.29) Foljdsats. I en ring med etta dr varje mazimalideal ett primideal.

Bevis. Om [ dr maximalt i R sa &r R/I en kropp enligt (2.28). Alltsa finns det inga nolldelare
i R/I (se (2.23) (d)) vilket betyder att I &r ett primideal enligt (2.24). O

(2.30) Exempel. Z/(n) = Z,, ar en kropp da och endast da (n) ar ett maximalideal dvs n
ar ett primtal (se (2.26)(a)). Pa samma sétt ar K[X]/(p) en kropp da och endast da (p) &r
ett maximalideal dvs p &r ett irreducibelt polynom.

(2.31) Anmaéarkning. I en godtycklig ring R kan man betrakta maximala vénster- och
hogerideal. Ett vansterideal I &r maximalt i R om I # R och I C J C R for ett vinsterideal
J implicerar J = I eller J = R. Pa liknande sitt definieras maximala hogerideal. En ring
R med etta ar en divisionsring da och endast da den saknar icke-triviala vénsterideal (eller
hogerideal). Bevis &r exakt samma som for (2.27).
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2.1. Visa att foljande funktioner f : Z[X] — C &r homomorfismer. Bestdm Kerf.

(a) f(p(X)) =p(i); () fF((X)) =p(0); (c) f(p(X)) = p(V2).

2.2. Visa att foljande avbildningar f : R — R &r automorfismer av R:
(a) R=C, f(z) =z (b) R=R[X], f(p(X)) = p(=X);

(©) R=Zx Z, f((m,n)) = (n,m).

2.3. Visa att om f: R — R’ &r en homomorfism av ringar sa &r F : R[X] — R'[X], dar
Flag+ a1 X + ...+ apX"™) = f(ap) + f(a1)X + ... + f(an)X", en homomorfism av
polynomringarna.

2.4. Visa foljande isomorfismer:

(a) RIX]/(X)=R; () RX]/(X2—-1)=RxR; (c)Z[X]/(X?-X)=Zx1Z;
(d) Z[X]/(X? +1) = Z[i]; () Z[X]/(2,X) = Zo.

2.5. Visa att om Iy, s &r ideal i en kommutativ ring R sa &r ocksa (a) I1 +Io ={a+b:a €

Iy och bely} (summan),

(b) I NIz, (snittet),

(c) Iy ={>_aibj:a; €1 och b; €} (produkten)
ideal i R.

2.6. Visa att Z och K[X] (K en kropp) dr huvudidealringar.

Ledning. Utnyttja divisionsalgoritmen i dessa ringar. I varje ideal I # (0) vélj ett
element a # 0 med minsta beloppet i Z och av minsta grad i K[X] och visa att I = (a).

2.7. Bestam alla ideal i foljande ringar:

(a) Zg;  (b) Ze: () K[X]/(X?) (K en kropp); (d) K x K (K en kropp);  (e)
R[X]/(X?% —1).

2.8. Lat R’ vara en delring till R sadan att formeln (a+ R')(b+ R') = ab+ R’ ger en korrekt
definition av produkt i méngden av alla sidoklasser till (R',4) i (R, +). Visa att R’ da
ar ett ideal.

2.9. Lat R och R’ vara kommutativa ringar och ¢ : R — R’ en ringhomomorfism. Visa
att om I’ &r ett primideal i R’ s ar ¢~ !(I’) ett primideal i R. Vad kan man siga om
@ 1(I') da I’ ir ett maximalideal i R'?

2.10. Visa att det finns en homomorfism Z,, — Z,, sadan att 1 — 1 da och endast da n|m.

2.11. Lat R vara ett huvudidealomriade med etta (dvs ett integritetsomrade i vilket alla ideal
ar huvudideal). Visa att varje primideal # (0) &r maximalt.

2.12. Lat ¢ : R — K vara en homomorfism av en kommutativ ring med etta pa en kropp K.

Motivera att Ker ¢ &ar ett maximalideal.
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2.13.

2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

Lat R vara en kommutativ ring med etta. Med karakteristiken av R menar man det
minsta naturliga talet n sadant att n-1 = 0 eller 0 om ett sadant n inte existerar (dvs
karakteristiken av R &r lika med ordningen av den cykliska delgruppen < 1 > till (R, +)
om den delgruppen ar &ndlig och 0 om den &r odndlig). Karakteristiken av R kommer
att betecknas med char(R).

(a) Lat char(R) = n. Visa att n-a = 0 for varje a € R.
(b) Visa att karakteristiken av ett integritetsomrade ar ett primtal eller 0.

(c) Visa att varje kropp innehaller exakt en delkropp som &r isomorf med antingen Z,, p
ett primtal, da karakteristiken av kroppen ar p, eller Q da karakteristiken av kroppen
ar 0.

Lat ¢ : Ry — Ry vara en ringhomomorfism sadan att ¢(Iy) C I, dar I; ar ett ideal i
Ry och I ett ideal i Ro. Visa att det finns exakt en homomorfism ¢* : Ry/I1 — Ra/I»
sadan att diagrammet

R Ry

| |

Rl/Il ?RQ/IQ

kommuterar, dar n; och 12 ar de naturliga surjektionerna.
Lat I C J vara ideal i en ring R. Visa att det finns en naturlig ringisomorfism

R

7

Y

I~

Visa att varje maximalideal i ringen C[0,1] av de kontinuerliga funktionerna pa [0, 1]
ar av formen J,, = {f € C[0,1] : f(zo) = 0}, dér o € [0,1]. Formulera en lamplig
generalisering.

Lat G = R* och lat L'(G) vara C-algebran av alla kontinuerliga funktioner f : R — C
sadana att [*_|f(z)|dx existerar, med vanlig addition av funktioner och multiplikation
given av

(fxg)(z) = /OO flz —y)g(y)dy.

(a) Visa att L'(G) verkligen dr en associativ ring.

(b) Man kan visa (se t ex L. H. Loomis, An introduction to abstract harmonic analysis,
§23D) att varje surjektiv ringhomomorfism F : L'(G) — C &r definierad pa foljande
satt:

F(f) = /_ " f(@)al@,

dér o : Rt — U &r en karaktér av Rt (se Ovn. 1.18) dvs a(z) = €, dér y € R &r
fixerat (detta innebér att om [, svarar mot ay(z) = ™® sd ar

A~

fy) = F,(f) = /_ Y b a)edy
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2.18.

2.19.

2.20.

2.21.

2.22,

Fouriertransformen av f). Motivera att F' verkligen ar en surjektiv ringhomomorfism
av L(G) pa C.

Anmirkning. Kérnan till F #r ett maximalideal i L'(G) (se Ovn. 12). Man kan
visa att om man ordnar mot F dess kdrna sa far man 1 — 1 motsvarighet mellan alla
karaktirer av R* och alla reguljira maximalideal i L'(G) (ett ideal I i en ring R kallas
reguljart om R/I har en etta). Resultat av den dvningen &r ett specialfall av en allmén
sats om lokalt kompakta abelska grupper (har R™) — se t ex boken av Loomis, §34B).

Lat R vara en ring med etta. Ett element r € R kallas inverterbart eller en enhet
om det finns 7’ € R sa att v/ = r'r = 1. Visa att alla enheter i R bildar en grupp m
a p multiplikation. Den gruppen betecknas ofta med R*. Vad kan man sidga om alla
element r € R sadana att rr’ = 1 for nagot v’ € R? Samma fraga for r € R med r'r = 1
for nagot ' € R.

Lat p(X,Y) vara ett irreducibelt polynom i C[X,Y]. Motivera att (p) ar ett primideal
och visa att det inte &r maximalt.

Avgor om foljande ideal i Z[X] dr maximala:
a) (3,X); b)(3,X%2+1); ¢ (3,X?+2).

Med ett nilpotent element i en ring R menas ett element r € R sadant att r™ = 0 for
nagot naturligt n > 1. Lat R vara kommutativ.

(a) Visa att alla nilpotenta element i R bildar ett ideal N (det kallas den nilpotenta
radikalen av R).

(b)* Visa att A/ ar snittet av alla primideal i R (anviand Zorns lemma).

Affina algebraiska mangder. Lat K vara en kropp. Med en algebraisk mangd V i
K™ menar man méngden av alla l6sningar a = (a1, ..., a,) € K™ till ett ekvationssystem
pi(Xi1,...,X,) =0, dér p; € K[X4,...,X,] for i € J (en indexméngd) dvs

(%) V={a=(a,...,an) € K" :Viejpi(ai,...,an) = 0}.

Vi skall ocksa skriva V' = Z((p;)ics) och p(a) i stillet for p(ai,...,an).

(a) Lat I vara idealet i K[X1,...,X,] genererat av alla p;, i € J. Motivera att V =
Z(I) ={a € K" :Vperp(a) = 0}.

Anmérkning. Hilberts bassats (se dven (2.8)(c)) séger att det finns ett dndligt antal
polynom sadana att I = (p1,...,pm) dvs varje algebraisk méngd i K" kan beskrivas
som losningsméangden till ett dndligt ekvationssystem.

(b) Lat J(V) = {p € K[X1,...,X,] : Vaevp(a) = 0}. Visa att J(V) &r ett ideal i
K[X1,...,Xp] och J(V) DI (I ur (a)).

Anmairkning. J (V) kallas idealet av den algebraiska mingden V. Restklassrin-
gen
K[X1,Xo,..., X,/ T (V)

betecknas med K[V] och kallas ringen av de reguljara funktionerna pa V (lagg
mérke till att p+ J(V) = ¢+ J (V) < Vaevp(a) = g(a) dvs p, ¢ ger samma polynom-
funktion pa V).
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(c) Lat V. = Z(I). Ge ett exempel da J (V) D I.

(d) Visa att unionen av tva (eller ett andligt antal) algebraiska méngder och snittet av
en godtycklig familj av algebraiska méangder ar algebraiska méangder. Motivera ocksa
att ) och K™ ar algebraiska.

Anmarkning. Detta visar att algebraiska méngder definierar en topologi i K™. Den
kallas Zariskis topologi (efter Oscar Zariski).

(e) Lat Vi, V, vara delméangder till K™ och I3, I ideal i K[X},...,X,]. Visa att

ViCV=JW)D2JTW), L Clh= 2Z()2 Z(2)

samt

JZ() DI, ZJ(V)DV.

Dérefter motivera att ZJ7Z(I) = Z(I) och JZJ (V) = J(V). (Lagg mérke till att om
V=ZI)saar ZJ(V)=1V).

(f) En algebraisk mingd V' C K™ kallas irreducibel om V' inte &r unionen av tva
akta algebraiska delméngder. Visa att V ar irreducibel da och endast da J (V') ar ett
primideal.

(g) Lat V vara en algebraisk méngd i K", dar K &r en algebraiskt sluten kropp dvs for
varje p € K[X], deg p > 1 existerar o € K sa att p(a) = 0 (t ex K = C). Visa att
J (V) ar maximalt da och endast da V' bestar av en punkt i K™.

Ledning. Hir maste man anvinda Hilberts Nullstellensatz — se (2.26) (c¢). Den formen
av satsen kallas svag. Den starka formen séger att for varje ideal I ar JZ(I) = {p €
K[X1,...,Xn]:p™ € I for nagot m > 1}. Hilberts Nullstellensatz visas senare.
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APPENDIX B: ZORNS LEMMA

(B.1) Definition. En relation < pa en méngd X kallas fér partiell ordning om

(a) x <z,

(b)z<yochy<z=2x<z,

(c)x<yochy<z=ux=y,

dir z,y,z € X. Om z < y kommer vi ocksa att skriva y > x. O

(B.2) Exempel. (a) (R,<); (b) X= alla delméngder till en méngd M med avseende pa
C; () (Ny|), dar | betecknar delbarhet. O

(B.3) Definition. Ett element z* € X kallas maximalt (m a p <) om z* <z, dir z € X
medfor att z = z*. Ett element yo € X kallas majorant for en delméngd ¥ C X om y < yo
for varje y € Y. En delméngd ¥ C X kallas en kedja om Vy, y,cy y1 <y eller yo <y [0

(B.4) Zorns Lemma. Lat (X, <) vara en partiellt ordnad mdngd, X # (. Om varje kedja
1 X har en majorant sa innehaller X ett mazximalt element. Mera exakt existerar for varje
x € X ett maximalt element x* sadant att x < z*.

Zorns Lemma &r ekvivalent med urvalsaxiomet. Som exempel visar vi:
(B.5) Sats. Varje dkta ideal i en kommutativ ring med etta ligger i ett mazimalideal.

Bevis. Lat Iy vara ett dkta ideal i R. Lat X = {alla ideal # R som innehaller Ip}. Da é&r
X # 0ty Iy € X. Betrakta X med C. Lat Y C X vara en kedja och J = Urey . Vi pastar
att J ar ett dkta ideal. Lat ri,7o € J dvsry € I; € Y och ro € Iy € Y, dar I; C I, eller
I, C I,. Alltsa ar ry —rg € Iy eller 11 — 1o € I, vilket ger 11 —179 € J. Om r € Roch v’ € J
dvs v € I for nagot I € Y, sa ar v’ € I C J. Alltsa ar J ett ideal som innehaller Iy (ty
I CT€Y). Det ar dkta ty 1 ¢ J. J &r dessutom en majorant for Y. Enligt Zorns Lemma
existerar ett maximalt element I* € X, vilket betyder just att I* ar ett maximalideal som
innehaller Ij. ]



Kapitel 3

MODULER OVER RINGAR

Begreppet modul 6ver en ring generaliserar begreppet vektorrum 6ver en kropp — rent formellt
ersitter man skaldrer fran en kropp med skaldrer fran en ring. Beroende pa att ringar utgor
en betydligt bredare och rikare klass &n kroppar leder modulbegreppet till mycket djupare
resultat an linjér algebra har att erbjuda. Flera viktiga resultat i gruppteorin eller i linjar
algebra visas for 6vrigt med hjalp av moduler 6ver ringar som inte &r kroppar (t ex funda-
mentalsatsen om &andligt genererade abelska grupper och satsen om Jordans normalform f6r
linjdra avbildningar). Modulbegreppet, liksom ringbegreppet, dr mycket allmént sa att mera
intressanta resultat endast kan forvantas om man betraktar lampliga klasser av ringar eller
moduler. I detta kapitel introduceras de mest grundlidggande egenskaperna hos moduler 6ver
ringar. Som ett specialfall betraktar vi moduler 6ver kroppar dvs vektorrum. Pa det séttet
kan detta kapitel betraktas som en repetition av flera viktiga egenskaper hos vanliga vektor-
rum. Vi skall dock forsoka introducera olika begrepp for helt godtyckliga ringar. R kommer
att beteckna en associativ ring med etta och vi forutsatter att varje ringhomomorfism avbil-
dar ettan i den ena ringen pa ettan i den andra. Om ringen R &ar en kropp kommer vi som
regel skriva K i stéllet for R.

(3.1) Definition. En vinster R—modul &r en abelsk grupp M sadan att mot varje r € R
och m € M svarar rm € M sa att

dar r,r1,m70 € R och m,mi,ms € M. En héger R-modul definieras analogt. Om R = K
ar en kropp sa kallas K-moduler for vektorrum eller linjdra rum &6ver kroppen K. Deras
element kallas da vektorer.

39
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I fortséttningen menar vi alltid med en R-modul (utan adjektiv) en véanster R—modul.

(3.2) Exempel. (a) Lat R = Z och M = G, déar G ar en godtycklig abelsk grupp. Om
man definierar Z x G — G som den vanliga multipeln: (n,g) — ng sa forvandlas G till en
Z-modul.

(b) Lat R vara en ring och I ett véansterideal i R. Da &r I en R-modul om man definierar
R x I — I genom (r,i) — ri. I synnerhet &r R en R-modul (med I = R).

(¢) Lat ¢ : R — R’ vara en ringhomomorfism och N en R’-modul. Da kan N betraktas
som R-modul om man definierar rn := ¢(r)n (dvs R x N — N ges av (r,n) — (r)n). 1
synnerhet kan R’ betraktas som R-modul. Till exempel &r R’ en R-modul da R C R’ (p &r
inbdddningen). Ett annat viktigt specialfall far vi da ¢ : R — R/I, dar I ar ett ideal i R och
¢ den naturliga surjektionen — R/I &r en R-modul (via ¢).

(d) Lat M; for i € J vara R-moduler. Méangden av alla vektorer (m;);cs sadana att m; € M;
ar en R-modul da man definierar (m;) + (m}) = (m; +m}) och r(m;) = (rm;). Den modulen
betecknas med [[,.; M; och kallas (direkta) produkten av M;, i € J. Man skriver ocksa
My x---x M, da J={1,...,n}. Med direkta summan av M;, i € J menas mangden av
alla (m;) sadana att m; = 0 for néstan alla ¢ € J, med avseende pa addition och multiplikation
som ovan. Direkta summan av M; betecknas med Hie g M;. Tstallet for “direkt summa” sager
man ofta “koprodukt”. Det ar klart att den direkta produkten och den direkta summan

sammanfaller da J r andlig. Se vidare Ovn. 3.7.

(3.3) Anmaéarkning. Definition (3.1) kan formuleras pa foljande sitt. Lat End(M) vara
méngden av alla endomorfismer av M dvs funktioner f : M — M sadana att f(mq + meo) =

F(m1) + f(ma). End(M) ér en ring da (f +g)(m) = f(m) + g(m) och (fg)(m) = f(g(m))
for m € M. Nu har vi att M &r en R-modul da och endast da det finns en homomorfism
av ringar ® : R — End(M) sadan att 1 — Id (den identiska avbildningen av M). I sjélva
verket, om M &r en R-modul sa definierar vi ® : R — End(M) genom ®(r)(m) = rm. Da
har vi enligt (3.1) (a):

O(r)(my +mg) = r(my + ma) = rmy + rme = ®(r)(mq) + ®(r)(me),

dvs ®(r) € End(M). Vidare ar enligt (3.1) (b) och (c):

O(ry +712)(m) = (r1 +ro)m =rim +rom = ®(r1)(m) + ©(ra)(m) = [®(r1) + ®(r2)](m),

®(ryr2)(m) = (rirg)m = ri(ram) = ®(r1)(2(rz)(m)) = (8(r1)®(r2))(m),
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dvs ®(r1+1r2) = ©(r1)+P(r2) och ®(r1r2) = @(r1)P(r2) sa att ¢ &r en ringhomomorfism. Till
sist &r ®(1)(m) = 1m = m enligt (3.1)(d) sa att &(1) = Id. Omvént, om ¢ : R — End(M) &r
en homomorfism sadan att ®(1) = Id, sa visar samma resonemang att M &ar en R-modul (med
rm = ®(r)(m)). Funktionen ® kallas ofta for en representation av R (i endomorfismringen
av M) (se vidare Ovn. 3).

(3.4) Definition. Man séger att en funktion f : M — N, ddr M, N &r R-moduler, ar en
R-homomorfism om

f(mi+mg) = f(m1) + f(m2) och f(rm)=rf(m).

Méngden av alla R-homomorfismer f : M — N betecknas med Hompg(M, N). Om R = K é&r
en kropp sa sdger man oftast att f ar en linjar avbildning eller en linjar transformation.

0

Hompg(M, N) &r en abelsk grupp da (f+g¢)(m) = f(m)+g(m). Om R &r en kommutativ ring
sa ar Homp(M, N) en R-modul da (rf)(m) = rf(m) (kontrollera!). Termerna epimorfism
(dvs surjektiv homomorfism), monomorfism (dvs injektiv homomorfism), isomorfism, auto-
morfism och endomorfism anvéinds for modulhomomorfismer i exakt samma betydelse som
fér grupper.

(3.5) Exempel. Lat R vara en kommutativ ring och M en R-modul. Lat rop € R. Da &r
f:M — M, dar f(m)=rom en R-homomorfism ty

f(m1 +mg) = ro(m1 +ma) = romy +rome = f(m1) + f(ms)

och
flrm) = ro(rm) = (ror)m = (rro)m = r(rom) = rf(m).

Nu skall vi diskutera delmoduler och kvotmoduler.

(3.6) Definition. Lat M vara en R—modul. En (R-)delmodul N till M &r en delgrupp
N C M sadan att rn € N for varje r € R och n € N. Om R &r en kropp sa ersétter man
oftast termen delmodul med termen delrum eller underrum.
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(3.7) Exempel. (a) Om M é&r en R-modul och m € M sa &r Rm = {rm : r € R} en
delmodul till M. Mera allmént, om m; € M, dér i € J (en indexméngd), sa &r méngden
> icg Bm; av alla dndliga linjérkombinationer ) ;. ; 7;m; en delmodul N till M. Man séger
att mangden av alla m;, ¢ € J, genererar N. Elementen m; kallas da generatorer for V.
Om M ar genererad av ett dndligt antal av sina element dvs M = Rmq + --- + Rmy, dar
m; € M, sa séger man att M ar en dndligt genererad modul. Om M = Rm sa kallas den
cyklisk.

(b) Om N;, i € J ar delmoduler till M sa &r ocksa deras snitt N;csN; och deras summa » | N;
delmoduler till M. Med > N; menas méngden av alla summor > n;, ddr n; € N; och n; =0
for nastan alla ¢ € J.

(c) Lat I vara ett vansterindeal i R och M en R-modul. Da &r IM = {)  ixmy (4ndlig summa),
i € I, my € M} en delmodul till M.

O

(3.8) Proposition. Lat N wvara en delmodul till M och M/N kvotgruppen av de abelska
grupperna M och N. Da ér M/N en R-modul om man definierar r(m+ N) :=rm+ N. Den
naturliga surjektionen M — M/N dr da en R-epimorfism.

Bevis. Vi har
m+N=mo+NSm;—mag€N=r(m —mg) € N=rm;+N=rmg+ N

dvs multiplikationen (r,m + N) — rm + N é&r korrekt definierad. Det &r mycket latt att
kontrollera villkoren (a)—(d) i definitionen (3.1). For den naturliga surjektionen f : M —
M/N har vi f(rm)=rm+ N =r(m+ N) =rf(m). O

(3.9) Definition. Lat f : M — N vara en homomorfism av R-moduler. Med kérnan till
f menas Kerf = {m € M : f(m) = 0}. Bilden f(M) av M betecknas ofta med Imf.
Med kokarnan av f menar man Cokerf = N/Imf, och kobilden Coimf = M/Kerf. Om
R = K &r en kropp och saledes ar f: M — N en linjar avbildning sa kallas karnan till f for
nollrummet (till f), och bilden av f kallas for virderummet (till f).

O

(3.10) Proposition. Om f: M — N dr en R-homomorfism sa dr Kerf en delmodul till M
och Imf dr en delmodul till N. (Om R = K ar en kropp sa dar nollrummet till f ett delrum
till M och virderummet till f dr ett delrum till N.)

Bevis. Det &r klart att Kerf ar en delgrupp till M och Imf &r en delgrupp till N. Om
m € M ochr € Rsaar f(rm)=rf(m)=0dvs rm € Kerf. Om f(m) € Imf och r € R sa
ar rf(m) = f(rm) € Imf. O
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(3.11) Proposition. Om f : M — N dr R-homomorfism sa definierar f*(m+Kerf) = f(m)
en R-isomorfism M /Kerf = Imf.

Bevis. Vivet att f* &r en isomorfism av (de abelska) grupperna M /Ker f och Imf (se (1.38)).
Men f*(r(m + Kerf)) = f*(rm + Kerf) = f(rm) = rf(m) = rf*(m + Kerf) sa att f* ar
R-linjar. ([l

(3.12) Anmérkning. Precis som (1.38) for grupper och (2.16) for ringar kan (3.11) for-
muleras pa foljande sdtt: Om f : M — N ar en R-homomorfism sa existerar exakt en
monomorfism f*: M/Kerf — N sadan att diagrammet:

M ! N

M /Ker f

kommuterar (n ar den naturliga surjektionen) dvs f*n = f.

(3.13) Proposition. En R-homomorfism f: M — N ar injektiv (= en monomorfism) da
och endast da Kerf = (0).

Bevis. “=” z € Kerf = f(z) =0= f(z) = f(0) =z =0.

“<” Lat Kerf = (0). Om f(z1) = f(x2) sa ar f(x; —x2) = 0 dvs 1 — z2 = 0. Alltsa &r
Tr1 = T2. O

(3.14) Proposition. Lat I vara ett ideal i en ring R och M en R-modul. Da dr M/IM en
R/I-modul da man definierar (r +I)(m +IM) =rm+ IM.

Bevis. Produkten (r 4+ I,m + IM) +— rm + IM &r korrekt definierad ty r + I =1’ 4+ I och
m+IM = m/+IM ger att r—r’ € I och m—m' € IM dvs rm—r'm’ = (r—r"Ym+r'(m—m') €
IM sa att rm + IM = r'm’ + IM. Villkoren (a)—(d) i (3.1) foljer nu direkt. O

De moduler 6ver ringar som ligger narmast vektorrum 6ver kroppar kallas fria.

(3.15) Definition. En R-modul F kallas fri om den har en R-bas dvs om det finns element
e; € F, i € J sadana att varje element x € F kan skrivas entydigt som en linjarkombination
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med koefficienter i R av ett andligt antal e;. Detta betyder att om x € F sa ar x = EZEJ €4,
dér r; € R och néstan alla r; = 0 samt en sadan framstéllning &r entydig. Nollmodulen
F = (0) ar definitionsmaéssigt fri.

O

(3.16) Anmaérkning. Villkoret i (3.15) som séger att varje z € F har framstéllning x =
> rie; med dndligt manga e; och entydigt bestdmda koefficienter r; kan erséattas med villkoret
att x = > r;e; (a’priori ej nédvéandigt entydigt) och e;, i € J, ar linjart oberoende dvs
om » r;e; = 0 med néstan alla r; = 0 sa ar alla r; = 0. Ekvivalensen av dessa tva villkor
kontrolleras mycket enkelt och lamnas som Ovn. 18. Rent allmént sager man att en delmangd
B till F' &r linjért oberoende om Y 7;e; = 0 med e¢; € B, r; € R och nastan alla r; = 0
implicerar att alla r; = 0. Man uttrycker detta villkor sa att varje &ndligt delméngd till B ar
linjart oberoende.

0

(3.17) Exempel. (a) Om K &r en kropp och V' ar ett godtyckligt linjart rum éver K sa dr V
en K-fri modul. Detta pastaende ar ett standardexempel pa en tillimpning av Zorns Lemma
och lamnas som en viktig 6vning — se Ovn. 19 och eventuellt dess 16sning. I denna évning
visar vi att varje delméngd till V' bestaende av linjart oberoende vektorer i ett vektorrum
kan kompletteras till en bas for hela rummet. Om ett rum har en &ndlig bas sa &r alla baser
andliga och har lika manga element (se Ovn. 20). Ett mera allmént resultat som séger att
alla baser for ett och samma vektorrum har samma kardinalitet &r lite svarare att bevisa och
kraver nagot djupare kunskaper om aritmetiken av kardinaltal.

(b) Om R &r en godtycklig ring och J en godtycklig indexméngd sa finns det en fri R-modul
med bas ¢;, ¢ € J. Man kan konstruera en sadan modul pa foljande satt. Lat F' vara méngden
av alla funktioner f : J — R sadana att f(i) = 0 for néstan alla ¢ € J. F &r en R-modul
med addition av funktioner dvs (f + ¢g)(i) = f(i) + g(i) och multiplikation (rf)(i) = rf(3).
Lat e; : J — R vara funktionen som definieras genom e;(j) = d;; (dvs 6;; = 0 om ¢ # j och
0;i = 1). Da bildar e;, ¢ € J, en bas for F ty for f:J — R har vi f =) f(i)e; och en sadan
framstéllning dr entydig. F' kan helt enkelt definieras som [, ; M;, dér M; = R for varje
i € J. Ibland betecknar man den modulen med RI/!.

0

Vart nésta resultat sdger att en R—homomorfism av en fri modul i en helt godtycklig modul
over R definieras och bestdms entydigt av bilderna av baselementen.

(3.18) Proposition. Ldat R vara en ring och F en fri R-modul med bas e;, i € J. Om M
dr en godtycklig R-modul och m;, i € J, godtyckligt valda element i M sa existerar en och
endast en R-homomorfism f: F — M sadan att f(e;) = m;. Om m;, i € J bildar en bas for
M (dvs M dr fri med bas m;, i € J) sa ar f en isomorfism.
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Bevis. Om z = ) r;e; (med entydigt bestdmda r;!) sa definierar vi f(z) = ) rm,. Da far
vi en R-homomorfism sadan att f(e;) =m;. Om g : F' — M &r en R-homomorfism sadan att
g(e;) =m; sa ar g(x) = gO rie;) = > rigle;) = > rim; = f(x) dvs g = f. Om nu m; bildar
en bas for M sa ger f(x) = > rim; = 0 att r; = 0 dvs f &4r en monomorfism (se (3.13)). Men
f &ar ocksa en epimorfism (trivialt) sa att f dr en isomorfism. O

(3.19) Foljdsats. Om F,F' dr tva fria R-moduler med baser vars kardinaliteter dr lika sa
ir F och F'  R-isomorfa.

Bevis. Om ¢;, i € J, dr en bas for F och €}, i € J, for F’' sa ordnar vi e, mot e;. Da far vi
en R-isomorfism Y rie; — Y ;e enligt (3.18). O

Det ar klart att en R—modul F’ som ar isomorf med en fri R—modul F ar ocksa fri och har
bas av samma kardinalitet som F — om f : F — F’ ar en sadan isomorfism och e;, i € J,
bildar en bas for F sa bildar f(e;) en bas for F”.

(3.20) Proposition. Lat R vara en kommutativ ring med etta och F en fri R-modul. Da
har tva godtyckliga baser for F samma kardinalitet.

Bevis. Lat e;, i € J, vara en bas for F' 6ver R och lat I vara ett maximalideal i R (se
Appendix B, (B.5)). Lat oss betrakta R/I-modulen F/IF (se (3.14)). Det &r en fri R/I-
modul med bas €;, i € J, dar &; = e; + IF. Vi har ndmligen z = Y 7;e; da = > r;e; sa att
F/IF genereras av €; (T = x + IF). Vidare ger Y 7;¢; = 0 att >_ r;e; € I'F, vilket implicerar
att allar; € I (ty e;, i € J, ar en bas for F'). Alltsa ar 7; = 0 dvs €; ar linjért oberoende. Men
R/I &r en kropp (se (2.28)) sa att F'/IF ar ett vektorrum 6ver R/I. Vi vet att tva baser for
ett linjart rum har samma kardinalitet (se ocksa Ovn. 20). Detta implicerar att varje bas for
F har samma kardinalitet som basen ¢;, i € J. ]

(3.21) Definition. Om alla baser for en fri R-modul F' har samma kardinalitet (t ex om F
ar fri 6ver en kommutativ ring R — se (3.20)) sa kallas denna kardinalitet f6r rangen av F' &ver
R och betecknas med rgrF’. Om R = K &r en kropp talar man i stéllet om dimensionen av
F 6ver K som betecknas med dimg F'.

I samband med Gvningar kommer vi i kontakt med vektorrum som har odndliga baser (se
Ovn. 24), men fria moduler (vektorrum) som vi moter i fortséttningen kommer oftast att ha
andlig rang (dimension).

En mycket viktig konstruktion ordnar mot varje fri R-modul dess duala modul.
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(3.22) Definition. Lat M vara en R-modul 6ver en ring R. Med duala modulen till M
menar man M* = Hompg(M, R) (se (3.4)).

(]
(3.23) Proposition. Om F dr en fri R-modul, dimgr F = n och e;, i = 1,...,n dr en
bas for F éver R sa bildar R-homomorfismerna f; : F — R sadana att fi(e;) = d;; for
i=1,2,...,n en bas for F* (den duala basen till e;, i = 1,...,n). I synnerhet dr F* fri och

rangp F* =rangpF.

Bevis. Notera forst att f; ar vil-definierade som R-homomorfismer enligt (3.18). Om f € F*
sa ar f =1, f(e;)fi ty for varje vektor e; har vi

O flefiles) =D flea) files) = f(ej)
=1 i=1

dvs > f(e;)fi och f &r lika pa alla basvektorer. Alltsa ar f = Y f(e;)fi. Vidare ger
f=>aifi att f(ej) = (> a;fi)(ej) = a; sa att representationen av f &r entydig. O

(3.24) Proposition. Lat V wvara ett vektorrum éver en kropp K. Da ezisterar en naturlig
monomorfism ® : V. — V** som mot v € V' ordnar ®(v), dir ®(v)(f) = f(v) da f € V*.
Om dimg V < oo sa dr ® en isomorfism.

Bevis. Vi har

P(v1 +v2)(f) = f(v1 +v2) = f(v1) + f(v2) = P(v1)(f) + P(v2)(f) = (P(v1) + P(v2))(f),

dvs ®(v; 4+ v2) = ®(v1) + ®(v2). Vidare ar

®(av)(f) = flav) = af(v) = (a®(v))(f),

dvs ®(av) = a®(v). Detta visar att ® dr en homomorfism av K-vektorrum. Vi har Ker® =
{fveV:ow)(f)=f(v)=0 Vyiey+} =(0) ty om v € V och v # 0 sa existerar f:V — K
sadan att f(v) # 0 (komplettera v # 0 till en bas for V' och definiera f sa att f(v) # 0
enligt (3.18)). Alltsa 4r ® en monomorfism (se (3.13)) sa att dimg V = dimg ®(V). Om
dimg V < oo sa ar dimg V' = dimg V* = dimg V** enligt (3.23). I detta fall ar alltsa
dimg ®(V) = dimg V** dvs ®(V) = V** s att ® ar en isomorfism (se vidare Ovn. 26). O

Vi avslutar detta kapitel med en viktig definition som vi utnyttjar i senare kapitel och i
samband med Gvningar.

(3.25) Definition. Man siger att en sekvens
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VR

av R-moduler och R-homomorfismer ar exakt om Imf = Kerg.

(3.26) Exempel. (a) 0 — M’ L. M & exakt da och endast da Kerf = 0 dvs f &r en

monomorfism. M 2~ M” — 0 &r exakt da och endast da Img = M” dvs g &r en epimorfism.

(b) Lat f: M — N vara en homomorfism. Da &r sekvensen

0 — Kerf —= M — = N —~ Cokerf — =0

exakt, dar ¢ ar inbdddaningen och p: N — N/Imf = Cokerf den naturliga surjektionen.
(c) Lat M = M; x Ms (se (3.2) (e)). Da ar
0 —— M; —> My x My —2> My ——0

exakt da i(m1) = (m1,0) och pa(mi, ma) = mao.

(d) T M’ LM L M har vi Imf C Kerg da och endast da gf = 0.
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OVNINGAR

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

Lat R vara en ring och M en R-modul. Lat Endr(M) (se (3.3)) vara endomorfismringen
av M. Visa att M ar en Endg (M )-modul da man definierar Endg(M)x M — M genom

(f;m) = f(m).

Lat V vara ett vektorrum 6ver en kropp K och F': V — V en linjar avbildning. Visa
att V ar en K[X]-modul da man definierar p(X)v = apv + a1 F(v) + ...+ a, F"(v), dar
pX)=a+auX+...+a,X" € K[X]ochveV.

Lat G vara en grupp, K en kropp och K[G] gruppringen for G 6ver K (se (2.2) (h)).
Med en representation av G 6ver K menas en grupphomomorfism G — GLgk(V), dar
G Lk (V) betecknar gruppen av alla inverterbara linjara avbildningar av V éver K. Visa
att det finns en en-entydig motsvarighet mellan alla representationer av G 6ver K och
alla K[G]-moduler V.

Lat R vara en ring och M en R-modul.
(a) Visa att Ann(M) ={r € R:rM =0} ar ett ideal i R (rM = {rm,m € M }).

(b) Visa att M &r en R/Ann(M) modul da #m = rm for r € R, m € M. Idealet
Ann(M) kallas annulatorn av M.

Lat R vara en ring och f : R — R en endomorfism av R som en vénster R-modul. Visa
att det finns 7o € R sa att f(r) = rro for r € R.

Lat I, I> vara tva ideal i en ring med etta R sadana att det finns en R-isomorfism
av R-moduler R/I; och R/Is. Visa att I} = I,. (Observera att R/I betraktas som
R-modul i enlighet med (3.2)(d)).

(a) Lat M;, My vara delmoduler till en R-modul M. Man sédger att M &r en (intern)
direkt summa av M; och Ms om varje element m € M har en entydig framstéllning
m = my + mg, dir my € My, mg € M. Visa att M = My x My (= My [[ Ma). Ofta
skriver man M = My © Ms.

(b) Generalisera (a) till ett pastaende om en godtycklig familj (M;);cs av delmoduler
till M.

f

Lat M’ L5 M -2+ M’ vara en sekvens av R-moduler och R-homomorfismer sadana att
gf =idyp. Visa att M = Imf @ Keryg.

(a) Lat M = [[,c; M;, dér M; & R-moduler och lat p; : M — M; definieras av
pj((m;)) = m;. Visa att for varje R-modul M’ och R-homomorfismer p’; : M' — M;
existerar exakt en R-homomorfism f : M’ — M sadan att alla diagram

M

7
N

M/
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3.10.

3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

3.15.

kommuterar.

(b) Lat M = [[,c; M; och lat p; : M; — M ges av pj(m;) = (m;)ies, dir m; = 0 da
i # j. Visa att for varje R-modul M’ och R-homomorfismer p} : M; — M’ existerar
exakt en R-homomorfism f: M — M’ sadan att alla diagram

kommuterar.

Lat Ny, No vara delmoduler till en R-modul M. Visa att

N1+ N- N-
(a) 1]?1 2= NlﬂZNQ’

(b) om Ny C N sé ir 4L = ]Qé//x;l

Lat f : M — N vara en R-homomorfism av R-moduler. Visa att funktionen N’ —
f~Y(N') avbildar en-entydigt alla delmoduler till N pa alla delmoduler till M som
innehaller Ker f.

Lat f : M — N vara en R-homomorfism av R-moduler sadan att f(M’) C N’, dar
M’ C M och N' C N ar delmoduler. Visa att det finns exakt en R-homomorfism
[*:M/M' — N/N' sadan att diagrammet

M/M/?N/N,

_ TtV och Im f* = f(M)+N’

kommuterar. Visa ocksa att Ker f* I 7

Lat M vara en R-modul. Visa att M &r dndligt genererad da och endast da det finns
en epimorfism R" — M (R" = R x R x ... x R, n faktorer R).

Visa att foljande ringar R’ ar fria som R-moduler da

(a) R=7Z,R' =Z[X]; (b) R=Z[X3, R =Z[X];
(c) R=7Z,R =Z[¥5); (d) R=Z[V2],R =Z[V2].

Visa att foljande ringar R’ inte &r fria som R-moduler:

—

a) R=2, R =Q  (b) R=Z, R =Z[3};
() R=Z[3], R =Q (d) R=Q[X?* X%, R' = Q[X].
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3.16. Lat R* = Cg[0,1] vara ringen av alla kontinuerliga funktioner pa [0,1]. Lat R = {f €
R*: f(0)=f(1)} och M ={f € R*: f(0) = —f(1)}. Visa att
(a) R ar en delring till R* och M en R-delmodul till R*.
(b)* M &M = R® R som R-moduler men M % R (visa att M inte &r fri).
(c) Om R* = ringen av alla funktioner pa [0, 1] sa &r M = R.

3.17. Lat V vara ett linjart rum 6ver en kropp K och lat B vara en delméngd till V. Visa att
foljande egenskaper &ar ekvivalenta (béagge definierar begreppet bas i ett linjért rum):
(a) Varje element i V' kan skrivas entydigt som en linjarkombination av ett &ndligt antal
element i B dvs for varje v € V ér v = ), a;e; med (éndligt manga) e; € B, a; € K
och framstéllningen &r entydig (dvs om v =) . a;e; = Y, ale; sa ar a; = a}).
(b) Varje element i V' kan skrivas som en linjarkombination av &dndligt manga element i
B (dvs B genererar V') och B ar linjart oberoende dvs om ) a;e; = 0, med a; € K och
e; € B sa ar alla a; = 0.

3.18. Lat V vara ett linjart rum 6ver en kropp K och lat B vara en icke—tom delméangd till
V. Visa att foljande tre egenskaper ar ekvivalenta:
(a) B ar en bas for V,
(b) B &r en maximal linjart oberoende delméngd till V' dvs B &r linjart oberoende i V'
(se (3.16)) och B U {v} &r linjart beroende for varje vektor v € V,
(c) B ar en minimal méngd av generatorer for V' dvs B genererar V' (se (3.7)) och varje
dkta delméngd till B saknar denna egenskap.

3.19. Lat V vara ett vektorrum 6ver K och W ett delrum till V.

(a) Visa att om V' # (0) sa existerar en bas for V over K.

(b) Visa att varje linjart oberoende uppséttning av vektorer i V' kan kompletteras till
en bas.

(c) Visa att varje bas for W kan kompletteras till en bas for V.

Losning till (a) och (b). Lat oss kalla en delméngd E till V' linjart oberoende om
varje likhet > a;e; = 0 med &ndligt manga e; € E och a; € K implicerar att alla
a; = 0. Lat Ey vara en linjart oberoende delméngd till V' och X méngden av alla linjart
oberoende delméangder till V' som innehaller Fy med partiell ordning given av C. Lat
oss notera att (a) foljer ur (b) ty som Ey kan véljas t.ex. Ey = {v}, v € V, v # 0. Lat
Y vara en kedja i X och Ey = Ugey E. Da ar Ey linjart oberoende ty om Y a;e; = 0,
dar e; € By sa existerar F; € Y sa att e; € F;. Men alla E; bildar en kedja sa att det
finns 79 med e; € E;, for alla i. E;, ar linjart oberoende vilket ger att alla a; = 0. Detta
visar att Fy € X. Enligt Zorns lemma existerar ett maximalt element i X. Beteckna
det med E*. Nu #r E* en bas for V. Vi vet att E* &r linjirt oberoende. A andra
sidan, om v € V och v ¢ E* sa ar E* U {v} linjart beroende som en méngd storre &n
E*. Alltsa finns det en relation ) a;e; + av = 0 med a;, a € K och inte alla a;, a = 0.
Men da a # 0, ty annars ar e; € E* linjart beroende, vilket ar omojligt. Alltsa &r
v=—>Y (a;/a)e; dvs E* &r en bas.
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3.20.

3.21.

3.22.

3.23.

3.24.

3.25.

(a) Lat V' vara ett linjért rum 6ver K och lat [eq,. .., ey beteckna linjira delrummet
genererat av vektorerna ey, ..., e, € V dvs méangden av alla linjarkombinationer aje; +
coo + amem, dar ay,...,a;, € K. Lat v = a1e1 + ... + apmen, och a1 # 0. Visa att
[e1,...,em] =[v,e2,...,em].

(b) Visa att om ett linjart rum V har &ndlig dimension 6ver K sa bestar tva godtyckliga
baser for V' (6ver K) av lika manga vektorer.

Ledning. Utnyttja (a) for att bevisa (b). Man kan ge ett annat bevis av (b) genom
att utnyttja Ovn. 23 (b).

(a) Lat f : V — V' vara en linjar avbildning av vektorrum 6ver en kropp K. Visa att
om e;, 7 € I, bildar en bas for Kerf och e;, j € J, dar J 2 I, ar en utvidgning av denna
bas till en bas for V, sa bildar f(e;), dar j € J \ I en bas for bilden Imf = f(V).

(b) Lat V' vara ett vektorrum av &ndlig dimension 6ver K och W ett delrum till V.
Visa att bade W och V/W har &ndlig dimension och dim(V/W) = dimV — dimWV.

Anmairkning. Pastaendet i (b) brukar kallas dimensionssatsen.

Lat K vara en kropp.

(a) Om 0 — V' -V — V" — 0 &r en exakt sekvens av K-vektorrum sa ar dimV' =
dim V'’ + dim V"

(b) Generalisera (a): Om 0 — V; — Vo — ... — V,, — 0 &r en exakt sekvens av K
vektorrum sa dr Y (—1)!dim V; = 0.

(¢) Visa att om V' LV 5 V7 b exakt s dr dim V = dim Imf + dim Img.

Lat V = R"™ och W = R™ vars vektorer betecknas som kolonner. Lat A vara en
m X n-matris och lat f(z) = Az da z € R™.

(a) Motivera att f &r en linjar avbildning och karakterisera kdrnan Kerf och bilden
Imf i termer av matrisens A rader och kolonner.

(b) Visa med hjilp av dimensionssatsen (se Ovn. 21) att om n > m sa Kerf # (0). Vad
siger detta pastaende i termer av linjara ekvationssystem?

(c) Motivera att rangen av matrisen A (som den definieras i inlednde kurser i linjér
algebra) dr dimensionen av bildrummet Imf. Motivera att ekvationen Az = B, dar
B € R™ har en 16sning da och endast da rangen av A &r lika med rangen av matrisen
A utvidgad med kolonnen B (“rangen av den utvidgade matrisen”).

Anmaiarkning. Kroppen R i denna 6vning kan ersdttas med en godtycklig kropp K.

Konstruera baser for foljande linjara rum 6ver K:
(a) K =R, V = R[X],

(b) K =C, V =C(X),

(c) K =R, V = alla periodiska foljder (a1, as,...), dar a; € R med perioden n.
(d)

Lat W vara ett delrum till ett linjart rum V over K. Visa att det finns ett delrum U
till V' sadant att V=W @ U.

K =R, V = alla periodiska foljder (a1, a2, ...),a; € R, av alla dndliga perioder.



52

MODULER OVER RINGAR

3.26.

3.27.

3.28.

3.29.

3.30.

Visa att monomorfismen V. — V**  V ett vektorrum over K, inte behdver vara en
isomorfism (se (3.24)).
Lat K vara en kropp, V, W, X linjira rum over K.

(a) Lat f : W — V vara en monomorfism och g : W — X en K-homomorfism. Visa att
det finns en K-homomorfism h : V' — X sa att diagrammet

kommuterar.

(b) Lat f: V — W vara en epimorfism och g : X — W en homomorfism. Visa att det
finns en homomorfism h : X — V sa att diagrammet

kommuterar.

Anmairkning. (a) siger att varje K-vektorrum X &ar injektivt, ddremot (b) att det
ar projektivt. Definitionerna av projektiva och injektiva moduler givna i (a) och (b)
(da K é&r en ring) diskuterar vi senare.

(c) Visa att en fri R-modul F' ar projektiv.

Lat W C V vara tva vektorrum over K. Lat Wt = {f € V* : Vyew f(w) = 0}. Visa
att W* 2 V*/W+ och dimW+ = dimV — dim W (d& dim V < o).

Lat Wy, Wy vara delrum till V och f1 : Wi — U, fs : Wy — U K-homomorfismer sadana
att filw,~rw, = falw,nw,. Visa att det finns en homomorfism f : V' — U sadan att

Lat M vara en R-modul, f : M — My och g : M — My R-homomorfismer. Visa att om
f ar en epimorfism och Kerf C Kerg sa existerar exakt en homomorfism h : My — M
sa att diagrammet

M

SN

My

kommuterar.
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3.31. (a) Lat

vara ett kommutativt diagram av R-moduler och R-homomorfismer dvs d'f = gd. Visa
att f(Kerd) C Kerd' och g(Imd) C Imd'.

(b) Lat

M]/_ f1 Ml g1 M]/_I

b e

92
My —2> My 2> MY

vara ett kommutativt diagram av R-moduler och R-homomorfismer med exakta rader.
Visa att foljderna

Kerd' Kerd Ker d”

och

Imd Imd Imd”

som induceras i enlighet med (a) ocksa ar exakta.



54

MODULER OVER RINGAR




Kapitel 4

LOKALISERING OCH LOKALA
RINGAR

Konstruktionen av de rationella talen fran heltalen ar ett specialfall av en allmén konstruktion
i algebran som mot en ring ordnar néra relaterade ringar — dess lokaliseringar — med enklare
idealstruktur. For att understka en ring studerar man dess lokaliseringar som ofta tillater en
béttre beskrivning. Ibland far man som ett resultat av lokaliseringen lokala ringar — ringar
med exakt ett maximalideal. Geometriskt innebér lokalisering att man &vergar fran funk-
tioner definierade pa en 6ppen delméngd till en mangfald till de funktioner som &r definierade
i en omgivning till en punkt tillhérande den 6ppna méangden. Detta kapitel d4gnas at lokaliser-
ingsproceduren och en beskrivning av nagra enkla egenskaper hos lokala ringar. Vi ger ocksa
ett antal exempel pa lokala ringar av aritmetisk och geometrisk karaktar. Alla ringar i detta
kapitel ar kommutativa med etta eller nollringen med endast ett element O.

(4.1) Definition. Med en multiplikativ méangd i en ring R menar man en delméngd S
till R sadan att 1 € .S och om s1,59 € S sa 5152 € S.

(4.2) Exempel. (a) Lat R vara ett integritetsomrade och S = R\ {0}.
(b) Mera allmént, lat p vara ett primideal i R och S =R~ p (i (a) & p = (0)).

(c) Lat R vara en ring och S méngden av icke-nolldelare i R (dvs s € S da och endast da
sz =0 med x € R implicerar att x = 0).

(d) Lat f € Roch S = {f™,n > 0} (vi antar att f¥ = 1).

95
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(4.3) Lokalisering av en ring med avseende pa en multiplikativ mangd. Lat R vara
en ring och S en multiplikativ méngd i R. Betrakta alla par (r,s), dar r € R och s € S (tdnk
pa alla brak Z, dér r, s &r heltal och s # 0!). Definiera foljande relation pa méngden av alla
sadana par:

(r1,81) ~ (ro,s2) < s(ser; — s1r2) =0 for nagot s € S

(forekomsten av faktorn s motiveras om en stund). Relationen “~” &r en ekvivalensrelation.
Det ar klart att den ar reflexiv och symmetrisk. For transitiviteten antag att (r1, s1) ~ (re, s2)
dvs s(sar1—sir2) = 0, och (rg, s2) ~ (r3,83) dvs §'(s3r2—sars) = 0. Da ar ss’'sy(s3r1 —s173) =
0'. Kalla nu ekvivalensklassen av paret (r, s) for brak och beteckna den med L. Definiera:

1 i r2 SN + 8179
51 52 5152
172 172
8182 5152 .

Man kontrollerar 1att att dessa operationer (addition och multiplikation av brak) ar vélde-
finierade (dvs oberoende av representationen av ett brak) och att de ger en ringstruktur i
mingden av alla brak. Den ringen betecknas med Rg eller S~!'R och kallas lokaliseringen
av R med avseende pa S. O

(4.4) Anmérkning. Funktionen f(r) = § 4r en ringhomomorfism f : R — Rg, men den

behéver inte vara injektiv (se Ovn. 1 (b)).

(4.5) Proposition. Lat R vara ett integritetsomrade och S = R~ {0}. Da dr Rs en kropp

T

och homomorfismen f : R — Rg, dir f(r) = §, dr en injektion. Kroppen Rs kallas oftast
kvotkroppen av R Tf.

Bevis. Att Rg dr en kropp foljer direkt ur definitionen ty varje brak ¢ med r # 0 och s # 0
ar inverterbart (& dr ocksa ett tillatet brak). Om f(r) = § = 0 sa dr sr = 0 for nagot
s€ S =R~ {0} dvs r =0 ty R &r ett integritetsomrade. O

Lat oss betrakta nagra exempel pa lokaliseringar:

(4.6) Exempel. (a) Lat R =Z och S = Z \ (p), dir p &r ett primtal. Da &r
m
Ls={_—€Q:pfn}.

Man skriver ofta Zs = Z).

TForsok bevisa transitiviteten utan faktorerna s och s’! Det #r inte méjligt att gora darfor att det kan
finnas nolldelare i R, vilket ej ar fallet vid konstruktionen av Q ur Z.
tTFast den borde snarare kallas “brakkroppen” av R.
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(b) Mera allmént lat R vara en ring och S = R \ p, dér p ar ett primideal i R. T detta fall
skriver man Rg = Ry = {: 7€ R och s¢p}.

(c) Som ett specialfall av (b) lat R = C[X,Y] och lat p = (X —a,Y —b) vara ett maximalideal
i R. Har ar

p(X,Y)
q(X,Y)

p(X,Y)
q(X,Y)

ClX, Y]y ={ Fq(X,Y) Epp=A{ 2 q(a,b) # 0}

ringen av de rationella funktionerna i X och Y som é&r definierade i punkten (a,b) € C. Den
ringen betecknas ofta C[X, Y], och kallas den lokala ringen av (a, ) pa C? (vi generaliserar
detta exempel senare i (4.22)).

(d) Om R é&r en ring, f € R och S = {f", n > 0} (se (4.2)(d)) sa betecknas Rg med Ry.
Teex. Zo = {Z :m,n € Z, n >0} =Z[}], CIX,Y]x = {%&) . n > 0,p € C[X, Y]}

Idealstrukturen i lokaliseringen av en ring &ar vanligen enklare dn i den ursprungliga ringen.
Ibland far man s.k. lokala ringar:

(4.7) Definition. Man séger att R ar en lokal ring om R innehaller endast ett maximalideal
m. Kvoten R/m kallas residukroppen av R.

(4.8) Exempel. (a) Varje kropp ar en lokal ring — maximalidealet &r m = (0).

(b) Om R &r en ring och p &r ett primideal i R sa &r Ry en lokal ring. Vi har ndmligen
r
Rp:{g:reR,seR\p}.

Ringen R, innehéller idealet pR, = {Z : 7 € p och s &€ R~ p} (kontrollera att detta &r
ett dkta ideal!). Om I &r ett dkta ideal i Ry sa ar I C pRy. I sjalva verket ger I € pR, att
det finns £ € I med r ¢ p och s ¢ p, dvs ¥ € Ry. Detta ger 1 = = - 2 € I vilket betyder att
I = Ry. Alltsa ér pRy, det storsta dkta idealet i Ry.

(c) Lat U vara ett omrade i det komplexa planet, A(U) ringen av alla analytiska funktioner i
U (ett integritetsomrade!) och M(U) kvotkroppen av A(U) dvs kroppen av alla meromorfa
funktioner i U. Lat P € U och lat
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Opy={feM(U):P arinteen pol till f}.

Man kontrollerar enkelt att Op ar en lokal ring vars maximalideal ar

mpy = {f € M(U) : f(P) =0}.

Opy kallas den lokala ringen av P pa U. For vidare generaliseringar se Ovn. 14. Observera

att Opy = A(U),, dir p = {f € A(U) : f(P) = 0}.

(d) Ringen C[[X]] av de formella potensserier i variabeln X (se (2.6)(b)) ar en lokal ring.
Dess enda maximalideal bestar av alla potensserier ag + a1 X + a2 X% + ... med a9 = 0 (se
Ovn. 4). Aven den delring till C[[X]] som bestar av alla potensserier med konvergensradie
> 0 ar en lokal ring (se t ex H. Cartan, Th. Elem. des Funct. Anal., Chap. 1 — men det &r
latt att visa pa egen hand).

(4.9) Proposition. Ldt R vara en ring. Féljande villkor dr ekvivalenta:
(a) R dr en lokal ring;
(b) Om 11,719 dr ej inverterbara element i R sa dr ocksa r1 + ro €j inverterbart;

(¢) Alla ej inverterbara element i R bildar ett ideal.

Bevis. (a) = (b) Lat m vara maximalidealet i R och lat r1,re vara ej inverterbara element
i R. Idealen (r1) och (ry) &r &kta sa att de ligger i maximalideal. Alltsa ar (r1),(r2) C m
darfor att det endast finns ett maximalideal. Detta visar att r; + 79 inte dr inverterbart ty
T+ 1o €M,

(b) = (¢) Om r inte ar inverterbart och x € R sa ar ocksa rz ej inverterbart (ty raxy = 1
séger att r ar inverterbart). Detta och (b) implicerar (c).

(c) = (a) Lat m vara idealet av alla ej inverterbara element. Om I &r ett ideal i R och I ¢ m
sa finns x € I ~m. Da ar z inverterbart sa att I = R. Alltsa d&r m det storsta dkta idealet i
R (1 ¢ m). Saledes &r m det enda maximalidealet i R. O

(4.10) Foljdsats. Om R dr en ring och m ett dkta ideal i R sadant att x € R~m implicerar
att x dar inverterbart, sa dar R lokal och m dess maximalideal.
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Bevis. Se bevis av (c) = (a) i (4.9). O

Nu skall vi diskutera lokaliseringar av moduler over ringar.

(4.11) Definition. Lat R vara en ring, S en multiplikativ méngd i R och M en R-modul.
Med lokaliseringen Mg av M med avseende pa S menar man den Rg-modul som konstrueras
pa foljande sitt: Betrakta alla par (m,s), dar m € M och s € S. Lat s1,s2 € S, my,mg € M.
Definiera

(mq, $1) ~ (ma, s2) < s(sgmq — symg) =0 for nagot s € S.

Man kontrollerar létt att “~” &r en ekvivalensrelation (se (4.3)). Lat "* vara ekvivalensklassen
av (m, s). Definiera

myp LM S2m1 + 81Mg
S1 52 5152
rom rm
s’ s s's’

dar r € R och s,s’ € S. Man visar att dessa operationer ar korrekt definierade och att man
far en Rg-modul. Den betecknas med Mg.

Om f : M — N ar en R-homomorfism, sa definierar fg : Mg — Ng, déir fs(%) = f(gn)
en Rg-homomorism (kontrollera att fg &r véldefinierad dvs att definitionen inte beror pa

representationen av braket ).

(4.12) Anmérkning. Definitionen (4.11) visar att vi far en kovariant funktor (se (11.4))
Fy : Mod(R) — Mod(Rg)

sadan att Fg(M) = Mg och Fs(f) = fs da f: M — N. Den kallas lokaliseringsfunktorn.
Se vidare Ovn. 8.

(4.13) Proposition. Lokaliseringsfunktorn dar exakt dvs om M’ S M S M Gr en evakt

sekvens av R-moduler sa dr Mg I5 Mg = Mg en exakt sekvens av Rg-moduler.

Bevis. Vi har gsfs(m?,) = gf(;nl) = 0 sa att gsfs = 0 dvs Imfs C Kergs. Antag att
T ¢ Kergg sa att gs(2) = 9m) — 0 dvs s'g(m) = 0 for nagot s’ € S. Detta betyder att

S
g(s'm) =0 dvs s'm € Kerg = Imf. Alltsa ar s'm = f(m’) sa att = = fi?) dvs 2 € Imfs.
O
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(4.14) Anméarkning. Ur (4.13) foljer det att om N C M, N en delmodul, sa kan Ng
betraktas som en delmodul till Mg (ty en injektion 0 — N — M ger att 0 — Ng — Mg ar
en injektion). Speciellt om I &r ett ideal i R sa &ar Ig ett ideal i Rg.

Vi skall beskriva sambandet mellan ideal i R och Rg:

(4.15) Proposition. Lat S vara en multiplikativ mdngd i R och fs: R — Rg homomortfis-
men fs(r) =1 forr € R. Lat I vara ett ideal i R och I' ett ideal i Rs. Da gdller:

(a) Is = Rg da och endast da INS # 0,

(b) fg*(Is) =T dd och endast dd for varje s € S och x € R implicerar sz € I att x € I,

(c) (fs'(I)s=1".

Bevis. (a) Om s € NS saér £ € Igoch 1 € Igsdatt 1 € Ig. Alltsd ér Is = Rg. Om

Is=Rgsa1=1 diriel, dvss'(s—i)=0fors €5. Alltsa ir s's € INS # 0.

(b) Om fg'(Is) = I och sz € I sa ar T =2 € I, vilket ger att z € fs'(Is) = 1. Omvint:
Om villkoret sx € I = x € I ar uppfyllt och z € f;l(ls) sa dr § = ¢, dvs §'(sw —i) = 0 for
ett s’ € S. Den likheten ger (s's)z € I, vilket implicerar z € I. Alltsa &r fg'(Is) C I. Den

motsatta inklusionen ar sjalvklar (I C fgl(IS) ty fs(I) C Ig).

(¢) Lamnas som 6vning (Ovn. 7). O
(4.16) Definition. Méngden av alla primideal i en ring R betecknas med SpecR och kallas
spektrum av R.

(4.17) Proposition. Det finns en en-entydig motsvarighet mellan alla primideal p i R

sadana att p NS =0, och alla primideal i Rg, som ges av p — Ppg.

Bevis. Forst noterar vi att om p ar ett primideal i R och pN.S = 0 sa ar pg ett primideal i
Rg (ps ar akta enligt (4.15)(a)). Lat Us = {p € SpecR : p NS = 0}. Vi har tva funktioner:

Us — SpecRg, dar pr pg,



(4.19) 61

och
SpecRs — Ug, dir p' — f5'(p')

(den andra avbildar primideal pa primideal ty vid varje homomorfism f : R — R’ &r inversa
bilden f~1(p’) av ett primideal p’ i R’ ett primideal i R — se (2.9)).

Nu séger (4.15) (b) och (c) att den ena av dessa tva funktioner &r inversen till den andra,
ty fSTl(pS) =pdapnsS =0 (villkoret sz € p och s ¢ p = x € p ar uppfyllt ty p ar ett
primideal) och (fg L(p"))s = p’. Alltsa etablerar dessa funktioner en en-entydig motsvarighet
mellan alla p € SpecR sadana att p NS = () och alla p’ € SpecRg. O

Vanligen ar det enklare att undersoka ringar R och R-moduler M genom att studera deras
lokaliseringar Ry, och M, for p € SpecR. Man forscker bevisa “globala” egenskaper hos R och
M genom att studera “lokala” egenskaper hos R, och M, for p € SpecR. Har foljer nagra
exempel.

(4.18) Proposition. Lat M vara en R-modul. Da dr féljande villkor ekvivalenta:
(a) M = (0),
(b) My =0 for varje primideal p i R,

(¢) My =0 for varje mazimalideal m i R.

Bevis. Implikationerna (a) = (b) = (c) ar sjilvklara. Lat m € M. Betrakta idealet
Ann(m) = {r € R:rm = 0} (se Ovn. 3.4). Antag att Ann(m) &r ett dkta ideal. D& existerar
ett maximalideal m sadant att Ann(m) C m. Men § = 01 My, sa att det finns s € R~ m
sadant att sm = 0. Alltsa har vi en motségelse ty s € Ann(m) C m och s ¢ m. Detta betyder
att Ann(m) = R, vilket ger att 1m =m =0, ty 1 € Ann(m). Alltsa & M = 0. O

(4.19) Foljdsats. Lat f : M — N wvara en R-homomorfism av R-moduler sadan att for
varje primideal p € SpecR dr f, : My, — Ny en injektion (resp. surjektion). Da dr f en
injektion (resp. surjektion).

Bevis. Betrakta den exakta sekvensen 0 — Kerf — M ENyYS Om p € SpecR sa ar ocksa
sekvensen

0 — (Kerf), — M, % N,
exakt (se (4.13)). Om nu f, &r en injektion for varje p, sa ér (Kerf), = 0 for varje p € SpecR.

Alltsa &r Kerf = 0 enligt (4.18) dvs f &r en injektion. Pa liknande sétt visas fallet med
surjektion. O
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(4.20) Proposition. Lat R vara ett integritesomrade med kvotkroppen K. Da dar R = ()| R,
déir m Ioper éver alla mazrimalideal i R (R = {% :r € R, s € R~ m} dr en delring till K).

Bevis. Det ar klart att R C Ry,. Antag att z € (| Rm. Lat D, = {r € R:rx € R}. D,
ar ett ideal i R (kontrolleral). Antag att D, &r ett dkta ideal. Da &r D, C m, dar m &r ett

maximalideal. Men z € Ry sa att © = ¢, dir r € R och s € R~ m. Samtidigt betyder
sx =1 € R att s € D, C m vilket ger en motségelse. Alltsa ar D, = R sa att 1 € D,. Detta
ger z € R. O

(4.21) Exempel. Lat V vara en algebraisk varietet (= en irreducibel algebraisk méngd

~se Ovn. 2.22) i C*. Lat C[V] = Clzy,...,x,] vara ringen av de reguljira funktionerna
pa V (dvs C[V] = Clxy,...,2,) = C[X1,...,X,]/Z(V)). Enligt Hilberts Nullstellensatz
ar alla maximalideal i C[V] av formen m = (z1 — a1,...,2, — ap), dar (a1,...,a,) € V.

Likheten C[V] = [ C[V]n séger att varje rationell funktion pa V' (dvs en funktion tillhérande

kvotkroppen C(V') av C[V]) som é&r reguljar i varje punkt av V' (dvs for varje punkt @ € V

finns en omgivning sadan att for « tillhdérande omgivningen ar f(x) = %, dar p,q €

C[X71,...,Xp] och g(a) # 0) maste vara reguljér pa hela V dvs f € C[V]. Man skriver ibland
C[V]m=Opy, dir P = (a1, ...,ay), och kallar Opy den lokala ringen fér P pa V.

Vi avslutar detta kapitel med nagra ord om nilradikalen och Jacobsonradikalen av en ring.

Vi repeterar (se Ovn. 2.21):

(4.22) Definition. Med nilradikalen N (R) av en ring R menar man idealet i R som bestar
av alla nilpotenta element i R dvs N(R) = {r € R: 3,5¢r™ = 0}.

(4.23) Proposition. N (R) dr snittet av alla primideal i R.
Bevis. Se Ovn. 2.21 och Ovn. 11. O
(4.24) Definition. Med Jacobsonradikalen J(R) av R menar man snittet av alla maxi-

malideal i R.

(4.25) Proposition. z € J(R) < 1+ rz dr inverterbart i R for varje r € R.
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Bevis. “=” Om 1 + rz inte ar inverterbart sa finns det ett maximalideal m sadant att
(I4+7z) Cm. Men z € J(R) Cmsaatt 1 € m — en motségelse.

“<” Om z ¢ J(R) sa finns det ett maximalideal m sadant att = ¢ m. Da &r m+ Rz = R (ty
m+ Rz ar ett ideal som innehaller m). Alltsa dr 1 = m + rz for ett m € m och r € R. Detta
innebér att m = 1+ (—r)x € m inte dr inverterbart. 0

(4.26) Exempel. (a) N(Z) = J(Z) = (0); N(K[Xq,...,X,]) = J(K[X1,...,X,]) = (0).

(b) Om R &r en lokal ring med maximalidealet m och om R saknar nilpotenta element (t
ex R ett integritetsomrade) sa ar N (R) = (0) och J(R) = m (t ex R en lokalisering av ett
integritetsomrade med avseende pa ett primideal).

O

(4.27) Nakayamas Lemma. Lat M vara en dndligt genererad R-modul och I ett ideal i R
sadant att I C J(R). Om IM = M sa ar M = 0.

Bevis. Antag att M # 0 och lat M = Rmy + ... + Rmy, dar mq,...,mg ar en minimal
uppséattning av generatorer for M. Vi har my, € M = IM sa att

me=rimi+...+rgmg, ri,...,75 €1,

vilket ger (1 — rg)my = rimy + ... + r,_1my—1 (uttrycket tolkas som 0 da k = 1). Enligt
(4.25) ar 1 — rg inverterbart i R (ty rx € J(R)) sa att

L
1
my = m;
k Z 1— ™ 7
=1
dvs generatorn mj kan elimineras. Detta strider mot antagandet att mq,...,my var en
minimal uppsattning av generatorer for M. Alltsa ar M = 0. U

(4.28) Foljdsats. Lat M wara en dandligt genererad R-modul och N en delmodul till M
sddan att M = N + IM fér ett ideal I C J(R). Dd dr M = N T.

Bevis. Vi har I(M/N) = (IM + N)/N = M/N. Alltsa &r M/N = (0) dvs M = N. O

(4.29) Proposition. Lat R vara en lokal ring med mazimalidealet m och M en dndligt
genererad R-modul. Om my,...,mp € M dr sadana att my, ..., my bildar en bas for M/mM
over R/m (se (3.14)) sa genererar mq,...,my R-modulen M.

Bevis. Lat N = Rmi1 + ...+ Rmi C M. Da ar bilden av N vid den naturliga surjektionen
M — M/mM lika med M/mM. Alltsa &r N +mM = M (N + mM innehaller kdrnan mM
och har samma bild som M). Enligt (4.28) &r N = M. O

tOfta kallas den foljdsatsen for Nakayamas Lemma.



64 LOKALISERING OCH LOKALA RINGAR

OVNINGAR

4.1. Beskriv lokaliseringarna:

(a) (Z/(4))s, dar S ={1,3}; (b) (Z/(6))p, dér p &r ett primideal i Z/(6).

4.2. Lat R vara en lokal ring och m dess maximalideal. Visa att homomorfismen f : R — Ry,
dar f(r) = 1, dr en isomorfism.

4.3. Lat M vara en dndligt genererad R-modul och S en multiplikativ méngd i R. Visa att
Mg = 0 da och endast da det finns s € S sadant att sM = 0 (speciellt &r det sa da S
innehaller 0).

4.4. Visa att C[[X]] &r en lokal ring och mera allmént K[[X1,...,X,]], da& K &ar en kropp.

4.5. Lat S vara en multiplikativ méngd i R och M, N tva R-moduler. Visa att:

(a) R ®r M = Mg, dér £ @ m +— ™2,
(b) Mg ®Rg Ng = (M QR N)S, dar % ® g — ";?n

4.6. Ar foljande pastiaenden sanna?

(a) For varje p € SpecR saknar Ry, nilpotenta element < R saknar nilpotenta element.
(b) For varje p € SpecR saknar Ry, nolldelare < R saknar nolldelare.

4.7. Visa (4.15)(c).

4.8. Lat R vara en ring och S en multiplikativ méngd i R. Visa att paret (Rg, fg), dar
fs: R — Rg ges av fs(r) = { har foljande universella egenskap: For varje ring R’ och
varje homomorfism f: R — R’ sadan att f(s) har invers i R’ da s € S finns det exakt
en ringhomomorfism g : Rg — R’ sa att diagrammet

R fs R
N
RI
kommuterar.

4.9. Lat f € R. Visa att Ry = R[X]/(fX — 1) (R definierades i (4.6)(d)).

4.10. Visa att forutsdttningen i Nakayamas lemma om att M ar en dndligt genererad modul
ar vasentlig.
4.11. Lat I vara ett ideal i en ring R.

(a) Visa att VT = {r € R: 3,7 € I} ér ett ideal i R. Det kallas radikalen av I.
(b) Visa att /T = p, dir p 16per 6ver alla primideal som innehaller 1.
Anmérkning. Om [ = (0) sa ar 1/(0) = N (R). (b) generaliserar (4.24).



OVNINGAR 65

4.12.

4.13.

4.14.

Lat K vara en kropp och R dess delring sadan att for varje a € K &r a € R eller
1/a € R. Visa att R &r en lokal ring. Ge exempel pa sadana R!

Anmarkning. En ring R med den egenskapen kallas valuationsring.

Visa att for varje maximalideal m i R &r R/m"™ en lokal ring (n ett naturligt tal > 1).

Ledning. Om I, ar ideal i R och p ar ett primideal sa implicerar II' C p att I C p
eller I’ C p (visa det som en delévning).

Lat M vara en analytisk mangfald av komplex dimension 1 (dvs M &ar ett Hausdorffrum
med en 6ppen 6vertackning {U; }ier sadan att for varje i € I finns det en homeomorfism
z; av U; med en 6ppen delméngd av C och

Zj(UZ' U Uj) cC

for varje par (i,7) ar funktionen z;z; 1 diagrammet ovan analytisk och har derivatan
# 01 varje punkt av z;(U; NUj)). Lat U vara en 6ppen delméngd till M och f: U — C
en reguljér funktion pa U (dvs for varje i« € I om U; NU # ) sa &r funktionen fz; !
analytisk pa z;(U; N U) eller med andra ord f = g(z;), dir g = fz; ! dr analytisk i
zi(U;n0)).

Lat P € M och betrakta alla par (U, f), ddr U &r en 6ppen omgivning till P och f &r reg-
uljar pa U. Man séger att (Uy, f1) och (Us, f2) ar ekvivalenta om det finns U C U1 NUs,
U en 6ppen omgivning till P, sadan att fi|U = fo|U. Ekvivalensklasser av den ekvi-
valensrelationen (kontrolleral!) betecknas ocksa (U, f). Visa att dessa ekvivalensklasser
bildar en lokal ring om man definierar:

(U, f1) + (Ua, f2) = (U1NUz, f1 + fo),
(U1, 1)(Us, f2) = (U1NUsz, fif2).

Den ringen betecknas ofta Op s och kallas den lokala ringen av punkten P pa M
(eller groddar av reguljiara funktioner i P). Beskriv maximalidealet i Op .

Anmairkning. Ringen Op ) i fallet da M = U ur (4.8) (c) behover inte vara lika med
Opy som definierades déar.
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4.15. Lat R vara en ring.
(a) Visa att man definierar en topologi pa SpecR genom att som slutna méngder
forklarar
V(I)={p € SpecR:p DI}
for alla ideal I i R. Den kallas for Zariskis topologi pa SpecR.
(b) Visa att om f € R sa ar
D(f) ={p € SpecR: f ¢ p}
en 6ppen méingd och att sadana méngder bildar en bas for Zariskis topologi.
4.16. Lat A vara en kommutativ K -algebra med etta och M en A-modul. Med derivering

D:A— M (6ver K) menas en K-homomorfism sadan att D(ab) = aD(b) + D(a)b for
a,b € A. For enkelhetens skull antag att K C A. Visa att:

(a) D(x)=0daz € K,

(b) Alla K-deriveringar D bildar en A-modul Derg (A, M) da man definierar (D; +
Ds)(x) = Di(x) + Da(x) och (aD)(z) = aD(x),

(¢) Om K é&r en kropp, A &r en lokal ring med maximalidealet m, och den naturliga
sammansattningen K — A — A/m &r en isomorfism sa ar

Derg (A, K) = Homy (m/m?, K).

Ledning. (c¢) For D : A — K betrakta restriktionen av D till m och visa att den
avbildar m? pa 0. Visa vidare att D inducerar en A-homomorfism

m/m? - A/m=K.

Omviint, om ¢ : m/m? — A/m = K #r en A-homomorfism, definiera D(a) = p(a7), dir
a=a1+ A\ a; €moch A € K (en framstéllning av a pa formen aj + \ existerar och ar
entydig).

Anmarkning. Lat M vara en analytisk mangfald och P € M. Med tangentrummet
till M i P menas Derg(Op s, R) =: Tp . (c) visar att Tp s = HomR(mp/m%,R), dar
mp ar maximalidealet i den lokala ringen Opyr av P pa M.



Kapitel 5

RINGUTVIDGNINGAR

Ett par bestaende av en ring och dess delring kallas ringutvidgning. Oftast &r man intresserad
hur olika ringegenskaper beter sig vid 6vergangen fran den ena ringen till den andra. Vi
diskuterar hiir utvigningar av tre typer: Andliga, av andlig typ och hela. De har stor betydelse
i efterfoljande kapitel da vi visar bade deras aritmetiska och geometriska tillampningar. Alla
ringar i detta kapitel &r kommutativa med etta. De skall betecknas hér med A, B, C osv.

(5.1) Definition. Om A, B ir ringar och B O A sa séger man att B &r en utvidgning av
A. Man séager att ringutvidgningen B D A ar dndlig om B ar en andligt genererad A-modul
dvs B = Azy + ...+ Ax,, diar x; € B. Man séger att B O A ar av &ndlig typ om B &r en
andligt genererad A-algebra dvs B = A[zy,...,x,], dir z; € B (dvs varje element i B kan
skrivas pa formen p(x1,...,z,) dir p € A[Xy,..., X,]).

(5.2) Exempel. (a) Z[i] = {a+bi, a,b € Z} &r en andlig utvidgning av Z (med z; = 1, 2 =

(b) Om K C L, diar K, L &r kroppar och L har en &ndlig bas 6ver K sa dr L en &ndlig
utvidgning av K (L = K1+ ...+ Kz, om z1,...,z, bildar en bas av L 6ver K).

(c) Polynomringen K[X1,...,X,] ar en utvidgning av éndlig typ 6ver K (K en godtycklig
kommutativ ring). Men den utvidgningen &r inte &ndlig (varfor?).

(d) Polynomringen K[X7,..., X,,.. ] i ett upprikneligt antal variabler 6ver K (K som ovan)
ar inte av andlig typ 6ver K (Ovn. 1).

67
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(5.3) Proposition. Lat C O B D A wvara tre ringar. Om B 2 A och C 2O B ar dndliga (av
dndlig typ) sa dr ocksa C' 2 A dndlig (av dandlig typ).

Bevis. Om B =31 Az;, C =} %_  By; och c € Csa iir c = Y  byy; = >°,(32; aijzi)y;-
Alltsa ar C = 3, ; Aw;y; dndlig over A. Om B = Alz1,...,2;] och C = Bly1,...,ys| sa dr
C=Ax1,...,2r, Y1,...,Yys] dvs C &r av andlig typ 6ver A. O

(5.4) Definition. Lat B O A. Man séger att « € B &r ett helt element 6ver A om =
uppfyller en ekvation med koefficienter i A och med hogsta koefficienten 1 dvs om

"+ ap12"  + . 4ag=0, dir a; € A.

Man séger att utvidgningen B O A &ar hel om varje element z € B ar helt 6ver A.

(5.5) Exempel. (a) Z[i] D Z &ar en hel utvidgning ty talet = a + bi, a,b € Z uppfyller
ekvationen 22 — 2ax + (a® + b?) = 0.

(b) Utvidgningen Q O Z &r inte hel. Talet 1/2 &r inte helt 6ver Z (visa det och se vidare

(5.12)(c)).

(¢) Om L DO K é&r en andlig kroppsutvidgning dvs L har en dndlig dimension 6ver K, sig
dimg L = n, sa &r varje element x € L helt 6ver K dvs L O K &r en hel utvidgning. I sjélva
verket &r 1,x,...,2" linjart beroende 6ver K (ty deras antal ar (n + 1)). Alltsa finns det
ag,ai,...,a, € K som inte alla #r lika med 0 s& att a,z" +an—12" ' +. ..+ a9 = 0. Samtidigt
kan vi forutsatta att hogsta koefficienten (framfor hogsta potensen av x med koefficient # 0) ar
lika med 1. I fall L O K &r en kroppsutvidgning sdger man vanligen att x € L ar algebraiskt
over K (i stallet for “helt”) och man kallar utvidgningen L O K algebraisk (i stéillet for
“hel”) om varje element i L dr algebraiskt 6ver K. Utvidgningen R D Q é&r inte algebraisk.
Talen e, w ar exempel pa icke-algebraiska element 6ver Q (bevis ar inte enkla). Om L O K
ar en kroppsutvidgning och x € L inte &r algebraiskt éver K sa kallar man x transcendent
over K. Transcendenta element diskuterar vi i Kapitel 7.

(5.6) Proposition. Lat A C B vara en hel utvidgning, dir A och B dr integritetsomraden.
Da ar A en kropp da och endast da B dr en kropp.

Bevis. “=” Lat A vara en kropp och y € B, y # 0. Lat
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Y tan1y" 4. +ap=0,a,€ A

med minsta mojliga n. DA ir ag # 0, ty om ag = 0, s& har vi y(y" ' +a,_19" 2 +...+a1) =0
och y # 0 implicerar att y uppfyller en ekvation av grad (n — 1) (ty B saknar nolldelare).
Alltsé dr (—=1/ao)(y™ ' + an_1y™ 2+ ...+ ay) inversen till y i B.

“«<" Lat B vara en kropp och x € A, x # 0. D& har vi = € B (ty B ir en kropp) och

(Y™ +al, (Y™ 4 +af=0,d, € A

Genom att multiplicera ekvationen med #™ 1 far vi 27! = —(afz™ 1t +... +d,, ;) € A. O

(5.7) Proposition. Lat A C C wvara en ringutvidgning och x € C. Da dr foljande villkor
ekvivalenta:

(a) x dr helt dver A,

(b) Alx] D A dr en dndlig utvidgning,

(c) det finns en dndlig utvidgning B 2 A sadan att x € B och B C C.

Bevis. (a) = (b) Lat 2" + a,_12" '+ ...+ ap = 0, a; € A. A[z] genereras av alla potenser

zF, k =0,1,2,... Vi pastar att Afz] = A+ Az + ...+ Az""! dvs att 1,x,...,2" ! riicker.
Detta visas enkelt med induktion: 2 = 1 € A[z]. Antag att 2¥ € A[z] dvs

l’k =byg+bix+---+ bnfll'n_l.

Da ar

2" = box + bz + -+ byo12™ = box + b1’ + ...+ bo—1[—(ap + -+ an—lxn_lﬂ € Alz].

(b) = (c) Tag B = Alx].

(¢) = (a) Lat B= Azy + -+ + Az, och z € B. Da ar

rr1 = a1171 + ... + G1nTp,

TLy = Ap1T1 + ...+ Qpnn,
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dvs
(a11 —x)x1 + ... + appx, =0,

Lat M = [a;;] och lat E vara (n x n)-enhetsmatrisen. Genom en vanlig elimination far vi
att [det(M — zE)|x; =0 for i =1,2,...,n. Alltsa ar [det(M — zE)]B = 0, vilket implicerar
att det(M — xF) = 0 (vilj 1 € B!). Likheten det(M — xE) = 0 ger en ekvation av typen
"+ ap 12" 1+ ... +ay=0med a; € A dvs x &r helt Sver A. O

(5.8) Foljdsats. Om B D A dr en dndlig utvidgning sa dr den hel.

Bevis. (¢) = (a) 1 (5.7). O

Omvindningen av (5.8) géller inte (se Ovn. 3). Men vi har:

(5.9) Proposition. Om B = Alxy,...,x,], dir z; ar hela dver A sa dr utvidgningen B 2 A
andlig (och som konsekvens av (5.8) dr den hel).

Bevis. Induktion. Om n = 1 sa géller pastaendet enligt (5.7). Lat n > 1 och B’ =
Alxi,...,xp—1]. Da &r B = B'[x,]. Utvidgningarna B O B’ och B’ O A &r hela ty B D A ar
hel. Alltsa ar bade B D B’ och B’ O A éndliga enligt fallet n = 1 och induktionsantagandet.
Nu foljer ur (5.3) att &ven B D A ar éndlig. O

(5.10) Proposition. Lat A C C vara en ringutvidgning. Alla element i C som dr hela over
A bildar en ring.

Bevis. Lat x,y € C vara hela 6ver A. Da &r A[x,y] en hel utvidgning av A enligt (5.9).
Alltsa &r z £y, vy € Alz,y] hela 6ver A. O

(5.11) Definition. Ringen av alla hela element 6ver A i en utvidgning A C C kallas hela
hoéljet till Ai C. A kallas helt sluten i C' om dess hela héljet i C' ar A. A kallas helt sluten
om A &r ett integritetsomrade och A &ar helt sluten i sin kvotkropp.

(5.12) Exempel. (a) Lit A = Q, C' = C. Hela héljet till Q i C bestar av alla algebraiska
tal. De bildar en kropp Q (se (5.6)!) som kallas kroppen av de algebraiska talen.
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(b) Lat A =7, C = C. Hela holjet till Z i C bestar av alla algebraiska heltal. De bildar en
ring som kallas ringen av de algebraiska heltalen.

(c) Lat A =7, C = Q. Ringen Z éar helt sluten (dvs helt sluten i sin kvotkropp Q). Det &r
namligen sa att ett rationellt tal &r helt 6ver Z da och endast da det &r ett heltal. For att
visa det lat z = g, déar p,q € Z, x = 0 och SDG(p,q) = 1. Om

p n » n—1
<q> —|—an_1(q> +...+G,0:O,CL7;€Z,

s& Ar p" + an_1p" tqg + ... + apq" = 0, vilket implicerar att ¢|p. Villkoret SGD(p,q) = 1
ger da ¢ = +1, vilket betyder att © = +p € Z. For en generalisering se Ovn. 5 (samma
bevis gar igenom for varje ring med entydig primfaktoruppdelning — t ex varje PID och varje
polynomring K[Xy,...,X,], dir K &r en kropp).

(d) Hela holjet till Z i Q(i) = {a + bi, a,b € Q} &r ringen av de Gaussiska heltalen Z[i] =
{a +bi, a,b € Z} — se Ovn. 6.

(5.13) Anmaéarkning. En kropp K kallas algebraiskt sluten om varje icke-konstant poly-
nom med koefficienter i K har minst ett nollstélle i K (och som konsekvens kan uppdelas i
produkt av forstagradsfaktorer i K[X]). Exempel pa sadana kroppar &r C och Q (se Ovn.
4). Légg marke till att en kropp alltid ar helt sluten i enlighet med definitionen (5.11) (ty
kvotkroppen av en kropp dr samma kropp). Man kan siga att en kropp ar algebraiskt sluten
om det inte finns icke-triviala algebraiska (= hela) utvidgningar av den. L&t oss notera att
varje kropp kan inbdddas i en algebraiskt sluten kropp varvid for varje kropp K ex1sterar en
kropp K sadan att K #r algebraiskt sluten och algebralskt dver K. Om K och K ir tva
sadana kroppar si existerar en K-isomorfism f : K — K (dvs en isomorfism av kroppar
sadan att f(z) =z da z € K). Vi kommer inte att bevisa dessa pastaenden (se t ex Langs

book “Algebra”, chap. VII, §2).

Vi kan komplettera (5.3) med en parallell egenskap hos hela utvidgningar:

(5.14) Proposition. Lat C O B D A wvara tre ringar. Om C O B och B 2 A dr hela sa dr
ocksa utvidgningen C' O A hel.

Bevis. Lat x € C. Da ar
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1

2"+ b1 +...+byp=0, dar b; €B.

Lat B’ = Alby,...,by—1]. Utvidgningarna B’ O A och B'[z] O B’ &r andliga enligt (5.9).
Alltsa ar B'[x] O A andlig enligt (5.3) och saledes hel enligt (5.8). Men = € B'[z], vilket
betyder att x &r helt 6ver A. O

(5.15) Foljdsats. Lat A C C. Om B dr hela holjet till A ¢ C sa dr B helt sluten i C.

Bevis. B ir ringen av alla hela element 6ver A i C. Om x € C och ar helt 6ver B sa har vi
A C B C B[z],dar A C B och B C BJ[z] ar hela. Alltsa &r A C Blz]| hel sa att = ar helt éver
A. Detta betyder att x € B. O

Vi skall avsluta detta kapitel med ett resultat som sidger vad som hander med olika typer av
utvidgningar vid homomorfismer och lokaliseringar:

(5.16) Proposition. Lat B D A vara en ringutvidgning.

(a) Om ¢ : B — B’ ar en surjektion av ringar och A" = ¢(A) sa dar B' 2 A’ andlig (av dndlig
typ, hel) om B 2 A ar dndlig (av dandlig typ, hel).

(b) Om S dr en multiplikativ mdingd i A sa dr Bg 2 Ag dndlig (av dndlig typ, hel) om B D A
ar andlig (av dndlig typ, hel).

Bevis. (a) Om B = Azy + ...+ Az, sa ar B = Ap(z1) + ... + Ap(x,). Om B =
Alz1,..., 2] s& dr B' = A'[p(x1),...,0(x,)]. Om 2" 4+ ap_ 12"t + ...+ a9 = 0 s& &r
o(2)" + o(an—1)e@)" L+ ...+ ¢(ap) = 0, vilket visar att () ir helt ver A’

(b) Om B = Axy + ...+ Az, sd &r Bs = Ag% + ... As®. Om B = Alwy,...,2,] sa ar
Bs = Ag[%,...,%]. Om % € Bg, dér x € B och 2" + ap_12" P+ ... +ag = 0, s& ar
(L) 4 Sn=t(2)n=l 4 4 90 =0, vilket visar att £ &r helt Sver Ag. O

s s™
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OVNINGAR

5.1.

5.2.

5.3.
5.4.

5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

Vilka av foljande ringutvidgningar ar av andlig typ, andliga, hela?
(1) @D Z;  (b) Z[3] D Z;  (c) L) D L

(d) Rlz,y] D R[z], dir 22 + y? = 1 och z dr variabeln;

(e) R[X1,...,Xp,...] DR (antalet variabler &r upprakneligt).

Lat A C B vara en hel utvidgning och x € A ett inverterbart element i B. Visa att
-1
x~ €A

Ge ett exempel pa en hel utvidgning B O A som inte ar dndlig.

Lat Q beteckna de algebraiska talen (dvs alla algebraiska element i C 6ver Q). Visa att
Q 4r en algebraiskt sluten kropp. Generalisera till ett pastaende som géller i det fall da
K ar en kropp och L &r en algebraiskt sluten kropp som innehaller K.

Lat A vara ett integritesomrade. Man séger att A har entydig faktoruppdelning (A
dr UFDT) om varje icke-inverterbart nollskilt element a € A kan entydigt skrivas som
produkt av irreducibla element i f6ljande mening: Om

a=pip2...Pr = 4192 ...4s,

dér p;,q; ér irreducibla element, sa ar r = s och Ap; = Ag; vid lamplig numrering av
faktorerna (ett element p € A kallas irreducibelt om likheten p = ab, dér a,b € A
implicerar att exakt en av faktorerna a,b &r inverterbart i A). Visa att om A & UFD
sa ar A helt sluten (se (5.11)).

Lat L O Q vara en andligt kroppsutvidgning. Hela holjet till Z i L (dvs alla tal i L
hela 6ver Z) kallas ringen av algebraiska heltalen i L. Lat L = Q(\/d), dér d &r
kvadratfritt och d # 1. Visa att de algebraiska heltalen i L &r alla tal a + bw, a,b € Z,
dir w = V/d om d = 2 eller 3 (mod 4) och w = HT\/Q da d = 1 (mod 4) (t ex ar alla
heltal i Q(7) av formen a + bi, a,b € Z, ty d = —1 = 3 (mod 4)).

En homomorfsim av ringar f : A — B kallas éndlig (av &ndlig typ, hel) om utvidgningen
f(A) C B éar andlig (av adndlig typ, hel). Visa att sammansattningen av tva dndliga
homomorfismer ar en &ndlig homomorfism. Visa samma pastaende féor homomorfismer
av andlig typ och for hela homomorfismer.

Lat L O K vara en kroppsutvidgning och x € L ett algebraiskt element 6ver K. Med
ett minimalpolynom fér  6ver K menas ett polynom p(X) € K[X] med hogsta
koefficienten 1 vars grad ar den ldgsta bland graderna av alla polynom som har x som
ett nollstalle. Visa att:

(a) p(X) ar entydigt bestdmt och irreducibelt i K[X],
(b) K[z] = K+ Kz + ...+ Kaz" !, dir n = gradp(X) och dimy K[z] = n.

Ledning. Visa att K[z] = K[X]/(p(X)). Observera att K[r| = K(x) ar den minsta
delkropp till L som innehéaller K och x.

tFran “unique factorization domain
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5.9. Lat M D L D K vara kroppsutvidgningar. Visa att dimxg M = (dimy M)(dimg L)
(ofta skriver man dimg M = [M : K| osv).

5.10. Lat B O A vara en ringutvidgning och x € B. Visa att om det finns en A-modul M
sadan att M &r dndligt genererad 6ver A, Ann(M) = (0) (se Ovn. 3.4) och ztM C M
s& ar x helt over A.

5.11. Lat S vara en multiplikativ méngd i en helt sluten ring A. Visa att dven lokaliseringen
Ag ar helt sluten.



Kapitel 6

NOETHERSKA RINGAR OCH
MODULER

Med en noethersk ring menar man en ring i vilken varje ideal kan genereras av dndligt manga
element. Bland dessa ringar finns bade restklassringar av polynomringar viktiga i algebraisk
geometri och ringar av heltal i algebraiska talkroppar viktiga i talteori. Noetherska ringar
hade studerats langt innan deras formella definition tillkom i ett mycket inflytelserikt arbete
av Emmy Noether fran 1921. E. Noether visade hur ringegenskaper kunde anvindas for att
hérleda geometriska egenskaper hos algebraiska mangfalder. Pa det sédttet 6ppnade hon vagen
till en mycket produktiv inriktning inom algebran som forbinder ringteori med algebraisk
geometri.

Lat R vara en ring med etta och lat M vara en vanster R-modul.

(6.1) Definition. Man séger att M ar en noethersk R-modul om varje delmodul till M &r
andligt genererad.

Innan vi ger exempel pa noetherska moduler visar vi nagra ekvivalenta egenskaper som karak-
teriserar sadana moduler.

(6.2) Proposition. Om M dr en vinster R-modul sa dr foljande villkor ekvivalenta:
(a) M dr noethersk,

(b) varje vizande kedja
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av delmoduler till M dr stationdr dvs det finns ett index n sa att M, = M1 = ...,

(¢) wvarje icke-tom familj av delmoduler till M innehaller ett mazimalt element med avseende
pa inklusion.

Bevis. (a) = (b) Lat |J;2, M; vara unionen av alla moduler M; C My C ... C M C ...
Unionen ar en delmodul till M sa att

[e%¢)
UMZ = (ml,...,mk),
=1

dér mj € M. Varje m; tillhor nagon av modulerna i kedjan sa att det finns ett index n sadant
att alla mj tillhér M,. Da ar (J;2, M; = M, vilket ger My, = Mp41=....

(b) = (c) Lat S vara en icke-tom familj av delmoduler till M. Antag att S inte innehaller
nagot maximalt element med avseende pa inklusion. Vilj en godtycklig modul M; € §. M;
ar inte maximalt i S sa att det finns Ms € S med M; C Ms. Ms &r inte maximalt i S sa
vi kan valja M3 € § med M; C My C Ms osv. Pa sa sitt kan vi konstruera en oédndlig
icke-stationér kedja av delmoduler till M vilket strider mot (b).

(¢c) = (a) Lat N vara en delmodul till M och lat S vara familjen av alla &ndligt genererade
delmoduler till N. Lat (nq,...,n;) C N vara ett maximalt element 1 S. Om (n,...,n5) # N

sa existerar n € N \ (ny,...,ng). Men da ar (nq,...,ng,n) en delmodul till N tillhérande
S som &r storre &n (ni,...,ny). Detta strider mot valet av (ni,...,ng) i S och ger en
motségelse. Alltsa &r N = (nq,...,n) andligt genererad vilket visar att M &r noethersk. O

Vart nédsta resultat ar ofta mycket anvandbart:

(6.3) Proposition. Lat N wvara en delmodul till en R-modul M. M dr noethersk da och
endast da N och M/N dr noetherska.

Bevis. “=7” Varje delmodul till N &r andligt genererad som en delmodul till M. Varje
delmodul till M/N &ar andligt genererad ty dess urbild vid den naturliga surjektionen M —
M/N é&r en delmodul till M och som sadan ar den dndligt genererad (varje delmodul till M /N
ar bilden av sin urbild i M vid den naturliga surjektionen sa att den genereras av bilderna
av urbildens generatorer).

“&” Forst visar vi att om L C L' ar tva delmoduler till M sadana att
NNL=NNL och N+L=N+1IL

saar L =L'. Tagl' e L'. Daarl' =n+1,darl € Lochn e N. Alltsa arl' — 1 =n €
NNL =NNLCLsaatt !’ € L. Detta visar att L' C L. Enligt forutsattningen ar L C L/
sa att L' = L.
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Lat nu

My CMyC...CMpC...

vara en vaxande kedja av delmoduler till M. Kedjorna

NNM{CNNM,C...CNNM,C...
och

(N +M;)/N C (N +M)/NC...C(N+M)/NC...

ar stationdra ty N och M/N &r noetherska. Alltsa existerar ett index n sadant att

NAM,=NNMy1=... och (N+M,)/N=(N+M,u1)/N=...

dvs
N+M,=N+M,41=...

Men enligt var observation i borjan av beviset betyder dessa likheter att M, = M, = ...
sa att M ocksa ar noethersk. O

(6.4) Anmarkning. Proposition (6.3) kan ocksa formuleras sa att i en exakt sekvens av

R-moduler
0—-M —-M-—->M"—0

ar M noethersk da och endast d& M’ och M" ar noetherska.

0

(6.5) Foljdsats. Om M;, i =1,...,n, dar noetherska R-moduler sa ar dven My & ... & M,
en noethersk R-modul.

Bevis. Om M = M; & M, sa innehaller M en noethersk delmodul N = M; sadan att
M/N = M ocksa ar noethersk. Alltsa ar M noethersk enligt (6.3) (eller (6.4)). En enkel
induktion visar nu resultatet da n > 2. O

Nu kan vi definiera noetherska ringar och ge exempel pa noetherska moduler:

(6.6) Definition. Man sédger att en ring R &r vinsternoethersk om R &r noethersk som
vanster R-modul.
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Definitionen séger att R &r noethersk om varje vansterideal i R ar &ndligt genererat.

(6.7) Anmaéarkning. Det finns exempel som visar att en ring kan vara vénsternoethersk
utan att vara hogernoethersk. Vara intressen kommer dock att koncentreras till kommutativa
noetherska ringar da det inte finns en distinktion mellan dessa begrepp.

(6.8) Proposition. Om f : R — R’ ar en surjektiv ringhomomorfism och R dr noethersk
sa dr R’ noethersk.

Bevis. R’ = R/Kerf kan betraktas som en kvotmodul av R-modulen R. Alltsa foljer
pastaendet ur (6.3). O

(6.9) Exempel. (a) Varje huvudidealring &r noethersk.
(b) Vi visar snart Hilberts bassats som séger att polynomringarna K[X;,...,X,], dir K ar
en kropp (eller mera allmént en godtycklig noethersk ring) ar noetherska (se (6.11)). Detta

i kombination med (6.1) ger att varje restklassring K[X1,...,X,]|/I modulo ett ideal I i
K[Xy,...,X,] dr noethersk.

Exempel pa noetherska moduler foljer latt ur féljande resultat:

(6.10) Proposition. Om R dr en noethersk och M dr en dndligt genererad R-modul sd dr
M noethersk.

Bevis. Om M = Rmj + ...+ Rm, sa existerar en surjektion f : R"™ — M sadan att
f((r1y...ymp)) =rimy + ...+ rpymy. Alltsa &r M isomorf med en kvotmodul av R™. Detta
visar att M &r noethersk enligt (6.3) ty R"™ &r noethersk enligt (6.5). O

Vart nésta resultat ar en mycket berémd sats som visades 1890 av D. Hilbert:
(6.11) Hilberts bassats. Om R dr en kommutativ noethersk ring sa dr ocksa polynom-
ringen R[X] noethersk.

Bevis. Antag att R[X] inte 4r noethersk och lat J vara ett ideal i R[X| som inte &r &dndligt
genererat. Valj ett nollskilt polynom p; € J av minsta mojliga grad och konstruera en



(6.12) 79

sekvens av polynom p1,pa,...pk, ... 8& att pyr1 € J och pry1 har minsta mojliga grad bland
alla polynom i J som inte tillhér J; = (p1,...,pr) for & = 1,2,.... Lat a; vara hogsta
koefficienten i p; och betrakta idealkedjan i R:

(a1) C (a1,a2) € ... C (a1,a9,...,a5) C ....

Enligt forutsdttningen existerar n sa att (a1, a2, ...,a,) = (a1,a2,...,an,ap+1) = ..., vilket
visar att an41 = 1101 + ... + rpay, dar r; € R. Lat grad(pg) = dg. Observera att d; < ... <
di < .... Betrakta polynomet

dnp1—d dp1—d
P=pns1 — T X T p — =y XTI Ty,

Det ar klart att p € J och p ¢ Ty, (ty pn+1 € JIn och pr, € J,, da 1 < k < n). Men p &r inte
nollpolynomet och graden av p &r lagre an graden av p,y1, vilket ger en motsagelse. Detta

visar att en icke-stationér vixande idealkedja i R[X] inte kan existera dvs R[X] &r noethersk.
O

(6.12) Foljdsats. Om R C S ar en ringutvidgning av dndlig typ och R dr noethersk sa dr

ocksa S noethersk. I synnerhet dr polynomringen R[X, ..., X,] noethersk.
Bevis. Forutsiattningen séger att S = R[x1,...,x,] ar isomorf med restklassringen av poly-
nomringen R[Xi,...,X,] (vid den surjektiva homomorfism som avbildar X; pa z;). Med

utgangspunkt fran Hilberts bassats ger en enkel induktion att R[Xy,...,X,] 4r noethersk.
Alltsa &r ocksa R[z1,...,x,] noethersk enligt (6.8). O
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OVNINGAR

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

6.7.
6.8.

Vilka av foljande ringar ar noetherska:
(a) Polynomringen K[X3, Xo,..., X,,...] i variablerna X3, Xo,..., X,, .. ..
(

b)
(c) Ringen av alla potensserier ag + a1z + asz? + ... med konvergensradie > 0, a; € C.
(d)

Ar det sant att

Ringen av alla hela analytiska funktioner A(C).

Produkten [[;.; R;, dér R; &r noetherska ringar.

(a) om R[X] &r en noethersk ring sa &r R noethersk?
(b) om Ry &r noethersk for varje p € SpecR sa dr R noethersk?

Visa att om R ar noethersk och S &ar en multiplikativ delméngd till R sa &r ocksa Rg
noethersk (se (4.3)).

Visa att om R &r en kommutativ noethersk ring sa &r potensserieringen R[[X]] ocksa
noethersk.
Ledning. Lat J vara ett ideal i R[X]. Betrakta idealkedjan i R:

IhCLC...CI,C...,

dér I genereras av koefficienterna for X ki alla potensserier aiX ko ap1X Rl
tillhérande J. Vilj n sa att I,, = I,11 = ... och lat pp; = ap X* + ... vara alla
potensserier vars koefficienter ag; genererar I, for k = 1,...,n. Visa att pg; genererar
J.

Lat N (R) vara nilradikalen (se (4.23)) av en noethersk ring R. Visa att det finns n > 0
sadant att N'(R)™ = (0). Visa att forutsattningen att R ar noethersk ar vésentlig.

Ett primideal i en ring kallas minimalt om det inte innehaller nagot annat primideal (t
ex (0) i ett integritetsomrdade).

(a) Visa att varje primideal i en godtycklig ring innehaller ett minimalt primideal.

(b) Visa att antalet minimala primideal i en noethersk ring ar &dndligt.

(c) Visa att radikalen av ett godtyckligt ideal i en noethersk ring &r snittet av ett dndligt
antal primideal (se Ovn. 2.21).

(d) Ge exempel pa en ring med oéndligt manga minimala primideal.
Ge exempel pa en icke-noethersk lokal ring med endast ett primideal.

(a) Lat R vara en ring och r € R. Lat I = (z1,...,x,) vara ett ideal i R och lat m
vara ett heltal > 1. Visa att r € I"™ da och endast da det finns ett homogent polynom
F,, € R[Xy,...,X,] av grad m sadant att r = Fy,(x1,...,2p).

(b)* Bevisa Krulls Sats: Om R &r noethersk och I &r ett ideal i R sa géller det att

o0
a€ ﬂ]m(:)aeal.

m=1
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6.9.

(c) Héarled ur (b): Om R &r noethersk och lokal med maximalidealet m sa &r

ﬂ m" = (0).
n=1

(d) Hérled ur (b): Om R &r ett noetherskt integritetsomrade och I &r ett ideal i R sa

() I" = (0).
n=1

ar
Man siger att R ar en Artinring om varje avtagande kedja
LD2LD...2I,D...

av ideal i R ar stationér dvs det finns ng sadant att for n > ng ar I, = I,41 = .... Lat
R vara en Artinring. Visa att

(a) varje primideal i R &r maximalt och antalet maximalideal &r dndligt,

(b) det finns r > 0 sa att N'(R)" = (0) (M (R) = nilradikalen = Jacobson-radikalen av
R),

(¢)* R &ar en Artinring da och endast da R &r noethersk och varje primideal i R &r

maximalt.

Ledning. (a) Lat p vara ett primideal i R. Betrakta R/p som ocksa ar en Artinring och
visa att R/p ir en kropp (tag x € R/p, x # 0 och betrakta kedjan (z) D (22?) D ...).
(b) Betrakta kedjan N D N? D ... dir N = N(R). Lat N = N™t1 = ... Tag
M = N" i Nakayamas Lemma)

(c) “=" Enligt (b) ar (0) = ny...n,, dér n; 4r maximalideal i R, ty N(R) = [(\m; 2
my ... mg, dir m; ar alla maximalideal i R (observera att faktorerna n; behover inte vara
olika). Betrakta kedjan R D ny D ning 2 ... D ny...n, = (0) och utnyttja det faktum
att (ny...n;)/(ny...nyn;4q1) ar ett vektorrum 6ver kroppen R/n;; 1. Utnyttja (6.3).

“<" Betrakta N(R) = [(m;, m; maximala enligt férutsdttningen och Ovn. 6 (c).
Utnyttja darefter Ovn. 5 och betrakta samma kedja av ideal som i beviset av “=".
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Kapitel 7

DIMENSION AV RINGAR

Alla ringar i detta kapitel &r kommutativa med etta.

(7.1) Exempel.

Vo = {(z,y,2) € C°:2® +y* =1},
Vi = {(z,9,2)€C*:2’+y*=1 och z=1}
Vo = {(z,y,2)€C®:a?+y*=1,2=1 och z=0}

ir tre algebraiska mingder i C3: en cylinder, dess

Az
v
Y y
N |
i
0
(100=v, *
Figure 7.1:

generatris och en punkt pa den (se Fig. 7.1 dér vi ritar V; N R3).

83
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Intuitivt har de dimensionerna: 2,1,0. V; ar mangden av alla nollstallen till idealet pg =
(X?+Y?-1)iC[X,Y, Z], 1 till idealet p; = (X —1,Y), och V; till idealet ps = (X —1,Y, Z)
(se Ovn. 2.21). Dessa ideal ar primideal och pg C p; C po. Vi skall visa senare att

I(Vo) = {p € C[X,Y, Z] : Vyevyp(v) = 0} = (X2 + Y2 — 1) = po.
Alltsa ar ringen av de reguldra funktionerna pa Vp:
CWol =CIX,Y, Z]/I(Vo) = Clz,y, 2],

dir x,y, z ir restklasser av X, Y, Z och 22432 = 1. Kedjan pg C p1 C p2 ger i C[z, y, z] kedjan
(0) = po C p1 C p2. Vi visar senare att det inte finns langre kedjor av primideal i C[Vp],
vilket svarar just mot den intuitiva forestallningen om dimensionen av en cylinder som tillater
exakt tva typer av irreducibla algebraiska delméngder av lagre dimension (dessa svarar mot
tva primideal som tillsammans med nollidealet bildar en maximal kedja av primideal i C[Vp]).
O

I detta kapitel skall vi precisera alla pastaenden i Exempel (7.1).

(7.2) Definition. Lat R vara en ring. Med Krulldimensionen' (eller kortare dimensio-
nen) dim R av R menar man maximum av sadana k att det finns en kedja

PoCp1 C ... CPg

av primideal i R. Man sdger att k ar langden av kedjan.

(7.3) Exempel. (a) Om K é&r en kropp sa dr dim K = 0. Omvént, om K &r ett integritet-
somrade och dim K = 0, sa dr K en kropp, ty (0) &r ett maximalideal da.

(b) dimZ = 1, ty (0) C (p), dér p &r ett primtal, r en kedja av primideal och det finns
inte ldngre kedjor av den typen. Pa samma sétt dr dim K[X]| = 1, da K &r en kropp. Mera
allmént om R &r ett huvudidealomrade (PID) som inte &r en kropp, sa dr dim R = 1. I sjélva
verket #r (0) ett primideal och om p = (p) # (0) &r ett primideal sa ir p maximalt (se Ovn.
2.11). Alltsa har varje maximal kedja av primideal i R langden 1.

(c) dimZ[i] = 1 enligt (b), ty Z[i] ar PID. Men detta pastaende &r ett specialfall av likheten
dimZ[vd] = 1, d ett heltal, som foljer ur (7.4). Vi visar dir att om R’ C R &r en hel
utvidgning sa dr dim R’ = dim R (hér & R’ = Z[Vd], R = 7).

(d) Vi skall visa senare att dim K[z,y] = 1 om p(x,y) = 0, dar p(X,Y) ar ett irreducibelt
polynom, vilket svarar mot den intuitiva uppfattningen om dimensionen av en algebraisk
kurva (ekvationen p(X,Y’) = 0 beskriver en sadan i K? och K[z,y] 4r ringen av de regulira

TEfter Wolfgang Krull (1899-1970).
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funktionerna pa den). Vi skall ocksé visa att dim Clx,y, z] = 2, dir 22 + y? = 1 (se Exempel
(7.24)) — den likheten séger att en cylinder har dimensionen 2.

(e) I(7.9) visar vi att dim K[Xy, ..., Xp] = n (K[Xy,..., X,] r ringen av de reguléira funk-
tionerna pa den algebraiska méngden K™ sa att resultatet bekraftar den geometriska intu-
itionen).

(7.4) Sats. Om R’ D R dr en hel utvidgning sa dr dim R = dim R. Mera exakt: Om
po C py C ... Cp, ar en kedja av primideal i R' sa ar ppN R CpyNRC...Cp,NR en
kedja av primideal © R och for varje kedja po C p1 C ... C pp av primideal © R existerar en
kedja py, C py C ... Cpl, av primideal i R' sadan att p; =p, N R fori=1,2,...,n.

Bevis for den satsen kommer att folja ur nagra hjalpresultat:

(7.5) Proposition. Lat R' O R wara en hel utvidgning. Lat p' C R’ och p C R wara
primideal sadana att p = RNp'. Da arp mazimalt da och endast da p’ dar mazimalt.

Bevis. Betrakta den naturliga surjektionen R’ — R’/p’. Bilden av R &r R/(p’' N R) = R/p.
Utvidgningen R/p C R'/p’ ar hel (se (5.16)(a)) sa att R/p ar en kropp da och endast da R’ /p’
ar en kropp (se (5.6)) dvs p ar ett maximalideal da och endast da p’ ar sadant. O

(7.6) Proposition. Lat R’ O R vara en hel utvidgning och p C pl, tva primideal i R'. Om
piNR=p5NR=:p sadrp| =ph.

Bevis. Betrakta den multiplikativa méngden S = R ~\ p (notera att p &r ett primideal
i R!) och lokaliseringarna Rg C RY. Idealen (p})s och (p5)s ar dkta primideal i Ry ty
SN =Snpy =0 (se (4.17)). Alltsa &r (p})s N Rs = (py)s N Rs = ps, ty (pj)s N Rs 2 ps
och pg dr maximalidealet i den lokala ringen Rg (= Rp) (se (4.8)(b)). Eftersom utvidgningen
Rg C Ry ar hel (se (5.16)(b)), far vi enligt (7.5) att (p})s och (p5)s dr maximalideal i RY.
Alltsa implicerar inklusionen pj C p), att (p})s = (p5)s. Detta ger pj = p), enligt (4.17). O

(7.7) Proposition. Lit R’ O R vara en hel utvidgning.

a) Om p ar ett primideal © R sa existerar ett primideal p’ @ sadant att p =p.
0 ir ett primideal i R sa exist tt primideal p' i R’ sadant att p’ N R

(b) Om po C p1 C ... C py, ar primideal i R sa existerar en kedja py, C py C ... C p), av
primideal i R’ sadan att p, VR =yp; fori=1,2,...,n.
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Bevis. (a) Lat S = R \ p. Betrakta det kommutativa diagrammet:

R—> R

o s

/
Rs = s

dér i,ig dr inbdddningarna och fs, fg de naturliga homomorfismerna (r — 7, 7’ +— TT/) Lat
m’ vara ett maximalideal i Ry. Da & m = Rg N m’ maximalidealet pg i den lokala ringen
Rs(= Rp) enligt (7.5) ty utvidgningen Rg C R &r hel. Lat p’ = f5'(m'). Da &r p’ ett
primideal i R’ (som inversa bilden av ett primideal) och ur kommutativiteten av diagrammet

foljer direkt att p’ N R = f;l(ps) =p.

(b) Induktion. Fallet n = 0 féljer ur (a). Antag att (b) &r sant for varje kedja av langden < n.
Lat p(, C ... C p],_, vara primideal i R’ sadana att p;NR = p; féri =0,1,...,n—1. Betrakta
den naturliga surjektionen R — R'/p!, | =: R'. Bilden av R ir R/(p/,_{NR) = R/pn—1 =: R.
Pn/Pn_1 =: Pn &r ett nollskilt primideal i R och utvidgningen R C R’ #r hel enligt (5.16)(a).
Enligt (a) existerar ett primideal p/, i R’ sddant att p,, = p,, N R. Inversa bilden av p}, i R’ &r
ett primideal p/, sadant att p/, D p,_, och p/, N R = py,. O

(7.8) Bevis av (7.4). Om p{, C p}j C ... C p), ar en kedja av primideal i R’ sa ar p{j N R C
pi MR C ... Cp,NR en kedja av primideal i R enligt (7.6). Alltsa ar dim R > dim R'.
Om pp C p1 C ... C p, &ar en kedja av primideal i R sa existerar en kedja pj, C ... C p),
av primideal i R' (och till och med p; "R = p;, i = 1,...,n) enligt (7.7) (b). Alltsa &r
dim R’ > dim R.

Nu visar vi en annan viktig sats om Krulldimensionen av ringar:
(7.9) Sats. dim K[X1,...,X,] =n om K dr en kropp.

Bevis. Det ar klart att dim K[X1, ..., X,] > n ty
(0) C (Xl) C (Xl,XQ) C...C (Xl,XQ,.. . ,Xn)

ar en kedja av langden n av primideal i K[X,...,X,]. Vi skall visa med induktion m.a.p.
n att dim K[Xq,...,X,] < n. Om n = 1 sa &r pastaendet klart (se (7.3)(b)). Antag att
pastaendet géller for varje K da antalet variabler d&r < n. Lat

(0)=poCp1C...Cpy

vara en kedja av primideal i K[Xi,...,X,] med & > n > 2. Betrakta de multiplikativa
méngderna S; = K[X;] \ (0) fér i = 1,...,n. Vi pastar att det finns i € {1,2,...,n} sadant
att S; Nprp_1 = 0. Detta foljer ur:
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(7.10) Lemma. Om p ar ett primideal i K[X1,...,X,] sadant att S; Np # O for varje
ie{l,...,n} sa arp mazimalt.

Bevis. Lat K[X1,...,X,|/p =: K[z1,...,z,]. Utvidgningen K{[z1,...,2,] 2 K &r hel ty for
varje i finns det ett icke-konstant polynom p(X;) € p sa att p(x;) = 0 dvs x; ar algebraiskt (=
hel) 6ver kroppen K. Alltsa ar K|z1,...,x,] en kropp enligt (5.9) och (5.6), vilket betyder
att p ar maximalt. O

Nu vet vi att det finns 4 sadant att S; Npr_1 = 0 ty pr_1 ar inte maximalt. Lat S; = S och
betrakta kedjan (se (4.17))

(0) = (po)s C (p1)s C ... C (Pr-1)s

i K[Xy,...,Xn]s = K(X;)[X1,... Xy , Xn]= polynomringen i alla variabler Xi,...,X,
utom X; med koefficienter i kroppen K (X;). Enligt induktionsantagandet ar k —1 < n — 1
sa att k <n. O

Fér att kunna berikna dimensionen av ringar av typen K[V], dir V &r en delmangfald i K™
(som t ex i (7.3) (d)) maste vi diskutera begreppet transcendent dimension.

(7.11) Definition. Lat K C L vara en kroppsutvidgning. Man séger att z1,...,z, € L ar
algebraiskt beroende 6ver K om det finns ett icke konstant polynom p i polynomringen
K[X1,...,X,] sadant att p(z1,...,2,) = 0. Om ett sadant polynom inte existerar sa séger
man att x1,...,z, ir algebraiskt oberoende 6ver K. En delméangd B till L kallas alge-
braiskt oberoende 6ver K om varje andlig uppséttning av element i B ar algebraiskt oberoende
over K.

0

Observera att begreppet linjart (o)beroende definieras pa liknande séatt med hjalp av linjara
polynom p(z1,...,2,) = a121 + ... + apZy, a; € K. Precis som for linjara fallet kommer vi
att definiera begreppen bas och dimension.

(7.12) Anmaéarkning. Det faktum att elementen z1, ..., z, € L O K ar algebraiskt oberoende
over K kan man ocksa uttrycka sa att ringen K|xi,...,z,] r isomorf med polynomringen
K[Xi,...,X,]. Isjilva verket har vi en surjektion:

e: K[Xy,...,X] = Klz1,...,2,],

dér ¢(X;) = z;. Betrakta kiirnan Kerp = {p € K[X1,...,X,] : p(z1,...,2,) = 0}. Om
x1,...,x, algebraiskt oberoende och p € Kery sa ar p = 0 dvs Kerp = (0), vilket betyder

att ¢ ar en injektion. Alltsa &r K[X;,...,X,] = KJz1,...,2,]. En isomorfism mellan dessa
ringar implicerar att x1,...,x, ar algebraiskt oberoende — det ar en direkt konsekvens av
(7.11).
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(7.13) Definition. Man séger att B C L ar en transcendent bas {6r L 6ver K om B ar en
algebraiskt oberoende delméngd till L som dr maximal med avssende pa den egenskapen, dvs
B &r algebraiskt oberoende och for varje x € L om x ¢ B sa ar BU {z} algebraiskt beroende.

O

Definitionen kan ocksa formuleras sa att B ar en transcendent bas for L 6éver K om B ar
algebraiskt oberoende 6ver K och utvidgningen L O K(B) &r algebraisk.

(7.14) Sats. For varje kroppsutvidgning K C L som inte dr algebraisk existerar en tran-
scendent bas over K och tva sadana baser har samma kardinalitet.

Bevis. Existensen av transcendenta baser visas pa exakt samma sitt som existensen av
linjara med hjélp av Zorns Lemma. Med andra ord betraktar man over K alla algebraiskt
oberoende delméangder B till L, ordnade med inklusion. Sadana delméngder existerar darfor
att L enligt forutséttningen innehaller transcendenta element sa att man kan vélja B = {z}
med ett transcendent x € L. Om By C ... C B, C ... ar en vaxande kedja av algebraiskt
oberoende delméngder till L sa &r ocksa | J;=, B; algebraiskt oberoende. Enligt Zorns Lemma
existerar en maximal 6ver K algebraiskt oberoende delméangd till L.

Det andra pastaendet i satsen visar vi under forutsattningen att L har en andlig transcendent
bas. Detta ar det fall som &ar viktigt i fortsattningen. Mera exakt visar vi att om B =
{z1,...,2,} &r en transcendent bas och yi, ...,y € L ar algebraiskt oberoende sa ar m < n.
Det ar da klart att alla transcendenta baser for L 6ver K maste vara dndliga och besta av n
element.

Vi visar pastaende med hjéalp av induktion med avseende pa n da K &r en godtycklig delkropp
till L.

Om n =1 sa ar utvidgningen L O K(x1) algebraisk sa att y; satisfierar en polynomekvation
# 0 med koefficienter i K (z1). Detta betyder att p(y;,x1) = 0 for ett icke-trivialt polynom p
med koefficienter i K som innehaller bade x; och y; (darfor att z; och y; inte ar algebraiska
over K). Alltsa ar utvidgningarna

L2 K(yi,z1) 2 K(y1)

algebraiska dvs L O K(y;) ar algebraiskt. Detta visar att uppsattningen yi, ...,y endast
innehaller ett element dvs m = 1.

Antag nu att pastaendet giller da antalet element i B & < n, dar n > 1. Eftersom
L O K(xi,...,zy,) ar en algebraisk utvidgning sa &r y; 16sningen till en icke-trivial ek-
vation med koefficienter i K(z1,...,x,). Precis som ovan ger detta en polynomekvation
p(y1,21,...,2,) = 0, dér p ar ett icke-trivialt polynom med koefficienter i K. Polynomet p
maste innehalla y; (ty x1,...,x, ir algebraiskt oberoende) och nagot av z1,...,x, (ty y1 ar
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algebraiskt oberoende dvs transcendent 6ver K). Anta (efter en eventuell omnumrering) att
x1 ingar i p. Da far vi att utvidgningarna:

LD K(y1,21,.-,2n) 2 K(y1,22,...,2)

ar algebraiska. Alltsa ar zg,...,z, en transcendent bas for L &ver K(y;). Elementen
Y2, - -+, Ym € L ar algebraiskt oberoende 6ver K (yp). Enligt induktionsantagandet ar m —1 <
n—1saatt m <n. O

(7.15) Definition. Om K C L &r en kroppsutvidgning med en &ndlig transcendent bas B
sa kallas kardinaliteten av B for transcendent dimension (eller transcendensgraden) av
L over K. Vi skall beteckna den dimensionen med tr.d.g L.

(7.16) Anmaéarkning. Observera att om L &r andligt genererad som kropp 6ver K dvs
L = K(z1,...,xy,), dir x; € L, sa ar existensen av en transcendent bas banal. Man kan
helt enkelt succesivt vilja en maximal uppsattning av algebraiskt oberoende element bland
x1,...,Tn. En sadan uppséttning bildar en transcendent bas (se (7.13) och (5.9)).

(7.17) Noethers normaliseringssats. Lat L O K vara en dndligt genererad kroppsutvidgn-
ing av transcendensgradenr > 1. Om L = K(x1,...,xy,) sa existeraryi, ...,y € K[z1,...,xy]
sadana att utvidgningen

Ky, 9] € K[, )

ar hel (och y1,...,y, bildar en transcendent bas for L éver K).
Bevis. Vi skall anvanda oss av induktion med avseende pa n. Om n = 1 sa ar r = 1 och
man valjer y; = x1. Antag att satsen géller da antalet generatorer ar < n, dar n > 1. Om

x1,...,Ty, ar algebraiskt oberoende sa kan vi vélja y; = x; for ¢ = 1,...,n. Om dessa element
ar algebraiskt beroende sa har vi

() Z iy i, at =0,

dar a;,. 4, € K*. Vivill vilja ett generatorsystem z/,..., 2} for L dver K sa att
Klxy,...,x,) = K[2],..., 2]
och ], &r helt 6ver Kz),...,z),_;]. Detta i kombination med induktionsantagandet ger att

det finns y1, ..., ¥y, sadana att

Ky, ...,y ) C K2y, ...,20 (] CK[z),....,2,,_1,2)] = K[z1,. .., 2]

n—1>
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ar hela utvidgningar. Lat oss vilja

k1 / kn—1
5.

ri=x1 -t 2, =r o —a a, =,
med ki,...,kp—1 som vi definierar snart. Det ar klart att K[z1,...,z,] = K[2},..., 2]
Likheten (%) kan man skriva om pa foljande sétt
(**) Z ail.”inxﬁlkl+-~~+in—lkn—1+in +p(x/1; . ’x;_L) — 0,

dér p € K[X1,...,X,] och p(0,...,0,2),) = 0. Nu viljer vi ett naturligt tal b som &r storre
an alla exponenter i1, ...,i, och k; = b"~!, ... k,_1 = b. D4 &r alla naturliga tal

TL A S Ry Sy Y

olika (i1,...,i, ar “siffror” i talsystemet med bas b). Alltsa séger ekvationen (xx) att z] &r
helt 6ver K[x),...,z),_4]. O

(7.18) Proposition. Lat R vara en K-algebra utan nolldelare av dndlig typ dver K och lat
L wvara kvotkroppen av R. Da dr dim R = tr.d.x L.

Bevis. Lat R = Klz1,...,zy,) och lat tr.d.xL = r. Lat yi,...,y, € R vara algebraiskt
oberoende element sadana att K[z1,...,x,] ar en hel utvidgning av K[yi, ..., y,] (existensen
av yi,...,y, foljer ur Noethers normaliseringssats). Da ar

dim K[x1,...,z,] =dim Ky1,...,y.| =,

varvid forsta likheten foljer ur sats (7.4) (ty Klz1,...,25] 2 Kly1,...,y,] ar hel) och den
andra ur sats (7.9) (ty K[y1,...,y,| ar polynomringen i r variabler enligt (7.12)) 0.

(7.19) Exempel. Vi aterkommer till Exempel (7.3) (d). Lat
R=Klz,y,2] = K[X,Y, Z]/(X? +Y? - 1).

Da ar dim R = 2. Forst konstaterar vi att x,z &r algebraiskt oberoende éver K — om
p(w,z) = 0, dir p(X, Z) ir ett polynom # 0, s& har vi p(X,Z) € (X2 +Y2—1) dvs p(X, Z) =
(X2+Y2%2-1)q(X,Y,Z). Men den likheten ir oméjlig ty p(X, Z) innehaller inte variabeln Y,
daremot till hoger har vi ett polynom vars grad m.a.p. Y ar minst 2. Men y &ar algebraiskt
beroende av x,z (ty 22 + y? = 1) s att tr.dgK(x,y,2) = 2. Enligt (7.18) ar dim R = 2.
Pa samma sitt, om K[z,y| = K[X,Y]/(p(X,Y)), dér p ar ett irreducibelt polynom, sa &r
dimK|z,y] = 1, ty = eller y maste vara transcendent 6ver K. For att visa det observera att
om p(X,Y) innehaller Y sa &r = algebraiskt oberoende (dvs transcendent) — om ¢(x) = 0 sa
har vi ¢(X) € (p(X,Y)) dvs ¢(X) =p(X,Y)r(X,Y) — en motsigelse! Det ar klart att x och
y ar algebraiskt beroende. Alltsa &r tr.d.x K (z,y) = 1, dvs dim K[z, y] = 1.
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(7.20) Definition. Lat V C K™ vara en irreducibel algebraisk mingd. Med dimensionen
dim V' av V menar man

dim K[V] = dim K[X1, ..., Xa]/Z(V),
dir Z(V) = {p € K[X1,..., X,] : Vzevp(z) = 0} (se Ovn. 2.22).

0

(7.21) Hilberts Nullstellensatz. Lat py,...,p, € K[X1,...,X,], dir K dr en algebraiskt
sluten kropp. Om p € K[X1,...,X,] dr ett polynom sadant att p(x) = 0 for varje losning
x € K" till systemet p1 =0,...,p, =0, sa finns det N > 0 sadant att

N =pig 4.+ prge,  dir qu,...,q € K[X1,. .., X,
Med andra ord, om I < K[X1,...,X,] sd dr TZ(I) =TI 1 (hir ar I = (p1,...,p.)).

Vi skall forst visa:

(7.22) Hilberts Nullstellensatz i svag form. Om m dr ett maximalideal i polynomringen
K[Xy,...,. Xy, dar K dr algebraiskt sluten, sa ar m = (X1 — x1,..., X, — z,) for nagot
x=(x1,...,2,) € K"

Bevis. Betrakta kroppen K[Xy,...,X,|/m =: K[z1,...,x,]. Vi pastar att x1,...,x, ar
algebraiska 6ver K. Om inte, sa finns det bland x1,...,z, minst ett transcendent element
dvs tr.d.x K(x1,...,2,) = r > 1. Enligt Noethers normaliseringssats finns det yi,...,y, €
K[zy,...,zy,] sadana att utvidgningen K|x1,...,2,] D K[y1, ...,y ar hel. Men Klz1, ..., zy)
ar en kropp sa att Klyp,...,y,] ocksa &r en kropp enligt (5.6). Detta ar dock omdjligt
ty » > 1 och K[yi,...,yr] & en polynomring i r variabler. Detta visar att xi,...,x, &r
algebraiska 6ver K. Men K ar algebraiskt sluten sa att z; € K. Alltsa ar X; —x; € m
sa att m O (X7 —x1,..., X, — ). Men (X7 — 21,..., X, — x,) ar ett maximalideal dvs
m= (X1 —z1,..., X — x,) ty m ar ocksa maximalt. O

(7.23) Bevis av (7.21). Betrakta K[Xq,...,X,,T] och polynomen pi,...,p,, 1 —Tp i
denna polynomring. Systemet p; = 0,...,p, = 0, 1 — Tp = 0 saknar l6sningar (x,t) €
K"ty pi(x) = 0,...,p(x) = 0 ger p(x) = 0 dvs 1 = 0. Alltsd maste (p1,...,p, 1 —
Tp) = K[X1,...,Xpn,T] ty ett dkta ideal (p1,...,pr, 1 — Tp) ligger i ett maximalideal (X; —
Ziy..., Xy —xn, T —t) enligt (7.22) sa att (x,t) = (x1,...,2n,t) &r en 16sning till p; = ... =
pr =1—Tp=0. Darfor

1=¢(X1,.. .. X0, T)p1 + ... +¢.(X1, ..., X0, T)pr + ¢ (X1 ..., X, T)(1 — T'p).

Lat oss sétta in T = ;1) och multiplicera likheten med en tillrackligt hog potens av p. Da far
vi
pN = Q1(X1, s aXn)pl +...+ QT(Xla v 7Xn>pr

for lampliga polynom ¢; € K[X;,..., X,]. O

t/T definieras i 6vn. 4.11
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(7.24) Exempel. 1 Exempel (7.1) hade vi V = Vy = {(z,5,2) € C3 : 2> + y> = 1}. Lat
p=(X?2+Y2-1). Vihar V = Z(p). Alltsd &r Z(V) = ZZ(p) = /p enligt Nullstellensatz.
Men p ir ett primideal s att /p = p och det betyder att J(V) = (X2 + Y2 - 1).
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OVNINGAR

7.1.

7.2.
7.3.

7.4.

7.5.

7.6.

7.7.

7.8.

Bestdm dim R for féljande ringar R:
(a) R=Z[\/dy,...,\/dy), d1,...,d, heltal;
(b) R=7Z/(n), n ett heltal;

)
(c) R = K[X]/(p), p ett polynom;
(d) R=K[X1,...,X,]/(p), p ett irreducibelt polynom.

Lat R vara en ring och S en multiplikativ méngd i R. Visa att dim Rg < dim R.
Lat R vara en ring och I ett ideal i R. Visa att dim R/I < dim R.

Visa att om K|x1,...,xz,] ar en kropp sa ar z1,...,x, algebraiska 6ver kroppen K.
Anmaiarkning och ledning. Detta pastaende kallas ofta fér den svaga formen av

Nullstellensatz. Utnyttja samma argument som i beviset av (7.18)!

Lat K vara en kropp och m ett maximalideal i K[Xy,...,X,]. Visa att det finns en
kedja po C ... C p, av primideal i K[X1,...,X,] sadan att p,, = m.

Lat V = {(t,#%,t3) € C3,t € C}. Visa att V ir en irreducibel algebraisk mingd.
Bestdm Z(V') och dim V.

Lat V =Z(X2+Y?%2- 2% Z - X) C C3. Bestim Z(V) och dim V.

Lat fi,91,...,9» € K[V] vara reguldra funktioner pa en algebraisk mangfald, V' C
K™, K en algebraiskt sluten kropp. Visa att om f(v) = 0 f6r varje v € V sadan att
g1(v) = ... = g,(v) = 0 sa existerar N > 0 sa att fV € (g1,...,9,).

Anmairkning. Det dr en version av Nullstellensatz (V' C K™ i stéllet for V = K") —
den foljer 1att ur (7.17).
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Kapitel 8

DEDEKINDRINGAR

Ringar av algebraiska heltal studerades mycket intensivt under 1800-talet speciellt i samband
med olika forsok att bevisa Fermats stora sats. Bristen pa entydigheten av primfaktorup-
pdelningar i flertalet ringar av den typen ledde E. Kummer till en teori som med hjilp av
“idealtal” kunde aterinfora entydiga faktoruppdelningar fast for helt nya objekt relaterade
till sadana ringar. Med hjalp av denna teori lyckades Kummer att bevisa Fermats stora
sats for alla exponenter < 100. Senare forenklades Kummers “idealtal” av R. Dedekind som
introducerade begreppet ideal och definierade den klass av ringar i vilken varje ideal # (0)
ar en entydig produkt av primideal. Sadana ringar bar idag Dedekinds namn. De har en
mycket stor betydelse bade i talteori och i algebraisk geometri. Vi skall dgna detta kapitel at
Dedekindringar samt deras aritmetiska och geometriska aspekter.

(8.1) Definition. Man séiger att ett integritetsomrade R &ar en Dedekindring om R &r
noethersk, helt sluten och har Krulldimensionen 1 (dvs varje nollskilt primideal i R &r maxi-
malt).

O

(8.2) Exempel. (a) Z och K[X] (K en kropp) dr Dedekindringar. Mera allmént &r varje
huvudidealomrade, som inte &r en kropp, en Dedekindring — det #r noetherskt, helt slutet!
och har Krulldimensionen 1 (se (7.3)(b)).

(b) Z[i] ar en Dedekindring. Hér fungerar samma argument som i (a) (ty Z[i] &r en huvudide-
alring), men detta exempel &r ett specialfall av en allmén sats (se (8.16)) som séger att om R
ar en Dedekindring, K dess kvotkropp och L O K en &dndlig och separabel (se (8.20)) kropp-
sutvidgning sa ar hela holjet R’ till R i L en Dedekindring (hér &r R =7Z, K = Q, L = Q(4)
och R = ZJi]). Speciellt om L O Q &r en algebraisk talkropp (av &ndlig dimension 6ver Q)
sa bildar alla algebraiska heltal i L en Dedekindring.

TTidigare konstaterade vi att en ring med entydig faktoruppdelning &r helt sluten (se (5.12)(c)). Varje
huvudidealomrade har den egenskapen (se Ovn. 8).

95
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(c) Senare visar vi att om V = {(a,b) € C? : F(a,b) = 0} &r en irreducibel kurva i C2, dir F &r
ett irreducibelt polynom i C[X, Y], sa &r V icke-singulér da och endast da C[V] = C[X,Y]/(F)
ar en Dedekindring (se (8.13)). T ex om y? = 2% — x (en elliptisk kurva) sa ir ringen C[z, y]
en Dedekindring (det &r latt att kontrollera att kurvan &r icke-singulér — se (8.11)).

(d) Om R ér en Dedekind ring och p ett primideal i R, p # (0), sa r Ry, en lokal Dedekindring
(t ex Zgy = {7 : m,n € Z,p{n}). Ringen R, &r lokal, noethersk (se Ovn. 6.3), helt sluten

(se Ovn. 5.11) och dim R, = 1, ty (0) C pR, ér den lingsta (och den enda) kedjan av
primideal i Ry.

Lat oss forst undersoka lokala Dedekindringar.

(8.3) Proposition. Lat R vara ett lokalt integritetsomrade. Dd dr R en Dedekindring da
och endast da R dr en huvudidealring.

Bevis. Det ér klart att varje huvudidealring &r en Dedekindring (se (8.2)(a)). Antag att R
ar en Dedekindring och m maximalidealet i R. Lat K vara kvotkroppen av R och lat

m' ={re K:a2mC R}.
Man kontrollerar latt att m’ ar en R-modul sadan att m’ O R. Det ar klart att
mCmmCR

och att m'm ar ett ideal i R. Men m ar ett maximalideal sa att m'm = m eller m'm = R.
Vi visar att m'm = R. For att gora det 1at oss forst konstatera att m’ D R. Vailj namligen
r € m, r # 0, och betrakta den multiplikativa mangden S, = {r", n > 0}. Lokaliseringen Ryg,
ar en delring till K som innehaller R. Primidealen i Rg, ar lokaliseringarna av primidealen i R.
Men r € m sa att mg, = Rg, dvs Rg, har enbart ett maximalideal — nollidealet. Alltsa ar Rg,
en kropp dvs Rg, = K (ty kvotkroppen av varje lokalisering av R dr K). Fixera nu ett element

mo € m, mg # 0, och vilj som r olika generatorer rq,...,7; for m (om m = Rry + ...+ Rry).
Da ar
I
mo r’

K2

dvs " = rlmg € Rmy for ett 7, € R och ett lampligt n;. Alltsa kan man vélja N sa att
mY C Rmg (t ex N = k- max(n;)). Vilj nu N minimalt med den egenskapen, dvs sadant
att mY C Rmg och m™ =1 ¢ Rmy. Lat z € mV =1\ Rmg. Da &r mz C Rmy, vilket ger att
s €m’. Men = ¢ Rty ¢ Rmg. Detta visar att m’ D R.

Nu kan vi visa att m'm = R. Om den likheten inte galler sa d&r m'm = m. Alltsa far vi att
for varje x € m’ giller zm C m. Men m ar dndligt genererad R-modul, vilket ger att x ar
helt 6ver R (se bevis for (5.7)). Alltsa © € R ty R &r helt sluten. Detta visar att m'm = m
implicerar att m’ C R — en motségelse.
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Nu visar vi att m ar ett huvudideal. Vi har
=11 +... + 2yr,

dar x; € m och y; € m’. Men z;7; € R sa att nagon av termerna x;1; maste vara en enhet.
Lattex u = x1y1 € R*. Dadir 1 = 2y, diir 2 = z1u~! € moch y = y; € m’. Elementet z € m
genererar m. I sjélva verket har vi Rz C m och om m € m sa &r m = z(ym) € Rx ty ym € R.

Det aterstar att visa att alla ideal i R ar principala. Detta foljer ur foljande resultat som
avslutar beviset av (8.3):

(8.4) Lemma. Lat R vara ett lokalt integritetsomrade med maximalidealet m. Om R dr
noethersk, dim R = 1 och m dr ett huvudideal sa dr R ett huvudidealomrade (och saledes en
Dedekindring).

Bevis. Lat m = (). Forst visar vi att N3 m* = (0) (m® = R). Om z € N2 m*, = # 0, s
ar ¢ = tFxy, v € R, for k=0,1,.... Vi har

(o) € (1) € (z2) C ...

sa att det finns N med (zny) = (xn41) = ... (ty R &r noethersk). Da ar xny41 = exn, € € R*,
sa att tNay = tN oy, =tV Hlexy ger 1 = te — en motsigelse.

Lat 7 € R, r # 0. Da ar r € m* ~ m*t! for nagot k, dvs r = tFn, n € R*. Alltsa &r

(r) = (t*) =m*. Omnu I ir ett ideal i Rsd &r [ = Rry +...+ Rr, = mM + ..+ mhn = mk,

dir k = min(k;), dvs I = (t*) ér ett huvudideal. O O
(2

Nu kan vi bevisa den viktigaste egenskapen hos Dedekindringarna — existensen och enty-
digheten av faktoruppdelningar av ideal i produkt av primideal. Forst en definition:

(8.5) Definition. Lat R vara ett integritetsomrade med kvotkroppen K. Man séger att en
R-modul M C K &r ett brakideal om det finns ett ideal I C R och a € K* sa att M = al.

0

Om t.ex. R=7Z och a = 5 sa ar %Z ett brakideal.

1
2

(8.6) Sats. Om R dr en Dedekindring sa kan varje icke-trivialt ideal I i R (dvs I # (0), R)
skrivas som en entydig produkt av primideal sa ndr som faktorernas ordningsfoljd. Alla noll-
skilda brakideal i K bildar en grupp med avseende pa multiplikation av brakidealen.

Bevis. Lat I C R, I # 0. Definiera
I'={z € K:zI C R},
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dar K ar kvotkroppen till R. Man konstaterar litt att I’ ar en R-modul, I’ O R och
ICII'CR Omnuac€l,a+#0saaral’ C R ochal ar ett R-ideal. Alltsa ar I’ ett
brakideal (al’ = J = I' = (1/a)J, med ett ideal J i R).

Forst visar vi att II’ = R. Antag motsatsen. Da existerar ett maximalideal m sadant att
II' Cm C R. Lokaliseringen ger:

(IT" CmRy C R

Men (II')ym = InI}, (enkel 6vning!) och Ry ar en huvudidealring enligt (8.3). Alltsa ar
Im=aRnoch I, ={z € K : 2]y C R} = (1/a) Ry dvs II], = Ry, vilket strider mot vart
antagande. Detta visar att II' = R.

Nu visar vi latt att R-brakidealen bildar en grupp: multiplikation av tva brakideal M; =
arly, Mo = asly, déar I;,Io ar ideal i R, ger ett brakideal MiMs = ajaslils, en sadan
multiplikation ar associativ, idealet R ar neutralt, och inversen till M = al, med I ett ideal
i R, ir M’ = (1/a)I’. Man skriver M’ = M~1.

Lat oss nu visa att varje icke-trivialt ideal i R &r en produkt av primideal. Antag att det finns
ett ideal I C R, I # (0) som saknar en sadan framstéllning. Lat I vara maximalt i méngden
av alla ideal utan framstéllning (existensen av I foljer ur forutsittningen att R ar noethersk).
I ar inte ett maximalideal ty ett sadant &r ett primideal. Alltsa ar I C J C R for ett R-ideal
J. Men I = J(J ') C J T ochICJgeratt J7'I CJ'J=R. Bade J och J ' # 1
kan skrivas som produkter av primideal, vilket betyder att dven I &r en sadan produkt. Vi
far en motségelse som bevisar existensen av faktoruppdelningar. Det aterstar entydigheten.
Lat

() PLp2. .. pr = pipy .. PL.

Alltsa ar pip5...p" C p,, vilket ger att p; C p, for nagot i (ab C p = a C peller b C p for
godtyckliga R-ideal a och b da p &r ett primideal). Men bade p} och p, &r maximalideal sa
att p; = p,. Vi kan numrera om idealen och forutsitta att ¢ = s, dvs p,, = p,. Likheten (x)
kan nu multipliceras med p; . D4 ir:

P1p2. . Pro1 = PIPS .. o1

Ett induktivt argument ger nu r —1 = s — 1 och p; = p} vid lamplig numrering av idealen. [J

(8.7) Definition. En lokal Dedekindring kallas diskret valuationsring (DVR).

O

(8.8) Anmarkning. Om R &r en DVR och K dess kvotkropp sa &r gruppen av alla R —
brakideal i K isomorf med Z. Vi vet ndmligen att brakidealen &r alla potenser m™, dar m ar
maximalidealet i R och n € Z. N&r man ordnar mot m" exponenten n € 7Z sa far man en
isomorfism. Man har foéljande kedja av R-ideal

1

.mtcm™lc...cmcm® =R,
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och (7 m" = (0) (se (8.4)). Alltsa kan man definiera en funktion v : R\ {0} — Z, sa att
v(t) = n da och endast da t € m™ ~ m"*L. En sidan funktion kallas diskret valuation pa
R. Vi skall ndrmare undersoka diskreta valuationer i nésta kapitel. Observera att enligt (8.3)
ar en diskret valuationsring ett huvudidealomrade.

0

Lat oss dgna nagra ord at faktoruppdelningar av element och faktoruppdelningar av ideal i
ringar.

(8.9) Definition. Lat R vara ett integritetsomrade. Ett element p € R, kallas irreducibelt
om likheten p = 77/, r,r’ € R, implicerar att exakt en av faktorerna r,r’ ar inverterbart i R.
Man sédger att R har entydig faktoruppdelning (UFD) om varje icke-inverterbart element
r € R, r # 0, ar en produkt av irreducibla och om

r=pir...pr=4q1..-4q,

dar p;, ¢; ar irreducibla i R, sa ar k = [ och, vid lamplig numrering av faktorerna, ar Rp; = Rg;
(dvs p; = €;qi, dir €; € R*). Man sdger da att p; och ¢; dr associerade.

0

(8.10) Exempel. (a) Varje huvudidealomrade ir UFD (se vidare Ovn. 7). Varje polynom-
ring K[X1,...,X,], K en kropp, & UFD. Mera allmant kan man bevisa (se Ovn. 17) att om
R &ar UFD sa ar ocksa R[X] UFD. T ex har Z[X1,..., X,] entydig faktoruppdelning.

(b) Lat R = Z[v/=5] = {a + by/=5, a,b € Z}. 1 den ringen har vi
9=3-3=(2+V-5)(2—-V-5).

Talen 3, 2 + /=5 ir irreducibla (se (8.9)). Fér att visa det betrakta normen N(z) = |2|? =
a® +5b? for z = a+by/—5. Lat oss observera att om N(z) = 1 dvs zZ = 1 sa #r z inverterbart
i Z[v/=5], och omvint om 22’ = 1 sd dr N(z) = N(2/) = 1. Om nu 3 = 2129, dér 21, 29 €
Z[\/=5], sa ar 9 = |21]?|22|? dvs |z]? € {1,3,9}. Men |z|? # 3, s& att antingen z; eller 2y
méste vara inverterbart dvs 3 dr irreducibelt. P& samma sitt visas att 2++/—5 ar irreducibla.
Vidare konstaterar vi att 3 inte dr associerat med 2 + /=5 (om 3 = £(2 + \/=5) si ir
N(e) = 1 dvs e = +1, vilket ger en motsiigelse). Allt detta visar att Z[/—5] inte #r UFD.
Men Z[v/=5] ér en Dedekindring (se (8.2)(b) och Ovn. 5.6). Detta betyder att man raddar
entydig uppdelning genom att 6verga till ideal. Lat oss exemplifiera (8.6).

Betrakta p; = (3,2 + +/—5) och pa = (3,2 — v/—5). p1 och ps &r primideal (6vning!). Vi har

pi=024+V=5), pi=02-v-5), pip2a=(3).

Alltsa dr (9)=(3)(3)=(p1p2)(p1p2) = p?p3 och (9)=(2 + v/5)(2 — /=5) = p2p3, vilket &r just
det forviintade resultatet. I borjan kallades ideal for “idealtal”t och “adjungerades” till ringen
som extra element.

"Begreppet introducerades av E. Kummer (1810-1893) i samband med hans arbeten om Fermats stora sats.
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(c) Alla algebraiska heltal i Q(v/d), d kvadratfritt heltal, bildar en Dedekindring Z[wg], dér
wg = +Vdda d=2,3 (mod 4) och wy = 1+T\/& da d = 1 (mod 4) (se Ovn. 10.6 och exempel
(8.2)(b)). Omd < 0, sa ir Z[wg) UFD endast dad = —1, -2, -3, =7, —11, —19, —43, —67, —1631.
Om d > 0 sa &r det inte ként om det finns odndligt manga d sadana att Z[w,] &r UFD (men
man kan formoda att det dr sa — det finns t.ex. 38 sadana da d < 100). Denna férmodan
formulerades redan av C. F. Gauss.

Vi skall fortsétta med exempel pa Dedekindringar — nu av geometrisk karaktér.

(8.11) Exempel. Lat K vara en kropp, F' ett irreducibelt polynom i K[X,Y] och V =
{(a,b) € K? : F(a,b) = 0} en kurva i K?. Man siger att punkten (a,b) € V #r icke-
singuldr om g—f;(a, b) # 0 eller g—g(a, b) # 0. Vi repeterar att K[V]| = K[X,Y]/(F) =: K[z, y]
ar noethersk (se (6.12)) och dim Kz,y] = 1 (se (7.19)). Mot punkten (a,b) svarar idealet
m = Mgy = (v —a,y —b) i K[r,y]. Den lokala ringen fér denna punkt pa kurvan &r
O(a,b) = K[Z‘,y]m.

(8.12) Proposition. (a,b) € V' dr icke-singuldr da och endast da O(qp) dr DVR.

Bevis. “=" Lat Fy(a,b) # 0 (vi skriver F, och F} i stillet for F'y och Fy,). Vi skall visa att
maximalidealet i O, p) = K[z, y]m, dir m = (z — a,y — b), dr genererat av y — b. Da foljer
ur (8.4) att O, p) dr DVR, ty den ringen &r noethersk (som en lokalisering av en noethersk
ring) och har dimensionen 1 (ty dim Klz,y] = 1). Betrakta Taylorutvecklingen i K[X,Y]:

F(X,Y) = F(a,b) + F}(a,b)(X — a) + F}(a,b)(Y = b) + (X —a)’G(X,Y) + (Y —b)H(X,Y)
for lampliga G, H € K[X,Y]. I K[z, y] 6vergar den likheten i

0= Fl(a,b)(z—a)+ Fé(a, b)(y —b) + (z —a)?G(z,y) + (y — b)H(z,y).

Alltsa har vi x — a = a(y — b), dar

B F(a,b) + H(z,y)
Fi(a,b) + (z — a)G(z,y)

o =

€ O(a,b)7

ty téljaren och ndmnaren ar i K[z, y] och ndmnaren ligger inte i (z —a,y —b) (om F.(a,b) +
(x —a)G(z,y) € (x —a,y —b), sa Fl.(a,b) € (x — a,y — b) — en motsigelse ty F.(a,b) # 0).

" Detta pastdende var en hypotes av C. F. Gauss tills H. Stark visade det 1967. Ett tidigare bevis av K.
Heegner (50-talet) var oklart, men dess brister var inte sa stora (som det visade sig drygt 10 ar efter dess
publikation).
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Det betyder att (z —a,y —b) = (y —b) ty © —a i O, ) kan uttryckas med hjilp av y — b.
Idealet (x —a,y —b) i O,y ér alltsd ett huvudideal.

“«". Lat O,y vara DVR. Da ér idealet mO,p) = (z — a,y — b) ett huvudideal. Man kan
generera det med hjilp av x —a eller y — b, ty enligt (8.8) har vi (x —a) C (y—b) eller tvartom.
Antag att (v —a) C (y —b) = (r —a,y — b). Da ar

(z,9)
h(z,y

Den likheten i O, ) kommer fran en likhet i KX, Y]:

Q

r—a=

(y—">), g,h€ Klz,y], h(a,b) # 0.

~—

Derivera den likheten med avseende pa X och sétt in (X,Y) = (a,b). Da ar:
h(a,b) = Fi(a, (e, b)

(ty F(a,b) =0). Alltsa ar F.(a,b) # 0 eftersom h(a,b) # 0. Beviset dr avslutat. O

Antag nu att K ar algebraiskt sluten. Da &r varje maximalideal i K|z,y] av formen (z —
a,y —b), dir (a,b) € V (Nullstellensatz!) och K[z,y] = [1O(4y), dir (a,b) loper 6ver alla
punkter tillhérande V' enligt (4.21). Alltsa far vi:

(8.13) Proposition. Lat K wvara en algebraiskt sluten kropp och V' en irreducibel kurva i
K2,V dr icke-singulir (dvs alla punkter av V dr icke-singulira) dd och endast dd K[V dr
en Dedekindring.

Bevis. Om K|[V] ar en Dedekindring och m = (z — a,y — b), (a,b) € V, sa ar den lokala
ringen K[V]m = O, ) en DVR enligt (8.2)(d) sa att (a,b) ar icke-singulér enligt (8.12).

Om V ér icke-singulér sa ér varje lokal ring O, ) en DVR enligt (8.12) och som sadan &r den
helt sluten (se 6vn. 10.5 och observera att en diskret valuationsring &r ett huvudidealomrade
i enlighet med (8.3)). Da &r ocksa K[V] = (1O (se (4.21)) helt sluten. Vi vet redan att
K[V] &r noethersk och dim K[V] =1 sa att K[V] &r en Dedekindring. O

Som ett konkret exempel 1at 4% = 23 +ax +b, dir a,b € C och x3 +ax +b = 0 saknar multipla
nollstillen. En kurva av den typen kallas elliptisk (vi skall diskutera den terminologin senare
i Kapitel 10). Man kontrollerar latt att en sadan kurva ar icke-singular. Alltsa &r ringen
Clz,y] en Dedekindring.

Nu skall vi diskutera ett begrepp som har en central betydelse i bade talteori och i algebraisk
geometri.

(8.14) Definition. Lat R vara en Dedekindring, K dess kvotkropp och F(R) gruppen av
alla R-brakideal i K. Lat P(R) vara gruppen av alla principala brakideal dvs alla R-moduler
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av formen Roa, o € K*. Kvotgruppen F(R)/P(R) kallas klassgruppen av R och betecknas
CIl(R).

0

(8.15) Exempel. (a) Om R &r ett huvudidealomrade sa ar CI(R) = (1). T ex ar Cl(Z) =
(1), CUK[X]) = (1), CUZ[) = (1)

(b) Man kan visa att CI(Z[v/—5]) innehaller tva element: (1) och klassen av idealet (3,2 +
Vv/—5). Tyvéarr kan vi inte bevisa detta pastaende hér (det visas t ex i kursen “Algebraisk
talteori”).

(c) Helt allmént visar man i algebraisk talteori att klassgruppen &r dndlig om R &r ringen av de
algebraiska heltalen i en dndlig utvidgning L O Q. For sadana ringar R &r CI(R) = (1) da och
endast da R dr UFD (se Ovn. 9). Dérfor ar det t.ex. inte kéint om det finns o#ndligt manga
kvadratiska utvidgningar Q(v/d) D Q sadana att Cl(Z[wg]) = (1) da d > 0 (se (8.10)(c)).
Undersokningar av CI(R) utgdr ett av centralproblemen i algebraisk talteori (se vidare Ovn.
12). Klassgruppen ar ocksa dndlig da R = K[V] &r ringen av de reguldra funktionerna pa en
icke-singulir kurva V éver en éndlig kropp K, t.ex. dd R = Z,[X,Y]/(X?+Y3—1),p#3

(en Fermatkurva). Se vidare Ovn. 12.

Vi skall avsluta detta kapitel med ett resultat som ger en beskrivning av en stor klass av
Dedekindringar (se t.ex. (8.2) (b)):

(8.16) Sats. Ldat R wvara en Dedekindring, K dess kvotkropp och L 2 K en dndlig och
separabel kroppsutvidgning. Da dr hela holjet R’ till R i L en Dedekindring.

Forst skall vi forklara termen separabel kroppsutvidgning.

(8.17) Definition. Lat V vara ett dndligtdimensionellt vektorrum 6ver en kropp K och
¢ : V. — V en linjar avbildning. Med sparet T'(¢) av ¢ menar man summan av diagonalele-
menten i matrisen for ¢ med avseende pa en godtycklig bas for V7.

O

(8.18) Definition. Lat L O K vara en éndlig kroppsutvidgning och o € L. Med sparet
11k () av o menar man sparet av den linjira avbildningen = +— ax, r € L. Med normen

fOm ey, ..., e, &r en bas for V och M, = [a;;] matrisen fér ¢ m.a.p. denna bas si ar —T'(¢) koefficienten
framfor "' i det karakteristiska polynomet det(XE, — M,) = X" — > au X" ' ...+ (=1)"det A (E,, -
enhetsmatrisen). Karakteristiska polynomet ar oberoende av basvalet for V.
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Np/k(a) av @ menas determinanten av samma avbildning. Om M, = [a;;] & matrisen
for x — ax, v € L, sa kallar man polynomet p,(X) = det(XE, — M,) for karakteristiska
polynomet for o 6ver K (n = dimg L).

O

(8.19) Proposition. Lat L O K wara en andlig kroppsutvidgning och n = dimg L. Om
a,B €L ochaé€ K saar

(a) T(a+B) =T() +T(B), T(af)=T(Ba), T(aa)=aT(a),

(b) N(af) = N(@)N(B), N(aa) = a"N(a).
Bevis. Foljer direkt ur (8.18). O

(8.20) Definition. En dndlig kroppsutvidgning L O K kallas separabel om det finns o € L
sa att T'(a) # 0. En godtycklig algebraisk utvidgning L O K kallas separabel om varje &ndlig
utvidgning av K i L ar separabel.

0

(8.21) Exempel. (a) Om K har karakteristiken 0 sa &ar varje utvidgning L D K separabel,
ty 1 € L har sparet T'(1) = nl, ddr n = dimg L.

(b) Utvidgningen Fo(X) D Fa(X?), dir Fo = Z/(2), ar icke-separabel, ty varje element
a € Fy(X) kan skrivas pa formen a = p(X?) + ¢(X?)X, dir ¢, ér rationella funktioner i
X2 (observera att 1, X bildar en bas for utvidgningen). Nu har vi

a1 = p(X%)+ (X)X,

0 X = PXXT+ (X)X,

sa att matrisen for o ar

M, — sO(XQ; »(X?)

med sparet T'(a) = p(X?) + o(X?) = 2p(X?) = 0.

Separabla utvidgningar har féljande viktiga egenskap:

(8.22) Proposition. Lat L O K wvara en dndlig separabel utvidgning och e, ..., e, en bas
for L éver K. Da finns det en bas fi,..., fn for L éver K sadan att T'(e; f;) = ;5 (Kroneckers
symbol).
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Bevis. Helt allmént, om V &r ett vektorrum med en bas ey,...,e, och b : V xV — K
ar en symmetrisk bilinjar avbildning (= en bilinjir symmetrisk form) sadan att b(v, V) = 0
implicerar v = 0, sa existerar en bas fi,..., f, sadan att b(e;, f;) = 6;;. Basen fi,..., fn
ar entydigt bestdmd av eq,...,e, och b och kallas for den duala basen till ey,...,e,. Vi

visar detta pastaende om en stund. Lat oss konstatera att b(x,y) = T'(xy) ar just en sadan
avbildning. Vi har namligen:

b(z1+22,y) = T((x1+z2)y) =T (21y) + T(22y) = b(21,9) + b(22,9),
b(z,y) = T(xy)=bly,x),
blax,y) = T(axy)=aT(zy) = ab(x,y),

da a € K. Vidare har vi att likheten b(x, L) = T'(zL) = 0 med = # 0 implicerar att T'(L) = 0,
ty xL = L. Om nu L DO K &r separabel och b(x, L) = T'(zL) = 0 sa maste x = 0 ty T'(1) # 0.

Nu kan vi visa existensen av den duala basen. Lat ¢ : V' — V* vara avbildningen ¢(v)(w) =
b(v,w), dar V* &r duala rummet till V. ¢ &r linjér och

Kerp ={veV:pWw) =0} ={veV:Vyeyblv,w) =0} = (0)

enligt forutsittningen. Men dimV = dim V* sa att ¢ som en injektion &ar en isomorfism.
Lat fy,..., fn vara sadana vektorer i V att ¢(f1),...,¢(f,) bildar den duala basen for V* i
forhallande till basen ey, ..., e, for V dvs ¢(fi)(e;) = b(fi,e;) = dsj. O

(8.23) Proposition. Lat R vara ett integritetsomrade, K dess kvotkropp och L 2O K en
andlig kroppsutvidgning. Lat o € L.
(a) Det finns v € R, r # 0 sa att ro dr helt éver R.

(b) Om « dr helt 6ver R och R dr helt sluten sa har minimipolynomet for a éver K alla sina
koefficienter i R.

(¢) Karakteristiska polynomet for o dver K dr en potens av minimipolynomet for a dver K.
Speciellt dr T'(«), N(a) € R om o dr helt éver R och R dr helt sluten.

Bevis. (a) « ar algebraiskt over K sa att
e +rp_ 10" P+ 4+1g=0, dir r€R och 1, #0,

ty K #r kvotkroppen av R. Nu ér (r,a)® + rp_1(rpa)® 1+ ...+ rer?~! = 0 dvs 7, dr helt
over R.
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(b) Lat L vara en algebraiskt sluten kropp som innehaller L. Lat « vara ett nollstille till
p(X) = XN+ aN—l‘XNi1 +...+ay, a; €R

och lat m(X) = X™ 4+ r,_1 X"~ ! + ... + ry vara minimalpolynomet fér o ver K (hir har
man 7; € K, men vi vill visa att r; € R!). Vi vet att m(X) &r en delare till p(X) sa att varje
nollstélle till m(X) ar ett nollstélle till p(X). Alltsa ar alla nollstéllen till m(X) hela som
element i L. Koefficienterna r; dr summor av produkter av dessa nollstillen s& att de ocksa
ar hela over R (se (5.10)). Men r; € K och R &r helt sluten i K sa att r; € R.

(c) Lat X™ + 7,1 X" ' + ... +rp = 0 vara minimipolynomet for o éver K. Vi vet att
1,a,...,a" ! bildar en bas for K(a) 6ver K (se Ovn. 10.8). Lat ey, ..., e, vara en bas for
L éver K (a). Produkterna a’e; bildar en bas for L ver K (se Ovn. 10.9). T denna bas har
T — ax, x € L, matrisen:

dér antalet A pa diagonalen ar m och

0 0 —To
1 0 —r
A= 0 1 —T9
L 0 0 ... —Tpn—1 |
ty

a-1= o
oo = a?
a-a" = —rg—ria—rea® — ... —rp_1a!

Alltsa ar det(X Epyp — My) = [det(X E,, — A)]™. Determinanten till vénster ar karakteristiska
polynomet for a € L 6ver K, daremot den till hoger dr det minimala polynomet fér o 6ver K,
ty det(X E, — A) = X" +7,_1 X" L +.. . +79 (en enkel 6vning). Vi har alltsd T'(a) = —mry,_1
och N(a) = %r{* sa att T'(a), N(a) € R om « &r helt 6ver R och R &r helt sluten (se (b)).
O

(8.24) Bevis for (8.16). R’ har Krulldimensionen 1 enligt (7.4) och &r helt sluten enligt

(5.15). Vi maste visa att R’ dr noethersk. Lat ej,...,e, vara en bas for L 6ver K. Vi
kan forutsitta enligt (8.23) (a) att ey,...,e, € R/, ty det finns r # 0 sadant att » € R och
re; € R’ (vilj ett r som passar alla ¢;!). Lat f1,..., f, vara den duala basen till ey, ..., e,

med avseende pa sparet T (se (8.23)). Vi vill visa att ' C Rf1 + ...+ Rf, dvs att R ar en
delmodul till en &ndlig R-modul. Da &r R’ noethersk (se (6.3)) dvs varje ideal i R’ har en
andlig bas (ty varje ideal i R’ d&r en R-modul). Lat v’ € R och v/ =" a;f;, dér a; € L. Da
ar T'(r'e;) = T(> , aifiej) = aj. Men r'e; € R sa att a; = T'(r'e;) € R enligt (8.23) (c), dvs
" eRfi+...+Rfy. O



106 DEDEKINDRINGAR

OVNINGAR

8.1. Visa att 21 har tva olika uppdelningar i produkt av irreducibla tal i Z[/—5] : 21 =
3-7=(142V-5)(1 —2y/—5). Bestam primideal pi,ps2,ps3,ps sadana att (3)=pip2,
(T)=p3pa, (1 +2v=5) = pap3, (1 = 2v/=5) = papa.

8.2. Vilka av foljande ringar dr Dedekindringar:

(a) Z[v=6]; (c) C[X, Y]/(X? = Y?);
(b) Z[2]; (d) Z[v-2].

8.3. Ett integritetsomrade R kallas euklidiskt om det finns en funktion NV : R — N sadan
att:
(a) N(a) =04 a=0,
(b) N(ab) = N(a)N(b),
(c) om a,b € R, b # 0 sa existerar ¢, € R sadana att b = ga + r och r = 0 eller
N(r) < N(b).
Visa att foljande ringar ar euklidiska:
(i) 2, (i) K[X],K enkropp, (iii) Z[1], (iv) Z[v2], (v) Z[V-2].

Anmérkning. Det &r inte svart att visa att bland ringarna Z[w,] med d < 0 (se
(8.10)(c)) finns det enbart 5 som ar euklidiska. De ges av d = —1, -2, -3, -7, —11 och
ar euklidiska med avseende pa den vanliga normen N(a + bwy) = |a + bwg|?. Om d > 0
sa ar Z[wg] euklidisk med avseende pa normen N(a + bwg) = |(a + bwg)(a + bwg)| (se
(8.18) och (8.10) (c)) endast da d = 2,3,5,6,7,11,13,17,19,21,29,33,37,41,57,73. Det ir
inte ként om Z[wy] kan vara euklidisk for andra d > 0 (med avseende pa en lamplig
funktion N). Man formodar att det #r sa for t.ex. Z[v/14]. En euklidisk ring & UFD

(bevis som for Z), men UFD behéver inte vara euklidisk (ett exempel: Z[2Y=19 V2_19] —

(8.10)(c)).

(d) Visa att varje euklidisk ring ar ett huvudidealomrade.

se

8.4. Om R ar euklidisk och a € R sa ar a inverterbart da och endast da N(a) = 1.

8.5. Lat R vara ett noethersk integritetsomrade. Visa att varje element r € R~ R*, r # 0,
ar en produkt av irreducibla element (irreducibla element definieras i (8.9)).

8.6. Lat Z vara ringen av alla algebraiska heltal (= alla komplexa tal hela éver Z). Visa att
Z saknar irreducibla element trots att det finns e] inverterbara element i Z (motivera
det!). Motivera att Z inte &r noethersk (utnyttja Ovn. 5).

8.7. Lat R vara ett integritetsomrade. Ett icke-inverterbart nollskilt element p € R kallas
primt om villkoret plab implicerar pla eller p|b (a,b € R). Med andra ord: p &r ett
primtal da och endast da idealet (p) &r ett primideal.

(a) Visa att ett primelement &r irreducibelt (se (8.9)) och ge ett exempel pa ett irre-
ducibelt element som inte dr primt (t.ex. i Z[v/—5]).

(b) Visa att om R &r UFD sa &r varje irreducibelt element primt.
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8.8.
8.9.

8.10.

8.11.

8.12.

8.13.

8.14.

8.15.

8.16.

(c) Lat varje element i R vara en produkt av irreducibla element. Visa att R & UFD
da och endast da varje irreducibelt element ar primt.

Utnyttja Ovn. 5 och 7 (c) for att visa att om R &r PID sa &r R UFD.

Visa att en Dedekindring &r UFD da och endast da den ar PID.

Lat R vara ett huvudidealomrade. Om a,b € R sa definierar man storsta gemensamma
delaren SGD(a,b) till a,b som ett element d € R sadant att

(i) dla och d|b,

och

(ii) om d'|a och d'|b sa d'|d.

Visa att om a # 0 eller b # 0 sa ar d entydigt bestdmd sa nér som pa associering och

att det finns x,y € R sadana att d = ax + by. (Man definierar ofta SGD(0,0) = 0.)

Lat I; C I, vara tva ideal i en Dedekindring R. Visa att det finns exakt ett ideal I i R
sadant att I; = Io1.

Lat a € R, a # 0, R en Dedekindring. Visa att antalet primideal p i R sadana att
p DO (a) ar andligt.
Bestam alla heltalslosningar till foljande ekvationer:

(@) y? =21, (b)y* =2’ -2,

(c)y?=2%-3, (d)y?=23-10.
Ledning. Utnyttja det faktum att Z[i], Z[v/—2], Z[v/—3] & UFD och att klassgruppen
for Z[v/—10] har 2 element.

Lat R = Zw], w = _1%‘/?3 R &r en euklidisk ring (se Ovn. 3).
(a) Bestam alla enheter i R.
(b) Visa att (1 —w) &r ett maximalt ideal i R och R/(1 —w) = Z/(3).

(c)* Visa att ekvationen x3 +y> = 23 saknar heltalslosningar med xyz # 0. (se t.ex. K.
Ireland, M. Rosen, A Classical Introduction to Modern Number Theory).

(a) Lat p vara ett primtal. Visa att ekvationen 22 + 1 = 0 har en 16sning i kroppen
Z/(p) da och endast da p =2 eller p =1 (mod 4)

(b) Visa att (1 —4) &r ett primideal i Z[i] och (2)=(1 —4)2. Om p=1 (mod 4) s& &r
(p) = (a + bi)(a — bi), dér (a + bi) och (a — bi) ar tva olika primideal i Z[i]. Om p =3
(mod 4) sa ar (p) ett primideal i Z[i].

Ledning. I (a) utnyttja Fermats lilla sats: 2 =z 1 Z/(p). I (b) utnyttja det att Z[i]
ar en huvudidealring och (a).

Lit K[X,Y]/(F) = Klz,y], dir F(X,Y) = Y? — X3 — aX — b, vara ringen av de
reguliira funktionerna pa den elliptiska kurvan F' = 0 (X34 aX +b = 0 saknar multipla
nollstéllen). Visa att K|x,y] &r en Dedekindring (char K # 2, 3).

Ledning. Visa att varje element av kroppen K (z, y) kan skrivas pa formen o (x)+v(z)y,
dér ¢,1 € K(x) &r rationella funktioner. Visa vidare att K[z, y] ar helt sluten genom
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att visa att ¢ + ¢y ar helt 6ver K|z, y] da och endast da ¢, € K[x]. (Observera at x
ar transcendent over K).

8.17. Lat K vara en kropp av karakteristiken # 2,3 och R = K|[z,y], dir 2® + y3 = 1 ringen
av de regulira funktionerna pa X3 + Y3 = 1. Lat L = K(z,y) vara kvotkroppen av R,
z= Bﬁii_yy) och t = xl—fy Visa att
(a) K(z,y) = K(2,t) och t3 = 22 + 432;

(b) Klz,t] C Klz,y] och Klz,y] &r lokaliseringen av K[x,t] med avseende pa den
multiplikativa méngden S = {t", n > 0};

(c) Motivera att K|x,y] ar en Dedekindring.

Anmirkning. Observera att X3 + Y3 = 1 saknar rationella 16sningar da och endast
da T3 = Z? + 432 saknar rationella 16sningar. Existensen av rationella lésningar till
X3 +Y3 =1 #r ekvivalent med existensen av heltalslosningar till a® 4+ > = ¢ med
abc # 0. Notera att T3 = Z2 + 432 #r en elliptisk kurva.

8.18. Visa att R[X] & UFD om R &r UFD.



Kapitel 9

KOMPLETTERINGAR AV
RINGAR

Komplettering av en ring ar en mycket viktig konstruktion som generaliserar 6vergangen fran
de rationella talen till de reella. Man betraktar ringar med topologiska strukturer givna av
normer. En norm definierar konvergenta féljder som pa ett naturligt sétt bildar en ny ring.
Kompletteringen far man genom att identifiera konvergenta foljder som skiljer sig sa nir som
pa en oljd konvergent mot 0. De rationella talen kan kompletteras pa flera olika satt — det
vanliga absolutbeloppet ger de reella talen, men dessutom far man mycket viktiga p-adiska
talkroppar da man kompletterar de rationella talen med avseende pa alla normer som svarar
mot olika primtal p. Kompletteringen av en ring ger en ny ring som har enklare engenskaper
an den urspungliga. Ofta studerar man dessa kompletteringar for att med hjalp av deras
egenskaper kunna fa en béattre kunskap om den givna ringen. Alla ringar i detta kapitel ar
kommutativa med etta.

(9.1) Definition. Man séger att en funktion || || : R — R &r en kvasinorm pa en ring R
om for godtyckliga x,y € R giller:

(
(
(©) llz +yll < llzll + ],
(d) flzyll < ll[lllyll-

Man séger att || || & en norm om dessutom:

(@) |lz] =0 & = =0,
() llzyll = ll=(lly]l-

Vi skall alltid férutsétta att det finns xg € R sa att ||zo|| # 0.

109
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0

(9.2) Exempel. (a) Lat R vara en delring till C och ||z|| = |z| da x € R (det vanliga
absolutbeloppet).

(b) Lat p vara ett fixt primtal. Varje rationellt tal x € Q, z # 0, kan skrivas entydigt pa
formen m
e=pf—, dir ptmn.
n

Lat v,(x) = k. Funktionen v, kallas den p-adiska valuationen. Lat nu

||, = p*@ dia z#0 och 0], =0,

dir 0 < p < 1 (oftast antar man att p = 1). Vi far en norm pa Q (en enkel vning). I detta

P
fall har vi i stallet for (c):
|z + yllp < max(l|z|lp, [[yllp)-

En norm som har den egenskapen kallas icke-arkimedisk (se vidare (9.5)).

(c) Som motsvarighet till (b) i fall da R = K[X], lat p vara ett irreducibelt polynom i K[X].
Varje rationell funktion ¢ € K(x), ¢ # 0, kan entydigt skrivas pa formen:

p = pkﬂ, dér ptmn,
n
k € Z och m,n € K[X]. Lat v,(¢) = k och
lelly =p¥, da @ #0 och 0], =0,
dér 0 < p < 1. Som i (b) far vi att || ||, &r icke-arkimedisk norm (pa K(X)).

(d) Lat R vara en godtycklig ring och I ett ideal i R. Lat I* = (0", I" (I° = R). Om r € I*
definierar vi ||r|| = 0. Om r ¢ I* si existerar n sadant att » € I" ~ I"*1. Lat ||r|| = p”, dér
0 < p < 1. Man kontrollerar l4tt att villkoren (a) — (d) i (9.1) &r uppfyllda. Kvasinormen i
detta exempel kallar man for I-adisk.

(e) Lat ||| vara en norm pa ett integritetsomrade R och lat K vara kvotkroppen av R. Om
man definierar

_ Al g ry # 0,

LY |
72l

T2

sa far man en norm pa K (kontrollera att definitionen ar korrekt!). Légg mérke till att
normerna i bade (b) och (c) far man ur den (p)-adiska normen pa Z respektive K[X] (se (d))
med hjalp av den konstruktionen.
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(f) Lat R vara en Banachalgebra med norm || ||. Da &r villkoren (a) — (d) i (9.1) uppfyllda.

(g) Lat R = V vara ett normerat linjart rum 6ver R eller C med norm || ||. Man kan betrakta
R som ring om xzy = 0 da z,y € R. Villkoren (a) — (d) i (9.1) ar uppfyllda.

(9.3) Anmaéarkning. (a) Om || || & en norm pa en ring med etta R sa &r ||1|| = 1. Vi har
L[] = LI och [[1]] # 0 ger [|1f] = 1. Om |[1] = 0 sa &r ||z[| = ||« - 1| = [l[| - [|1]} = O for
varje x € R, vilket strider mot forutséttningen att det finns 9 € R med ||xo|| # 0.

(b) Om ||| &r en kvasinorm pa R sa ar J = {z € R : ||z]| = 0} ett R-ideal (Ovn. 1).
Funktionen ||Z|| := ||z||, d&r Z = = + J, &r en véldefinierad kvasinorm pa R/.J som dessutom
uppfyller villkoret (9.1)(a’).

(c) Om ||| &r en norm pa en ring R si kan man definiera en topologisk struktur pa R vars
bas bestar av alla omgivningar U,. = {x € R: ||z —r|| < €}. Se vidare Ovn. 8.

(9.4) Proposition. Om ||| dr en kvasinorm pd R sd dr |||z|| — [|y]l| < ||z — y]|-

Bevis. [lz]| = [lz —y +yll < [l =yl + [yl och [yl < lly — 2] + [l=]|. Men [z —y|| = [ly — =]
enligt (9.1)(Db). O

(9.5) Definition. Man séger att en kvasinorm || || pa R &r icke-arkimedisk eller ultra-
metrisk om i stéllet for (9.1)(c) géller det att ||z + y|| < max(||z|, |ly]]) (se (9.2) (b), (c),
(d)). Om R’ C Roch ||| =1 dar’ € R’ sa siger man att || || ar trivial pa R'.

U
(9.6) Ostrowskis sats. Normerna ||z|| = |z|*, 0 < a < 1, och de p-adiska normerna ||z||,
ar alla icke-triviala normer pa Q. O

For ett bevis se t ex N. Koblitz “p-adic Numbers, p-adic Analysis and Zeta-Functions”.

(9.7) Anmiirkning. Ett resultat som svarar mot (9.6) for K (X) (och ir enklare — se Ovn. 4)
sager att alla icke-triviala normer pa K (X) som &r triviala pa K ges av de p-adiska normerna
|||, ur Exempel (9.2)(c) samt normen

[@lloo = p*=), da ©#0 och [0]lc =0,
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diar 0 < p < 1 och v (p) = grad(n) — grad(m), for ¢(X) = % Om R = K[+], s& &r

||l den norm som definieras av idealet (5) = I C R i enlighet med (9.2)(d) och dérefter
forlangs till kvotkroppen K (%) = K(X) ienlighet med (9.2)(e). Vi skall aterkomma till detta
exempel senare (se Kap. 19).

t
(9.8) Definition. En valuation ar en funktion v : R\ (0) — R sadan att
(a) v(zy) = v(z) +v(y),
(b) v(z +y) > min(v(z), v(y)).

D

For exempel se (9.2)(b) och (c¢). Varje valuation definierar normer:
|z]lo = p*@®),  d& 2 # 0 och [|0]], = 0,

dér 0 < p < 1 (notera att v(£1) = 0 sa att v(x) = v(—=z)). Valuationen v kallas diskret om
v(x) genererar en diskret delgrupp till RT — en siddan grupp ér isomorf med Z* och bestar
av alla multipler nrgy av ett reellt tal 7o > 0 (se Ovn. 5). Motsvarande norm || ||, kallas ocksa
diskret. Vi skall vanligen forutsitta att ro = 1 sa att v(x) = n for ett heltal n.

(9.9) Exempel. Lat R vara en diskret valuationsring, K dess kvotkropp och m = ()
maximalidealet i R. Om x # 0, x € R, sa ar () = (7") {6r nagot n sa att x = 7"¢, ¢ € R*.
Lat v(z) = n. Vi far en diskret valuation pa R. Om nu x € K sa ar z = 7"¢, dar n € Z (tag
en kvot av tva element ur R) och v(z) = n definierar en diskret valuation pa K. Ligg mérke
till att v(z) > 0 < = € R och v(z) > 0 & = € m. Dessutom foljer ur « ¢ R att 1/z € m.

([l
(9.10) Proposition. Lat ||| vara en icke-arkimedisk norm pa en kropp K. Da dr
R={zeK:|z| <1}
en lokal ring med kvotkroppen K och
m={zxe K|z <1}
dess maximalideal. Om ||| dr en diskret norm (dvs definierad av en diskret valuation — se

(9.8)) sa ar R en diskret valuationsring.
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Bevis. Vi har ||z £ y|| < max(||z|],|y|]) <1 och ||lzy| = ||z|/||y|| <1 om z,y € R, sa att R
ar en ring. Om z,y € m, sa ar ||[x £ y|| <1 och om r € R sa ar ||rz| = |r|/[|z|| < 1, dvs m
ar ett ideal. Om r € R~ m, dvs 7| = 1, s &r ocksa ||r~ Y| = 1, ty ||| - ||~ = ||11]| = 1.

Alltsa r~! € R dvs alla element ur R \ m ir inverterbara. Detta betyder att R &r en lokal
ring (se (4.9)). Om r ¢ R sa ar [|r]| > 1 dvs ||1[| < 1. Alltsa & K kvotkroppen av R.
Lat nu ||| vara en diskret norm och v motsvarande valuation med viardeméangden Z* (dvs
|z|| = p*®). Lat m € m vara ett element sadant att v(7) = 1. Om 2 € R och v(z) = n
sa ar v(zm ") = v(z) — nu(r) = 0 dvs 2™ = ¢ € R*. Alltsa dr ¢ = ex*®). Om nu
I # (0) &r ett godtyckligt ideal i R sa kan vi vélja xg € I sa att v(xp) &r minimalt. Da &r
I = (x0) = (7@0)), ty om = € I sa ér (z) = (7°®)) C (x(*0)) = I eftersom v(z) > v(z0).
Detta visar att R ar en huvudidealring (och som en lokal ring en diskret valuationsring). O

(9.11) Komplettering av en ring. Lat (R, || ||) vara en ring med en kvasinorm. Lat C(R)
vara méngden av alla foljder {r,}22, r, € R, som uppfyller Cauchys villkor dvs sadana att

Ves0INVnn>N Hrn - Tn’” <e.

Man kontrollerar utan svarigheter att C'(R) ar en ring med avseende pa addition {r,}+{r},} =
{rn+7,} och multiplikation {r, }{r,} = {r,r,,}. Lat I vara méngden av alla 0-foljder i C'(R)
dvs saddana foljder att

v5>OE|NVn>N HrnH <Eé&.

Man kontrollerar litt att I ér ett ideal i C(R). Lat R = C(R)/I. Lat {rn,} € R och definicra

[radll = lim 7]

Observera att {||r, ||} uppfyller Cauchys villkor ty |||75 || = |7 ||| < llrn—7w|| < edan,n’ > N
enligt (9.4). Definitionen av |[{ry}| &r korrekt. I sjilva verket ger {r,} = {r} } att {r,—7,} €
I dvs limy, o0 [[rn—r7 || = 0. Men |||rp || =7 | < [[rn—7p, || 58 att limy,—co [|7n ]| = limy,—co (|77, |-
Man kontrollerar enkelt att ||| &r en kvasinorm pa R, dvs att villkoren (9.1)(a) — (d) &r

uppfyllda (observera att en norm pa R ger en norm pa R).

Ringen R med kvasinormen || || kallar man for kompletteringen av R med avseende pa
[[ll. Vi har en naturlig homomorfism

t:R— R,

dér ¢(r) = {rp} med r, = r for alla n. Bilden av r skall vi beteckna med {r}. Homomorfismen
¢ behover inte vara injektiv. Viharo(r) =0 {r} € I & |r|| =0. Alltsaom ||r|| =0 < r =0
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sa dr ¢ injektiv. I varje fall har vi |7| = ||{r}|| s& att kvasinormen pa R forlinger den pa R.
i

Vart nista resultat visar att kompletteringen ger en fullstandig ring dvs R=R.

(9.12) Proposition. Kompletteringen (R,||) av (R,|||) dr en fullstindig ring dvs om
{Pk}k 1> Pk € R ar en foljd som uppfyller Cauchys villkor sa dr den k‘onvergent dvs det finns
pE R sd att limg_o pr = p. Dessutom ar R tat ¢ R dvs varje element i R ér ett gransvdarde
av en foljd bestaende av element i R.

Bevis. Forst observerar vi att om p € R, p = {r,} si ir p = limg oo {ri o2, (observera att
{re}>2, betecknar en 56ljd som har alla termer lika med 7). I sjdlva verket har vi

lp = {ritpzall = [H{rn = ritl = o flrn —rgl].

Alltsa ar limg_,o0 || p— {76152 || = limy o0 limy, 00 |rn—7%| = 0ty {rn} >, uppfyller Cauchys
villkor. Detta visar att R &r tit i R. Antag nu att pp = {rnk}n 0» Tnk € R. Vi vet att
pr = limp oo {rp}. Lat oss vilja 1, € R sd att [pr, — {re}|| < 7 (t ex kan ry villjas som
Tk for ett lampligt n). Foljden {py} uppfyller Cauchys villkor sa att foljden {rj}3>, gor det
ocksé. Lt p= {r}. Nu dr limy oo pi = p ty 91— pll < |k — {ridll + | {re} — pll — 0 dirfor
att ok — (i} < & och limy_o{rs} = p. .

Lat oss ocksa bevisa foljande viktiga observation:
(9.13) Proposition. Om || || dr en norm pa en kropp K sa dr ocksa K en kropp.

Bevis. Vi maste visa att om p € K och p # 0 sa existerar p~!. Lat p = {r,}, r, € K. Vi
kan forutsatta att r, # 0 for alla n, ty det finns ng sa att r, # 0 da n > ng och man kan
ersitta alla r,, for n < ng med r, =1 —om {r,} och {r] } skiljer sig for ett andligt antal n sa
ar {r, —r),} en 0-foljd. Nu pastar vi att {%} ar en Cauchy foljd. Vi har:

1 1

Tn Tn'

_ M=l _ e

Alrllllrwll = £

dar ||rnl] > E > 0 och |1, — rp|| < & da n,n’ > N (lim ||r,|| existerar och ar > 0 samt alla
rn # 0). Det ar klart att p=! = %} ty pp~t = {1}. O

Tva efterfoljande resultat ger en mojlighet till att beskriva kompletteringar av ringar och
kroppar i vissa specialfall. Vi skall anvinda dessa resultat for att beskriva kompletteringar
av Z,Q, K[X] och K(X).
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(9.14) Proposition. Lat R vara en fullstindig diskret valuationsring med mazimalidealet
m = (7). Lat A C R vara en mdngd sadan att a+m,a € A, ger alla och olika sidoklasser till
m ¢ R. Da kan varje element r € R entydigt skrivas pa formen:

r:a0+a17r+a27r2+...,

dar a; € A, dvs r = limy,_o Sp, Sp = ag + a17™ + ... + a7,

Bevis. Lat r € g9 +m. Da arr —ag = nry dvs r = ag + 7r1. Vidare induktivt: Om
r=ag+a1m+...+apn 1+ 1w, r € R, &AL Ty € ap +m, dVS 7, — ap = Trn+1, vilket
ger r =ag+a1m+ ... +an 17+ a,m + 17T Det dr klart att {s,,} konvergerar mot
Tty T — 8y =y T sd att v(r — s,) > n+ 1 (eller: ||r — s, < p"FL diEr 0 < p < 1).

Entydigheten. Antag att 7 = ag + a1m+ ...+ ap7m™ + ... = aj + aj7 + ...+ a, 7" +.
att s, + 71" r, = S%—I—W”H ;z-l—l? dér ry,11,7,,,, € R. Antag att ag = a6, e Qp_1=a
Da dr a,m™ + 7"y = a7 + 7"yl L, vilket ger ap, + Trpg = al, + 7T"’n+1 Allts

!/
n—1-
a ar

ap — al, € m sa att a, + m = a), + m. Enligt definitionen av A far vi a,, = al,. t

(9.15) Proposition. Lit K vara en kropp med en icke-arkimedisk norm | || och lit (K, | ||)
vara kompletteringen av (K, || ||). Lat

R={zeK:|z[| <1}, m={zre K: || <1},

och
R={zeK:|z[| <1}, m={ze K: |z <1}

Da dr }AEA: {{rn}t € K : 7, € R} och den naturliga injektionen R — R inducerar en isomorfism
R/m = R/m (se (9.10)).

Bevis. Om p € K och p = {rn}, diir 7, € R s& ar ||p|| = limp—oo |ral| < 1 dvs p € R.
Omvint. Lat p € R dvs p = {an}, 2, € K och ||p|| < 1. D4 existerar ng sé att ||z,| < 1 da
n > no. I sjélva verket ar |[{zn}l| = [{2n} — p + pll < max([[{zn} —pl, llpl]) <1 dan >ng
ty |{xn} — p|| — 0 da n — oo. (jfr bevis for (9.12)). Alltsa ar p = {r,}, dar r, = 0, n < ng
och r, = x, da n > ng sa att forsta pastaendet ar bevisat.

Lat nu p = {r,} € Roch r, € R. Vilj r € R sa att ||p— {r}|| < 1 (jfr bevis (9.12)).
Definiera ¢ : R — R/m sé att ¢(p) = r +m. Definitionen &r korrekt ty om |[p — {r'}| < 1 s&
ar ||r—r'|| = |lr—p+p—7r'|| <max(||r—pl,|lp—7'|]) < 1dvsr—r" € m. Om ||p1—{r1}|| < 1och
[p2 —{r2}l| < Lsadr [|p1+p2—{r1 +r2}|| <1och [[p1p2—{rira}|| < 1 (enkla uppskattningar
av ||]]) sa att ¢ : R — R/m dr en ringhomomorfism. Det &r klart att ¢ dr surjektiv (vélj
p={r}). R/m ir en kropp sa att Kerp ar ett maximalideal i frn lokala ringen R (se (9.10)).
Alltsa ar Kerp = m (se (9.10)), vilket ger R/m R/m. O
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(9.16) Exempel. (a) Om ||z|| = |z| dd = € Q sd &ir Q = R.

(b) Lat || ||, vara den p-adiska normen pa Q. Kompletteringen av Q med avseende pa H:er

kallas kroppen av de p-adiska talen och kommer att betecknas med (@p » = {z € Qp :
|z, < 1} kallas ringen av de p-adiska heltalen. Z,) = {z € Q : ||z||, < 1} dr lokaliseringen

av Z med avseende pa (p) och Zp ={z ¢ @p :|lz|l, < 1} dr kompletteringen av Z,). Ringen
Zy ar en diskret valuationsring (se (9.10)) och p (mera exakt {p}) genererar dess maximalideal
(se bevis (9.10)). Man har Z,/(p) = Z,)/pZ) = Z/(p) sa att 0,1,...,p — 1 kan véiljas som
representanterna av alla sidoklasser. Enligt (9.14) far vi att elementen i Z, ar

ap+ap+ap® + ..., dir a;€{0,1,...,p—1}.

Observera att varje element i ip kan ocksa beskrivas som p = {r,} dér r,, € Z med r,, =
ap+a1p+...+app" (den sista slutsatsen far man i efterhand men det ar mycket latt att visa
direkt att for varje x € Z,) (dvs r =", p{n)oche >0 finns det a € Z sa att ||z —all, < ).

Gruppen Z* av alla enheter i Z bestar av e = ag+aip+asp®+. .. sadana att ag # 0 och varje
nollskilt element i Zp kan skriva entydigt som produkt ep™, dar e € 2;; och n > 0. Alltsa kan
varje nollskilt element i @p skrivas entydigt pa formen ep”, dar € € i;; ochn=0,+1,4+2,....

(c) Pa liknande sétt far vi att kompletteringena av C[X] med avseende pa || |,, dér p = X,
dr ringen C[[X]] av formella potensserierna. Kompletteringen av C(X) dr kvotkroppen av
C[[X]] som betecknas med C((X)) — det ar kroppen av formella Laurentserier (se Ovn. 11).

0
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OVNINGAR
9.1. Lat || || vara en kvasinorm pa R och I = {x € R: ||z|| = 0}.

9.2.

9.3.

9.4.

9.5.

9.6.

9.7.

9.8.

9.9.

9.10.

(a) Visa att [ &r ett ideal i R.

(b) Visa att om man definierar ||Z| = ||z||, ddr £ = x + I, sa far man en véldefinierad
kvasinorm pa R/I som uppfyller (9.1)(a’).

Lat || || vara en icke-arkimedisk norm pa R. Lat z,y € R och antag att ||z|| # ||y||. Visa
att ||z + yl| = max([z], [ly[])-

(a) Visa att (3,34,334,3334, ...) ir lika med 2/3 i Zs.
(b) Bestém den 2-adiska utvecklingen av 2/3. Ar detta ett heltal i Qy?
(c) Bestam de forsta 4 siffrorna av /—1 i Q1s.

Lat v vara en icke-trivial valuation pa K(X) som &r trivial pa K (dvs v(a) = 0 da
a € K*). Visa att v ar diskret och under forutsittningen att v(K(X)*) = ZT visa att
v sammanfaller med en av valuationerna vy, voo ur (9.17).

Ledning. Lat R, = {¢ € K(X) : v(p) > 0}, m, = {p € K(X) : v(¢) > 0}. Motivera
att R, &r en lokal ring med maximalidealet m, (se (9.10)). Antag forst att v(X) > 0.
Da ér R, D K[X]. Lat m, N K[X] = (p). Visa att R, = K[X](,) och v(p) = 1. Antag
darefter att v(X) < 0. Visa att R, D K[+] och motivera att R, = K[%](%) sa att
V= Uso.

En delgrupp G # (0) till R* kallas diskret om for varje g € G existerar ett intervall
(a,b) sadant att (a,b) NG = {g}. Visa att G &r en oandlig cyklisk grupp (dvs G =

{nro, n € Z,ro # 0}).

Lat ||| vara en norm pa en ring R. Lat vidare R* vara en ring som é&r fullstdndig m.a.p.
en norm || ||. Antag att R* DO R och ||r]|' = ||r|| da » € R. Visa att om R &r tét i
R* (dvs varje element i R* &r ett grinsvirde av en foljd {r,}, r, € R m.a.p. [|[|’) sd
dr (R*,|||") R-isomorf med (R, ||||) dvs det finns en isomorfism ¢ : R* — R sadan att
o(r)=rdare Roch |r|] =|e(r)|] dare R*.

Betrakta en kommutativ ring R som topologiskt rum med topologin definierad av en
norm || || (se (9.3)(c)), och R x R som topologiskt rum med produkttopologin. Visa att
addition och multiplikation i R &ar kontinuerliga som funktioner fran R x R till R.

m

(a) Visa att Z &r tit i Zg,) m.a.p. normen |||, (dvs till varje 7t € Z,) och ¢ > 0
existerar ett heltal a sa att |t —a|, < ).

(b) Genom att utnyttja (a) visa att Z &r tét i Z,
Visa att kroppen av de p-adiska talen Q, ar lokalt kompakt, men inte kompakt.

Lat v, vara valuationen av K(X) definierad av polynomet X i K[X] (se (7.17)) och
K(X)" kompletteringen av K (X) med avseende pa en norm definierad av vy. Visa att
K[X]|" = K[[X]] och K(X)" = K((X)) ar kroppen av de formella Laurent potensserier
(= kvotkroppen av K[[X]]).
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9.11.

9.12.

9.13.

9.14.

9.15.

Ledning. Visa att K[X] dr tit i K[X]x) (m.a.p. ||||x). Utnyttja dérefter Ovn. 7
for att visa att K[X] ar tat i R = {p € K(X)": ||pllx < 1}. Motivera att R/m =~ K
(m={p € K(X)":|e¢lx <1} och utnyttja (9.15).

Visa direkt att K[[X]] med normen ||| = p* om ¢ = ap X* + ap 1 X+ ... ap #0
(0 < p < 1) ar kompletteringen av K[X] med avseende pa || || (begransad till K[X] C
K[[XT]).

Lat R C R och lat [/ || vara en kvasinorm pa R'. Visa att R kan betraktas som en
delring till R’ (definiera en naturlig injektion).

Lat R vara en ring med kvasinorm || och M en R-modul. Man séger att ||| &r en
kvasinorm pa R-modulen M om ||m|| > 0, ||mi + ma|| < ||ma]| + ||me||, [|m| = || — m||
och ||rm|| < |r|||m| da m,mi,ms € M, r € R.

(a) Definiera kompletteringen M m.a.p. Il (konstruktionen liknar konstruktionen av
R).

(b) Visa att M &r en R-modul di man definierar {rn} {mn} = {rnmn}, dir {r,} € R
och {my} € M éar klasser av Cauchy-foljder (man maste visa att definitionen &r korrekt).

Lat I vara ett ideal i R och lat M vara en R-modul. Man definierar den /-adiska normen
av M pa foljande satt: Lat M* = (72 I"M och 0 < p < 1.) Om m € M* lat ||m|| = 0.
Om m ¢ M si existerar n s& att m € I"M ~. I"*1 M. DA definierar man ||m| = p".

(a) Visa att || || &r en kvasinorm pa R-modulen M da R betraktas med den I-adiska
normen (se (9.2)(d)).

(b) Lat f : M — N vara en homomorfism av R-moduler. Visa att f definierar en
R-homomorfism f: M — N.

Anmirkning. Man far enligt (a) och (b) en funktor fran R-moduler till R-moduler.
Man kan visa att i fall 0 — M’ — M — M"” — 0 ar en exakt foljd av andligt genererade
R-moduler &ver en noethersk ring sa &r féljden

O—>]/\i'—>]/\4\—>]/\4\”—>0

ocksa exakt. Men bevis av den egenskapen &r inte lika enkelt som for lokalisering (se
(9.13)). Man kan visa att om R ér noethersk sé éir R noethersk (I-adisk komplettering).
Detta bevis ar ocksa vésentligt svarare dn beviset att lokalisering av en noethersk ring
ar noethersk.

Lat R, Re vara tva diskreta valuationsringar sadana att Ry C Ry och my = Ro Nmy,
dar m; ar maximalidealet i R;. Visa att Ry = R».



Kapitel 10

ALGEBRAISKA MANGDER I
PROJEKTIVA RUM

Redan i kapitel 2 introducerade vi affina algebraiska méngder som darefter kunde anvéandas
for att berika olika algebraiska begrepp med geometrisk tolkning. Algebraisk geometri, som
ar en mycket central del av algebran, studerar algebraiska méngder (dvs 16sningsméngder
till polynomekvationer) med hjalp av mycket varierande metoder. Den mest fundamentala
metod som nagot sporadiskt anvéndes redan av I. Newton och L. Euler, men etablerades av
G. Monge i slutet av 1700-talet ar att komplettera affina algebraiska mangder med “oéndliga”
punkter i projektiva rum. En sddan utvidgning av en affin algebraisk méngd till en projektiv
innebér att man far ett fullstindigt objekt (dven i topologisk mening) vars egenskaper &r
mycket lattare att beskriva. Vi har valt har en nagot ovanlig metod att motivera behovet av
projektivisering genom ett viktigt samband mellan punkter pa affina kurvor och valuationer av
deras funktionskroppar. Kapitlet har en preliminar och 6versiktlig karaktar. Flera bevis har
utelamnats. I appendix forklarar vi hur projektiva méangfalder forhaller sig till det allménna
mangfaldsbegreppet.

(10.1) Exempel. Vi vet att alla normer av C(X) triviala pa C ges av |||, och |||« (se
(9.2)(c) och (9.7)). De kan beskrivas pa foljande sétt:

lell, = p"®  dap#0 och [0, =0 (0<p<1),
déar (p) = (X — a) &r ett maximalideal i C[X] och for
o =(X—a)'d, dir g(a)#0#h(a)

ar vy(p) =k, dvs k ar multipliciteten av a som ett nollstélle eller en pol till ¢ samt

119
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lelloo = =@ da ©#0 och [[0fee=0 (0<p<1),

dir veo(p) = deg (h) — deg (g) om ¢ = {. Valuationerna v, svarar en-entydigt mot olika
komplexa tal ¢ € C. Hur kan man forklara narvaron av v.,? Vi har

)TL
b + b1 (%) + -+ + bo(%)™

X

an X" + -+ ap _<1>n—m an+an—1(%)+'”+a0(

»—-><‘>—\

X) = —

och oo () = n —m dvs veo(p) sger om multipliciteten av oo som ett nollstélle eller en pol
till p. Pa det sdttet far vi att alla valuationer pa C(X) svarar en-entydigt mot alla punkter
pa Riemannsfiren (= det utvidgade komplexa planet C U {oo})f.

Om man t ex betraktar parabeln V = {(z,y) € C? : y = 22}, ringen av de reguljira
funktionerna pa denna C[V] = C[z,y] = C[z] (ty y = 2?) och dess kvotkropp C(V) = C(x)
sa far man exakt samma situation: alla punkter pa V definierar alla valuationer av C(V)
utom en — punkten (a,a?) svarar mot idealet (z — a) C C[z] som definierar den diskreta
valuationsringen C[X ]( X—a)- Vi saknar en valuation ve. Detta visar att det borde finnas
en punkt till pa4 parabeln. Hur kan man definiera den punkten? Den naturliga l6sningen
(som svarar mot kompletteringen av C med oo) visar sig vara 6vergangen till projektiva rum
(observera att parabeln ligger i C? ej i C!).

(10.2) Definition. Lat K vara en kropp. Med projektiva rummet P"(K) menar man
méngden av ekvivalensklasser av alla uppséttningar (zo,...,z,), ; € K, sadana att inte
alla z; = 0 och (zo,...,x,) &r ekvivalent med (z,...,z)) da och endast da det finns a €
K, a # 0, sa att 2} = ax;. Ekvivalensklasser kallas punkter och kommer att betecknas med
(xo;x1;...;2n). x; kallas projektiva koordinater.

Om F(Xo,...,X,) ar ett homogent polynom sa sdger man att (xq;...;x,) ar ett nollstélle
till F' (en l6sning till ' = 0) om F(xg,...,x,) = 0 (ldgg mérke till at F(axo,...,az,) =
ad*e P F(zq,...,x,) sa att definitionen enbart beror pa punkten).

Med en projektiv algebraisk mangfald V' i P"(K) menar man méngden av alla punkter
(xo;...;xn) € P*(K) som uppfyller ett homogent ekvationssystem F; = 0,7 € I (I &r en
indexméngd).

O

tEgentligen far man en en-entydig motsvarighet mellan alla diskreta valuationsringar i C(X) som innehéller
C och punkterna pa Riemannsfaren. Tva icke-arkimediska normer kallas ekvivalenta om deras lokala ringar
ar identiska (se (9.10)). Olika p, 0 < p < 1, definierar olika || ||, men samma valuationsring R = {¢ € C(V) :

lloll <1}
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(10.3) Exempel. (a) Betrakta P?(K). Alla punkter (wo;x1;22) med z9 # 0 kan rep-
resenteras av (1,%,%). Om % = x, i—i = y, sa svarar punkten (1,z,y) mot punkten
(r,y) € K2, och omvint, mot (z,y) € K? svarar punkten (1,z,y) € P?(K). P& det
sittet kan K? betraktas som en delmingd till P?(K). Det finns 3 naturliga delmingder:
Ui = {(zo;71;22);2; # 0}, = 0,1,2. Dessa tre mingder ticker hela P?(K). Varje U;
kan identifieras med K2. Samma sak giller P"(K) som kan tickas av (n + 1) mingder
Ui = {(xo;...;2p) : x; # 0} f6r i« = 0,1,...,n och punkterna i U; svarar en—entydigt mot

punkterna i K™.

(b) Betrakta den projektiva linjen P*(C) 6ver C. Hir har vi P(C) = Uy U Uy, déir Uy bestar
av alla punkter (1, 21) med zg # 0, och Uy av alla (72,1) med 21 # 0. Om z = ! sd kan
Up identifieras med C! (genom (1, 2) = ). Det finns endast en punkt i Uy som inte finns i

Up — punkten (0,1) (“punkten oo”). P!(C) kan uppfattas som Riemannsfiren. Dess punkter
svarar en—entydigt mot alla valuationer av C(X) som &r triviala pa C.

(c) Lat (AY) vara Pliickerkoordinaterna av ett r-dimensionellt delrum till ett vektorrum
V over en kropp K, dar dimg V = n. Enligt Ovn. 5.6 och 5.7 svarar (AY) mot punk-
ter i ett projektivt rum (vars dimension &r (1) —1). T ex far man for n = 4,r = 2,
(A12; A3, A A23; A%4; A3%) € P5(K). Dessa punkter bildar en projektiv mangfald med ek-
vationen X12X34 — X13x24 4 x14X23 — () (se Ovn. 5.7 (c)) (I6sningarna svarar en-entydigt
mot linjer i P3(K)). For godtyckliga r,n far man projektiva mangfalder — de kallas Grass-
mannmangfalder.

(d) Lat V = {(x,y) € C: y = 22}. Parabeln V i C? definierar en punktmiingd i P?(C). Man
kan inbidda parabeln i P2(C) som mingden av alla punkter (1,z,%y) med y = 22. Det finns
ett irreducibelt homogent polynom F'(Xy, X1, X2) som har bland sina nollstéllen alla punkter
(1,z,y), y = 2. Det ir litt att hitta ett sidant: XXy — X3 = 0 (det #r entydigt bestimt
sa ndr som pa en faktor ur C* — se (e) nedan). Nu fragar vi om alla punkter som uppfyller
ekvationen XXy — X1 = 0. Om xp # 0 s& kan vi vilja 9 = 1 och vi har alla punkter
(1,21, 72) med 2o = 2. Om zy = 0 s& maste 1 = 0. Vi viiljer d& t ex z = 1 dvs punkten
(0,0,1) — “punkten i 0o” pa parabeln (den “saknade” punkten i samband med var diskussion
av normer i borjan av detta kapitel).

(e) Lat K vara en algebraiskt sluten kropp och V = {(z,y) € K? : F(x,y) = 0}, diir F &r ett
irreducibelt polynom i K[X,Y]. V ir en irreducibel kurva i K? som kan inbiddas i P?(K)
genom (z,y) + (1,z,y). Man hittar det irreducibla homogena polynom F som bland sina
nollstéillen har alla nollstéllen till F(X,Y") = 0 pa foljande sétt:

X X
F(X0.X1, Xo) = Xg8F'F (X(l) Xi) .

Kurvan V' = {(z0;21;22) € P*(K) : F(x0,71,72) = 0} kallas projektiva héljet till V. F
ar entydigt bestdmt av F' sa nér som pa en faktor ur K* (bevis &r enkelt — man kan t ex
utnyttja Nullstellensatz). T ex definierar den elliptiska kurvan Y2 = X3 +aX +bi C? kurvan
XoX2 = X} +aX2X, + bX3 i P?2(C) — den enda punkt som skiljer dessa kurvor &r (0,0, 1).
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Den affina kurvan X3 + Y3 = 1 i C? definierar X3 + X3 = X3 i P2(C) med 3 nya punkter:
(0,1,¢), dir €% = —1.

0

Det faktum att det finns en en—entydig motsvarighet mellan alla punkter pa Riemannsfaren
och alla valuationsringar i C(X) som innehaller C &r ett specialfall av f6ljande resultat:

(10.4) Sats. Lat V = {(x,y) € C? : F(x,y) = 0} vara ett irreducibelt kurva och V dess
projektiva holje i P?(C) som dr icke-singuldr (dvs kurvorna U; NV, i = 0,1,2 dr icke-singulira
~ se (8.11)). Dad finns det en en—entydig motsvarighet mellan alla punkter pa V och alla
diskreta valuationsringar med kvotkroppen C(V') som innehaller C.

(10.5) Anméarkning. Ekvationen F'(z,y) = 0 definierar y som en algebraisk funktion av z.
Den kompakta Riemannyta som svarar mot den funktionen &r just V' (se vidare (10.6)(b)).

0

Bevis. Lat Clz,y] = C[X,Y]/(F(X,Y)) vara ringen av de reguljira funktionerna pa V' och
lat C ¢ R C C(z,y), dar R &r en diskret valuationsring. Antag forst att =,y € R sa att
R D C[z,y]. Lat m vara maximalidealet i R. Da ar m N Clz,y] # (0) ty m N Clz,y] = (0)
ger att alla nollskillda element i C[z,y] har inverser i R (R &r lokall) sa att C(z,y) C R
— en motségelse. Men dimClz,y] = 1 (se (7.15)) sa att m N C[z,y] ar ett maximalideal i
Clz,y]. Enligt Nullstellensatz &r m N Clz,y] = (v — a,y — b) for lampliga a,b € C sa att
(X —a,Y —0b) 2 (F(X,Y)) i CX,Y] dvs F(a,b) = 0. Nu ar det latt att bevisa likheten
R = Clz,ylm, ), dir m(gp) = mNClz, y] (se Ovn. 9.16). Detta visar att varje R med z,y € R
definierar entydigt en punkt (a,b) € V.

Betrakta nu ekvationen F(zg, 21, 72) = 0 for V C P?(C). Punkterna pa V svarar en—entydigt
mot punkterna pa V N Uy och F(X,Y) = F(1,X,Y) (se (10.3)(e)). Vi skall identifiera V
med V N Uy (dvs identifiera (z,y) med (1, z,y)) och betrakta F(X,Y) = F(1,X,Y) = 0 som
ekvationen for V N Uy.

Betrakta nu VNU;. Den kurvan har ekvationen Fy(X,Y) = F(X,1,Y) da punkten (x,1,y) €
V N U; identifieras med (x,y) ((z,1,y) € VNU, & F(x,1,y) = Fi(z,y) = 0). Kurvan
Fi(X,Y) = 0 ar irreducibel (som 6vning visa att polynomet F ar irreducibelt i C[X, Y] d&arfor
att F #r irreducibelt). Ringen av de reguljira funktionerna pa denna kurva ar C[V N U;] =

C[X,Y]/(F1) = C[2, Y] (observera att Fy(1,%) = F(L,1,%) = ()48 F(z,y) = 0. Dérefter

T’ T’ T? T

betrakta homomorfismen C[X,Y] - C(z,y), dir X — z och Y — y.). Enligt resonemanget

i borjan av beviset svarar punkterna pa V NU; en—entydigt mot alla diskreta valuationsringar
R sédana att C[V NU;] C R C C(L,%) =C(z,y).

P4 liknande sitt betraktar man VNUs som ér en kurva med ekvationen Fy(X Y) = F(X,Y,1).

Den ir irreducibel och C[V N U] = C[X,Y]/(Fy) = C[Z, %] Punkterna pa V N Uy svarar en—
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entydigt mot alla diskreta valuationsringar R sddana att C[V NUs] C R C C( o %) = C(z,y).

Nu observerar vi féljande viktiga egenskap: R maste innehalla z,y eller %, 4 eller %, % dvs R

definierar exakt en punkt pa V. Om man antar att t.ex. # ¢ R sd 1/z € R (se (9.9)). Om

yERsaarf 4cR Omiveny ¢ Rsal/yc R. MenfGReller € R sa att R innehaller

1 z
) E eller vy
Omvint, om P € V s& tillhér P unionen (V N Up) U (V NUy) U (V NUs) dvs P definierar

ett maximalideal i (minst) en av ringarna Cz,y|, C[1, ¥] eller C[& 1]. Lokalisering ger da

en diskret valuationsring R = O, med kvotkroppen C(z,y) (se 8 12 Observera att R
ar oberoende av vilken av de tre ringarna man lokaliserar om P tlllhor ohka snitt V' N U;)

(P = (ap,a1,az2) ger (m—%y—%)l@[:p yl ddag #0. (2 —% ﬂ—g—f)i@[%,%] da a; #0

a1’ x
och (% - %’% - E) i C[ } da az # 0. Om t ex agay # 0 sa far man Clz,y]p—ay—p) =
C[ivi](;_; y_by, dara_ a1 b= Z(z) ) -

Hittills har vi enbart diskuterat irreducibla plana kurvor dvs kurvor som kan beskrivas i C?
med hjilp av en irreducibel ekvation F(X,Y) = 0 eller motsvarande F(Xo, X1, Xs) = 0 i
P2(C) (se (10.3)(e)). Mera allmiint, lat V' C C™ vara en irreducibel algebraisk méngfald. Man
sager att V ar en kurva om dim C[V] =1, yta da dim C[V] = 2 osv. En 6vergang fran affina
rum C” till projektiva P"(C) &r lika naturlig i alla dimensioner — man ersétter ekvationerna
F(Yi,....Y,) =0,i€ I, for V med

Xl Xn

E(Xoﬂ"'vXn):Xgeg 1Fl(}(() wfo

Dessa ekvationer beskriver
V ={(zo0,...,2n) € P"(C): Fy(x0,...,2,) =0 for varje i € I}.

V har en 6vertiickning med mingderna V N U;, i = 0,1,...,n (se (10.3)(a)). Om P € V
och P € V NU; sa har man den lokala ringen av P pa V : Op = C[V N Ujlw,, dir m, &r
maximalidealet motsvarande punkten P i C[V NU;]. O, &r oberoende av i som vi sag i
beviset for (10.4) (om P tillhor olika vertdckningsméangder). Man sédger att en algebraisk
kurva V' C P*(C) &r icke-singuldr om varje punkt P € V &r icke-singulér dvs O, ér en diskret
valuationsring. Sats (10.4) géller fortfarande (bevis fordndras ovasentligt): O, ger precis alla
diskreta valuationsringar som innehaller C och har kvotkroppen C(V) := C(V N U;) (samma
C(V) oberoende av i — se beviset for (10.4)).

(10.6) Anmiirkning. (a) En algebraisk kurva V = {(z,y) € C? : F(x,y) = 0} kan betraktas
som en yta 6ver R — ekvationen F(z,y) =0, z = a+bi, y = c+di, a,b,c,d € R, kan erséttas
med tva ekvationer Fi(a,b,c,d) = 0 och Fy(a,b,c,d) = 0, dar Fy, Fy dr polynom med reella
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koefficienter. Dessa beskriver en yta i R* (lokalt kan man uttrycka l6sningarna med hjilp av
tva parametrar).

(b) Lat V = {(x,y) € C? : F(x,y) = 0} vara en godtycklig irreducibel kurva. Det finns
da en kurva V* C PN(C) (for ett lampligt N) sidan att C(V*) = C(V) och V* ir icke-
singulir. En algebraisk konstruktion av V* bygger pa att ringarna C[V N U;],i = 0,1, 2,
ersitts man med deras hela holjen 1 C(V') (dessa &r Dedekindringar enligt (8.16)). En analytisk
konstruktion av V*, som dr Riemannytan' av den algebraiska funktionen F(z,y) = a,(x)y" +
-+ ap(x) = 0, a;(X) € C[X], bygger pa analytisk fortsittning: om (zo, o) € C? #r siddan
att F(xzo,y0) = 0 och %(xg,yo) # 0 sa existerar ett omrade U,, C C och en analytisk
funktion = — g(z), v € U, sadan att F(z,g(x)) = 0 i Uy,. Man konstruerar dérefter
Riemannytan av F genom analytisk fortséttning av paret (Ug,,g). Man far da &ven en
naturlig projektion V* — PL(C), dir (U,,,g) — xo som mycket naturligt kan beskrivas i
termerna av den dndliga kroppsutvidgningen K(z) C K(z,y), dér y uppfyller F(z,y) = 0
(och motsvarande ringutvidgningar K[z] C hela héljet till K[2] i K(z,y), K [1] C hela héljet
till K[2]1 K(z,y)).

For orienteringens skull avslutar vi detta kapitel med nagra satser om algebraiska kurvor.
Dessa satser kraver betydligt storre utrymme for att kunna presenteras med fullstandiga
bevis.

(10.7) Definition. Lat V vara en icke-singulir irreducibel algebraisk kurva i P?(C). Med
en divisor pa V menar man ett godtyckligt element i den fria abelska gruppen Div (V) som
genereras av alla P € V dvs D € Div (V) om

D=> n,P,
dar n, € Z, n, = 0 for nastan alla P € V. Med graden av D menar man:
deg (D) = Z Np-

Om D = } n,P och D' = 3 n;,P sa skriver man D > D' om ny, > n;, for varje P € V.
Lat v, beteckna den (diskreta) valuation som svarar mot ringen 0, C C(V') (se (9.9)). Om
¢ € C(V) definierar man divisorn av ¢:

() =D _vplep)P.

Man skriver (¢)g = > vp(@)P, vp(p) > 0 och (¢)eo = — > vp(p)P, vp(p) < 0. Man siger
att (p)o ar divisorn av nollstéllen av ¢ och (¢)« ar divisorn av poler av ¢.

fy* C P*(C) &r en analytisk mangfald — se Ovn. 9.14 for begreppet analytisk mangfald.
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Det ar klart att

(108) (6%) = (¢) + (1) och (;)——(w),

ty vp(ey) = vp(p) + vp(¥) och vp(1/) = —vp(p) (se (9.8)). Divisorer (¢) bildar en
delgrupp till Div (V). De kallas huvuddivisorer.

(10.9) Sats. Lat ¢ € C(V), ¢ ¢ C. Da dr deg (9)o = deg (p)oo = [C(V) : C(p)] sa att
deg (¢) = 0.

(10.10) Definition. Man séger att Di, Dy € Div (V) &r linjart ekvivalenta om D; —
Dy = (p), dir ¢ € C(V). Kvotgruppen Div (V') modulo huvuddivisorer kallas gruppen av
divisorklasser och betecknas med CI(V) (jfr med (8.14)).

Varje divisor D definierar ett mycket viktigt vektorrum over C:

LID) ={peC(V):(p)+D =0} U{0}.

(10.11) Sats. L(D) dr ett vektorrum av dndlig dimension éver C.

Dimensionen av £(D) betecknas med ¢(D). Man definierar dim £(D) = 0 da £(D) = {0}.
Det faktum att £(D) ar ett vektorrum visas mycket létt, ddremot &r det svarare att visa att
dimensionen av detta rum ar andligt.

(10.12) Exempel. Liat V = PY(C) = Uy U U;. Hir dr C(V) = C(X) D C och punkterna
P € V svarar mot alla valuationsringar R sadana att C C R C C(X) (se (9.17)). Vi skall
skriva P, da P = (1,a) € P(C) och Py, da P = (0,1) och beteckna motsvarande valuationer

2241

5 sa ar

med vy, Voo. Om p =

(p) =P+ P_j — P — Py

(Voo () = deg (x — 1) — deg (2 — 1) = —1). Lat D = 2P,,. D& ér
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L(D) = {p e C(V): (¢) +2Px > 0} U {0}

Detta betyder att om ¢(z) = %, SGD (p,q) =1 84 v4(p) > 0 for varje a € C och v (p) >

—2. Alltsa saknar ¢ poler # oo dvs ¢ = 1 och grad p < 2 si att ¢ = az? + bz + ¢, a,b,c € C.
Detta visar att £(D) = 3. Mera allmént ar £(D) = deg D+ 1 da D = dP5x, med d > 0. Det ar
ocksa klart att /(D) =0da d > 0 (ty vp(p) > 0 for varje P &r oméjligt sa att £(D) = (0)).

0

(10.13) Riemanns olikhet. Ldat V wvara en icke-singulir irreducibel kurva éver C. Da
existerar ett heltal g > 0 sadant att

D) —deg D> —g+1

for varje divisor D € Div (V') och det finns Dy sa att likheten gdller. Talet g kallas genus
av V.

(10.14) Exempel. Lat V = P*(C) och D = Y niPa, — > m;jQu,, mj,n; > 0, a;, bj €
CU{oo}. Om > n; =) mj, dvs deg D = 0, sa existerar ¢ € C(V) sa att (p) = D, ty

[1(z —ai)™

= déar a;,b; # oo

7T @ —b)m
har som sin divisor D. Om D &r en godtycklig divisor sa &r
D =D+ dP,, = (¢) + dPs
for en funktion ¢ € C(V) da d = deg D (saledes ér deg D° = 0). Helt allmént géller
deg (D1) =deg (D2) och {(Dy)=4(D3)
da Dy — Dy = () for ¢ € C(V) (en enkel 6vning). Alltsa &ar

d+1)—d=1 da d>0,

{(D) — deg (D) = {(dPx) — deg (dPx) = { —d da d<0.
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Detta visar att min(¢(D) —deg (D)) =1 = —g+ 1sd att ¢ = 0 dd V = P(C). Omvint,
lat V' vara en irreducibel icke-singular kurva 6ver C av genus ¢ = 0. Lat D = P. Da &r
(D) —deg (D) > 1 dvs ¢(D) > 2. Lat ¢ € L(D), ¢ ¢ C (¢ finns ty ¢(D) > 2). Da é&r
(p) + P >0saatt (p) =Q — P. Nuidr [C(V) : C(p)] = deg (¢)o = 1 enligt (10.10). Alltsa
ar C(V) = C(y). Detta visar att V och P!(C) har isomorfa kroppar av rationella funktioner.
Detta #r ekvivalent med V = P!(C) (vi har inte definierat isomorfibegreppet for mangfalder.
Se dock appendix C).

(10.15) Anmérkning. (a) Riemann-Rochs sats beskriver skillnaden mellan vénster- och
hoger led i Riemanns olikhet. Den sager att:

(D) —deg (D) =—g+1+{¢K — D),

déar K &r en sérskild divisor pa V' som kallas kanonisk (mera exakt ar dess klass i CI(V)
kanonisk).

(b) Genus av elliptiska kurvor (med ekvationer y? = 22+ az + b i C? - se texten efter (8.13))
ar 1, och omvént, varje V' av genus 1 har C(V) = C(z,y), dér x,y uppfyller

v’ =23 +ar+b, abecC.

(c) Man betraktar differentialformer pa V (w = @dy, v, € C(V)) och ordnar en divisor
mot varje sadan form. Dessa divisorer bildar just den kanoniska klassen K (var och en kan
véljas som K i (a)). Ur Riemann-Rochs sats med D = 0 far man g = ¢(K), ty {(D) = 1
och deg (D) =0 da D = 0. g &r dimensionen av rummet av alla differentialformer w = ywy
sadana att (w) = (pwo) = (¢) + (wo) > 0 (dér (wp) = K) dvs sadana som saknar poler pa V.

0
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APPENDIX C: NAGRA ORD
OM MANGFALDSBEGREPPET

Vart syfte har ar att placera begreppet mangfald i allmannare perspektiv. Tidigare betraktade
vi analytiska méngfalder (se Kap. 5), affina algebraiska mangfalder (se Ovn. 2.20) och
projektiva mangfalder. Det finns en mojlighet att betrakta dessa begrepp som specialfall av
en allméan konstruktion. Den kraver begreppet ringat rum.

(C.1) Definition. Lat X vara ett topologisk rum och lat Uy vara kategorin av alla 6ppna
delméngder till X (se évn. 11.1 (b) — objekt ar 6ppna delméngder U C X, och Mor (U, V)
har ett element om U C V och &r tom da U € V). Med en prekédrve pa X menas en
kontravariant funktor F fran Uy till en kategori C. Ofta ar C kategorin av abelska grupper
eller kommutativa ringar med etta. Bilden av s € F(V) vid F(V) — F(U) betecknas med
s|U. O

(C.2) Exempel. (a) Lat X = R med naturlig topologi och lat F(V') = alla kontinuerliga
funktioner f: V — R. Om U C V definierar man F (V) — F(U) som restriktion: f € F(V)
avbildas pa f|y. F(V) ar en kommutativ ring med etta och restriktionerna ar ringhomomor-
fismer.

(b) Lat V' vara en 6ppen méngd i R™ och lat F(V) = alla funktioner f : V' — R av klass
C* (C*°, analytiska). F(V) #r en kommutativ ring med etta och for U C V' #r den naturliga
restriktionen av f € F(V) till U en ringhomomorfism F (V) — F(U). O

(C.3) Definition. Man séger att en prekirve F pa X &r en kérve om det for varje 6ppen
méngd U C X och for varje overtackning U = U;c;U; med 6ppna mangder U; éar foljande
villkor uppfyllt: Om s; € F(U;) ar givna sa att s;|u,nu; = sjlu,nu; for i,5 € I sd existerar
exakt ett s € F(U) sa att s|y, = s; {or varje i € I.

Om F ar en kirve av ringar pa X sa siger man att (X, F) &r ett ringat rum. Man skriver
da ofta F = Ox.

Tva ringade rum (X, F) och (Y, G) &r isomorfa om det finns en homeomorfism ¢ : X — Y
och for varje 6ppen méngd V' C X en ringisomorfism

pv  F(V) = G(e(V))

sa att alla diagram:
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kommuterar da U C V. O
(C.4) Exempel. Prekérvarna i (C.2) ar sjalvklart kérvar.

Nu kan man definiera en reell mangfald M (av en ldmplig klass) som ett ringat rum (M, F)
sadant att for varje P € M finns en omgivning Up C M och (Up,Fly,) = (U,Op), dir
U C R” och Op ér kirven ur exemplet (C.2) (b). Pa liknande sidtt kan man definiera
komplexa mangfalder. En sadan definitionen ar ekvivalent med var tidigare definition i Kap.
4 — F(U) dar ar ringen av alla reguljara funktioner pa U.

Definitionen av algebraiska mangfalder formuleras pa liknande séatt. Forst och framst kon-
staterar vi att en irreducibel algebraisk mangfald V' C C™ kan rekonstrueras ur C[V] =
C[X1,...,Xn]/Z(V) med hjilp av Spec C[V] = méngden av alla primideal i C[V] — en-
ligt Nullstellensatz svarar punkterna (ai,...,a,) € V en—entydigt mot alla maximalideal
(x1—a1,...,xn—ay) i C[V] =Clzy,...,x,). Spec C[V] innehaller dessutom ideal som svarar
mot alla andra delmangfalder till V : W C V = Z(W) D Z(V) sa att Z(W)/I(V) ar ett
primideal i C[X1,...,X,]/Z(V) = C[V]. Spec C[V] har en topologi — Zariskis topologi (se
Ovn. 4.15). Vidare kan vi forse Spec C[V] med en ldmplig kiirve enligt konstruktionen nedan.

Mera allmént lat R vara en godtycklig kommutativ ring (med etta) utan nolldelare (den sista
forutsattningen ar for att forenkla definitionerna som annars &ér rent tekniskt mera invecklade
— konstruktionen géller for godtyckliga kommutativa ringar). Lat K vara kvotkroppen av R.
Om U C Spec R sa definierar man F(U) = Npepy Rp. Det ar sjalvklart att F &r en kérve. Paret
(SpecR, Or) dar O = F kallas affint schema. Man séger att ett ringat rum (X, Ox) &r ett
schema om for varje P € X existerar en omgivning Up sa att (Up, Ox|v,) = (Spec R, Og)
for en ring R (som beror pa P). Notera att Or(U) = ringen av alla “rationella funktioner”
som &r definierade i alla punkter av U (tag R = C[V] och analysera vad detta innebér! Se
(4.21).).

Kurvor V C P?(C) (eller hela projektiva rummet P?(C)) ér exempel pa scheman som inte &r
affina. V har 6vertickningen VN U;, i = 0,1,2, dar V N U; ar en kurva i C2. Man har en
kérve pa varje V N U; som konstrueras ur C[V N U;] och detta ger en kdrve pa V' genom en
enkel “klistring” som i bevis fér (10.4) och (10.6).
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Kapitel 11

KATEGORIER OCH
FUNKTORER

Begreppen “kategori” och “funktor” &r grunden for alla matematiska teorier och har en stor
metodologisk betydelsef. Manga begrepp som vi har diskuterat i tidigare kapitel finner sin
naturliga plats som specialfall av mycket allménna matematiska konstruktioner. Kategorite-
orin bidrar till en béattre forstaelse av dessa konstruktioner och gor det mojligt att jamfora
olika matematiska begrepp. Vi aterkommer till kategorier i nésta kapitel som &dgnas at en
orientering om homologisk algebra.

(11.1) Definition. En kategori C &r
(a) en klass av objekt Ob(C)
sadan att:

(b) for tva godtyckliga objekt M, N € Ob(C) finns det en méngd Mor¢c(M, N) (eller kortare:
Mor(M, N), (M, N)) som kallas méngden av morfismer fran M till N varvid

Mor(M, N) N Mor(M', N') = ()

om M # M’ eller N # N'. Om f € Mor(M, N) sa skriver manf:MﬂNellerMLN.

(c) For godtyckliga tre objekt M, N, P € Ob(C) finns det en avbildning

Mor(M, N) x Mor(N, P) — Mor(M, P)

TVill man bekanta sig lite mera med kategorier, kan man géra det med hjilp av t.ex. S. MacLanes bok
“Categories for the Working Mathematician”.

131
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som mot f: M — N och g: N — P ordnar go f : M — P (ibland skriver man gf) med
foljande egenskaper:

(¢ (hog)of=ho(gof)om ML NLPLR,

(c)2 for varje M € Ob(C) finns en morfism 1)y € Mor(M, M) sadan att 1y o f = f da
f:M' — M for ett objekt M’, och goly, =g da g: M — M" for ett objekt M”.

(11.2) Exempel. Kategorin gpM (eller Mod(R) da R ar en kommutativ ring) av alla
vanster- R-moduler (objekt) med Mor(M, N) = Hompg(M, N). Som ett viktigt speciallfall
far vi kategorin Ab av abelska grupper (da R = Z). Ett annat viktigt fall &r Vectx — kate-
gorin av vektorrum G6ver en kropp K.

(b) Kategorin Ring vars objekt ar ringar och Mor(R, R') 4r méingden av alla ringhomomor-
fismer av Ri R'.

(c) Kategorin Top vars objekt ar topologiska rum och Mor(X, X’) & méingden av alla kon-
tinuerliga avbildningar av X i X’.

(d) Kategorin Set (eller Ens) av méngder i vilken morfismer Mor(X, X’) ar alla avbildningar
av X 1 X'

(e) Kategorin Gr vars objekt ar alla grupper och morfismer Mor(G,G’) ar alla grupphomo-
morfismer f: G — G'.

(f) Kategorin Nvs av alla normerade vektorrum (som objekt) och morfismer Mor(V, V') &r
alla begransade linjara operatorer dvs ¢ : V' — V' sadana att

lell = sup [lp(@)]| < oo
lefl<1

(g) Kategorin Ban, av Banachrum med morfismer som i (f) (dvs morfismer &r alla kontin-
uerliga linjéra operatorer).

(11.3) Anmérkning. I fall da ar det klart vilka morfismer man menar i en kategori beskriver
man den genom dess objekt (t ex kategorin av alla R-moduler 6ver en kommutativ ring —
underforstatt: Med homomorfismer av R-moduler som morfismer).
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(11.4) Definition. Lat C,C’ vara tva kategorier. Man siger att F' dr en kovariant funktor
fran C till ¢’ och man skriver F' : C — C’ om for varje objekt M € Ob(C) finns F'(M) € Ob(C')
och for varje morfism f: M — N finns en morfism F(f): F(M) — F(N) sa att

(a) F(1a) = 1 for varje M € Ob(C),

(b) F(go f) = F(g)o F(f) da M L N % p.

Man séger att F' ar en kontravariant funktor om f6r f : M — N &r F(f): F(N) — F(M)
och i stéllet for (b) géller F'(go f) = F(f) o F(g).

(11.5) Exempel. (a) Definiera F': Mod(R) — Mod(R) genom F'(N) = Hompg(M, N), dir
M ér en fixerad modul och for ¢ : N — N,

F(¢) = : Homgr(M, N) — Hompg(M, N'),

dér ¢(f) = o f for f: M — N. Da ar F en kovariant funktor (se Ovn. 10, 11, 13).

(b) I samma situation som i (a) lat G : Mod(R) — Mod(R) ges av G(M) = Hompg(M, N)
med N fixerad och for ¢ : M — M,

G(¢) = ¢ : Hompg(M, N) — Homp(M', N),

dér p(f) = fopfor f: M — N. G ir en kontravariant funktor. Ett mycket viktigt specialfall
far vida N = R. Da ér G(M) = Hompg(M, R) = M* den duala modulen (se Ovn. 10, 11,13).

0

Det finns en lang lista av mycket viktiga och allménna begrepp som kan definieras i kate-
gorier under mer eller mindre restriktiva forutsattningar. Bland dessa begrepp kan nédmnas
som sarskilt viktiga sadana som isomorfism, monomorfism, epimorfism, karna, bild, kokérna,
kobild, produkt, koprodukt, fibrerad och kofibrerad produkt, direkta och inversa limes, rep-
resenterbar funktor och flera andra. Vi skall 4gna Ovningar at nagra av dessa begrepp. Som
vart forsta exempel betraktar vi begreppen produkt och koprodukt.

(11.6) Definition. Lat C vara en kategori. Man séger att (P, p1,p2) &r en produkt av
objekt A, Ay € Ob(C), dér P € Ob(C), p1: P — Ay, p2: P — Ay, om for varje objekt X i C
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och godtyckliga morfismer f; : X — Ay, fo : X — As i C existerar en och endast en morfism
f: X — P sadan att diagrammet

N

Ay f As

NP

X

kommuterar. Man séger att (C,i1,i2) dr en koprodukt av objekt A, A2 € Ob(C), dér
C e 0bC),i: A — C,iy: Ay — C, om for varje objekt X i C och godtyckliga morfismer
fi: A1 — X, fo: Ao — X i C existerar en och endast en morfism f : C — X sadan att
diagrammet

C

I

Ay f As

NP

X

kommuterar. (Definitionen av “kobegreppet” far man genom att vinda pa alla pilar i defini-
tionen av “begreppet”).

(11.7) Exempel. Produkter existerar for godtyckliga par av objekt i Set, Mod(R), Ring,
Gr. T alla dessa fall ges produkten av A; och A som den vanliga produkten A; x As med de
naturliga projektionerna p;(a1,a2) = a; da i = 1,2. Koprodukter existerar i Set, Mod(R) och
Gr (i Gr ar konstruktionen nagot invecklad). For kommutativa och associativa R-algebror
med etta ar AQgr B koprodukten med ig : A - AQgrB, ddra — a®1lp,ochig: B — AQrB,
dir b— 1,4 ®b (se (4.22) i kompendiet “Linjar och multilinjér algebra”). Se vidare Ovn. 7.

0

Manga matematiska begrepp kidnda fran algebra, analys eller geometri kan formuleras i termer
av kategorier. En sadan formulering kraver att begreppen kan definieras med hjalp av mor-
fismer dvs “pilar”. I sjalva verket definierar varje objekt en utvald morfism — den identiska,
som fullstéandigt karakteriserar detta objekt (varje objekt har exakt en identisk morfism och
olika objekt har olika sadana morfismer). Definitioner av matematiska begrepp i termer av
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kategorier kréver ibland en férmaga att befria sig fran ovidkommande detaljer i begreppets
definition inom en konkret teori. Detta ger ofta en battre forstaelse av begreppen och en
mojlighet till att jamfora olika begreppskonstruktioner. En nackdel kan vara att det kravs en
viss vana for att inte avskréckas av pilarnas djungel. Lat oss fortsatta med nagra ytterligare
exempel.

(11.8) Monomorfismer och epimorfismer. Om M och N &r méngder sa sdger man att
f: M — N ar injektiv om f(m) = f(m') ger m = m/ da m,m’ € M. Hur kan man formulera
denna egenskap i termer av godtyckliga kategorier? Man utnyttjar har foljande observation.
Lat X vara en méngd och lat g : X — M och h : X — M vara tva funktioner. Om f ar
injektiv sa ger likheten fog = foh att g = h ty f(g(m)) = f(h(m)) ger g(m) = h(m) for
varje m € M. Men &ven omvént, om fog = foh implicerar ¢ = h sa maste f vara injektiv (se
Ovn. 4). Nu ar det klart att en sadan tolkning av injektiviteten kan &verforas till godtyckliga
kategorier. Man séger att en morfism f : M — N i en kategori C 4r en monomorfism om
for varje diagram i C

g
X Ti M——N
implicerar fog = foh att ¢ = h. Man kan ocksa uttrycka det sa att funktionen:

xf: Mor(X, M) — Mor(X,N),

dar xf(g) = fog for g € Mor(X, M), &ar injektiv for varje X € Ob(C). Man kan latt
formulera motsvarande begrepp som svarar mot surjektiviteten. Man siger att f: M — N
ar en epimorfism om for varje diagram i C.

I g
MHNTiX

implicerar go f = ho f att ¢ = h. FEtt annat sitt att uttrycka den definitionen ar en
oversattning till morfismméngder. f: M — N ar en epimorfism om for varje objekt X i C ar
funktionen

fx : Mor(N, X) — Mor(M, X),

dir fx(g) = go f for g € Mor(N, X), injektiv. Se vidare Ovn. 4 nir det géller relationer
mellan injektiva funktioner och monomorfismer samt surjektiva funktioner och epimorfismer.
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(11.9) Isomorfismer och bijektiva funktioner. Med en isomorfism mellan tva objekt M
och N i en kategori C vars objekt har en mangdstruktur (t ex i Set, Ab, Gr eller Ring) menar
man vanligen en bijektiv funktion f : M — N som satisfierar ytterligare férutsattningar
beroende pa C. I vanliga fall atfoljs en isomorfism f av sin invers g : N — M, dar go f = idyy
och fog = idy. Nu kan vi konstatera att den sista egenskapen har en “kategorisk karaktar”. 1
manga viktiga fall implicerar existensen av g att f ar bade injektiv och surjektiv dvs bijektiv.
I en godtycklig kategori C séger man att en morfism f: M — N &r en isomorfism om det
existerar g : N — M s& att go f = idy och fog=idy. Se vidare Ovn. 4 som visar att man
maste vara mycket forsiktig nér det géller den intuitiva bakgrunden till denna definition.

(11.10) Delobjekt. Med hjilp av monomorfismer kan man definiera begreppet delobjekt
till ett objekt M € Ob(C). Intuitivt ar ett delobjekt till M en monomorfism f': M’ — M.
Men man vill girna identifiera tva monomorfismer f’ och f”:

M!
x
9 M
fl/
M//

om det finns en isomorfism g : M’ — M" sa att diagrammet kommuterar dvs f” o g = f’.
Darfor sdger man att ett delobjekt till M ar en ekvivalensklass av monomorfismer dér tva
monomorfismer f': M’ — M och f” : M"” — M ar ekvivalenta om det existerar en isomorfism
g: M — M" sadan att f” o g = f’. Vanligen sager man att f’ : M’ — M ar ett delobjekt
till M och da menar man ekvivalensklassen av f’.

Duala begreppet till delobjekt ar kvotobjekt. Det &r helt klart hur man definierar detta
begrepp, men vi gor det anda. Ett kvotobjekt av M &r en ekvivalensklass av epimorfismer
fran M, dar tva epimorfismer ¢’ : M — M’ och ¢ : M — M" anses ekvivalenta om det
existerar en isomorfism g : M’ — M" sadan att go f' = f”. O

For att kunna utveckla en tillracklig djup teori som &ar fri fran “patologiska exempel” och

samtidigt har intressanta modeller kravs det ofta nagot starkare forutsattningar om kategorier.
Tva klasser av kategorier ar sarskilt viktiga — additiva och abelska.

(11.11) Definition. Man séger att en kategori C &r additiv om for godtyckliga objekt
M,N € Ob(C) & Mor(M, N) en abelsk grupp sa att

(a) for M, N, P € Ob(C) &r avbildningen

Mor(M, N) x Mor(N, P) — Mor(M, P)
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bilinjar,

(b) det finns ett objekt O € Ob(C) sadant att for varje objekt M € Ob(C) har méngderna
Mor(O, M) och Mor(M, O) exakt ett element,

(c) for godtyckliga M, N € Ob(C) existerar produkt och koprodukt.

I additiva kategorier brukar man beteckna Mor(M, N) med Hom(M, N). Den enda morfismen
i Hom(M, O) eller Hom(O, M)) brukar betecknas med 0 (utan storre fara for missforstand).

En funktor F : C — (', diar C’ ocksa ar additiv, kallas for en additiv funktor om for
varje par av objekt M, N € C &r avbildningen F' : Hom¢ (M, N) — Home/ (F(M), F(N)) en

grupphomomorfism.

O

(11.12) Exempel. Kategorin Mod(R) i (11.2) (a) ar additiv. Funktorerna i exempel (11.5)
(a) och (b) ar additiva.

0

I additiva kategorier kan man definiera begreppen karna (kokérna) och bild (kobild) till en
godtycklig morfism f : M — N. Man kan ocksa definiera begreppet exakt sekvens. Lat oss
definiera dessa begrepp (i samband med definitionerna ténk alltid pa moduler och modulho-
momorfismer).

(11.13) Definition. Lat f : M — N vara en morfism i en additiv kategori C. Med kdrnan
Kerf till f menas ett delobjekt o : My — M (mera exakt, ekvivalensklassen av 2 — se (11.10))
med foljande egenskaper:

(a) for=0,

(b) om ' : M} — M &r en morfism sadan att f o+’ = 0 sa existerar en morfism j : M} — My
sa att 105 =1/,

Begreppet kokéarna definieras pa motsvarande satt da “pilarna till M” ersdtts med “pilarna
fran N” dvs ett kvotobjekt m : N — Ny kallas kokarnan Cokerf till f om foljande villkor
galler:
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(a) To f =0,

(b) om 7’ : N — N{j ar en morfism sadan att 7’ o f = 0 sa existerar en morfism p : Ny — N/,
sa att pom = 7',

Ett annat sétt att definiera dessa begrepp (som inkluderar egenskaper av delobjekt, respektive,
kvotobjekt) ar foljande. ¢ : My — M &r kirnan till f om for varje objekt X i C &ar foljden av
de abelska grupperna:

0 — Home (X, My) — Home (X, M) — Home (X, N)

exakt (jfr (11.8) och se (3.25) for definitionen av en exakt foljd av abelska grupper). Pa
liknande satt &r m : N — Ny kokarnan till f om for varje objekt X i C &ar foljden av de
abelska grupperna:

0 — Hom¢ (Ny, X) — Home (N, X) — Home (M, X)

exakt (jfr (11.8)).

Begeppen bild och kobild kan definieras med hjalp av begreppen kéarna och kokdrna. Om
f: M — N ar en homomorfism av moduler &ver en ring (t ex av tva vektorrum Gver en
kropp) sa &r Kerf = {m € M : f(m) = 0} (i (11.10) &r Kerf delobjektet ¢ : Kerf — M, dér
1 &r identiteten pa Kerf). Kokédrnan ar epimorfismen 7 : N — N/Imf, dar Imf &r bilden
av f (kontrollera att detta stimmer med (11.10)). Den omstdndigheten visar samtidigt hur
man kan definiera bilden till f. Det &ar klart att bilden ar kdrnan till 7. Detta ar grunden for
foljande definition.

(11.14) Definition. Med bilden av en morfism f: M — N i en additiv kategori C menar
man karnan till 7 : N — Ny, dar « ar kokérnan till f. Duallt sdger man att kobilden till f
ar kokédrnan till ¢+ : My — M, dar ¢ ar kérnan till f.
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Det ar helt klart att karnor, kokarnor, bilder och kobilder inte behover existera i helt godty-
ckliga additiva kategorier (se vidare Ovn. 5). Dérfor stéller man ytterligare krav pa additiva
kategorier for att tillforsakra sig om existensen av dessa genom att inféra abelska kategorier.
Men lat oss poangtera att additiva kategorier som inte &r abelska ocksa har en mycket stor
betydelse. For att definiera abelska kategorier 1at oss forst undersoka ett viktigt samband
mellan bilden och kobilden. For moduler 6ver ringar existerar en viktig sekvens:

Kerf — M — Coimf EAN Imf — N — Cokerf

da f: M — N &r en homomorfism. Morfismen f* avbildar sidoklassen m + Kerf i Coimf =
M /Kerf pa f(m) och “huvudsatsen om modulhomomorfismer” séger att f* ar en isomorfism
(se (3.11) och &aven (1.38)). Vad kan man séga om existensen av f* i godtyckliga additiva
kategorier?

(11.15) Proposition. Lat f : M — N wvara en morfism i en additiv kategori C och anta att
bade Imf och Coimf existerar (alltsa existerar ocksa Kerf och Cokerf). Om

m: M — Coimf och o:Imf— N

ar respektive kobilden och bilden av f sa existerar exakt en morfism f* : Coimf — Imf sadan
att © diagrammet

*

M — Coim f ! Imf

2

N

ar f =10 f*om.

Bevis. Enligt (11.13) har man f6ljande diagram:

Kerf —2> M —"> Coimf = Coker 1

f ™
Cokerf <>— N <——Imf = Kerm

Entydigheten av f* foljer pa foljande sétt. Antag att det dven finns g : Coimf — Imf sa att
1ogom =10 f*omw. Men ¢ &r en monomorfism sa att gonw = f* om, och 7 ar en epimorfism
sa att g = f*.

For att visa existensen av f* observerar vi forst att f o = 0. Enligt definitionen av
Cokerzg existerar en morfism 7’ : Cokerig — N sadan att 7’ o = f. Men mgon’ = 0 ty
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moom om = mpo f =0 (enligt definitionen av 7y) och 7 ar en epimorfism sa att mpon’ om =0
ger mg o w’ = 0. Definitionen av 2 ger nu existensen av f* med egenskapen 20 f* = 7/, Alltsa
ar1o ffor=n'om = f. O

Resonemanget ovan dr mycket typiskt for bevisforing i termer av kategorier. Det kraver inte
nagon storre fyndighet, men man maste vara helt vaken for att dra ldmpliga pilar och inte
forvaxla deras riktningar. Nu kan vi definiera abelska kategorier.

(11.16) Definition. Man séger att en additiv kategori C &r abelsk om
a) varje morfism i C har kdrna och kokérna,
b) varje morfism i C som &r monomorfism och epimorfism &r en isomorfism,

c) for varje morfism f &r morfismen f*: Coimf — Imf (se (11.15)) en isomorfism.

Som exempel pa abelsk kategori lat oss ndmna Mod(R).

Abelska kategorier gor det mojligt att utveckla begreppsapparat kind fér moduler 6ver ringar.
I sjalva verket finns resultat som visar att manga bevis i sddana kategorier kan genomforas
da man i stallet for objekt och morfismer betraktar moduler och modul homomorfismer over
ringar. For att precisera den tanken lat oss betrakta exakta sekvenser och exakta funktorer.

(11.17) Definition. Man séger att en sekvens av objekt och morfismer i en abelsk kategori

C:
(+) M Lo 2 p

ar exakt om Imf = Kerg. En kovariant funktor F' : C — C’, dar C’ ocksa ar en abelsk
kategori, kallas exakt om den dr additiv och for varje exakt sekvens (x) ar sekvensen

F(M') — F(M) — F(M")
exakt. Man sager att F' ar vansterexakt om for varje exakt sekvens
0—-M —M— M"

ar sekvensen

0—FM")— F(M)— F(M"
exakt, och hogerexakt om for varje exakt sekvens

M —-M-—M'—0
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ar sekvensen

F(M') — F(M) - F(M") -0

exakt.

Dualt definierar man exakta, vansterexakta och hogerexakta kontravarianta funktorer. En
funktor som &r bade hoger- och vénsterexakt dr exakt (enkel 6vning).

(11.18) Exempel. Funktorerna M — Homp (M, N) och N — Homp (M, N) dr vinsterexakta
(se Ovn. 10, 11, 13) och funktorn M — M ®p N &r hogerexakt (se Ovn. 14).

Nu kan vi beskriva samband mellan abelska kategorier och kategorier av moduler 6ver ringar.
Foljande sats visades av Freyd, Grothendieck och Lubkin:

(11.19) Inbaddningssatsen for abelska kategorier. Lat C vara en abelsk kategori vars
objekt bildar en mdngd. Da existerar en exakt funktor F : C — Mod(Z) som dr injektiv pa
bade objekt och morfismer.

Detta resultat forbéttrades av Mitchell som visade att man kan vélja en ring R sa att det
existerar en funktor F' : C — Mod(R) som &r full vilket betyder att for godtyckliga objekt M
och N i C &r avbildningen Homp (M, N) — Hompg(F (M), F(N)) en isomorfism (och inte bara
en monomorfism som i (11.19)). Vi skall dra en praktisk nytta av dessa resultat i Kapitel 12
da vi diskuterar kort homologisk algebra. Som papekas av H. Bass i hans bok “Algebraic K-
theory” paminner forhallandet mellan abelska kategorier och kategorier av moduler 6ver ringar
om forhallandet mellan grupper och deras representationer i form av t ex matrisgrupper. Med
andra ord ar teorin for “abstrakta” abelska kategorier ofta nédvéandig trots att det finns vissa
mojligheter att representera dem som delkategorier till kategorier av moduler 6ver ringar.

fInbaddningssatsen samt dess generalisering visas i B. Mitchells bok “Theory of Categories”, Academic
Press, 1965.
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OVNINGAR

11.1. Visa att C ar en kategori med lampligt definierad avbildning

11.2.

11.3.

11.4.

Mor(A, B) x Mor(B,C) — Mor(A4, C)
da:
(a) Ob(C) ={1,2,3,...},

i—j om ilj,

Mor(i’j):{ ] om itj.

(b) Ob(C) = alla delméngder till en mangd X,

A— B da ACB,
MOI"(A’B)_{Q) da A¢ B.
(c) Generalisera (a) och (b).

(d) Ob(C) = en grupp G, Mor(G, G) = alla element i G. Visa hér att en kategori med ett
enda objekt G sadant att Mor(G, G) enbart bestar av isomorfismer har den egenskapen
att Mor(G, G) &r en grupp.

(e) Ob(C)= alla ringar med etta, Mor(R, R') = alla homomorfismer sadana att ettan
1 gar pa ettan 1g.

(f) Ob(C) ={1,2,3,...}, Mor(i,7) = alla (j,7)-matriser med element ur en kropp K.
Lat C vara en kategori. Man séger att ett objekt O i Ob(C) ar initialt om for varje
objekt A i C finns exakt en morfism O — A. Duala begreppet kallas #ndobjekt!

(a) Bestdm initialobjekt och &ndobjekt (om de existerar) i Set, Mod(R) samt kategori-
erna ur Ovn. 1.

(b) Visa att initialobjekt och &ndobjekt ar entydigt bestdmda sa nér som pa isomorfism
om de existerar.

(c) Motivera att V @ W, VAV och symmetrisk produkt kan tolkas som initiala objekt
i lampliga kategorier (V, W &r K-vektorrum &6ver en kropp K).

Lat C vara en kategori.

(a) Lat M vara ett fixerat objekt i C. Motivera att prh : C — Set &r en kovariant
funktor om arh(X) = Mor(M, X) och arh(0)(f) = po f, dir M L X & X7,

(b) Lat N vara ett fixerat objekt i C. Motivera att hy : C — Set ar en kontravariant

funktor om hy(X) = Mor(X, N) och hy(¢)(f) = f o, dar X' Y x L.

Lat C vara en kategori.

(a) Visa att i kategorierna Set, Mod(R), Ring &r en morfism en monomorfism da och
endast da den &r injektiv som funktion (dvs olika element gar pa olika).

'P3 engelska kallas dessa objekt: “universally repelling” och “universally attracting”.
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11.5.

11.6.

11.7.

(b) Visa att i kategorierna Set, Mod(R) &ar en morfism en epimorfism da och endast da
den ar surjektiv (dvs “pa”). Visa att det inte ar sant i kategorin av kommutativa ringar
med etta (dar morfismer avbildar ettan pa ettan).

(c) Visa att en isomorfism &r bade epi- och monomorfism.

(d) Ge ett exempel pa en kategori vars objekt ar (vissa) méngder och som har den
egenskapen att det finns i den kategorin morfismer som ar mono utan att vara injektiva
samt epi utan att vara surjektiva.

Svar. Lat C besta av tva objekt, A, B som &r tva olika méngder med Mor(A4, A) =
{14}, Mor(B, B) = {1}, Mor(A, B) = {¢}, dér ¢ ar varken injektion eller surjektion,
Mor(B, A) = 0.

(e) Lat Bang vara kategorin av Banachrum &ver R med morfismer Mor(V, W) = alla
kontinuerliga linjara avbildningar. Visa att i den kategorin finns morfismer som &r bade
mono och epi utan att vara iso.

Lat C vara kategorin av dndligt genererade fria Z-moduler med modulhomomorfismer
som morfismer. Ar den kategorin additiv? Ar den abelsk?

Lat F: C — C', G : C — (' vara tva kovarianta funktorer. Man sager att F och G ar
isomorfa om det for varje objekt X i C finns en isomorfism ay : F'(X) — G(X) sa att
for varje morfism f: X — X’ i C kommuterar diagrammet

F(X) > G(X)
F(f)l icm
F(X') 2 G(x)

Visa att funktorerna F,G : Mod(R) — Mod(R), dar F(X) = X ®r R/I och G(X) =
X/IX (I ett fixerat R-ideal) ar isomorfa (for f : X — X’ & F(f) = f ® id, och
G(f) = f* dar f*: X/IX — X'/IX' induceras av f).

Man séger att en kovariant funktor F' : C — Set dr representerbar om det finns
ett objekt Ap € Ob(C) sadant att funktorerna F och ha, (se Ovn. 3 — a,.h(z) =
Mor(Ap, X)) #r isomorfa (se Ovn. 6). En kontravariant funktor F : C — Set &r
representerbar om det finns ett objekt Ap € Ob(C) sadant att funktorerna F' och
ha, (se Ovn. 3 — ha,(X) = Mor(X, Ar)) ér isomorfa.

(a) Visa att om M, N &ar tva R-moduler och F': Mod(R) — Set definieras som F(X) =
Bilg(M x N, X) och F(y) : Bilg(M x N, X) — Bilg(M x N, X') for ¢ : X — X', dar
F(f) ar sammanséttningen M x N — X — X’ sa ar F representerbar av M ®@p N
(mera exakt sdger mana att F' representeras av Ap och pp, dir pp ar bilden av 14, vid
isomorfism Mor(Ap, Ap) = F(AFr)).

(b) Visa att om M, N ar tva R-moduler och F': Mod(R) — Set definieras som F(X) =
Homp(X, M) x Homp(X, Ms) (definiera lampligt F(X') — F(X) da ¢ : X — X' ar
given i Mod(R)) sa &r F representerbar av M; x My (direkta produkten av M; och
My). Jfr Ovn. 3.9.



144 KATEGORIER OCH FUNKTORER

11.8. Lat C vara en kategori och 7 en liten delkategori till C (dvs 7 &r en kategori vars objekt
bildar en mangd Ob(7) C Ob(C), och for varje par A, B € Ob(T) ar Morr (A, B) C
Mor¢(A, B)). Med inversa limes lim 7 menar man ett objekt A* € Ob(C) och morfis-

mer py : A¥ — A for varje A € Ob(7T) sadana att foljande villkor ar uppfyllda:

(i)

A*
N
f
kommuterar for varje f € Mory (A, B).
(ii) Om X € Ob(C) och p/y : X — A &r morfismer i C sadana att

A B

A—1 .
:"A\ P
X
kommuterar for varje f € Mory (A, B) sa existerar exakt en morfism ¢ : X — A* sadan
att
A*
4
A ®
Pa
X

kommuterar for varje A € Ob(T).

Duala begreppet (man vénder pa alla pilar) kallas direkta limes och betecknas lim 7°

—

(a) Vad &r lim 7 och lim7 da 7 saknar morfismer # iq for A € Ob(7)?

Svar. lim7 = H A ar produkten av alla objekt A i 7, im7 = H A ar
AcOb(T) A€Ob(T)
koprodukten av alla objekt A i 7.

(b) Bestam lim och lim fér kategorier i Ovn. 1 (a), (b) (om dessa existerar).
(c) Lat 7 vara en kategori, Ob(7) = {A,B,C}, Mor(A,C) = {f : A — C} och
Mor(B,C) ={g: B — C}, Mor(X, X) = {iy} for X € Ob(T)). lim 7 kallas pull-back

eller fibrerad produkt av A och B 6ver C. Den betecknas A x¢ B. Ge en beskrivning
av A x¢ B da C = Set, Mod(R).

Anmaiarkning. Duala begreppet kallas push-out eller kofibrerad produkt och beteck-
nas A[[. B.
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11.9.

11.10.

11.11.

11.12.

(d)* Ge en beskrivning av lim och lim for C = Set.

—

Ledning. Man hittar dessa beskrivningar i manga larobocker om man inte vill bevisa
(d) pa egen hand.

Lat R vara en ring och M, M;, i € I, N;, j € J, R-moduler. Visa att:

(a) Hompg([I; Mi, N) = []; Homg(M;, N),

(b) Homp(M, ]_[j N;) = ]_[j Homp (M, Nj;),

(¢) (LI; Mi) © N = [;(M; © N),

Ledning. Man kan 16sa problemet genom att anvinda “abstract nonsense” och defini-

tionerna av [ [, [].

Ge exempel pa en kategori i vilken produkt och koprodukt inte existerar for en lamplig
uppséattning av objekt.

Visa att funktorerna (a) M +— Hompg(M, N) och (b) N — Hompg (M, N) ar vinsterexakta
(se (11.5) och (11.8)).

Losning av (a): Antag att M’ 5 M Y M" — 0 ir exakt. Man skall visa att fiven

0 — Homp(M”, N) —2~ Homp(M, N) —~ Homp(M’, N)

ar exakt.
Steg 1. Kervy = (0) dvs om ¢(f”) = 0 sa ar f” = 0, dir f” : M” — N. Betrakta

M Y% M7 LN Villkoret Y(f") = f" o1p = 0 betyder att (" ov)(m) = f"(y(m)) =0
for varje m € M. Men varje element m” € M" kan skrivas pa formen m” = ¢(m) (ty
Y ar epi) sa att f”(m”) =0 for alla m” € M" dvs f”" = 0.

Steg 2. Imy C Kerg dvs g o) =0 (se (3.26)(d)). Men (@ o)(f") = f"opop =0
for varje f”: M" — N, ty oo =0 (se (3.26)(d)).

Steg 3. Im1y) O Ker@. Betrakta diagrammet:

dar f o e = 0. Vi maste visa att om @(f) = f o = 0 sa finns det f” s& att ¢(f") =
"o = f. Villkoret f € Kerg betyder @(f) = f oy =0 dvs Keryp = Imyp C Kerf.
Existensen av f” foljer nu direkt ur Ovn. 3.30 (vi ger dock ett kort bevis har: om
m” € M" sa ar m” = ¢(m), dir m € M och man definierar f”(m”) = f(m). Den
definitionen &r korrekt, ty m” = ¢(mq) ger m—m; € Keryp) C Kerf dvs f(m) = f(mq)).

Visa att funktorerna N — Hompg (M, N) och M — Hompg(M, N) inte dr hoger exakta

Ledning. Betrakta diagrammen:
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Za 0—>27—2>7Z
imod 2 mod Q\L
Z mod 2 ZQ O Z2
Anmairkning. Funktorn N — Hompg(M, N) &r hogerexakt da och endast da varje
diagram
M
N——N'"—0
kan kompletteras till ett kommutativt diagram
M
N——N"—0
Modulen M kallas da projektiv (se Ovn. 3.21 (b)). Funktorn M — Hompg(M, N) &r
hogerexakt da och endast da varje diagram
0O—M ——>M
N
kan kompletteras till ett kommutativt diagram
0O—M ——>M
N
Da sédger man att N ar injektiv. Vi aterkommer till projektiva och injektiva moduler
i Kapitel 18.
11.13. Man séger att sekvenserna 0 — M’ — M — M” —-0och 0 - N' - N — N’ — 0 av

R-moduler och R-homomorfismer ar isomorfa om diagrammet

0—> M —=M—> M" —>0
\L f/ i f l f//
0 N’ N N” 0

ar kommutativt och f/, f, f” ar R-isomorfismer. Visa att om en rad i detta diagram ar
exakt sa ar ocksa den andra.
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11.14.

11.15.

Lat M’ 5 M L VN 0 vara en sekvens av R-moduler och R-homomorfismer.

(a) Visa att om sekvensen

Homp(M",N) LHomR(M,N) LHomR(M’,N) —0
ar exakt for varje R-modul N sa &ar sekvensen

M= g 0

exakt (se (11.5)(b)).
(b) Visa motsvarande egenskap hos funktorn N — Hompg(M, N).

Losning av (a): Antag att Hom-sekvensen &r exakt for varje N.

Steg 1. 1 ar epi. Betrakta diagrammet M % M L M" /Tmyp, dar f” ar den
naturliga surjektionen (N = M"/Imp). Vi har ¢(f") = f" o9 = 0. Alltsa &r f” = 0,
ty 1 &r mono. Detta betyder at M"” /Imiy = 0 dvs Imy) = M" sa att ¢ &r epi.

Steg 2. Imp C Kertyp. Har maste vi visa att ¥ o ¢ = 0. Vi vet att (¢ o ¢)(f") =
f"opop =0 for varje [/ : M”" — N. Tag N = M" och f"” = idy». Da ar
sammansattningen

M i M L4 M i M

lika med 0 dvs 1 o ¢ = 0.
Steg 3. Imyp C Kery. Betrakta diagrammet

My 0
f
\L f//
M /Imep

dér f dr den naturliga surjektionen (N = M/Imyp). Vi har ¢(f) = fop = 0 dvs
f € Kergp = Im1) sa att det finns f” sadan att f = f” o). Alltsa ar Imp = Kerf =
Ker(f” o)) D Ker.

Visa att M — M ®pr N &ar hogerexakt dvs om 0 — M’ LM 5 M7 = 0 dr exakt sa dr

id id
M @p NN A op N 229N A 0 N —— 0

exakt. Visa ocksa att denna funktor inte ar vansterexakt.

Losning: Definiera F' : Mod(R) — Mod(R) och G : Mod(R) — Mod(R) sa att

F(X) = Homp(X,Homg(N,P)) och G(X)=Hompg(X ®r N, P),
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dér P &r en fixerad R-modul T. Nu vet vi enligt Ovn. 11 att sekvensen

0 — F(M") —> F(M) — F(M)

ar exakt. I enlighet med (4.6) har vi ett kommutativt diagram i vilket kolonnerna &r
isomorfismer:

F(g) P(f)

0——= F(M") — F (M) F(M')

0—— ) £9% qon EYL qor)

Alltsa #r ocksa andra raden exakt (se Ovn. 13). Enligt Ovn. 14 ér sekvensen

id id
M @p NS A op N EE9Y A 0 N —— 0

exakt ty P ar godtycklig.
Anmirkning. Man kan bevisa pastaendet direkt utan att anvinda Ovn. 14.

Ledning. For att visa att M — M ®pg N inte ar vansterexakt valj R=2Z, M' =M =17
och f(n) = 2n.

Mot X’ —L5 X svarar G(f) : Homg(X ®r N, P) — Homg(X'®g N, P), dir G(f) = Homg(f®idn,,idp)
— det ar “sjalvklart”.



Kapitel 12

KORT OM HOMOLOGISK
ALGEBRA

Vi skall dgna detta kapitel at en kort diskussion av homologisk algebra. Homologisk algebra
ger en mycket kraftfull teknisk apparat for studier av manga viktiga matematiska objekt som
t.ex. mangfalder av olika typer (algebraiska, analytiska, aritmetiska, topologiska) och olika
algebraiska strukturer (grupper, ringar, associativa algebror, Liealgebror osv). Homologi och
kohomologigrupper konstruerades i olika forkladnader under 1900-talet (egentligen finns de
redan i Hilberts arbeten om “syzygies” fran 1890). Topologiska konstruktioner spelade en
avgorande roll i utvecklingen av den allminna teori som skapades under 1940-talet huvud-
sakligen av S. Eilenberg och S. MacLane. Ar 1956 publicerades H. Cartan och S. Eilenbergs
bok “Homological Algebra” som lade grunden fér modern homologisk algebra. Ett ar senare
publicerade A. Grothendieck en viktig artikel “Sur quelques points d’algebre homologique”
som vasentligt utvidgade mojligheter att anvidnda homologisk apparat till stora klasser av
kategorier.

Vi kommer att begransa oss till kategorier av moduler 6ver ringar, men i sjélva verket fungerar

néstan alla formella konstruktioner som presenteras har i godtyckliga abelska kategorier. R
kommer att beteckna en associativ ring med etta och p M kategorin av vianster R-moduler.

(12.1) Definition. Med ett komplex i r M menar man en f6ljd:

dn n
(M, d) e Moy T M, e My

av R-moduler M,, och R-homomorfismer d,, sadan att d,d,+1 = 0 for varje n € Z. Man sager
att M ar begransat fran hoger om det finns NV sa att M,, = 0 da n > N, och begrénsat
fran vanster om det finns N’ sa att M,, = 0 da n < N’. Ett komplex kallas begransat
(eller &ndligt) om det ar begrinsat fran bade héger och vanster. Vanligen skriver man inte
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ut de odndliga avsnitt av komplex som bestar av enbart nollmoduler. Ibland kommer vi att
uteldmna d i beteckningen (M, d) av ett komplex.

Man séiger att £: M — M’ dr en morfism (av komplex) om f = (f,), dar for varje n ar
fn i My, — M/ en R-homomorfism och alla kvadrater i diagrammet:

kommuterar dvs f,_1d, = d), f, for varje n € Z. Komplex och deras morfismer bildar en
kategori som vi kommer att beteckna med rComp

Likheten d,,d,+1 = 0 ar ekvivalent med Im d,,+; C Ker d,,. Detta motiverar foljande defini-
tion:

(12.2) Definition. Med n:te homologigruppen av komplexet (M, d) menar man gruppen:

H,(M) = Ker d,,/Im dy,4;.

Observera att H, (M) méter avvikelsen av sekvensen
Mpy1 — My — My

fran att vara exakt.
Om f : M — M &r en morfism av komplex, dvs diagrammet (%) dr kommutativt sa ar

fn(Kerdy,) C Kerd;, och f,(Imd,11) € Imd],_; (se Ovn. 3.31). Alltsa inducerar f, en
homomorfism

(12.3) frH,(M) — H,(M),

n

dar fr(my +1Im dypyr) = fu(my) +Im d), da m, € M,.
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(12.4) Anmérkning. (a) Homologigrupper kan betraktas som funktorer fran kategorin av
komplex over R till kategorin av abelska grupper:

H, :r Comp — Ab,

dar mot M svarar H,(M), och mot f : M — M’ svarar H,(f). Vi lamnar som enkel vning
en kontroll att H,, verkligen &r en kovariant funktor.

(b) Ibland &r det mera naturligt att ha véxande index i riktningen mot hoger. I sadana fall
brukar man skriva index uppifran sa att ett komplex antecknas som:

(M,d) ...HMn—l%;)MHAMn—i-l;)-..

Homologigrupper betecknas da H™(M).

Komplex och deras homologigrupper férekommer i manga situationer. Lat C vara en kategori.
Ofta studerar man C (dvs objekt och morfismer i C) genom att man konstruerar en sekvens
av funktorer H, : C — Ab. Abelska grupper H,(X) da X € ObC &r ofta viktiga invarianter
som ibland karakteriserar X (bestdmmer X sa nédr som pa isomorfism) eller ar exakt samma
for vissa intressanta klasser av objekt i C. H,(X) brukar kallas fér homologigrupper av X
om H, ar kovariant, och kohomologigrupper av X om H,, ar kontravariant. I det sista fallet
skriver man vanligen H™ i stallet for H,,.

(12.5) Exempel. (a) Lat 7 op vara kategorin av topologiska rum och lat X vara ett topol-
ogiskt rum i 7 op. Lat

Ap={(to,....tn) ER™ ;>0 och Y t;=1}.

A, kallas for n-dimensionellt standard simplex. Lat S, (X) vara den fria abelska grupp (dvs
fri Z-modul) som genereras av alla kontinuerliga funktioner f : A, — X. Alltsa genereras
So(X) av alla punkter i X, och S1(X) av alla kurvor i X. S, (X) bildar ett komplex

s S (X) 2 S (X)) — - — S1(X) — So(X) — 0.

som definieras pa foljande sitt: Det finns kontinuerliga funktioner d, : A, — A,, dir
di(toy ... tn—1) = (toy. -, ti—1,0,t5, ..., th—1) € Ay (0 < i<n,nz 1). Varje kontinuerlig
funktion f : A,, — X definierar en kontinuerlig funktion fd:, : A,,_1 — X. Darefter definierar
man
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On(f) = (-1)(fd}).

i

Man kontrollerar ganska enkelt att 0,,—10, = 0 s& att man far ett komplex. Homologigrupper
av detta komplex betecknas med H,(X,Z) och kallas singuldra homologigrupper av X.
Varje kontinuerlig funktion ¢ : X — Y (en morfism i 7op) definierar

H,(X,Z) — H,(Y,Z)

(ty Ay, Lx%y ger S, (X) — S,(Y) och man far en homomorfism av komplexet motsvarande
X i komplexet motsvarande Y).

(b) Lat M vara en C*°-mangfald av dimension n (se t ex (5.30) i kompendiet “Linjir och
multilinjér algebra”). Lat D¥(M) beteckna R-modulen av alla k-differentialformer w pa M
(dvs for varje P € M existerar en omgivning U, sadan att

wly, = Zail,,,ikdm“ A Ada,

dér a;, .., &r en funktion reguljar pa Up). Man definierar ett komplex:

DO(M) — D'(M) — --- — DF(M) L5 D (M) —

dél"
p Z Z Zl lk j /\ Zl /\ /\ '
[r .

11<...<ip j=1

Man kontrollerar litt att d**'d* = 0, vilket betyder att man har ett komplex. Homologigrup-
per av detta komplex kallas de Rhams kohomologigrupper av M och betecknas H*(M, d).
Observera att H*(M,d) = Z¥(M,d)/B*(M, d), dar

Z8(M,d) = {w € D*(M) : d*w = 0}

och
BY(M,d) = {w € D"(M) : 37 € DM} (M), w=d" 7).

En morfism ¢ : M — N definierar en morfism av komplex D¥(N) — DF(M) for k =
0,1,... (den exakta definitionen uteldmnas hér. Observera dock att ¢ inducerar en kovariant
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avbildning av tangentrum sa att differentialformer avbildas i motsatt riktning i forhéallande
till funktionaler pa tangentrum). Man far en sekvens av kontravarianta funktorer M +—
H™(M,d), ¢ — H"(p,d) (hiar ar H"(M,d) ett vektorrum &ver R).

En typisk situation i samband med studier av homologigrupper ar att man har en sekvens av
komplex relaterade till olika néra beslaktade objekt som t ex en mangfald, en delméangfald och
komplementet till delmangfalden (eller en modul, en delmodul och motsvarande kvotmodul).
I sadana fall betraktar man vanligen exakta sekvenser av komplex:

(12.6) Definition. Man séger att en sekvens av komplex

0—-M -M-M'—0
ar exakt om for varje n € Z ar sekvensen

0— M — M, — M —0

exakt.

Foljande resultat om en lang exakt sekvens av homologigrupper som svarar mot en kort exakt
foljd av komplex ar mycket viktigt i homologisk algebra:

(12.7) Sats. Om 0 — M’ oM B M” — 0 dr en kort exakt foljd av komplex sa
existerar en lang exakt foljd av homologigrupper:

Hy(F) Hy(g)

e o (M) 2% (M) Hy (M)~ Hyy (M) ——> -+

Bevis. Den korta exakta foljden av komplex ar foljden av moduler och deras homomorfismer:
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0 My g ik M1 o My, —0
d .y dnt1 Ay

0 AL Y U Y 0
d, dn dy

0 M, i M,y 2% My —0
d"n 1 dn—1 d;{—l

Morfismerna f : M’ — M och g : M — M” definierar homomorfismerna

Hy(f) : Hy(M') — Hn(M) och  Hy(g) : Hy(M) — Hn(M")
i enlighet med (12.3). Man maste definiera homomorfismerna:

O« Hy(M”) — H,_1 (M)

sa att den langa sekvensen blir exakt. Konstruktionen av 9,, ar ett specialfall av ett mycket
anvandbart resultat som, beroende pa dess stora betydelse, vi formulerar separat:

(12.8) “Snake Lemma”. Lat

M{ f1 M1 g1 M{I 0
ol e
0 Mé f2 ]\4—2 g2 Mé/

vara ett kommutativt diagram med exakta rader. Da dr sekvensen

* * *

f f: 5
Kerd —— Kerd 2 Kerd” 2 Cokerd’ — Cokerd 2 Cokerd”

exakt om f, g’ induceras av respektive f;,g; och

o(my) = fy tdgyH(ml) + Im d'



(12.9) 155

for m! € Kerd" dir med g7 (m/) menas en godtycklig urbild av m/.

Forst visar vi att “Snake Lemma” verkligen implicerar var langa exakta sekvens. I detta syfte
skriver vi om ett avsnitt av sekvensen 0 — M’ — M — M” — 0 pa foljande satt:

M), /Imd;, L M, /Imd,, 1 N M) /Imd | —0

B B J
fn—l In—1

Kerd],_, Kerd,,—1 Kerd!

0

Héar induceras avbildningarna med “streck” av motsvarande avbildningar utan “streck” pa
ett naturligt satt. Man ser latt att

Ker d,, = Ker d,,/Im dp, 11 = H,(M) och Coker d, = Ker d,,_1/Im d,, = H,,_1(M).

Motsvarande likheter giller for d/, och d”. Man kontrollerar utan svarigheter att raderna ar
exakta. “Snake Lemma” applicerat pa diagrammet ovan bevisar direkt satsen. ]

(12.9) Bevis av “Snake Lemma”. Att kontrollera alla detaljer dr ganska trakigt. Men
det &r nagot som man borde géra en gang (dock ej fler!). Eftersom vi redan hade liknande
resonemang i Kapitel 11 (se Ovn. 11.11 och 11.14) ger vi hér ett nagot fragmentariskt bevis.

Exaktheten av foljderna

Ker d Ji, Ker d 25 Ker d"

och
Coker d’ f—2> Coker d 2, Coker d”

foljer ur Ovn. 3.31. N ar det géller 0 maste man visa att definitionen av d(m/) ar korrekt ty
valet av urbilder g; Y(mY) &r inte entydigt.

Lat oss komma Gverens om att «, ;, z} betecknar godtyckliga element ur M/, M;, M (x kan
ersittas med en godtycklig symbol).

Forst visar vi att 0 ar korrekt definierad. For m{ € Ker d” véljer man en godtycklig urbild m;
dvs g1(m1) = m{. Vihar dad(mi) € Im f5 = Ker 92 (ty g2d(m1) = d"g1(m1) = d"(m7) = 0).
Alltsa finns det mf, sa att fo(mb) = d(mq) sa att vi verkligen kan definiera 9(m/) = m’2+Im d.
Men vi maste visa att valet av m; inte paverkar den definitionen. Antag att aven g;(m1) = mf.
Da ar g1(mq—ma) = 0, vilket ger mq —my = f1(m}), ty Ker g1 = Im f1. Alltsa ar d(mq —mq)
bilden av d’'(m)) pa grund av diagrammets kommutativitet. Om nu
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d(my) = fa(my) och d(mi) = fa(my),

sa ar
!/ —/ U / U
my —mo =d (mj) € Im d',

ty fo &r injektiv. Alltsa dr m,, + Im d' = mf + Im d’, vilket visar att definitionen av 9 &r
korrekt.

Det aterstar att visa exaktheten i Ker d” och Coker d'. Det faktum att Im g7 C Ker 0 och
Im 0 C Ker f5 foljer direkt ty det &r litt att kontrollera likheterna dgj = 0 och f50 = 0.
Som avslutning lat oss visa att Ker 0 C Im g (resten av detaljerna limnar vi som 6vning).

Lat mf] € Ker 0 dvs m{ = gi(m1), dar d(m1) = fa(mh) och mb € Im d' (ty d(mf]) =
mlb + Imd' = Imd'). Vi vill visa att m{ € Im g7 dvs m{ = g1(m1), dir m; € Ker d. Men
mby = d'(m)) sa att kommutativiteten ger

d(m1) = fa(my) = fod'(my) = dfi(m)),

vilket betyder att d(mq — fi(m})) = 0. Alltsa m1 = mq1 — f1(m}) € Kerd och samtidigt
g1(m1) = gi(my — fi(m})) = gi(m1) = mY, ty g1f1 = 0. Detta visar vart pastaende. O

(12.10) Anmaéarkning. Ofta dr det mycket fordelaktigt att uppfatta ett komplex (M, d)
som modulen M = @M, (n € Z) med d : M — M som &ar homogent av grad —1 dvs
d(M,) € M, och dd = 0. En sadan definition generaliseras direkt till d av grad p
dvs d(M,) € My4p och dd = 0. I synnerhet kan en vanlig direkt summa M = @ M,
uppfattas som komplex med d = 0 av godtycklig grad p. Man kan definiera en morfism
f: (M,d) — (M',d), dir d och d’ har samma grad p, som en modulhomomorfism med
f(M,) € M, , och fd = d’f for varje n och ett fixerat heltal q. I sadana termer kan sats

(18.7) formuleras mycket enkelt. Man kan siga att till varje kort exakt f6ljd av komplex

0— M 5 ME M — 0 existerar en exakt triangel

H(M)\
H(F) H(g)
H(M) - H(M")

déar H(M) = @ H,(M) &r komplex med d = 0 av grad —1 (med samma tolkning av H (M)
och H(M")), och 9 ar en morfism av grad —1 dvs

O(Hn(M')) C Hy_q (M),
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Olika konstruktioner av (ko)homologigrupper kan ofta betraktas som specialfall av en mycket
allmén konstruktion av deriverade funktorer — man utgar ifran en funktor F som samman-
faller med H (Hy). De dvriga H™ (H,) #r “deriverade” funktorer av F. Vi skall beskriva
den konstruktionen mycket allmént, men férst maste vi komplettera vara kunskaper om tva
mycket viktiga klasser av moduler over ringar — projektiva och injektiva moduler.

Vi repeterar (se Ovn. 3.27 och Ovn. 11.12):

(12.11) Definition. En R-modul P kallas (R-)projektiv om funktorn X — Hompg(P, X)
ar exakt. En R-modul I kallas (R-)injektiv om funktorn X — Hompg(X, I) ar exakt.

(12.12) Anmirkning. Vi vet att funktorn “Hom” &r viinsterexakt (se Ovn. 11.11), vilket
betyder att om 0 — M’ — M — M"” — 0 ar exakt sa ar sekvenserna
0 — Hompg(N, M') — Hompg(N, M) — Hompg(N, M")

och
0 — Hompg(M", N) — Hompg (M, N) — Hompg(M’', N)

exakta for varje R-modul N. P &r projektiv om den forsta sekvensen ar exakt fran hoger da
N = P, dvs om varje diagram

P

|

M——M"——0

kan kompletteras till ett kommutativt diagram:

P

.

M—M"—0

P4 liknande sétt ar I injektiv om den andra sekvensen &r exakt fran hoger d& N = I dvs om
varje diagram
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O—M —M

kan kompletteras till ett kommutativt diagram:

O—M —M

v

1

(12.13) Exempel. (a) Varje fri R-modul F' ar projektiv. Lat {e;} vara en bas for F' 6ver
R. Betrakta diagrammet:

.

M —>M"—0

Lat oss vélja m; € M sa att g(m;) = h(e;) (det a&r mojligt ty g ar surjektiv). Definiera f sa
att f(e;) = m; (se (3.18)). Da kommuterar diagrammet dvs gf = h.

(b) En andligt genererad R-modul P &r projektiv da och endast da det finns en R-modul P’
sadan att P ® P’ = R™ for nagot n (se Ovn. 1). Lat nu R = Z/(6). R kan betraktas som
R-modul och som sadan &r den projektiv (den ar fri). Men Z(6) = Z/(2) & Z/(3) (se t.ex.
(1.49)). Alltsa &r bade Z/(2) och Z/(3) projektiva Z/(6)-moduler. Men de &r inte fria ty en
fri R-modul har minst 6 element.

(c) Lat K vara en kropp och V' en godtycklig K-modul. Da &r V' injektiv (och projektiv enligt
(a)). Betrakta diagrammet:

Lat {e; }iep vara en bas for W’ och {e;}icr, ddr I D I', en bas for W 6ver K. Definiera nu f
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sa att f(e;) = g(e;) dai € I', och f(e;) =0dai € I\ I'. Da definierar f (entydigt) en linjar
avbildning f : W — V (se (3.18)) sadan att fi = g.

(d) Det &r mycket svarare att ge exempel pa injektiva moduler 6ver godtyckliga ringar. Vi
noterar utan bevis att om R &ar en Dedekindring sa &r M en injektiv R-modul da och endast
da M &r R-delbar®, dvs till varje m € M och till varje r € R, r # 0, existerar x € M sa att
rez = m. Pa det sittet ser vi latt att kvotkroppen K av en Dedekindring ar R-injektiv (t ex
ar Q en Z-injektiv modul).

(12.14) Proposition. Lat R vara en ring och M en R-modul. Da existerar

(a) en projektiv upplésning av M dvs ett exakt komplex

=P —=F—M -0,

dar P; ar projektiva,

(b) en injektiv upplosning av M dvs ett exakt komplex
0—-M-—-I1Iy—1 —...,
dar I; dr injektiva.

Bevis. (a) Forst observerar vi att for varje R-modul M existerar en projektiv (t o m fri)
R-modul P och en epimorfism P — M — 0. Det riacker att vilja P som den fria modul som
genereras av alla {e,, }mens (en bas for P) och definiera P — M genom e, — m (se (3.18)).
Nu konstruerar vi en projektiv upplosning. Forst betraktar vi en exakt sekvens:

0 — Ker dy — Py -2 M — 0.

dar Py ar en fri R-modul (se ovan). VA&lj nu en fri R-modul P; och en epimorfism P; —
Ker dy — 0. Da &r sekvensen

P o v

'Den egenskapen karakteriserar Dedekindringar.
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exakt om d; ar sammansattningen P; — Ker dg — Fy. Nu betraktar vi en fri R-modul

. S d .
P,, en epimorfism P, — Ker d; — 0 och forlinger sekvensen med P, — Pj, som ir sam-
mansattningen av P» — Ker dy — P; osv.

(b) Forst maste vi veta att for varje R-modul M existerar en injektiv R-modul I och en
monomorfism 0 — M — I. Aven om beviset inte ar sérskilt svart maste vi avsta fran att ge
det har. Med detta pastaende ar resten enkel. Man startar med den exakta sekvensen

d
0 M—=1 Io/Imdyg — 0

i vilken Iy &r injektiv. Betrakta nu en monomorfism 0 — Iy/Im dy — I, dér I; &r R-injektiv
och definiera d; ur diagrammet

0 Y iy a I

NS

Io/IHld(]

e

0
som sammanséttningen av Iy — Ip/Im dy — I;. Dérefter betrakta:

med dy som sammansattningen av Iy — [;/Im d; — Iy, dar Iy ar injektivoch 0 — I; /Im d; —
I> 4r en monomorfism, osv. ]

Nu ar vi beredda att definiera deriverade funktorer.
Lat R vara en ring och p M kategorin av vanster R-moduler. Lat F :g M — Ab vara en

kovariant vénsterexakt och additiv funktor (se (11.11) och (11.17)). Lat M vara en R-modul
och

O—-M—1Iy—11 -1 — -
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en injektiv upplosning av M. Betrakta komplexet I:

0—>Io—>11—>12—>"-

Hogerderiverade funktorer R™F av F definieras som:

(R"F)(M) = H"(F(I))
dvs (R"F)(M) &r n-te homologigruppen av komplexet:

0— F(lp) — F(I1) = F(Iz) — ...

Det foljer direkt ur konstruktionen att (ROF)(M) = HY(F(I)) = F(M) dirfor att 0 — M —
Iy &r exakt och F &r vénsterexakt sa att 0 — F(M) — F(Iy) — F(I1) ar exakt, dvs F(M)
ar kdrnan till F(ly) — F(I1). Man visar (ganska jobbigt) att (R"F)(M) &ar oberoende av
valet av I (sa nar som pa en isomorfism). Vidare lat ¢ : M — M’ vara en R-homomorfism
och lat oss vélja injektiva upplésningar:

och

0 M I I I

Enligt definitionen av injektiva moduler existerar homomorfismer I;, — I; for k=0, 1,2,...
som mam konstruerar succesivt. Pa detta sitt far man en morfism av den injektiva upplésningen
av M i den injektiva upplosningen av M’ dvs ett kommutativt diagram

0 M Iy I I
R
0 M I I I

och, som konsekvens, homomorfismerna (R"F)(M) — (R"F)(M'). Om

0—-M —-M-—->M"—0
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ar exakt sa valjer man injektiva upplosningar I', I, I” av M’, M och M" pa ett sadant satt
att man far en exakt sekvens av komplex 0 — I' — I — I” — 0, vilket enligt (18.7) ger en
lang exakt sekvens:

0 — (R'F)(M')— (R°F)(M)— (R°F)(M") — (R*F)(M') — ...
... = (R"F)(M) = (R"F)(M") = (R"TF)(M') — ...

Om F ar hogerexakt (som t.ex. ®) konstruerar man i stéllet vénsterderiverade funktorer
L,F med hjilp av projektiva upplosningar’. For kontravarianta F forfar man pa samma
sétt, men projektiva och injektiva upplésningar ersitter varandra (se t ex J.J. Rotman, “An
introduction to homological algebra”).

(12.15) Exempel. (a) Lat G vara en grupp, R = Z[G| gruppringen av G over Z. Lat
F :p M — Ab vara funktorn:

F(M) =M% ={me M :Vyeqgm=m}

och for f: M — M', F(f) : F(M) — F(M'), dar F(f) ar restriktionen av f till F(M) = M¢
(m € MY = f(m) € M'C ty gf(m) = f(gm) = f(m) da g € G). Funktorn F ar kovariant
och vénsterexakt, ty 0 — M’ — M — M"” — 0 exakt ger att

0— MY — MY — M"Y

ar exakt (enkel 6vning). Hogerderiverade funktorer av F betecknas med H"(G, M) och kallas
kohomologigrupper av G med koefficienter i M. Deras betydelse ar mycket stor. Observera
att MY = Homgg)(Z, M) (enkel 6vning).

(b) Lat p M vara kategorin av vanster R-moduler 6ver en ring R. Betrakta funktorn F(N) =
Homp(M, N), dar M &r en fixerad R-modul. F &r kovariant och vansterexakt. Hogerderiverade
funktorer av F betecknas med Ext'y (M, N). Om G(M) = Hompg(M, N) med N fixerad sa far
man en kontravariant vansterexakt funktor. I enlighet med den allmé&nna konstruktionen har
denna funktor sina hégerderiverade funktorer R™G (som konstrueras med hjélp av projektiva
upplosningar). Dessa betecknas ocksa med Ext(M, N). Man visar att bagge konstruktion-
erna med utgangspunkt fran F eller G leder till isomorfa funktorer av 2 variabler. Observera
ocksa att H"(G, M) = Extyq (Z, M) i exempel (a) ty

H°(G, M) = Exty(Z, M) = Homgj)(Z, M) = M€,

THoger- och vénsterderiverade funktorer kan konstrueras dven om F inte &r hoger- eller viinsterexakt. Men
da kan sambandet mellan dessa funktorer och F vara mycket svagt.



(12.15) 163

dér Z betraktas som Z[G]|-modul med trivial verkan av G dvs gn =n da g € G och n € Z.

(c) Lat My € M vara R-moduler och lat fo : My — N vara en R-homomorfism. Antag att
man vill veta om det ar mgjligt att utvidga fo till M, dvs om det finns en R-homomorfism
f:M — N saatt f|y, = fo. Betrakta den exakta sekvensen

0 — My -5 M — M/M,.
Vi vet att
0 — Homp(M/My, N) — Homp(M, N) - Homp (Mo, N)

dr exakt (se (11.17) och Ovn. 11.10). Lat oss forlinga den sekvensen med epimorfismen av
Homp(My, N) pa Hompg(My, N)/Im i, =: E dvs

0 —s Homp(M/My, N) —> Homp(M, N) - Homp (Mo, N) - E — 0.

Modulen FE &r intressant ty a(fo) = 0 da och endast da fo € Im i, dvs fy = fi {6r nagot
f:M—N

vilket betyder att a(fy) = 0 < fo kan utvidgas till f : M — N. Om t ex £ = 0 sa kan
man utvidga varje fy. Om man fixerar My och M sa kan man betrakta £ som en funktor av
N (morfismer Ny — Ny definierar enkelt E(N;) — E(N2)). Denna funktor d&r mycket néra
relaterad till Ext}%. Den exakta sekvensen 0 — My — M — M /My — 0 ger den langa exakta
sekvensen:

0 — Homp(M /My, N) — Homp(M, N) — Homp(My, N) —

—— BExtL(M/My, N) — Exth(M,N) — - - -

Nu ser vi att moduler F kan beskrivas som kirnan till avbildningen Ext},(M /My, N) —
Exth(M, N). Beteckningen ”"Ext” (“extension”) kommer just fran sambandet mellan Ext-
funktorerna och olika typer av utvidgningar av homomorfismer.
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0

Aven singulira homologigrupper av topologiska rum och de Rham kohomologigrupper kan
konstrueras som deriverade funktorer (se t.ex. Warner’s bok “Foundations of Differentiable
Manifolds”).
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OVNINGAR

12.1.

12.2.

12.3.

12.4.

12.5.

Visa att en dndligt genererad R-modul P ar projektiv da och endast da det finns en
R-modul P’ sadana att P @ P’ = R" for nagot n (R" = R® ... ® R med n termer R).

Man siger att en exakt sekvens 0 — M’ Lom & M = 0ar splittrad om det finns en
R-homomorfism j : M"” — M sa att gj = 1. Visa att foljande villkor ar ekvivalenta

for 0 — M' L M % M7 — 0

(a) det finns j : M" — M sa att gj = 1y (dvs sekvensen ar splittrad i enlighet med
definitionen ovan),

(b) det finns p: M — M’ sa att pf = 1y,

(c) det finns My C M sa att M = Imf & My (Imf = Kerg ty sekvensen &r exakt).

(a) Visa att P &r en projektiv R-modul da och endast da varje exakt sekvens 0 — M’ —
M — P — 0 ar splittrad.

(b) Visa att I &r injektiv R-modul da och endast da varje exakt sekvens 0 — [ — M —
M" — 0 ar splittrad.

Man séger att en R-modul F' &r flat om funktorn X — F' ®r X &r exakt.
(a) Visa att varje fri modul &ar flat.

(b) Visa med hjilp av (a) och t.ex. Ovn. 1 att varje projektiv R-modul &r flat.

Lat C vara en delkategori till g M sadan att M = (0) ar i C och lat G vara en abelsk
grupp. Antag att mot varje M i C svarar ett element (M) € G sa att ¢((0)) =0 (det
neutrala elementet i G) och for varje exakt sekvens i g M

0—-M —-M-—M"—0,

dar M, M', M" &r objekt i C, géller det att (M) = p(M') +¢(M"). En sadan funktion
¢ kallas ibland f6r en Euler-Poincaré funktion pa C.

(a) Visa att om M och M’ ar isomorfa R-moduler som bada tillhor C sa ar (M) =
p(M).

(b) Lat R = K vara en kropp och lat C besta av &ndligt-dimensionella vektorrum.
Definiera (M) = dimg M for M i C. Visa att ¢ &r en Euler-Poincaré funktion pa C.

(c) Lat R = Z och lat C besta av alla éndliga abelska grupper. Definiera ¢(M) = |M|
(antalet element i M) da M &r i C. Visa att ¢ dr en Euler-Poincaré funktion pa C.

(d) Visa att det finns en abelsk grupp G* och en Euler-Poincaré funktion pa C som
antar sina varden i G* sddana att for varje Fuler-Poincaré funktion pa C med vérden
i en abelsk grupp G existerar exakt en grupphomomorfism f : G* — G sadan att
fle*(M)) = (M) for varje M i C. Gruppen G* betecknas med Ko(C) och kallas
Grothendieckgruppen av C.

Ledning. Definiera G* som kvoten F'/Fy, dar F' ar den fria abelska grupp genererad
av isomorfiklasser [M] for M i C, och Fy ar delgruppen genererad av [M] — [M'] — [M"]
for alla exakta sekvenser i gM
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0—M —M-— M —0,
dar M, M', M" ariC.
12.6. Lat ¢ vara en Euler-Poincaré funktion pa C som i Ovn. 5. Lat

dn n
(M, d) oo My =5 My, 5 My —

vara ett komplex i Mp sadant att M,, och H,(M) tillhér C och ar 0 for néstan alla n.
Med Euler-karakteristiken av M med avseende pa ¢ menas

Antag att for varje exakt sekvens 0 — M’ — M — M" — 0 i Mg géller det att om M
ariC sa ar M’ och M" i C. Visa att

Anmarkning. Ky() kan betraktas som funktor fran C till abelska grupper. Man
konstruerar ocksa sekvenser av funktorer K;() fér ¢« > 0. Liksom homologifunktorer
spelar dessa funktorer en mycket viktig roll i olika delar av matematiken. En mycket bra
introduktion till algebraiska aspekter av K-teorin utgor boken av J. Milnor, Introduction
to Algebraic K — theory.
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