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FORORD

Linjar algebra, vars huvuduppgift ar att studera linjara rum och deras avbildningar, ger
mycket viktiga tekniska medel for att hantera manga matematiska objekt och &r grunden for
flera tillampningar av matematiska metoder. Inte minst &r linjar algebra utgangspunkten
till olika generaliseringar som skapar mojligheter att studera andra matematiska strukturer t
ex moduler 6ver ringar, bade algebraiska och analytiska mangfalder, grupprepresentationer,
Liealgebror och flera andra.

Kursens syfte ar att ge en fordjupad forstaelse av linjar algebra och bygga en grund for
vidare studier inom alla omraden som kraver bredare kunskaper i &mnet. Kursen borjar
med en relativt kort repetition och utvidgning av valda delar av GU-kursen ” Algebraiska
strukturer”t.

Den egentliga kursen borjar med en inledning till moduler 6ver ringar som ger en mojlighet
till att se linjara rum och linjara avbildningar fran ett lampligt perspektiv. Har repeteras flera
grundliaggande satser om linjéra rum kédnda fran inledande kurser i &mnet. Vidare fortsétter
kursen med multilinjir algebra — tensorer (symmetriska, antisymmetriska), tensoralgebror,
yttrealgebror, bilinjara och sesquilinjara avbildningar (kvadratiska och hermitska former) och
Cliffordalgebror. I samband med olika typer av tensorer betraktas klassiska matrisgrupper
(GL, SL, O, SO, U, SU osv.). Dérefter studeras kanoniska former av linjara avbildningar
(matriser) som t ex Jordans normalform. Nagra avsnitt ger en inledning till grupprepre-
sentationer, Liealgebror och homologisk algebra — tre omraden som kan uppfattas som en
langtgaende utveckling och tillimpning av linjar algebrans idéer.

Kursens innehall 4r grunden for flera matematiska och fysikaliska teorier och déarfér ar kursen
oumbaérlig om man tanker lasa fortsattningskurser i t ex algebra, matematisk analys, teoretisk
fysik och alla omraden déar kunskaper om linjira rum och linjara avbildningar (matriser) har
betydelse.

Kursen ar en fordjupnigskurs i grundutbildningen och ingar ocksa som forsta delen i en grund-
kurs i algebra for doktorander. Fortsattningen ges som en efterféljande kurs i kommutativ

algebra med borjan under andra lasperioden.

Huvuddelen av dessa forelasningsanteckningar bestar av 11 kapitel ur en tidigare algebrakurs

tKursen r tillginglig for alla som besitter forkunskaper motsvarande denna kurs.



for doktorander som har varit ett aterkommande inslag i doktorandutbildningen vartannat ar
mellan 1979 och 2001. Dessa kapitel har omarbetats och kompletterats for anpassa innehallet
till kursens nya roll. Kapitel 9 4r en omarbetad version av ett avsnitt om grupprepresenta-
tioner i den gamla fordjupningskursen i linjar algebra. Forsta upplagan kom ut 2001. I denna
upplaga har endast nagra tryckfel och formuleringar korrigerats.

J.B.

Goteborg

Augusti, 2004
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Kapitel 1

GRUPPER

Grupper triadde in i matematiken redan under 1700-talet &ven om en formell definition av
gruppbegreppet formulerades betydligt senare. Leonhard Euler (1707 — 1783) studerade grup-
per av rester vid division med heltal. Joseph Louis Lagrange (1736 — 1833) introducerade
gruppbegreppet ar 1770 i samband med sina studier av polynomekvationer. Dessa idéer
utvecklades av Evariste Galois (1811 — 1832) som berikade gruppteorin och visade hur den
kunde anvindas for att 16sa intressanta matematiska problem. Ett av Galois berémda resultat
séger att det for ekvationer av grader > 5 inte finns allmanna formler som uttrycker l6sningar
till en godtycklig ekvation med hjéalp av ekvationens koefficienter, de fyra riknesétten och ro-
tutdragnigar. Liknande resultat visade néstan samtidigt Nils Henrik Abel (1802 — 1829). Det
tog flera decennier innan den moderna definitionen av begreppet grupp gavs 1870 av Leopold
Kronecker (1823 — 1891). Viktiga bidrag gjordes tidigare i arbeten av Arthur Cayley (1821
— 1895) och James Joseph Sylvester (1814 — 1897). Galois sétt att utveckla och utnyttja en
abstrakt algebraisk teori for att 10sa konkreta matematiska problem hade stor betydelse for
utvecklingen av den moderna matematiken. Mycket tack vare Camille Jordan (1838 — 1922)
blev Galois idéer tillgdngliga fér andra matematiker. Jordan var ocksa forst med att studera
oandliga grupper. Det adr mycket intressant att bade Felix Klein (1849 — 1925) och den store
norske matematikern Sophus Marius Lie (1842 - 1899) vistades samtidigt hos Jordan i Paris.
Feliks Klein definierade i sitt beromda “Erlangenprogram” fran 1872 begreppet geometri i
olika rum (t ex i R™) som alla de egenskaper i rummet som bevaras under verkan av en grupp.
Kleins idéer hade stor betydelse for utvecklingen inom bade matematiken och fysiken. Dessa
idéer kunde forklara likheter och olikheter mellan Euklidiska och icke-Euklidiska geometrier
och ledde till helt nya teorier — t ex till relativitetsteorin som beskriver olika egenskaper i
R* som bevaras under verkan av Lorenzgrupper (se Kap. 6). Lie tillimpade gruppteorin
pa problem i matematisk analys — bl a associerade han grupper med differentialekvationer.
Teorin for Liegrupper, som samtidigt &r grupper och analytiska mangfalder (se Kap. 10),
har mycket stor betydelse bade inom matematiken och fysiken. Kapitel 1 d4gnas at en kort
introduktion till gruppteorin.

(1.1) Definition. Med en grupp menas en miangd G med en operation o som
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2 GRUPPER

0) mot tva godtyckliga element g1, g2 € G ordnar ett element g4 o go € G T varvid
( godtycklig 91,9 giog

(1) g1o(g2093) = (g1 092) o g3 for g1,92,93 € G,

(2) det finns e € G sa att for varje g € G, eog=goe =g,
3) till varje g € G existerar ¢ € Gsa att gog =g og =e.
( je g g gog =g og

0

Elementet e i (2) ar entydigt bestamt, ty om ¢’ € G ocksa satisfierar (2) sa ar ¢’ o e = e och
¢’ oe = € enligt (2), dvs e = ¢/. e kallas det neutrala elementet i G eller enhetselementet
i G. Varje g € G bestammer entydigt ¢’ € G som uppfyller (3). I sjalva verket, om ¢” € G
ocksa uppfyller (3) sa ar

/

(gog)og’ =g o(gog")=g oce=4.

" "o

g'=eoyg
¢ kallas inversen till g.

[19e2i

(1.2) Exempel. Z,Q,R och C ar grupper da man tolkar “o” som vanlig addition av tal. I
dessa grupper ér e = 0 och ¢’ = —g. De betecknas ZT,QT,RT,C*.

(1.3) Exempel. Q" =Q~ {0}, R* =R~ {0}, C* = C~ {0} &r grupper da man tolkar “o”

som vanlig multiplikation av tal. I dessa grupper ar e = 1 och ¢’ = é.

O

(1.4) Anmaéarkning. Om i en grupp (G, o) operationen “o” betecknas med “+” (och kallas
addition) sa sidger man att notationen ar additiv. Da betecknar man vanligen e med 0 och
“o” (och kallas multiplikation), sa sédger man att

w»

¢’ med —g. Om operationen “o” skrivs som
notationen dr multiplikativ. D& betecknar man vanligen e med 1 och ¢’ med ¢g—'. I detta
fall brukar man skriva g1gs 1 stéllet for g1 - go.

0

(1.5) Exempel. Lat G = GL,(R) vara méngden av alla reella (n x n)-matriser med de-
terminant # 0. GL,(R) ar en grupp med avseende pa matrismultiplikation. Har ar e = E,
((n x n) — enhetsmatrisen), och for g = A &r ¢ = A~! inversen till A.

Ten (binir) operation pa G ir en funktion G' x G — G.
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Gruppen i sista exemplet ar inte kommutativ om n > 1.

(1.6) Definition. En grupp (G,o) ar abelsk (efter Nils Henrik Abel) eller kommutativ
om g1 © ga = ¢o o g1 for godtyckliga g1, g2 € G.

(1.7) Exempel. Lat X vara en méngd och lat G besta av en-entydiga funktioner som
avbildar X pa hela XT. Antag att sammanséttningen f o g € G for godtyckliga funktioner
f,g€G, fleGdad feG ochIcG,dir I(x) =2 for € X (den identiska funktionen).
Da &r (G,o0) en grupp. Associativiteten géller for sammansittningen av helt godtyckliga

funktioner: X 4, x%xnhx ger att

[(fog)ohl(x) = (fog)(h(x))= f(g(h(x))),
[felgoh)(z) = flgoh)(@))= flg(h(x))),

for varje x € X dvs (fog)oh= fo(goh).

Gruppen G i sista exemplet kallas for en transformationsgrupp av X (eller en permu-
tationsgrupp av X da X &r dndlig). Om X = {1,2,...,n} och G bestar av alla bijektiva
funktioner pa X sa betecknas G med S,, och kallas den symmetriska gruppen av grad n.
Om X ér en figur i planet eller rymden och G bestar av alla funktioner (= avbildningar) som
bevarar avstandet sa kallas G symmetrigruppen av X (se vidare Ovn. 6).

(1.8) Definition. Antalet element i en éndlig grupp G kallas fér gruppens ordning och
betecknas med |G| eller o(G). Om G har oéandligt manga element sa sédger man att G &r
oandlig eller har oandlig ordning. Man skriver da |G| = co.

(1.9) Definition. Om (G, o) &r en grupp och H dr en delméngd till G vars element bildar

(1P

en grupp m a p operationen “o” sa sédger man att (H,o) &r en delgrupp (eller undergrupp)
till (G, o) (kortare: H &r en delgrupp till G).

O

Tf:X — X #r en-entydig om x1 # x5 ger f(x1) # f(z2). Man séger ocksa att f &r injektiv. f: X — X
ir pa hela X om V¢ xJuex f(z) = 2'. Man siiger ocksé att f ar surjektiv. En funktion f: X — X som &r
surjektiv och injektiv kallas bijektiv.
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(1.10) Proposition. Om H C G, sa ar H en delgrupp till G da och endast da
(a) h1, ho € H= hyjohy € H,

(b) e € H,

(ccheH=h"tecH,

eller kortare:

(abc) H # 0 och hy,hy € H= h;'ohy € H.
Ett mycket enkelt bevis av (1.10) lamnar vi som Gvning.

(1.11) Exempel. Q* CcR* CcC*; Z* cQt c Rt cCt.

(1.12) Cykliska grupper. Om g € G och n &r ett naturligt tal > 1, sa definieras

“hHnooch ¢ =e.

n stycken

Med dessa definitioner &r g™g" = g™t (kontrollera!). Alla potenser ¢g", n € Z bildar en
delgrupp till G. Denna betecknas med < g > och kallas den cykliska gruppen genererad
av g. Om H =< ¢ > sa sidger man att g ar en generator for H. Ibland betecknas en cyklisk
grupp av ordningen n med C,,.

(1.13) Exempel. (a) Lat G = C* och g = 4. Da ér < i >= {1,—1,i,—i} ty i* = 1, vilket
implicerar i"t* = 4" for n € Z. Detta forklarar termen “cyklisk”.
(b) Om G =7 (m a p taladdition), sa dr Z =< 1 >.

(c) Lat G = U, = {z € C: 2" = 1} vara gruppen av alla n-te enhetsrétter (m a p talmultip-
27i

likation). Da &r U, =<e >,ddre =¢en .

(1.14) Exempel. Lat n > 0 vara ett heltal och lat [a],, (eller kortare [a]) beteckna resten
av a vid division med n. Observera att [z], = [y], &r ekvivalent med att n|x —y (ofta skriver
man z =y (mod n) och séger att “z &r kongruent med y modulo n”). Som bekant finns
det heltal ¢ och r sddana att
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a=qn+r dar 0<r <n.

Vi skriver Z,, = {0,1,...,n— 1} for mingden av alla rester vid division med n. Nu definierar
vi
[a]n ® [b]n = [a + bln.

For att kontrollera att den definitionen &r korrekt maste man veta att [al,, = [a'],, och [b],, =
[b], ger [a+b], = [a'+b],. Men detta &r klart ty nla—a’ och n|b—b' ger att n|(a+b)—(a’+b").
(Zy,,®) ar en abelsk grupp: e = 0 &r neutrala elementet och n — r &r motsatta elementet till
r da r # 0. Associativiteten visas direkt:

la]n ® ([Pl @ [cln) = [aln @[+ cn=[a+ (b+¢)]n=la+b+c]n,
(laln®[blp) @lc)n = [a+bn®cln=[(a+b)+c]p=[a+b+c|n

sa att [al, @ ([b]n @ [cn) = ([a]n & [b]n) D [c]n. Det ar klart att [a), @ [b], = [b], @ [a], s& att
(Zp,, ®) ar abelsk. Man kan ocksa definiera operationen ® pa Z, genom

[a]n, © [b], = [ab]y,.

Med denna operation ar Z,, inte en grupp (om n # 1). Se dock Ovn. 8.

O
I fortsattningen betecknar H och G grupper. Notationen ar som regel multiplikativ.
(1.15) Definition. Lat H C G och g € G. Méngden
Hg={hg:he H} (additivt: H+g={h+g:he H})
kallas en hogersidoklass till H i G.
O
(1.16) Proposition. ¢’ € Hg < ¢'g~! € H (additivt: ¢ — g € H).
Bevis. ¢ € Hg < ¢ = hg for nagot h€ H < ¢g'g-' =h € H. O

(1.17) Exempel. (a) Lat G=C* och H=U = {2z € C: |z| = 1}. Vi har
deUzedZzleUs X2 =1a 2| =2

Alltsa bestar (hoger)sidoklassen Uz av alla komplexa tal med beloppet lika med |z|.
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(b) Lat G = GL,(R) (se (1.5)) och H = SL,(R) = {A € GL,(R) : det A = 1}. Nu har vi
B € HA & det(BA™') =1 < det B = det A.
Alltsa bestar hogersidoklassen H A av alla matriser ur G med determinanten lika med det A.
(c¢) Lat G = Z (med addition), H =< 5 >= {5k : k € Z}. Vi har:
beH+a<b—ae HS5b—as[bs=]|a]s.

Alltsa &r (hoger)sidoklassen < 5 > +a identisk med méangden av alla heltal b som é&r lika med
a modulo 5. Sidoklasserna ar:

<5> <5>+41, <5>+4+2 <5>+43, <5>+4,

ty det finns exakt 5 olika rester [a]s.

Exemplen visar att sidoklasserna bildar en partition av G dvs en uppdelning av G i parvis
disjunkta méngder. Vi skall bevisa den observationen:

(1.18) Proposition. (a) g € Hg.

(b)) HY =Hg< ¢ € Hyg.

(c) g€ HpyNHgo = Hg1 = Hga.

Anmairkning. (a) siger att varje element g € G tillhor minst en sidoklass; (c) sdger att
g tillhor hogst en sidoklass. Detta betyder att sidoklasserna Hg bildar en partition av G —
se vidare Appendix A. (b) sdger att varje element i Hg definierar (eller representerar) just
denna sidoklass. O
Bevis. (a) g=eg € Hg.

(b) Om Hg' = Hg sa har man enligt (a) ¢ € Hg = Hg. Om ¢ € Hg sa ar ¢ = hyg
for ett h € H. Alltsa ar h'g’ = Whg € Hg for varje h' € H dvs Hg’ C Hg. Men &aven
g=h"'¢ € Hg sa att av symemtriskiil ar Hg C Hg' dvs Hg' = Hy.

(c)ge HjyNHge = Hg = Hg; och Hg = Hgy (enligt (b)) sa att Hgy = Hgo. O

(1.19) Proposition. Lat H wvara en dndlig delgrupp till G. Da dr |Hg| = |H| for varje
geq.
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Bevis. h — hg ar en en-entydig avbildning av H pa hela Hg ty h1g = hog implicerar att hy =
ho (dvs hy # ha = h1g # hag). Alltsa ger H = {hq, ha, ..., hy,} att Hg = {h1g, hag, ..., hmg}
med alla h;g olika. O

(1.20) Lagranges sats. Ordningen av en delgrupp till en dandlig grupp dar en delare till
gruppens ordning.

Bevis. Lat H C G,|G| = n och |H| = m. Lat i vara antalet hogersidoklasser till H i G.
Sidoklasserna bildar en partition av G enligt (1.18). Varje sidoklass har m element enligt
(1.19). Alltsa &r n =i - m. O

(1.21) Vanstersidoklasserna gH = {gh : h € H} till H i G har exakt samma egenskaper
som hogersidoklasserna. Man kan ocksa bevisa Lagranges sats med deras hjélp. Observera

dock att en vénstersidoklassen gH behover inte vara lika med hogersidoklassen Hg (se vidare
exempel 1.27 (c)).

(1.22) Foljdsats. Antalet vinstersidoklasser till H i G dr lika med antalet hégersidoklasser
till H i G.

Bevis. Enligt bevis for (1.20) (i dess vanster-version) ar bagge talen lika med |G|/|H|. O

(1.23) Definition. Antalet vanster— eller hogersidoklasser till H i G kallas index for H i
G och betecknas med (G : H).

(1.24) Definition. Med ordningen av g € G menas ordningen av den cykliska grupp
< g > som g genererar. Ordningen av g betecknas med o(g).

I samband med den definitionen se ocksd Ovn. 2. Definitionen implicerar omedelbart:

(1.25) Foljdsats. Ordningen av ett element i en dndlig grupp ar en delare till gruppens
ordning.

(1.26) Definition. Man séger att H ar en normal undergrupp till G om det for varje
g € G giller att gH = Hg. Da skriver man H < G.
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(1.27) Exempel. (a) Varje undergrupp till en abelsk grupp ar normal.

(b) Lat G = GL,(R) och H = SL,(R) (se (1.17)(b)). Vivet ((1.17)(b)) att varje hogersidklass
HA bestar av alla B € G sadana att det B = det A. Pa samma satt kan vi beskriva AH:

Bc AH & A 'Be H (vinstervarianten av (1.16)(c))
& det(BA Y =1« det B = det A.

Alltsa ar AH = HA.

(c) Lat G = S5 vara gruppen av alla permutationer av {1,2,3}. G kan beskrivas som gruppen
av alla avbildningar av planet som bevarar avstandet och en given liksidig triangel — se fig.1.
Lat H = {I,s1} dér 3

S92 s1

N W
N———

W N

1 2 3 1
I_<1 5 3> och 31—<1

fig.1

1 53 2

H ar en icke-normal delgrupp till G, ty t ex soH # Hso, dar so = ( il)) ; :13 ) I sjélva

verket,
soH = {s2,s2 051} # {52,581 052} = Hso

ty $9 081 # 81 0 S9. (Vihar31032:<; g i’), 32031:<; f ;))

(1.28) Proposition. Villkoren:

(a) gH = Hg for varje g € G,

(b) gHg™' C H for varje g € G

ar ekvivalenta.

Bevis. Implikationen (a) = (b) #r klar. Omvint har man gHg ' C H < gH C Hg. Den

inklusionen giller for varje g € G. Alltsa giller den ocksa for ¢g=! dvs g7'H C Hg™!, vilket
ger Hg C gH. Tillsammans med gH C Hg far man gH = Hg. O
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(1.29) Definition. Lat G vara en grupp och A, B tva delméngder till G. Produkten av A
och B definieras som méangden

AB={ab:a€ A och be B}(additivt: A+ B={a+b:a€ A och be B}).

Det ar klart att (AB)C = A(BC) da A, B,C ar tre delméngder till G. Notera att i fall
A ={g} och B = H (en delgrupp till G) & AB = gH. Notera ocksa att HH = H.

(1.30) Proposition. Om H dr en normal undergrupp sa bildar alla sidoklasser till H i G
en grupp med avseende pa multiplikation av delmdngder till G. Neutrala elementet dr H,
inversen till gH dr g~ H.

Bevis. Om A = gH och B = ¢'H sa ar AB = (¢H)(¢H) = g(H¢)H = g(¢H)H
g9 HH = g¢’ H dvs det ar en sidoklass igen. Multiplikationen &r associativ. Vidare ar e =
enhetselementet. Inversen till gH ar ¢ 'H, ty gHg 'H = gg"'HH = H.

Ol

(1.31) Definition. Gruppen definierad i (1.30) betecknas med G/H och kallas kvotgrup-
pen av G modulo (eller genom) H.

(1.32) Exempel. Lat G = Z (som vanligt med taladdition) och H =< 5 >. Vi vet (se
(1.17)(c)) att sidoklasserna &r H,1+ H,2+ H,3 + H,4 + H. Vi skall beteckna dem med

0,1,2,3,4. G/H =7/ < 5 > bestar av 5 element och har grupptabellen:

+10 1 2 3 4
0/0 1 2 3 4
111 2 3 40
212 3 4 0 1
313 4 0 1 2
414 0 1 2 3

(texdr2+H+3+H=2+3+H+H=5+H=Hty5¢cH).
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(1.33) Definition. En funktion f: G — G’ kallas en homomorfism om

f(g9192) = f(g1)f(g2)-

for alla g1, 92 € G.

Lagg marke till att till vanster multipliceras i G och till hoger i G.

(1.34) Exempel. (a) Lat G = R%, (de positiva reella talen med multiplikation), G’ = R
och f(x) =Inz. Da ar f(x122) = Inzizs =Inxy +Inxe = f(z1) + f(z2) dvs f: G — G’ ar
en homomorfism.

(b) Lat G = C*,G' = R* och f(z) = |z|. Da ar f(z122) = |z122| = |21]|22| = f(21)f(22) dvs
f:C* - R* ar en homomorfism.

(¢c)Lat G =R*, ' =U = {2 € C*: |2| = 1} och f(z) = €. Da &r f(zx; + o) = e/@1122) =
e®1ei2 = f(z1)f(z2) dvs f : RT — U dr en homomorfism.

(d) Lat G/N vara en kvotgrupp av G (N &r en normal undergrupp till G) och lat f : G — G/N
vara den funktion som avbildar g pa gN. Da &r f en homomorfism ty f(g192) = g192N =
91NgaN = f(g1)f(g2). f kallas den naturliga surjektionen.

(1.835) Proposition. Om f : G — G’ dr en homomorfism sd dr f(e) = € och f(g7!) =
f(g)~t (e och € Gr de neutrala elementen i G resp. G').

Bevis. f(e) = f(ee) = f(e)f(e) dvs f(e) = €5 ¢ = f(e) = flgg™") = f(9)f(g™") dvs
flg™h) =rlg) O

(1.36) Definition. Man séger att en homomorfism f : G — G’ 4r en isomorfism om f
avbildar en-entydigt G pa hela G’. Om G och G’ ar isomorfa (dvs en isomorfism f existerar)
sa skriver man G 2 G'. Om G = G’ kallas f en automorfism. Om [ ar surjektiv (dvs pa
hela G') sa kallas den epimorfism, och om den &r injektiv (dvs en-entydig) sa kallas den
monomorfism.

Bland exemplen i (1.34) #r (a) en isomorfism (inversen f~!(y) = e¥).
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(1.37) Definition. Med kérnan till en homomorfism f : G — G’ menar man méngden av

alla element i G vars bild ar enhetselementet i G'. Karnan betecknas med Kerf. Alltsa
Kerf = {g € G+ f(g) = ¢'}.

Bilden f(G) betecknas ofta TmfT.

(1.38) Proposition. Lat f : G — G’ vara en homomorfism.
(a) Kerf ar en normal undergrupp till G.

(b) G/Kerf = Imf, dir en isomorfism dr given da g(Kerf) avbildas pa f(g).

Bevis. (a) Om g1,92 € Kerf, sa f(g1) = f(g2) = ¢/. Alltsi ér f(g195") = f(g1)f(g2) ' = ¢
dvs glg2_1 € Kerf. Men e € Kerf, sa att enligt (1.10) ar Kerf en delgrupp till G. Den
dr normal ty om g € G och n € Kerf, sa ér gng~! € Kerf. I sjilva verket, f(gng™!) =

f@)fn)f(g) !t =¢.

(b) Vi har ¢’ € g(Kerf) & g7 '¢’ € Kerf < f(g7'¢") = ¢ < f(¢) = f(g) dvs sidoklassen
g(Kerf) bestar av alla element i G vars bild i G’ ar f(g). Nu definierar vi ¢ : G/Kerf — Imf
genom att ordna mot sidoklassen g(Kerf) bilden av ett godtyckligt element i denna, ség f(g)
(alla element har samma bild!) dvs p(gKerf) = f(g). Pa det sittet avbildas olika sidoklasser
pa olika element i Imf och varje element i Imf &ar bilden av en sidoklass.

Vidare ar
p(g1KerfgoKerf) = p(gigoKerf) = f(g192) = f(g1)f(g2) = p(g1Ker f)p(gaKerf),
dvs ¢ ar en-entydig homomorfism av G/Kerf pa hela Imf dvs en isomorfism. O

Del (b) av Prop. (1.38) kallas ofta Huvudsatsen om grupphomomorfismer. Den kan
formuleras pa foljande sétt: Det finns ett kommutativt diagram

G d G

N A

G/Ker f

(dvs f = ¢n) sadant att n dr den naturliga surjektionen (se (1.34)(d)) och ¢ &r en monomor-
fism. Man kan ocksa uttrycka det sa att varje homomorfism f : G — G’ kan faktoriseras i
produkt (= skrivas som sammanséttning) av den naturliga surjektionen n : G — G /Ker f och
en monomorfism ¢ : G/Ker f — G'.

T“Ker”="Kernel”, “Im”="Image”.
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(1.39) Exempel. (a) Lat f:Z — Z,, dar f(a) = [a],. Da &r f en grupphomomorfism ty
fla+b) =la+0b]n = la]n ® [b]n = f(a) ® f(b).
Vi har Kerf ={a €Z: f(a) = [a], = [0]p} =< n > och Imf = Z,.
Alltsa &r Z/ < n >= Z,, och en isomorfism &ar given da < n > +a avbildas pa [a],
(b) Lat f : RY — C*, f(z) = ¥, D4 ar
Flar + mo) = e2Mi@1+am) — 27001 27002 f (1) F(29)

dvs f ér en grupphomomorfism. Hir ér Kerf = {z € R : f(z) = ¥ = 1} = Z och
Imf = {e*™@ z € R} = U, diir U = {z € C : |z| = 1}. Enligt homomorfismsatsen (1.38) &r
R/Z = U och en isomorfism ir given da Z + = avbildas pa e2™@.

Vi avslutar detta kapitel med nagra resultat och kommentarer om olika typer av grupprep-
resentationer och deras betydelse i samband med datorberdkningar i grupper. Ett mycket
gammalt resultat som kommer fran Artur Cayley sidger att varje dndlig grupp kan beskrivas
som en permutationsgrupp. Mera exakt:

(1.40) Cayleys sats. Varje dndlig grupp G med n element dr isomorf med en delgrupp till
den symmetriska gruppen Sy,.

Innan vi visar satsen betraktar vi ett exempel:

(1.41) Exempel. Lat G =< g >, g* = e, vara en cyklisk grupp med 4 element. Vi numrerar
gruppens element e, g, g%, g> med respektive 1,2,3,4. Varje rad i grupptabellen

e g ¢ ¢
e le g ¢ &
9 19 ¢ ¢ e
?l9 ¢ e g
#lg e g ¢

svarar mot en permutation av 1,2, 3,4 (som numrerar gruppelementen):

(1234 (1234 ) (1234 s (1234
€ 1234 ) 9 2341 ) 9 3412 ) 9 4123 )
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Bevis av Cayleys sats Beviset foljer konstruktionsmetoden i exemplet ovan. Lat G =
{91,92,...,9n}. Lat g4(xz) = gr da = € G. Funktionen ¢, har som sin viardeméngd alla
element ggi1, 992, ..., 99, (i den rad av grupptabellen for G som svarar mot g). Mot g ordnar
vi permutationen

g < g 92 -+ Gn )
991 992 ... 99n
Vi kan identifiera elementet g; med talet i och ersitta gg; = g,, med p; for ett lampligt index
pi- Da representerar vi g med en permutation av talen 1,2,..., n:
< 1 2 ... n )
g :
p1 P2 ... Pn

Det &r klart att varje g definierar en permutation (den svarar mot en rad i grupptabellen).
Vi kontrollerar ocksa att funktionen ®(g) = ¢4 ar en injektiv grupphomomorfism av G i den
symmetriska gruppen S,,. Olika g ger olika permutationer (olika rader i grupptabellen) och

0(gg')(z) = gg'v = dyg(g'x) = dg(dy (x)) = dgdy () = 2(9)2(g")(2),

dvs ®(gg') = (9)2(¢). O

I historiskt perspektiv hade Cayleys sats en mycket stor betydelse — den visar att alla dndliga
grupper kan representeras som permutationsgrupper och studeras som delgrupper till de sym-
metriska grupperna .S,,. Rent praktiskt ger den beskrivningen inte sa stora fordelar, men per-
mutationsbeskrivning av en grupp ar mycket lamplig som inmatning i datorprogram. Flera
kénda programpaket tillater en sddan beskrivning av grupper. T ex i MAPLE ger kommandot

> G = permgroup(3, {CL — []-a 2]7 b= [17 27 3}})’

den symmetriska gruppen S3 dvs symmetrigruppen av en liksidig triangel. Kommandot séger
att G ar en delgrupp till S3 och genereras av permutationerna a (en symmetri) och b (vrid-
ningen 120°) dvs bestar av alla produkter av faktorer som &r lika med a eller b.

En mycket viktig generalisering av permutationsrepresentationer ér representationer av grup-
pelementen med hjalp av matriser. Observera att varje permutation kan tolkas som en matris
vars element ar 0 eller 1 varvid en etta forekommer exakt en gang i varje rad och i varje
kolonn. Matrisrepresentationer som utgor ett oerhort viktigt redskap i undersokningar av
grupper diskuterar vi i ett senare kapitel.
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Fran bade teoretisk och praktisk synpunkt ar det viktigt att kunna beskriva grupper pa ett
kompakt séatt. Ett exempel ar cykliska grupper: G =< a >, dar a satisfierar relationen
a™ = e. Den metoden kan generaliserars da man tillater flera generatorer (som a) och flera
relationer (som a™ = e). Vi antar foljande definition:

(1.42) Definition. Lat G vara en grupp. Man séger att aq,...,a; genererar G om varje
element i G kan skrivas som produkt av potenser av dessa element. Man sédger da att G
ar andligt genererad och man skriver G =< ay,...,a; >. Med en relation mellan gen-
eratorerna menar man varje likhet f(a1,...,a¢) = g(a1,...,as), dar f och g & monom i
icke—kommuterande variabler X1,..., X;.

En cyklisk grupp av ordningen n har en generator och en relation: G =< a > och da" = e.
Som ett annat exempel betrakta gruppen G = Us x Uy, diar Us = {£1} med multiplikation.
Elementen a = (1,—1) och b = (—1, 1) genererar denna grupp dvs G =< a,b > (observera att
gruppen inte #r cyklisk). Som relationer har vi t ex a? = e,b% = e och ab = ba (e = (1,1)).

Ofta &r man intresserad av minimala uppsattningar av relationer f; = g1,..., f, = ¢, sddana
att varje annan relation for generatorerna ai,...,a; av G &ar en konsekvens av dessa (och
gruppaxiomen). Rent allmént &r det inte alltid latt att bestdmma en minimal genera-
toruppséttning (inga “onddiga” generatorer) eller avgéra om en generatoruppséttning bestar
av det minsta mojliga antalet av gruppelement. Samma problem giller relationer mellan
generatorerna. Det finns flera programpaket som hjalper 16sa dessa problem for grupper av
mattlig storlek. T ex i MAPLE ger kommandot

> G := grelgroup({a, b}, {[a, a,a], [b,0], [b,a,1/b,1/a,1/al});

en beskrivning av en grupp G =< a,b > med tva generatorer a och b samt med tre relationer
a® =e, b?> = e och bab~'a=2 = e (dvs ba = a?b). Symmetrigruppen av en liksidig triangel kan
i sjélva verket beskrivas pa detta sétt (a ar en vridning, b ar en spegling). Observera att nér
man skriver ut relationer av typen a® = e s menar man alltid att a har ordningen k (ej en
akta delare till k).
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OVNINGAR

1.1.

1.2,

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

Lat K vara en delkropp till de komplexa talen (t ex K = R eller C) och lat M, (K) vara
méngden av alla (n x n)-matriser A = [a;;] med a;; € K. Lat A" = [a;;] beteckna den
transponerade matrisen till A och A = [a;;] den konjugerade matrisen till A. Visa att
foljande matriser bildar en grupp m a p matrismultiplikation:

) GL,(K)={A € M,(K):det A+ 0} (fulla linjara gruppen),
) SL,(K)={A€GL,(K):det A=1} (speciella linjara gruppen),
) On(K)={A € M,(K): AA' = E} (ortogonala gruppen),
d) SOn(K)={A € O,(K):det A=1} (speciella ortogonala gruppen),
) Un(K) ={A € M,(K) : AA* = E}  (unitéira gruppen),
) SUL(K)={Ae€Uy(K):det A=1} (speciella unitdra gruppen),
) Th(K) ={A € GL,(K)
)

No(K) = {A € T,(K) : a; = 1}  (Ovre unitrianguldra gruppen; matriser av
denna typ kallas unipotenta),

(i) Dp(K)={A € GLy(K) :a;; =0 da i#j} (diagonala gruppen).

ta;j =0 da i>j} (Ovre trianguldra gruppen),

Lat G vara en grupp och g € G. Lat n > 0 vara ett heltal sadant att g = e och ¢" # ¢
did 0 <m < n. Visa att < g >= {e,g,...,9" '}.

Anmarkning. Uppgiften visar att ordningen av g kan definieras som det minsta
naturliga talet n sadant att ¢" = e och co om n inte existerar.

Lat g € G och o(g) = n. Visa att om gV = e for ett heltal N s& &r n|N.
Visa att en delgrupp till en cyklisk grupp ar cyklisk.
Visa att

(a) en cyklisk grupp med n element &r isomorf med Z,,

(b) en oéandlig cyklisk grupp ar isomorf med Z.

Skriv ut grupptabeller for symmetrigrupper (se (1.7)) av:

(a) en liksidig triangel,
(b) en kvadrat,

(c) en rektangel som inte &r en kvadrat.

Ge en beskrivning av alla dessa grupper med hjélp av generatorer och relationer.

Anmirkning. Om X &r en regelbunden n-horning sa betecknas dess symmetrigrupp
med D,, och kalls dihedrala gruppen. Gruppen i (c) kallas Kleins fyragrupp och
betecknas med Vj.
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1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

1.12.

1.13.

(a) Visa att om f : G — G’ dr en homomorfism och g € G sa ar o(f(g)) | o(g). Om f
ar en isomorfism sa ar o(g) = o(f(g)).

(b) Avgor om foljande par av grupper ar isomorfa:
(b)1 Zg och Vi,  (b)2 Q* och QF, (b)s R, och RT,
Visa att alla rester vid division med n som &r relativt prima med n bildar en grupp

under multiplikation modulo n. Den betecknas med Z} och dess ordning med ¢(n).
Funktionen ¢(n) kallas Eulers funktion.

Antalet icke-isomorfa grupper av nedan givna ordningar ges av tabellen:
0(G)‘123456789101112131415161718
antalet |44 9 9 1 2 1 5 2 2 1 5 1 2 1 14 1 5

Visa detta da o(G) < 7.

Beskriv alla undergrupper till
(a) Sg, (b) ‘/21, (C) ZG.

(a) Visa att en oéndlig grupp har odndligt manga delgrupper.
(b) G har endast tva delgrupper (vilka?) da och endast da |G| = p, p ett primtal.

En grupp kallas enkel om den saknar icke-triviala normala delgrupper. Visa att en
abelsk grupp &r enkel da och endast d& dess ordning ar 1 eller ett primtal.

Anmarkning. Icke-abelska enkla grupper spelar en mycket viktig roll i gruppteorin. T
ex ar grupper A, av alla jdimna permutationer av talen 1,2, ... ,n enkla om n > 5, vilket
bl a implicerar att losningar till polynomekvationer av grader > 5 inte kan uttryckas
pa liknande sétt som losningar till ekvationer av liagre grader (se inledningen till detta
kapitel och definitionen av en losbar grupp i Ovn. 15). I borjan av 1980-talet avslutades
ett mycket omfattande och svart forskningsprojekt som tog mer &n 150 ar att genomfora
och engagerade hundratals matematiker — klassifikationen av alla enkla grupper. Man
visste att enkla grupper bildar ett antal oéndliga serier (som t ex A,, n > 5) och att
dessutom finns ett dndligt antal s k sporadiska enkla grupper som inte ingar i nagon
av dessa serier. Problemet med att klassificera alla sporadiska grupper visade sig vara
oerhort svart. Ar 1981 avslutades klassifikationen med en konstruktion av den storsta
enkla gruppen — “Monstergruppen” vars ordning ar 246 .320.5%.76.112.133%.17.19.
23-29-31-41-47-59-71 ~ 10°*. Fortfarande publiceras delar av 16sningen i arbeten
som tillsammans omfattar flera tusen sidor (cirka 10 000 enligt insatta personer).

Om G1, Gy ar grupper sa bildar alla par (g1, g2), dir g; € G; en grupp m a p koordinatvis
multiplikation. Den betecknas GG1 X G2 och kallas produkten av G; och G,. Pa samma
satt definieras G1 X ... x G, da n > 2. Visa att

(a) Vo &2 Zo X 7o,

(b) C* =Ry, xU,dér U ={z€C*:|z| =1}

Anmaiarkning. Varje dndlig abelsk grupp ar isomorf med en produkt av cykliska grup-

per vars ordningar ar primtalspotenser. En mera allmén sats som kallas “Huvudsatsen
om &andligt genererade abelska grupper” séger att varje sidan grupp ar isomorf med en
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1.14.

1.15.

1.16.

produkt av cykliska grupper — andliga vars ordningar &r primtalspotenser och oandliga
(om gruppen &r oédndlig). Denna sats som ocksa ger en mycket mera exakt informa-
tion om den direkta produktens faktorer bevisas i ett senare kapitel om moduler 6ver
huvudidealringar.

Lat G vara en transformationsgrupp av en mangd X. Om g € G och x € X sa
skriver vi gz i stéllet for g(x). Méangden Gx = {gz : ¢ € G} kallas banan av = och
St(x) = {g € G : g = z} kallas stabilisatorn av z. Lat G vara en andlig grupp. Visa
att

(a) St(z) ar en delgrupp till G,
(b) |G| = (G : St(x)),
(c) om gx = 2’ sa dr St(z') = gSt(x)g 1,

(d) olika banor &r disjunkta och |X| =" (G : St(z)), dir man summerar Gver repre-
sentanter ur olika banor for G.

Lat G vara en grupp och X = G. Lat G x X — X vara given genom (g,z) — gzg~ .

Om z1,x tillhér samma bana for G (se Ovn. 14) si kallas de konjugerade. Med
centrum av G menas Z(G) = {z € G : Vyeggr = zg} = {z € G : St(z) = G}, dar
St(x) betecknar stabilisatorn av z for konjugering.

L 4r en automorfism av G. Den kallas en inre automorfism.

(a) Visa att z — gxg™
(b) Utnyttja 14 (d) for att visa att om |G| = p™, p ett primtal, sa dr Z(G) #< e >.
Anmérkning. En grupp G med |G| = p™ dar, p &r ett primtal, kallas en p-grupp.
(¢) Utnyttja (b) for att visa med induktion att om G &r en p-grupp sa existerar en kedja
G=Gy> Gy D... DG, =< e > sadan att G;41 ar en normaldelgrupp till G; da
1=0,...,n—1o0ch G;/G;41 ar cyklisk.

Anmaéarkning. En dndlig grupp med denna egenskap kallas 16sbar beroende pa att
sadana grupper svarar mot polynomekvationer som ar losbara i Galoisteorins mening.

Lat G vara en andlig grupp.
(a) Visa att om 2 | |G] sa existerar g € G med o(g) = 2.
(b) Visa att om G &r abelsk och p | |G| for ett primtal p sa existerar g € G med o(g) = p.

Ledning. Ge ett induktivt bevis. Borja med |G| = p. Observera att pastaendet ar
banalt for cykliska grupper.

Anmarkning. (b) &r ett specialfall av Cauchys sats som géller for godtyckliga dndliga
grupper. En allménare sats bevisades av Sylow. Den séger att om p"™ | |G| sa existerar
en delgrupp H till G med |H| = p™ ((b) foljer for alla dndliga grupper da m = 1).
Om p™ | |G| och p™*! |G| s& dr alla delgrupper till G' av ordningen p™ konjugerade
(dvs om H, H' &r tva sidana delgrupper sa existerar g € G s att H' = gHg™!). Alla
delgrupper av ordningen p"* kallas Sylows delgrupper till G.

(c)* (Sylows sats) Visa att om p™ | |G| sa existerar en delgrupp H till G sadan att
|H|=p™.

Ledning. Visa satsen med induktion m a p ordningen av G. Om det finns en #kta
delgrupp H till G sadan att p™ | |H| géller pastaendet. Om en sadan delgrupp inte
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1.17.

1.18.

1.19.

1.20.

finns géller p | [G : H]| {or varje dkta delgrupp H. Utnyttja da Ovn. 14 (d) och visa att
det finns g € Z(G), 0(g) = p. Betrakta da G — G/ < g >.

Anmairkning. Sylows namn associeras med tre satser vars innehall varierar nagot i
olika larobocker. I princip dr pastaendet i (c) Sylows forsta sats. Den andra konstaterar
att varje p—delgrupp till G ligger i en Sylows p—delgrupp och att alla Sylows p—delgrupper
till G ar konjugerade, och den tredje siger att antalet s av Sylows p—delgruper till G ar
en delare till |G|/p™ samt att s lamnar resten 1 vid division med p.

Lat G vara en grupp. Med kommutatorgruppen av G menas den minsta delgrupp
till G som innehéller alla element av typen zyz~'y~!, 2,y € G. Den betecknas G’ (eller
[G,G]). Visa att

a) G’ ar en normal undergrupp till G,

b) G/G" ar abelsk,

c)om G C HCGsaar H<AG,

d) om H <G och G/H &r abelsk, sa a&r H D G'.

Anmirkning. ryz~!y~! kallas kommutatorn av x och y. Den betecknas ofta [z,y].
Vi har zy = [z, y|lyz dvs [z,y] “méter” avvikelsen av zy fran yx.

(
(
(
(

Visa foljande isomorfismer

@) RY/Z2=U; (b)) C/RG2U; (o) CJURRL;  (d) UfUn 2 U;

() C/Up=C () R*/RY, = Uy (g) RT/271Z 2 U,
dirU={z€C:|z|=1},U,={2€C: 2" =1}.

Lat G vara en topologisk grupp (dvs G &r ett topologiskt rum sadant att funktionen
(z,y) — xy ! fran G x G till G &r kontinuerlig). Med en karaktir av G menas en

kontinuerlig homomorfism f : G — U, dar U = {z € C : |z| = 1} (U har den topologi
som induceras fran den naturliga topologin i C). Visa att:

(a) varje karaktir av RT (med den vanliga toplogin) ér z +— €20 diir zq ir ett fixerat
reellt tal och € R™;

(b) varje karaktir av R*/Z (med topologin som induceras fran RT) dr z +— >™"% dir
n ar ett heltal och 7 € RY/Z;

(c) varje karaktir av Z (med diskret topologi) dr x +— e*™"® dir n &r ett heltal och
0<z<1.

(a) Lat G vara en éndlig abelsk grupp (med diskret topologi — se Ovn. 19) och |G| = n.
Visa att G har n olika karaktarer.

(b) Med en Dirichlet—karaktdr menar man en funktion x : Z — U sadan att

|0 om (k,m)#1,
““{wmnom<mm=L

dér ¢ dr en karaktir av Z*, (se Ovn. 8) och [k] ér resten vid division av k med m. Visa
att x(zy) = x(x)x(y) och x(z +m) = x(z) da z,y € Z.

Ledning till (a): Antag forst att G ar cyklisk. Utnyttja sedan anmérkningen efter
Ovn. 13.
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1.21.

1.22.

1.23.

1.24.

1.25.

1.26.

Lat N vara en normal undergrupp till G och H en undergrupp till G. Visa att HN ar
en delgrupp till G och HN/N = H/(N N H).

Lat G1, Gs vara grupper och N1 <0Gy, No <tG4. Lat f : Gi — G5 vara en homomorfism
sadan att f(N1) € Ny. Visa att det finns exakt en homomorfism f* : G1 /N1 — Ga2/No
sadan att diagrammet

G Ga

| ! |

Gl/Nl ?‘GQ/NQ

kommuterar (nq,ne de naturliga surjektionerna). Visa att

Nif~H(N2) «  (Imf)Ny
— N och Imf =N,

Ledning: Visa att f*(g1N1) = f(g1)N2 ar en véldefinierad homomorfism.

Kerf* =

Lat C = CU{oo} vara Riemannsfiren och D C C en 6ppen sammanhiingande delmingd
till C. Lat A(D) vara gruppen av alla en-entydiga konforma avbildningar f : D — Dma
p sammansattning. A(D) kallas automorfismgruppen av D. Alla pastaenden som géller
beskrivningen av grupperna A(D) nedan finns t ex i H. Cartan, Théorie élémentaire
des fonctions analitiques, Chap. VI, §2.

(a) A(C) = {2z +— ‘cljjr's, ad — be # 0}. Visa att A(C) =2 SLy(C)/ < £FEy >.

(b) Med hjélp av (a) visa att A(C) = {2z +— az + b,a # 0}.
(¢) Med hjélp av (a) visa att A(H) = {z — ‘Cljig, a,b,c,d € Ryad—bc # 0} = SLy(R)/ <
+FEy >, dir H = {z € C : Imz > 0}.

Visa att om H &r en andlig delméngd till en grupp G sadan att H # () och z,y € H
implicerar att xy € H sa ar H en delgrupp till G.
Lat f : G — G’ vara en grupphomomorfism.

(a) Visa att bilden av en delgrupp till G ar en delgrupp till G’, och inversa bilden av en
delgrupp till G’ ar en delgrupp till G.

(b) Ar (a) sant om man ersétter orden “delgrupp” med orden “normal delgrupp”?
Med exponenten exp(G) av en grupp G menas det minsta positiva heltalet m sadant

att g = e for varje g € G. Om ett sadant m inte existerar sa sdger man att gruppens
exponent ar odandlig.

(a) Ge exempel pa en oéndlig grupp med dndlig exponent.
(b) Visa att exponenten av en &ndlig grupp &r en delare till gruppens ordning.
(c) Lat M = MGM (o(g)) for alla g € G. Visa att exp(G) = M.

(d) Visa att exponenten av en &éndlig abelsk grupp &r lika med maximalordningen av
gruppens element. Ar detta pastaende sant for icke-abelska grupper?

(e) Visa att i en abelsk grupp har exp(G) och o(G) samma primdelare.
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APPENDIX A: EKVIVALENSRELATIONER

(A.1) Definition. En relation ~ pa en méangd X kallas for ekvivalensrelation om

(a) x ~ z (reflexivitet),

(b)  ~ y implicerar y ~ = (symmetri),

(¢) x ~y och y ~ z implicerar x ~ z (transitivitet),

da z,y,z € X. O
(A.2) Exempel. (a) Lat X = Z och lat z ~ y da och endast da 5 | x — y for x,y € Z.

(b) Lat X = G och lat H vara en delgrupp till G. Definiera x ~ y da och endast da
Hr=Hy (& oyt € H) for x,y € G.

(¢c) Lat X = N = {1,2,...} och lat z ~ y da och endast da x och y har exakt samma
primtalsdelare.

(d) Lat X vara en méangd och lat X; vara icke-tomma delméngder till X for ¢ tillhérande en
indexméngd I. Lat oss anta att dessa méngder utgdr en partition av X dvs X = UX; ar
unionen av alla X; och X; &r parvis disjunkta. Definiera nu z ~ y om och endast om det

finns i sa at x,y € X;. Vi visar strax att varje ekvivalensrelation pa X far man pa detta sétt.
O

(A.3) Definition. Lat ~ vara en ekvivalensrelation pa en mangd X. Med ekvivalensklassen
av r € X menas mangden

@] = {ye X 1y ~a).

(A.4) Proposition. (a) z € [z].

(b) 1] = [y] & = ~ v

(c) Tva olika ekvivalensklasser &r disjunkta.
(d) X &r unionen av alla ekvivalensklasser.
Bevis. (a) Klart fran (A.1) (a).

(b) [z] = [y] = = € [z] = [y] = = ~ y. Antag nu att x ~ y. Om z € [x] sa ger z ~ x och
x ~yatt z ~ysaatt z € [y]. Alltsa ar [x] C [y]. Av symmetriskédl har man ocksa [y] C [z].
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(¢c) Om z € [x]N[y] sa &r z ~ x och z ~ y s& att & ~ y ur transitiviteten. Enligt (b) ar

(d) Foljer direkt ur (a) och (c). O

(c) och (d) séger at ekvivalensklasserna av en ekvivalensrelation ~ pa X bildar en partition
av X.

(A.5) Exempel. (a) For ekvivalensrelationen i (A.2) (a) har man

[z] =[],
dar r ar resten vid division av  med 5 ty 5|z — r dvs x ~ r. Eftersom det finns 5 olika rester
r sa finns det exakt 5 olika ekvivalensklasser [0], [1], [2], [3], [4]

(b) T exempel (A.2)(b) har vi
yelzl]eoy~rs Hy=Hr < ye€ He
(se (1.18)). Alltsa ar [z] = Hzx.

(c) I exempel (A.2)(c) ar alla ekvivalensklasser av foljande form: [z] = [pip2---py], dér
p1,D2,...,pr ar alla olika primdelare till z om = # 1 och [1] (bestaende av enbart 1).

(d) I exempel (A.2) (d) &r just partitionsméngderna X; ekvivalensklasserna, ty om z tillhor
X; sa ar [z] = X;. O

Méngden av alla ekvivalensklasser for en ekvivalensrelation ~ pa X betecknas med X/ ~.
Denna méangd kallar man ofta for X modulo ~.

(A.6) Anmirkning. Om X = G é&r en grupp och ~ ar relationen fran (A.2)(b) sa ar
G/~ mingden av alla hogersidoklasser till H i G. Ofta anvinder man beteckningen H \ G.
Om ~ &r relationen x ~ y da och endast da xH = yH, sa ar ekvivalensklasserna identiska
med vanstersidoklasserna till H i G. Man betecknar da G/ ~ med G/H. Om H é&r en
normaldelgrupp, sa &r H\ G = G/H. Som vi vet i detta fall har G/H strukturen av en grupp
(kvotgruppen av G modulo H) da sidoklasserna multipliceras enligt formeln HxHy = Hxy.

Rent allmént betraktar man ofta mangder X med en binér operation o och med en ekvi-
valensrelation ~. I sadana fall vill man vanligen veta om operationen o kan definieras pa
ekvivalensklasserna sa att

(A7) [z][y] = [z o y].

Det ar klart att en sadan operation pa ekvivalensklasserna ar val-definierad endast om den
inte beror pa valet av ekvivalensklassernas presentation dvs om

[#] = [2'] och [y] =[y/] implicerar att [zoy] = [z’ oy/],
eller med andra beteckningar om

x~2z2' och y~4vy' implicerar att zoy~ a2 oy
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Kapitel 2

RINGAR

Begreppet ring harstammar fran Gauss studier av bindra kvadratiska former med heltalsko-
efficienter. Forsok att klassificera sadana former ledde till ringar bestaende av talen a + bw,
dir a,b € Z och w loser en kvadratisk ekvation med heltaliga koefficienter och hogsta ko-
efficienten lika med 1. De Gaussiska heltalen a + bi, dér i2 = —1, &r ett exempel. Gauss
kallade dessa talméngder for ordningar troligen darfor att de patvingar en naturlig ordning
bland ekvivalensklasser av motsvarande binara kvadratiska former. Senare under 1800-talet
i samband med forsck att bevisa Fermats stora sats borjade man intressera sig for liknande
talméangder ag + a1w + - -+ + ap_1w" "', dir a; € Z och w léser en ekvation av grad n med
heltaliga koefficienter och hogsta koefficienten lika med 1: Om n ar ett udda naturligt tal sa
kan ™ + y™ = 2" faktoruppdelas i produkt

(z+y)(z+wy) - (z+w"y) = 2",

dar w™ = —1. Faktoruppdelningar av den hér typen och talteorin i dessa talméngder ledde
till bevis av satsen i olika specialfall: For n = 3 av Leonhard Euler, for n = 5 av Peter
Gustav Lejeune Dirichlet (1805 — 1859) och Adrien-Marie Legendre (1752 — 1833) samt Carl
Friedrich Gauss (1777 — 1855), for n = 7 av Gabriel Lamé (1795 — 1870) och Henri Lebesgue
(1875 — 1941). Ernst Edward Kummer (1810 — 1893) visade satsen for alla n < 100 och
introducerade flera viktiga metoder som lade grunden for den moderna ringteorin. Fermats
stora sats visades slutligen av Andrew Wiles ar 1994 med avancerade metoder fran olika
matematiska teorier bland vilka ringteorin spelar en mycket viktig roll. Den forsta abstrakta
definitionen av begreppet ring gavs ungefar ar 1870 av Richard Dedekind (1831 — 1916), som
fortfarande anvénde termen ordning. Eftersom ordningsbegreppet forekommer ocksa i andra,
mera naturliga sammanhang, foreslog David Hilbert (1862 — 1943) termen ring. Men termen
ordning lever kvar och anvands ofta i algebraisk talteori. Ringbegreppet ar mycket allmant
och ar relaterad till oerhért manga viktiga matematiska objekt. I denna kurs ar vi mest
intresserade av huvudidealringar och olika typer av algebror som vi diskuterar i efterféljande
kapitel. En mera noggrann studie av ringteorin foljer i kursen Kommutativ algebra. Kapitel
2 dgnas at en kort introduktion till ringteorin och innehéaller endast mycket allménna resultat
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som galler i stort sett for alla ringar.

(2.1) Definition. En ring dr en méngd R med tva operationer “+” (addition) och “.”
(multiplikation) sadana att:

(a) (R,+) ar en abelsk grupp (med neutrala elementet 0),

(b) a(b+ ¢) = ab+ ac och (b+ ¢)a = ba + ca for godtyckliga a,b, c € R.

R kallas associativ om

(c) (ab)e = a(be)

for alla a,b,c € R och kommutativ om

(d) ab = ba for godtyckliga a,b € R.

Man séger att R ar en divisionsring (eller en skevkropp) om

(e) (R~ {0},) &r en grupp.

Om denna grupp ar abelsk sdger man att R ar en kropp.

En ring R kallas Liering (efter den store norske matematikern Sophus Lie) om

(f) (ab)c + (be)a + (ca)b = 0 och a? = 0 for alla a,b,c € R.

(2.2) Exempel. (a) (Z,+,-),(Q,+,), (R,+,-),(C,+,-) ar ringar (associativa och kommu-
tativa). De sista tre ar kroppar.

(b) Méngden M, (R) av alla reella (n x n)-matriser med matrisaddition och matrismultiplika-
tion dr en ring (associativ men inte kommutativ da n > 1).

(c) Méangden C(a,b) av alla kontinuerliga funktioner pa intervallet (a,b) med addition (f +
9)(x) = f(z) + g(x) och multiplikation (fg)(x) = f(z)g(z) da = € (a,b) &r en ring (kommu-

tativ och associativ).

(d) Méangden A(U) av alla analytiska funktioner i en 6ppen delméngd U till C med addition
och multiplikation som i (c) &ar en ring.

(e) Miingden av alla vektorer i R?® med vanlig vektoraddition och vektorprodukt som multip-
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likation dvs:
(a,b,¢) + (a1,b1,¢1) = (a+ai,b+by,c+cy),
(a,b,¢) x (a1,b1,¢1) = (ber — cby, car — acy, aby — bay)
ar en ring. (R3, 4, x) #r varken associativ eller kommutativ. Det ir ett exempel pa en Liering

(ringar av den typen kommer vi att diskutera i Kap. 10).

(f) Om X &r en méngd och R &r en ring sa bildar alla funktioner f : X — R en ring da man
definierar (f +g)(z) = f(z) +g(x) och (fg)(x) = f(x)g(x) (till hoger i dessa likheter adderas
och multipliceras i R).

(¢) (Z,,®,®) ar en associativ och kommutativ ring (se (1.14)). Den &r en kropp da och
endast da n &r ett primtal (se (2.30)).

(h) Lat G vara en grupp och R en associativ ring. Med R[G] betecknar man ringen av alla
funktioner ¢ : G — R sadana att ¢(g) # 0 for ett dndligt antal g € G med addition

(p+1v)(9) =¢(g) +¥(g9) da geG,

och multiplikation

(e)(9) = Y elg)(g").
g'g"'=g
Ofta skriver man formellt p = e ©(g)g. R|G] kallas gruppringen av G med koefficienter
iR.

T ex om R = Z sa bestar Z[G] av alla summor /. ngg, dér ng € Z, ng # 0 for ett dndligt
antal g € G och

ang + ngg = Z(ng + myg)g,

E nggg mggzg rqg, dar ry= g Mg Mg .
g9'9"=g

0

(2.3) Definition. En ring R har en etta om det finns ett element 1 € R, 1 # 0, sadant att
1r =rl =r for varje r € R.
U

Det ar klart att om R har en etta sa ar den entydigt bestamd (1,1’ € R = 1-1" =1 och
1-1"=1saatt 1 =1).
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(2.4) Exempel. Alla ringar i Exempel (2.2) (a) — (d) har etta. Ringen i (e) saknar etta
(helt allmént saknas etta i varje Liering ty 1-1 =0sa att a =a-1-1 = 0 for varje a i ringen).
De jamna heltalen med vanlig addition och multiplikation &r ett exempel pa en associativ och
kommutativ ring utan etta.

I fortsdttningen kommer vi att anvanda termen “ring” i betydelsen av “associativ ring”. Bland
icke-associativa ringar kommer vi att senare diskutera Lieringar. De definitioner och satser
vars bevis géller utan édndringar for Lieringar (och mera allmént for alla ringar) betecknas i
detta kapitel med “I”.

(2.5)! Definition. R’ ir en delring till R om R’ C R och elementen i R’ bildar en ring m
a p addition och multiplikation definierade i R.

Om R’ € R och R # () sa ar R’ en delring till R om och endast om 71,79 € R’ implicerar
ry —1r9 € R och riry € R'.

Har foljer nagra ytterligare exempel pa ringar.

(2.6) Exempel. (a) Om R &r en kommutativ ring sa betecknar R[X] ringen av alla polynom
med koefficienter i R. R[X] bestar av alla uttryck:

p=apt+a X +...+a, X",

dir a; € R, n >0 (X° = 1). sadana uttryck adderas och multipliceras som vanliga polynom
med hénsyn till addition och multiplikation av a; i R. Formellt kan man definiera polynom

som foljder (ag,a1,...,an,...), dir a; € R och a; = 0 for nistan alla’ i med addition och
multiplikation:
(CLD, ai, .. ) + (bo, by, .. ) = (CLO + bg, a1 + by, .. .),
(ap,ay,...)(bo,b1,...) = (co,c1,...),
dir ¢, = Ziﬂ-:n a;bj. Om a; = 0 for ¢ > n och a, # 0 sa sdger man att polynomet
(ag,a1,...,an,...) har graden n. Graden av nollpolynomet dvs polynomet vars alla koef-

ficienter ar lika med O definierar vi har som —1.

(b) Formella potensserier med koefficienter i R (R en kommutativ ring) bildar en ring som
betecknas R[[X]]. Elementen i R[[X]] &r

p=a+auX+...+a, X" +...,

t«for nastan alla ¢7 betyder att a; # 0 endast for ett dndligt antal i.
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dér a; € R. Addition och multiplikation definieras som fér polynom (se (a)). En formell
definition kan ges exakt som for polynom i (a) i form av féljder (ag,a1,...,an,...). Om
R = C[[X]] kan man betrakta potensserier med konvergensradie > 0. sadana serier bildar en
delring till C[[X]] (samma sak géller for t ex R[[X]]).

(2.7)! Definition. En funktion ¢ : R — R’ #r en homomorfism fran ringen R till ringen
R’ om
p(ri+r2) = p(r1) +(rz) och o(riry) = o(r1)e(ra).

Man séger att ¢ ar en isomorfism om ¢ ar bijektiv. Man skriver da R = R'.

Det foljer latt ur definitionen av ¢ att ¢(0) = 0 och p(—r) = —p(r), ty ¢(0) = (0 +0) =
(0) + ¢(0) ger p(0) = 0, och ¢(r) + (=) = (0) ger p(=7) = —p(r).

(2.8)! Definition. Om ¢ : R — R’ #r en homomorfism sa kallas Ker ¢ = {r € R : (r) = 0}
karnan till ¢.

(2.9) Exempel. (a) R = R[X],R' = C, ¢ : R — R’ definieras av p(p) = p(i). Héar ar
Kerp = {p € R[X] : p(i) = 0} = (X? + 1) (alla polynommultipler av X2 + 1).

(by R=C(0,1), R =R, ¢ : R — R ges av p(f) = f(x0), dir 2o € (0,1). Vi har Ker¢p =
{fe€C(0,1): f(xg) =0} =: I,.

(¢c) R=2Z,R = Zy, ¢ : Z — Ly definieras som ¢(z) = [z],, dar [z], &r resten vid division
av x med n. Kerp = {x € Z: [z],, = 0} = (n) (alla multipler av n).

Kérnan till en homomorfism ¢ : R — R’ dr en mycket viktig delring till R:

(2.10)! Definition. I kallas ett (tvasidigt) ideali R om I C R, I # () och
(a) i,10 €1 = i1 —ig € I,

(byiel,re R=ri, irel.
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Om, i stéllet for (b), ¢ € I och r € R endast implicerar att ri € I, kallas I ett vansterideal.
Pa liknande sétt definieras ett hégerideal.

Ur definitionen foljer 1latt att varje vanster eller hogerideal ar en delring till R.

Anmérkning. Termen ideal introducerades av Richard Dedekind (1870). Den hérstammar
fran E. Kummers studier av faktoruppdelningar av algebraiska heltal. Kummer betraktade
”idealtal”. Han definierade begreppet for att aterstéilla entydig faktoruppdelning i de ringar
som anvinds for att bevisa Fermats stora sats. Termen tvasidigt ideal (i icke-kommutativa
ringar) introducerades ar 1898 av Elie Cartan (1869 — 1951). Begreppen hogerideal och
véansterideal definierades ar 1920 av Emmy Noether (1882 — 1935). O

(2.11) Exempel. (a) Om R &r en godtycklig ring och ay,as,...,a, € R sa bildar alla
element
ria1 +reas + ...+ rpam,, dar ri,ro,...,Tm € R,

ett vénsterideal i R (en mycket enkel 6vning). Om R &r en kommutativ ring sa betecknar
man ett sadant ideal med (a1, aq,...,a;) och man siger att det genereras av aq,ag, ..., Gy.
Ett ideal I = (a), a € R (R fortfarande kommutativ) kallas principalt (eller huvudideal).
En kommutativ ring R i vilken varje ideal &r principalt kallas huvudidealring.

(b) Om I &r ett ideal i ringen Z sa bestar I av alla heltaliga multipler av ett naturligt tal
n. Liknande pastaende géller for polynomringen K[X| (K en kropp): Varje ideal I i K[X]
kan skrivas pa formen I = (p) dvs méngden av alla polynommultipler av ett polynom p. Med
andra ord ar bade Z och K[X] huvudidealringar. Se vidare 6vn. 6.

(c) Hilberts bassats siger att varje ideal i polynomringen R = K[X1, Xo,...,X,] (K en
kropp, X1, X2,..., X, variabler) kan genereras av ett dndligt antal element dvs varje ideal I
kan skrivas pa formen I = (p1,p2,...,pm), dar p; € R (vi visar Hilberts sats senare). Allmént
séger man att en kommutativ ring R ar noethersk (efter Emmy Noether) om varje ideal i
R kan genereras av ett dndligt antal element.

O
(2.12)! Proposition. Kdrnan I till en homomorfism ¢ : R — R’ Gr ett ideal.
Bevis. i1,i0 € I = go(il) = go(ig) =0= go(il — ig) = <p(i1) — go(ig) =0= 1 —1ip € 1.
iel,re R= p(ir) = ¢(i)p(r) =0 och p(ri) = p(r)e(i) =0=ir, ri € I. O

En normal undergrupp N till en grupp G ger upphov till kvotgruppen G/N. Pa samma sitt
ger ett ideal I i R en mojlighet till att konstruera kvotringen R/I.
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(2.13)! Konstruktionen av kvotringar. Om I ir ett ideal i R sa kan vi forst betrakta
(den abelska) kvotgruppen R/I, dir R och I &r grupper m a p addition. Det faktum att I
ar ett ideal gor det mojligt att definiera multiplikation av sidoklasserna:

(a+1)b+1I):=ab+ 1.

Fragan ar om den definitionen ar korrekt dvs om uttrycket till hoger ar oberoende av valet
av a’ och V' i sidoklasserna a+ 1 och b+ 1 dvsom a+ 1 =a' +1 och b+ 1 =V + I implicerar
ab+ 1 =d't/ + 1 (jfr Appendix A). Men detta foljer ur definitionen av I:

db —ab=(a —a)t +a =b) eI ty o —a€l och b —bell

Alltsa ar /b’ +1 =ab+ 1. O

Lagg mérke till att ideal 1 R ar exakt de delringar for vilka konstruktionen av R/I kan
genomforas (se Ovn. 8).

(2.14)! Proposition. Ldt I vara ett ideal i R. Funktionen n: R — R/I sidan att n(r) =
r 4 I dr en surjektiv homomorfism med kirnan I (n kallas den naturliga surjektionen).

Bevis. Vi har 5(ry +72) =11 + 7o+ T = (1 + 1) + (ra + 1) = 1) + n(r2) och n(rirz) =
rirg + 1= (r1 +I)(ra + I) = n(r1)n(r2). Dessutom ar Kern={r:r+1=1}=1. O

(2.15) Exempel. (a) Varje ideal I i Z &r av formen I = (n), dir n &r ett heltal (se Ovn.
6). Z/(n) bestar av n element 0+ (n),1+ (n),...,n — 14 (n) (se (1.16)(c)). Ringen Z/(n)
ar isomorf med Z,, (se vidare (2.16)).

(b) Om I &r ett ideal i polynomringen K[X], dar K &r en kropp, sa dr I = (pg), dar py ar
ett polynom ur K[X] (se Ovn. 6). Vi pastar att varje element i K[X]/(po), dér pg # 0, kan
skrivas entydigt pa formen r + (pg), dar grad(r) < grad(pg). Om p + (po) ar en sidoklass och
p = qpo + r, dir grad(r) < grad(po), sé &r p+ (po) = 7+ (po) ty p—7 = qpo € (po). A
andra sidan ger r1 + (po) = 2 + (po), dar grad(ry), grad(rq) < grad(pg) att r1 —rq € (pg) dvs
po|r1 — re, vilket medfor att r; = ro.

Som ett konkret exempel lat oss betrakta R[X]/(X?2+ 1). D4 kan varje sidoklass skrivas som
a+br+ (X?+1),dir a,b € R. Om a + br = a+ bz + (X? + 1) sa giller:

a+br+c+dr=(a+c)+(b+dx och (a+bxr)(c+dx)= (ac—bd)+ (ad+ bc)z,

ty 22 = (22 +1) - 1+ (—1) dvs 22 = —1. Man ser litt att sidoklasserna a + bz bildar en ring
isomorf med C, dar a + bx — a + bi € C definierar en isomorfism (se (2.17)(a)).

TObservera att v+ I =1 + I < r—1' € I (se (1.16), (1.18) och Appendix A).
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0

Observationen ovan att Z/(n) = Z, och R[X]/(X? + 1) = C #r specialfall av en allmiin sats
om ringhomomorfismer, som ibland kallas huvudsatsen om ringhomomorfismer:

(2.16)! Sats. Om ¢ : R — R’ Gr en ringhomomorfism och I = Kery dess kirna sd dr
R/Kerp = Im g och en isomorfism dr given av a + I — ¢(a).

Bevis. Enligt homomorfismsatsen f6r grupper (se (1.38)) vet vi att p*(a+1) = ¢(a) definierar
en isomorfism av gruppen (R/I,+) med (p(R),+). Men o*((a+I)(b+ 1)) = ¢*(ab+ 1) =
p(ab) = @(a)p(b) = ¢*(a+ I)e*(b+ I) sa att ¢* ocksa &r en ringhomomorfism. O

(2.17) Exempel. (a) Isomorfismen R[X]/(X? + 1) =2 C ur (2.15)(b) féljer pa foljande sitt.
Lat ¢ : R[X] — C vara homomorfismen ¢(p) = p(i). Vi har
Kerp = {p € R[X]:p(i) =0} = (X? +1).

¢ avbildar R[X] pa C, ty a + bX + a + bi. Alltsa &r R[X]/(X? 4+ 1) = C och ¢ inducerar
isomorfismen a + bX — a + bi.

(b) Lat ¢ : C(0,1) — R déir o(f) = f(1/2). Da dr Kerp = {f € C(0,1) : f(1/2) = 0} = I 5.
¢ &r en surjektiv ringhomomorfism (ty f(z) =7+ r € R). Alltsa & C(0,1)/1;/2 = R och
inducerar isomorfismen f + I /5 — f(1/2).

[l
(2.18)! Anmairkning. Sats 2.16 kan formuleras pa foljande séitt: For varje ringhomomorfism

¢ : R — R’ existerar (exakt) en injektiv ringhomomorfism ¢* : R/Ker¢p — R’ sadan att
diagrammet

R/Ker ¢

ar kommutativt (n den naturliga surjektionen) dvs ¢p*n = ¢. Kommutativiteten betyder just
att bilden av r + Kerp ar ¢(r).

0

(2.19)! Proposition. Ldit ¢ : R — R’ wvara en surjektiv ringhomomorfism. Funktionen
I' — o~ Y(I") avbildar en-entydigt alla ideal i R' pd alla ideal i R som innehdller Ker ¢.
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Bevis. Lamnas som en mycket enkel, men nagot trakig évning. U

I fortsattningen av detta kapitel &r alla ringar kommutativa och associativa. Vi skall betrakta
tva viktiga klasser av ideal — primideal och maximalideal.

(2.20) Definition. Ett ideal I i en ring R kallas primt om I # R och ab € I implicerar att
a€lellerbel.

(2.21) Exempel. Ett ideal I = (n) # (0) i Z ar ett primideal da och endast da n ar
ett primtal (ty ab € (n) < nl|ab och nlab < nla eller n|b da endast da n &r ett primtal).
Pa samma sétt dr ett ideal I = (p) # (0) i K[X] ett primideal da och endast da p ar ett
primpolynom i K[X] (dvs p &r ett icke-konstant polynom som inte &r en produkt av tva
icke-konstanta polynom). Motiveringen dr exakt samma som for Z (med orden “primtal” och
“primpolynom” utbytta). I bagge fallen ar (0) ett primideal.

(2.22) Definition. Man séger att @ € R ar en nolldelare om a # 0 och det finns b € R,
b # 0 sa att ab = 0. R kallas integritetsomrade om R saknar nolldelare (dvs ab = 0
med a,b € R implicerar att a = 0 eller b = 0) och har etta. Man siger att R &r ett
huvudidealomrade ') om R #r en huvudidealring utan nolldelare.

(2.23) Exempel. (a) Z och K[X] &r integritetsomraden.

(b) C(0,1) har nolldelare dvs det finns f,g € C'(0,1) sa att f #0, g # 0, men fg =0 (ge ett
exempel!).

(c) A(U) (alla analytiska funktioner i en &ppen sammanhéngande mangd U C C) &r ett
integritetsomrade (visa detta pastaende!).

(d) Varje kropp K saknar nolldelare ty ab= 0 och a # 0 i K implicerar a~!(ab) = b = 0.

(2.24) Proposition. I dr ett primideal i R da och endast da R/I saknar nolldelare.

'Den engelska termen #r “principal ideal domain”, vilket ofta forkortas till PID.
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Bevis. ab=0< (a+I)(b+1)=ab+ 1 =1 abc I. Nu har vi:
“="gb=0=>abcl=aclellerbcI=a=0ellerb=0,

‘e ghbel=ab=0=a=0ellerb=0=ac Iellerbel. 0

(2.25) Definition. Ett ideal I i R kallas maximalt om [ # R och om J &r ett ideal i R
som innehaller I sa dr J = I eller J = R (dvs I C J C R, dar J &r ett ideal i R, medfor att
J=1céeller J =R.

0

(2.26) Exempel. (a) I Z ar (n) ett maximalideal da och endast da n &r ett primtal. I sjélva
verket, (n) C (m) C Z betyder att m|n. Om n = p ar ett primtal, sa &r m|p ekvivalent med
m = £1 eller m = +p dvs (m) = Z eller (m) = (p). Omvént, om n = mq, m # 1 # q,
sa ar (n) C (m) C Z. Samma argument visar att ett ideal (p) i K[X] &r maximalt da och
endast da p &r ett primpolynom (= irreducibelt polynom). Detta betyder att i Z och K[X]
sammanfaller primidealen # (0) med maximalidealen.

(b) IR[X, Y] ér t ex (X) ett primideal (se Ovn. 17) som inte &r maximalt ty (X) C (X,Y) C
R[X,Y].

(c) Hilberts Nullstellensatz sdger att varje maximalideal I i C[X},...,X,] kan skrivas pa
formen I = (X1 —ay,...,X,, — ay), dér a; € C (satsen visas senare).

O

(2.27) Proposition. Lat R vara en ring med etta. R saknar icke-triviala ideal (dvs # (0), R)
da och endast da R dr en kropp.

Bevis. Om R ar en kropp och I # (0) dr ett ideal i R sa finns det a € I, a # 0. Da é&r
a-a~' =1 €I vilket betyder att for varjer € Rérr-1=r¢c I dvs I = R.

Omvént, om R saknar icke-triviala ideal och a € R, a # 0, sd &r aR ett ideal i R skilt fran
(0). Alltsa &r aR = R vilket betyder att det finns z € R sa att ax = 1. Detta visar att R~ (0)
ar en (abelsk) grupp m a p multiplikation dvs R &r en kropp. O

(2.28) Proposition. Lat R vara en ring med etta. I dr ett mazimalideal i R da och endast
da R/I dr en kropp.

Bevis. Den naturliga surjektionen n: R — R/I (se (2.14)) i kombination med (2.19) visar
att I & maximalt da och endast da R/I saknar icke-triviala ideal. Pastaendet foljer nu ur
(2.27). O
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(2.29) Foljdsats. I en ring med etta dr varje mazimalideal primt.

Bevis. Om I dr maximalt i R sa &r R/I en kropp enligt (2.28). Alltsa finns det inga nolldelare
i R/I (se (2.23) (d)) vilket betyder att I &r primt enligt (2.24). O

(2.30) Exempel. Z/(n) = Z, &r en kropp da och endast da (n) &r ett maximalideal dvs n
ar ett primtal (se (2.26)(a)). Pa samma sétt ar K[X]/(p) en kropp da och endast da (p) &r
ett maximalideal dvs p ar ett irreducibelt polynom.

O

(2.31) Anméarkning. I en godtycklig ring R kan man betrakta maximala vénster- och
hogerideal. Ett vansterideal I &r maximalt i R om I # R och I C J C R for ett vansterideal
J implicerar J = I eller J = R. Pa liknande sitt definieras maximala hogerideal. En ring
R med etta ar en divisionsring da och endast da den saknar icke-triviala vénsterideal (eller
hogerideal). Bevis ér exakt samma som for (2.27).

Vi avslutar detta kapitel med nagra ord om ringar med entydig faktoruppdelning. Huvu-
didealringar tillhér denna klass och de kommer att spela en viktig roll senare da vi studerar
kanoniska former av matriser (linjara avbildningar).

(2.32) Definition. Lat R vara ett integritetsomrade. Ett element p € R, p # 0 kallas
irreducibelt om likheten p = r/,r,r’ € R, implicerar att exakt en av faktorerna r,r’ ar in-
verterbart i R. Man siger att R har entydig faktoruppdelning’ om varje icke-inverterbart
element r € R, r # 0, ar en produkt av irreducibla och om

r=pi---Pk=4q1-.-4,

dar p;, ¢; ar irreducibla i R, sa &r k = [ och, vid lamplig numrering av faktorerna, ar Rp; = Rg;
(dvs p; = €;q;, dar €; € R*). Man sédger da att p; och ¢; dr associerade.

0

(2.33) Exempel. (a) Varje huvudidealomrade &r UFD (se vidare Ovn. 26). Varje polynom-
ring K[X1,...,X,], K en kropp, & UFD. Mera allmént kan man bevisa (se Ovn. 28) att om
R ar UFD sa ar ocksa R[X] UFD. T ex har Z[X1,..., X,] entydig faktoruppdelning.
(b) Lat R = Z[v/—5] = {a + bv/—5, a,b € Z}. 1 den ringen har vi

9=3.3=(24V=5)(2 - V=h).

"Den engelska termen #r“unique factorization domain”, vilket ofta forkortas till UFD.
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Talen 3, 2+ /=5 ér irreducibla. Fér att visa det betrakta normen N(z) = |z|> = a® 4 5b% for
z = a+ by/—5. Lat oss observera att om N(z) =1 dvs 2z = 1 sd &r z inverterbart i Z[/=5],
och omviint om 2z’ = 1 s ir N(z) = N(2/) = 1. Om nu 3 = 2120, diir 21, 20 € Z[y/—5], 53
ar 9 = |21]|22)? dvs |z|? € {1,3,9}. Men |z]? # 3, sa att antingen z; eller 2o maste vara
inverterbart dvs 3 #r irreducibelt. P& samma sitt visas att 2 4+ /=5 ér irreducibla. Vidare
konstaterar vi att 3 inte dr associerat med 24 +/—5 (om 3 = £(2 4 +/—5) sd &r N(g) = 1 dvs
e = +1, vilket ger en motsigelse). Allt detta visar att Z[/—5] inte &r UFD.

En liten, men dnda relativt viktig klass av ringar med entydig faktoruppdelning utgor euk-
lidiska ringar (se Ovn. 22). Eftersom varje euklidisk ring &r ett huvudidealomrade sa foljer
entydigheten av faktoruppdelningar i euklidiska ringar fran att denna egenskap géller i denna
storre klass (se Ovn. 26).
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OVNINGAR

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

2.12.

Visa att foljande funktioner f : Z[X] — C ar homomorfismer. Bestdm Kerf.

(a) f(p(X)) =p(i);  (b) f(p(X)) =p(0); (c) f(p(X)) =p(V2).

Visa att foljande avbildningar f : R — R ar automorfismer av R:

(a) R=C, f(2) =z (b) R=R[X], f(p(X)) = p(=X);

(¢) R=ZxZ, f((m,n)) = (n,m).

Visa att om f : R — R’ &r en homomorfism av ringar sa ar F : R[X] — R/[X], dar

Flag+ a1 X + ...+ apX"™) = f(ap) + f(a1)X + ... + f(an)X", en homomorfism av
polynomringarna.

Visa foljande isomorfismer:

(a) RIX]/(X)=R; () RX]/(X2—-1)=RxR; (c)Z[X]/(X?-X)=Zx1Z;

(d) Z[X)/( X2+ 1) 2 Z[i]; (e) Z[X]/(2,X) X Zs.

Visa att om [y, I ar ideal i en kommutativ ring R sa ar ocksa (a) I1 + [s = {a+b:a €
Iy och bely} (summan),

(b) I NIz, (snittet),

(c) Iy ={>_aibj:a; €1 och b; €} (produkten)

ideal i R.

Visa att Z och K[X] (K en kropp) ér huvudidealringar.

Ledning. Utnyttja divisionsalgoritmen i dessa ringar. I varje ideal I # (0) vélj ett
element a # 0 med minsta beloppet i Z och av minsta grad i K[X] och visa att I = (a).

Bestam alla ideal i foljande ringar:

(a) Zs;  (b) Ze; (c) K[X]/(X?) (K en kropp); (d) K x K (K en kropp);  (e)
R[X]/(X2% - 1).

Lat R vara en delring till R sadan att formeln (a 4+ R')(b+ R') = ab+ R’ ger en korrekt
definition av produkt i méngden av alla sidoklasser till (R',4) i (R, +). Visa att R’ da
ar ett ideal.

Lat R och R’ vara kommutativa ringar och ¢ : R — R’ en ringhomomorfism. Visa
att om I’ &r ett primideal i R’ s ar ¢~ !(I’) ett primideal i R. Vad kan man siga om
@ 1(I') da I’ ir ett maximalideal i R'?

Visa att det finns en homomorfism Z,, — Z,, sadan att 1 — 1 da och endast da n|m.

Lat R vara ett huvudidealomriade med etta (dvs ett integritetsomrade i vilket alla ideal
ar huvudideal). Visa att varje primideal # (0) &r maximalt.

Lat ¢ : R — K vara en homomorfism av en kommutativ ring med etta pa en kropp K.
Motivera att Ker ¢ &ar ett maximalideal.
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2.13.

2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

Lat R vara en kommutativ ring med etta. Med karakteristiken av R menar man det
minsta naturliga talet n sadant att n-1 = 0 eller 0 om ett sadant n inte existerar (dvs
karakteristiken av R &r lika med ordningen av den cykliska delgruppen < 1 > till (R, +)
om den delgruppen ar &ndlig och 0 om den &r odndlig). Karakteristiken av R kommer
att betecknas med char(R).

(a) Lat char(R) = n. Visa att n-a = 0 for varje a € R.
(b) Visa att karakteristiken av ett integritetsomrade ar ett primtal eller 0.

(c) Visa att varje kropp innehaller exakt en delkropp som &r isomorf med antingen Z,, p
ett primtal, da karakteristiken av kroppen ar p, eller Q da karakteristiken av kroppen
ar 0.

Lat ¢ : Ry — Ry vara en ringhomomorfism sadan att ¢(Iy) C I, dar I; ar ett ideal i
Ry och I ett ideal i Ro. Visa att det finns exakt en homomorfism ¢* : Ry/I1 — Ra/I»
sadan att diagrammet

R Ry

| |

Rl/Il ?RQ/IQ

kommuterar, dar n; och 12 ar de naturliga surjektionerna.
Lat I C J vara ideal i en ring R. Visa att det finns en naturlig ringisomorfism

R

7

Y

I~

Visa att varje maximalideal i ringen C[0,1] av de kontinuerliga funktionerna pa [0, 1]
ar av formen J,, = {f € C[0,1] : f(zo) = 0}, dér o € [0,1]. Formulera en lamplig
generalisering.

Lat G = R* och lat L'(G) vara C-algebran av alla kontinuerliga funktioner f : R — C
sadana att [*_|f(z)|dx existerar, med vanlig addition av funktioner och multiplikation
given av

(fxg)(z) = /OO flz —y)g(y)dy.

(a) Visa att L'(G) verkligen dr en associativ ring.

(b) Man kan visa (se t ex L. H. Loomis, An introduction to abstract harmonic analysis,
§23D) att varje surjektiv ringhomomorfism F : L'(G) — C &r definierad pa foljande
satt:

F(f) = /_ " f(@)al@,

dér o : Rt — U &r en karaktér av Rt (se Ovn. 1.18) dvs a(z) = €, dér y € R &r
fixerat (detta innebér att om [, svarar mot ay(z) = ™® sd ar

A~

fy) = F,(f) = /_ Y b a)edy
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2.18.

2.19.

2.20.

2.21.

2.22,

2.23.

2.24.

Fouriertransformen av f). Motivera att F' verkligen ar en surjektiv ringhomomorfism
av L(G) pa C.

Anmirkning. Kirnan till F #r ett maximalideal i L'(G) (se Ovn. 12). Man kan
visa att om man ordnar mot F dess kdrna sa far man 1 — 1 motsvarighet mellan alla
karaktirer av R* och alla reguljira maximalideal i L'(G) (ett ideal I i en ring R kallas
reguljart om R/I har en etta). Resultat av den dvningen &r ett specialfall av en allmén
sats om lokalt kompakta abelska grupper (hiar R*) — se t ex boken av Loomis, §34B).

Lat R vara en ring med etta. Ett element r € R kallas inverterbart eller en enhet
om det finns 7 € R sa att rr’ = r'r = 1. Visa att alla enheter i R bildar en grupp m
a p multiplikation. Den gruppen betecknas ofta med R*. Vad kan man sidga om alla
element r € R sadana att rr’ = 1 for nagot ' € R? Samma fraga for r € R med r'r = 1
for nagot r’ € R.

Lat p(X,Y) vara ett irreducibelt polynom i C[X,Y]. Motivera att (p) &r ett primideal
och visa att det inte &r maximalt.

Avgor om foljande ideal i Z[X] &r maximala:

D) (3.X): b (XD 0 (3,.X7+2),

Med ett nilpotent element i en ring R menas ett element r € R sadant att r™ = 0 for
nagot naturligt n > 1. Lat R vara kommutativ.

(a) Visa att alla nilpotenta element i R bildar ett ideal N (det kallas den nilpotenta
radikalen av R).

(b)* Visa att A/ &r snittet av alla primideal i R (anvénd Zorns lemma).

Ett integritetsomrade R kallas euklidiskt om det finns en funktion N : R — N sadan
att:

(i) N(a) =0« a =0,

(ii) N(ab) = N(a)N(b),

(iii) om a,b € R, b # 0 sa existerar ¢,r € R sadana att b = ga + r och r = 0 eller
N(r) < N(b).

Visa att foljande ringar ar euklidiska:

(a) Z, (b) K[X],K enkropp, (c) Z[i], (d) Z[v2], (e) Z[v—2].

Anmiirkning. Bland ringarna Det &ir inte svart att visa att bland ringarna Z[v/d] med
d < 0 finns det enbart 2 som &r euklidiska. De ges av d = —1, —2 och ar euklidiska med
avseende pa den vanliga normen N(a+bv/d) = a®> —db®>. Om d > 0 sa ar Z[v/d] euklidisk
med avseende pa normen N(a + bvd) = |(a® — db?| endast da d = 2,3,6,7,11,19. Det
ar inte kdnt om Z[v/d] kan vara euklidisk for andra d > 0 (med avseende pa en lamplig

funktion N). Man formodar att det &r sa for t.ex. Z[v/14] och for oéndligt manga andra
d.

Visa att varje euklidisk ring &r ett huvudidealomrade.

Visa att om R &r euklidisk med avseende pa en funktion IV sa ar a € R inverterbart da
och endast da N(a) = 1.
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2.25.

2.26.

2.27.

2.28.

Lat R vara ett integritetsomrade. Ett icke-inverterbart element p € R kallas primt
om villkoret p|ab implicerar p|a eller p|b (a,b € R). Med andra ord: p ar primt da och
endast da idealet (p) ar ett primideal.

(a) Visa att ett primelement &r irreducibelt och ge ett exempel pa ett irreducibelt
element som inte ar primt (t.ex. i Z[/—5]).

(b) Visa att om R &r UFD sa &r varje irreducibelt element primt.

(c) Lat varje element i R vara en produkt av irreducibla element. Visa att R &r UFD
da och endast da varje irreducibelt element ar primt.

(a) Visa att varje nollskilt element i ett huvudidealomrade &r en produkt av irreducibla
element.

(b) Utnyttja Ovn. 25 for att visa att om R &r ett huvudidealomrade s har R entydig
faktoruppdelning.

Lat R vara ett huvudidealomrade. Om a,b € R sa definierar man storsta gemensamma
delaren SGD(a, b) till a,b som ett element d € R sadant att

(i) d|a och d|b,

och

(ii) om d'|a och d'|b sa d'|d.

Visa att om a # 0 eller b # 0 sa ar d entydigt bestdmd sa ndr som pa associering och

att det finns =,y € R sadana att d = ax + by. (Man definierar ofta SGD(0,0) = 0.)
Visa att R[X] & UFD om R ar UFD.
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APPENDIX B: ZORNS LEMMA

(B.1) Definition. En relation < pa en méngd X kallas fér partiell ordning om

(a) x <z,

(b)z<yochy<z=2x<z,

(c)x<yochy<z=ux=y,

dir z,y,z € X. Om z < y kommer vi ocksa att skriva y > x. O

(B.2) Exempel. (a) (R,<); (b) X= alla delméngder till en méngd M med avseende pa
C; () (Ny|), dar | betecknar delbarhet. O

(B.3) Definition. Ett element z* € X kallas maximalt (m a p <) om z* <z, dir z € X
medfor att z = z*. Ett element yo € X kallas majorant for en delméngd ¥ C X om y < yo
for varje y € Y. En delméngd ¥ C X kallas en kedja om Vy, y,cy y1 <y eller yo <y [0

(B.4) Zorns Lemma. Lat (X, <) vara en partiellt ordnad mdngd, X # (. Om varje kedja
1 X har en majorant sa innehaller X ett mazximalt element. Mera exakt existerar for varje
x € X ett maximalt element x* sadant att x < z*.

Zorns Lemma &r ekvivalent med urvalsaxiomet. Som exempel visar vi:
(B.5) Sats. Varje dkta ideal i en kommutativ ring med etta ligger i ett mazimalideal.

Bevis. Lat Iy vara ett dkta ideal i R. Lat X = {alla ideal # R som innehaller Ip}. Da é&r
X # 0ty Iy € X. Betrakta X med C. Lat Y C X vara en kedja och J = Urey . Vi pastar
att J ar ett dkta ideal. Lat ri,7o € J dvsry € I; € Y och ro € Iy € Y, dar I; C I, eller
I, C I,. Alltsa ar ry —rg € Iy eller 11 — 1o € I, vilket ger 11 —179 € J. Om r € Roch v’ € J
dvs v € I for nagot I € Y, sa ar v’ € I C J. Alltsa ar J ett ideal som innehaller Iy (ty
I CT€Y). Det ar dkta ty 1 ¢ J. J &r dessutom en majorant for Y. Enligt Zorns Lemma
existerar ett maximalt element I* € X, vilket betyder just att I* ar ett maximalideal som
innehaller Ij. ]
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Kapitel 3

MODULER OVER RINGAR

Begreppet modul 6ver en ring generaliserar begreppet vektorrum 6ver en kropp — rent formellt
ersitter man skaldrer fran en kropp med skaldrer fran en ring. Beroende pa att ringar utgor
en betydligt bredare och rikare klass &n kroppar leder modulbegreppet till mycket djupare
resultat an linjér algebra har att erbjuda. Flera viktiga resultat i gruppteorin eller i linjar
algebra visas for 6vrigt med hjalp av moduler 6ver ringar som inte &r kroppar (t ex funda-
mentalsatsen om &andligt genererade abelska grupper och satsen om Jordans normalform f6r
linjara avbildningar visas i Kap. 8 med hjalp av samma sats om moduler 6ver huvudideal-
ringar). Modulbegreppet, liksom ringbegreppet, dr mycket allmént sa att mera intressanta
resultat endast kan forvintas om man betraktar lampliga klasser av ringar eller moduler.
I detta kapitel introduceras de mest grundliaggande egenskaperna hos moduler 6ver ringar.
Som ett specialfall betraktar vi moduler 6éver kroppar dvs vektorrum. Pa det séttet kan detta
kapitel betraktas som en repetition av flera viktiga egenskaper hos vanliga vektorrum. Vi skall
dock forsoka introducera olika begrepp for helt godtyckliga ringar. R kommer att beteckna
en associativ ring med etta och vi forutsatter att varje ringhomomorfism avbildar ettan i den
ena ringen pa ettan i den andra. Om ringen R &r en kropp kommer vi som regel skriva K i
stallet for R.

(3.1) Definition. En vinster R—modul &r en abelsk grupp M sadan att mot varje r € R
och m € M svarar rm € M sa att

(a) r(m1 4+ mg) = rmy + rmao,
(b) (r1 +re)m = rim + rom,
(c) (7‘17“2) = 7“1(7“27”)

(d) Im =

dar r,r1,79o € R och m,my,my € M. En hoger R-modul definieras analogt. Om R = K
ar en kropp sa kallas K-moduler for vektorrum eller linjara rum &ver kroppen K. Deras
element kallas da vektorer.

41
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0

I fortsdttningen menar vi alltid med en R—modul (utan adjektiv) en vénster R—modul.

(3.2) Exempel. (a) Lat R = Z och M = G, déar G ar en godtycklig abelsk grupp. Om
man definierar Z X G — G som den vanliga multipeln: (n,g) — ng sa férvandlas G till en
Z-modul.

(b) Lat R vara en ring och I ett vénsterideal i R. Da &r I en R-modul om man definierar
R x I — I genom (r,7) — ri. I synnerhet & R en R-modul (med I = R).

(c) Lat ¢ : R — R’ vara en ringhomomorfism och N en R’-modul. Da kan N betraktas
som R-modul om man definierar rn := @(r)n (dvs R X N — N ges av (r,n) — ¢(r)n). 1
synnerhet kan R’ betraktas som R-modul. Till exempel &r R’ en R-modul da R C R’ (¢ ar
inbéddningen). Ett annat viktigt specialfall far vi da ¢ : R — R/I, dar I ar ett ideal i R och
¢ den naturliga surjektionen — R/I &r en R-modul (via ¢).

(d) Lat M; for ¢ € J vara R-moduler. Mangden av alla vektorer (m;);cs sadana att m; € M;
ar en R-modul da man definierar (m;) + (m}) = (m; +m}) och r(m;) = (rm;). Den modulen
betecknas med [, ; M; och kallas (direkta) produkten av M;, i € J. Man skriver ocksa
My x -+ x M, da J ={1,...,n}. Med direkta summan av M;, i € J menas méngden av
alla (m;) sadana att m; = 0 for néstan alla i € J, med avseende pa addition och multiplikation
som ovan. Direkta summan av M; betecknas med Hie g M;. 1stallet for “direkt summa” sdger
man ofta “koprodukt”. Det ar klart att den direkta produkten och den direkta summan

sammanfaller d& J ar andlig. Se vidare Ovn. 3.7.

(3.3) Anmaéarkning. Definition (3.1) kan formuleras pa foljande sétt. Lat End(M) vara
méngden av alla endomorfismer av M dvs funktioner f : M — M sadana att f(mq + meo) =

F(m1) + f(ms). End(M) éir en ring da (f + g)(m) = f(m) + g(m) och (fg)(m) = f(g(m))
for m € M. Nu har vi att M &r en R-modul da och endast da det finns en homomorfism
av ringar ® : R — End(M) sadan att 1 — Id (den identiska avbildningen av M). I sjélva
verket, om M &r en R-modul sa definierar vi ® : R — End(M) genom ®(r)(m) = rm. Da
har vi enligt (3.1) (a):

O(r)(m1 + ma) = r(m1 + ma) = rmy + rmg = ®(r)(my) + ®(r)(ma),

dvs ®(r) € End(M). Vidare ar enligt (3.1) (b) och (c):

O(ry 4+ ro)(m) = (r1 + ro)m = rim + rom = ®(r1)(m) + ®(r2)(m) = [®(r1) + D(r2)](m),
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®(rira)(m) = (rirz)m = ri(ram) = ®(r1)(®(r2)(m)) = (2(r1)@(r2))(m),

dvs ®(r1+7r2) = ©(r1)+P(r2) och ®(r1r2) = ®(r1)P(r2) sa att ¢ &r en ringhomomorfism. Till
sist ar ®(1)(m) = 1Im = m enligt (3.1)(d) sa att ®(1) = Id. Omvént, om ® : R — End(M) ar
en homomorfism sadan att ®(1) = Id, sa visar samma resonemang att M &ar en R-modul (med
rm = ®(r)(m)). Funktionen ® kallas ofta for en representation av R (i endomorfismringen
av M) (se vidare Ovn. 3 och Kapitel 9 i samband med grupprepresentationer).

(3.4) Definition. Man séger att en funktion f : M — N, dar M, N &r R-moduler, &r en
R-homomorfism om

flmy+ma) = f(m1) + f(m2) och  f(rm)=rf(m).

Méngden av alla R-homomorfismer f : M — N betecknas med Hompg(M, N). Om R = K é&r
en kropp sa sidger man oftast att f ar en linjar avbildning eller en linjar transformation.

0

Homp(M, N) &r en abelsk grupp da (f+g¢)(m) = f(m)+g(m). Om R &r en kommutativ ring
sa dr Homp(M, N) en R-modul da (rf)(m) = rf(m) (kontrollera!). Termerna epimorfism
(dvs surjektiv homomorfism), monomorfism (dvs injektiv homomorfism), isomorfism, auto-
morfism och endomorfism anvéands for modulhomomorfismer i exakt samma betydelse som
for grupper.

(3.5) Exempel. Lat R vara en kommutativ ring och M en R-modul. Lat ro € R. Da &r
f:M — M, dar f(m)=rogm en R-homomorfism ty

f(m1 +ma) = ro(m1 +ma) = romy + rome = f(m1) + f(me)

och
flrm) = ro(rm) = (ror)m = (rro)m = r(rom) = rf(m).

Nu skall vi diskutera delmoduler och kvotmoduler.

(3.6) Definition. Lat M vara en R—modul. En (R-)delmodul N till M &r en delgrupp
N C M sadan att rn € N for varje r € R och n € N. Om R &r en kropp sa ersétter man
oftast termen delmodul med termen delrum eller underrum.
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(3.7) Exempel. (a) Om M é&r en R-modul och m € M sa &r Rm = {rm : r € R} en
delmodul till M. Mera allmént, om m; € M, dér i € J (en indexméngd), sa &r méngden
> icg Bm; av alla dndliga linjérkombinationer ) ;. ; 7;m; en delmodul N till M. Man séger
att mangden av alla m;, ¢ € J, genererar N. Elementen m; kallas da generatorer for V.
Om M ar genererad av ett dndligt antal av sina element dvs M = Rmq + --- + Rmy, dar
m; € M, sa séger man att M ar en dndligt genererad modul. Om M = Rm sa kallas den
cyklisk.

(b) Om N;, i € J ar delmoduler till M sa &r ocksa deras snitt N;csN; och deras summa » | N;
delmoduler till M. Med > N; menas méngden av alla summor > n;, ddr n; € N; och n; =0
for nastan alla ¢ € J.

(c) Lat I vara ett vansterindeal i R och M en R-modul. Da &r IM = {)  ixmy (4ndlig summa),
i € I, my € M} en delmodul till M.

O

(3.8) Proposition. Lat N wvara en delmodul till M och M/N kvotgruppen av de abelska
grupperna M och N. Da ér M/N en R-modul om man definierar r(m+ N) :=rm+ N. Den
naturliga surjektionen M — M/N dr da en R-epimorfism.

Bevis. Vi har
m+N=mo+NSm;—mag€N=r(m —mg) € N=rm;+N=rmg+ N

dvs multiplikationen (r,m + N) — rm + N é&r korrekt definierad. Det &r mycket latt att
kontrollera villkoren (a)—(d) i definitionen (3.1). For den naturliga surjektionen f : M —
M/N har vi f(rm)=rm+ N =r(m+ N) =rf(m). O

(3.9) Definition. Lat f : M — N vara en homomorfism av R-moduler. Med kérnan till
f menas Kerf = {m € M : f(m) = 0}. Bilden f(M) av M betecknas ofta med Imf.
Med kokarnan av f menar man Cokerf = N/Imf, och kobilden Coimf = M/Kerf. Om
R = K &r en kropp och saledes ar f: M — N en linjar avbildning sa kallas karnan till f for
nollrummet (till f), och bilden av f kallas for virderummet (till f).

O

(3.10) Proposition. Om f: M — N dr en R-homomorfism sa dr Kerf en delmodul till M
och Imf dr en delmodul till N. (Om R = K ar en kropp sa dar nollrummet till f ett delrum
till M och virderummet till f dr ett delrum till N.)

Bevis. Det &r klart att Kerf ar en delgrupp till M och Imf &r en delgrupp till N. Om
m € M ochr € Rsaar f(rm)=rf(m)=0dvs rm € Kerf. Om f(m) € Imf och r € R sa
ar rf(m) = f(rm) € Imf. O
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(3.11) Proposition. Om f : M — M’ dr R-homomorfism sa definierar f*(m + Kerf) =
f(m) en R-isomorfism M /Kerf = Imf.

Bevis. Vivet att f* ar en isomorfism av (de abelska) grupperna M /Ker f och Imf (se (1.38)).
Men f*(r(m + Kerf)) = f*(rm + Kerf) = f(rm) = rf(m) = rf*(m + Kerf) sa att f* &r
R-linjar. O

(3.12) Anméarkning. Precis som (1.38) for grupper och (2.16) for ringar kan (3.11) for-
muleras pa foljande satt: Om f : M — M’ ar en R-homomorfism sa existerar exakt en
monomorfism f*: M/Kerf — M’ sadan att diagrammet:

M 4 M’

M/Kerf

kommuterar (7 ar den naturliga surjektionen) dvs f*n = f.

(3.13) Proposition. En R-homomorfism f: M — M’ dr injektiv (= en monomorfism) da
och endast da Kerf = (0).

Bevis. “=” z € Kerf = f(z) =0= f(z) = f(0) =z =0.

“<” Lat Kerf = (0). Om f(z1) = f(xg) sa &r f(z1 —x2) = 0 dvs 1 — 22 = 0. Alltsa ar
Tr1 = T9. ]

(3.14) Proposition. Lat I vara ett ideal i en ring R och M en R-modul. Da dr M /IM en
R/I-modul da man definierar (r +I)(m +IM) =rm+ IM.

Bevis. Produkten (r + I,m + IM) — rm + IM &r korrekt definierad ty r +1 = r' + I och
m—+IM = m/'+IM ger att r—r’ € I och m—m' € IM dvs rm—r'm’ = (r—r"Ym+r'(m—m') €
IM sa att rm + IM = r'm’ + IM. Villkoren (a)—(d) i (3.1) foljer nu direkt. O

De moduler 6ver ringar som ligger ndrmast vektorrum 6ver kroppar kallas fria.

(3.15) Definition. En R-modul F kallas fri om den har en R-bas dvs om det finns element
e; € F, i € J sadana att varje element x € F kan skrivas entydigt som en linjarkombination
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med koefficienter i R av ett andligt antal e;. Detta betyder att om x € F sa ar x = EZEJ €4,
dér r; € R och néstan alla r; = 0 samt en sadan framstéllning &r entydig. Nollmodulen
F = (0) ar definitionsmaéssigt fri.

O

(3.16) Anmaérkning. Villkoret i (3.15) som séger att varje z € F har framstéllning x =
> rie; med dndligt manga e; och entydigt bestdmda koefficienter r; kan erséattas med villkoret
att x = > r;e; (a’priori ej nédvéandigt entydigt) och e;, i € J, ar linjart oberoende dvs
om » r;e; = 0 med néstan alla r; = 0 sa ar alla r; = 0. Ekvivalensen av dessa tva villkor
kontrolleras mycket enkelt och lamnas som Ovn. 18. Rent allmént sager man att en delmangd
B till F' &r linjért oberoende om Y 7;e; = 0 med e¢; € B, r; € R och nastan alla r; = 0
implicerar att alla r; = 0. Man uttrycker detta villkor sa att varje &ndligt delméngd till B ar
linjart oberoende.

0

(3.17) Exempel. (a) Om K &r en kropp och V' ar ett godtyckligt linjart rum éver K sa dr V
en K-fri modul. Detta pastaende ar ett standardexempel pa en tillimpning av Zorns Lemma
och lamnas som en viktig 6vning — se Ovn. 19 och eventuellt dess 16sning. I denna évning
visar vi att varje delméngd till V' bestaende av linjart oberoende vektorer i ett vektorrum
kan kompletteras till en bas for hela rummet. Om ett rum har en &ndlig bas sa &r alla baser
andliga och har lika manga element (se Ovn. 20). Ett mera allmént resultat som séger att
alla baser for ett och samma vektorrum har samma kardinalitet &r lite svarare att bevisa och
kraver nagot djupare kunskaper om aritmetiken av kardinaltal.

(b) Om R &r en godtycklig ring och J en godtycklig indexméngd sa finns det en fri R-modul
med bas ¢;, ¢ € J. Man kan konstruera en sadan modul pa foljande satt. Lat F' vara méngden
av alla funktioner f : J — R sadana att f(i) = 0 for néstan alla ¢ € J. F &r en R-modul
med addition av funktioner dvs (f + ¢g)(i) = f(i) + g(i) och multiplikation (rf)(i) = rf(3).
Lat e; : J — R vara funktionen som definieras genom e;(j) = d;; (dvs 6;; = 0 om ¢ # j och
0;i = 1). Da bildar e;, ¢ € J, en bas for F ty for f:J — R har vi f =) f(i)e; och en sadan
framstéllning dr entydig. F' kan helt enkelt definieras som [, ; M;, dér M; = R for varje
i € J. Ibland betecknar man den modulen med RI/!.

0

Vart nésta resultat sdger att en R—homomorfism av en fri modul i en helt godtycklig modul
over R definieras och bestdms entydigt av bilderna av baselementen.

(3.18) Proposition. Ldat R vara en ring och F en fri R-modul med bas e;, i € J. Om M
dr en godtycklig R-modul och m;, i € J, godtyckligt valda element i M sa existerar en och
endast en R-homomorfism f: F — M sadan att f(e;) = m;. Om m;, i € J bildar en bas for
M (dvs M dr fri med bas m;, i € J) sa ar f en isomorfism.
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Bevis. Om z = ) r;e; (med entydigt bestdmda r;!) sa definierar vi f(z) = ) rm,. Da far
vi en R-homomorfism sadan att f(e;) =m;. Om g : F' — M &r en R-homomorfism sadan att
g(e;) =m; sa ar g(x) = gO rie;) = > rigle;) = > rim; = f(x) dvs g = f. Om nu m; bildar
en bas for M sa ger f(x) = > rim; = 0 att r; = 0 dvs f &4r en monomorfism (se (3.13)). Men
f &ar ocksa en epimorfism (trivialt) sa att f dr en isomorfism. O

(3.19) Foljdsats. Om F,F' dr tva fria R-moduler med baser vars kardinaliteter dr lika sa
ir F och F'  R-isomorfa.

Bevis. Om ¢;, i € J, dr en bas for F och €}, i € J, for F’' sa ordnar vi e, mot e;. Da far vi
en R-isomorfism Y rie; — Y ;e enligt (3.18). O

Det ar klart att en R—modul F’ som ar isomorf med en fri R—modul F ar ocksa fri och har
bas av samma kardinalitet som F — om f : F — F’ ar en sadan isomorfism och e;, i € J,
bildar en bas for F sa bildar f(e;) en bas for F”.

(3.20) Proposition. Lat R vara en kommutativ ring med etta och F en fri R-modul. Da
har tva godtyckliga baser for F samma kardinalitet.

Bevis. Lat e;, i € J, vara en bas for F' 6ver R och lat I vara ett maximalideal i R (se
Appendix B, (B.5)). Lat oss betrakta R/I-modulen F/IF (se (3.14)). Det &r en fri R/I-
modul med bas €;, i € J, dar &; = e; + IF. Vi har ndmligen z = Y 7;e; da = > r;e; sa att
F/IF genereras av €; (T = x + IF). Vidare ger Y 7;¢; = 0 att >_ r;e; € I'F, vilket implicerar
att allar; € I (ty e;, i € J, ar en bas for F'). Alltsa ar 7; = 0 dvs €; ar linjért oberoende. Men
R/I &r en kropp (se (2.28)) sa att F'/IF ar ett vektorrum 6ver R/I. Vi vet att tva baser for
ett linjart rum har samma kardinalitet (se ocksa Ovn. 20). Detta implicerar att varje bas for
F har samma kardinalitet som basen ¢;, i € J. ]

(3.21) Definition. Om alla baser for en fri R-modul F' har samma kardinalitet (t ex om F
ar fri 6ver en kommutativ ring R — se (3.20)) sa kallas denna kardinalitet f6r rangen av F' &ver
R och betecknas med rgrF’. Om R = K &r en kropp talar man i stéllet om dimensionen av
F 6ver K som betecknas med dimg F'.

I samband med Gvningar kommer vi i kontakt med vektorrum som har odndliga baser (se
Ovn. 24), men fria moduler (vektorrum) som vi moter i fortséttningen kommer oftast att ha
andlig rang (dimension).

En mycket viktig konstruktion ordnar mot varje fri R-modul dess duala modul.
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(3.22) Definition. Lat M vara en R-modul 6ver en ring R. Med duala modulen till M
menar man M* = Hompg(M, R) (se (3.4)).

(]
(3.23) Proposition. Om F dr en fri R-modul, dimgr F = n och e;, i = 1,...,n dr en
bas for F éver R sa bildar R-homomorfismerna f; : F — R sadana att fi(e;) = d;; for
i=1,2,...,n en bas for F* (den duala basen till e;, i = 1,...,n). I synnerhet dr F* fri och

rangp F* =rangpF.

Bevis. Notera forst att f; ar vil-definierade som R-homomorfismer enligt (3.18). Om f € F*
sa ar f =1, f(e;)fi ty for varje vektor e; har vi

O flefiles) =D flea) files) = f(ej)
=1 i=1

dvs > f(e;)fi och f &r lika pa alla basvektorer. Alltsa ar f = Y f(e;)fi. Vidare ger
f=>aifi att f(ej) = (> a;fi)(ej) = a; sa att representationen av f &r entydig. O

(3.24) Proposition. Lat V wvara ett vektorrum éver en kropp K. Da ezisterar en naturlig
monomorfism ® : V. — V** som mot v € V' ordnar ®(v), dir ®(v)(f) = f(v) da f € V*.
Om dimg V < oo sa dr ® en isomorfism.

Bevis. Vi har

P(v1 +v2)(f) = f(v1 +v2) = f(v1) + f(v2) = P(v1)(f) + P(v2)(f) = (P(v1) + P(v2))(f),

dvs ®(v; 4+ v2) = ®(v1) + ®(v2). Vidare ar

®(av)(f) = flav) = af(v) = (a®(v))(f),

dvs ®(av) = a®(v). Detta visar att ® dr en homomorfism av K-vektorrum. Vi har Ker® =
{fveV:ow)(f)=f(v)=0 Vyiey+} =(0) ty om v € V och v # 0 sa existerar f:V — K
sadan att f(v) # 0 (komplettera v # 0 till en bas for V' och definiera f sa att f(v) # 0
enligt (3.18)). Alltsa 4r ® en monomorfism (se (3.13)) sa att dimg V = dimg ®(V). Om
dimg V < oo sa ar dimg V' = dimg V* = dimg V** enligt (3.23). I detta fall ar alltsa
dimg ®(V) = dimg V** dvs ®(V) = V** s att ® ar en isomorfism (se vidare Ovn. 26). O

Vi avslutar detta kapitel med en viktig definition som vi utnyttjar i senare kapitel och i
samband med Gvningar.

(3.25) Definition. Man siger att en sekvens
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VR

av R-moduler och R-homomorfismer ar exakt om Imf = Kerg.

(3.26) Exempel. (a) 0 — M’ L. M & exakt da och endast da Kerf = 0 dvs f &r en

monomorfism. M 2~ M” — 0 &r exakt da och endast da Img = M” dvs g &r en epimorfism.

(b) Lat f: M — N vara en homomorfism. Da &r sekvensen

0 — Kerf —= M — = N —~ Cokerf — =0

exakt, dar ¢ ar inbdddaningen och p: N — N/Imf = Cokerf den naturliga surjektionen.
(c) Lat M = M; x Ms (se (3.2) (e)). Da ar
0 —— M; —> My x My —2> My ——0

exakt da i(m1) = (m1,0) och pa(mi, ma) = mao.

(d) T M’ LM L M har vi Imf C Kerg da och endast da gf = 0.
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OVNINGAR

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

Lat R vara en ring och M en R-modul. Lat Endr(M) (se (3.3)) vara endomorfismringen
av M. Visa att M ar en Endg (M )-modul da man definierar Endg(M)x M — M genom

(f;m) = f(m).

Lat V vara ett vektorrum 6ver en kropp K och F': V — V en linjar avbildning. Visa
att V ar en K[X]-modul da man definierar p(X)v = apv + a1 F(v) + ...+ a, F"(v), dar
pX)=a+auX+...+a,X" € K[X]ochveV.

Lat G vara en grupp, K en kropp och K[G] gruppringen for G 6ver K (se (2.2) (h)).
Med en representation av G 6ver K menas en grupphomomorfism G — GLgk(V), dar
G Lk (V) betecknar gruppen av alla inverterbara linjara avbildningar av V éver K. Visa
att det finns en en-entydig motsvarighet mellan alla representationer av G 6ver K och
alla K[G]-moduler V.

Lat R vara en ring och M en R-modul.
(a) Visa att Ann(M) ={r € R:rM =0} ar ett ideal i R (rM = {rm,m € M }).

(b) Visa att M &r en R/Ann(M) modul da #m = rm for r € R, m € M. Idealet
Ann(M) kallas annulatorn av M.

Lat R vara en ring och f : R — R en endomorfism av R som en vénster R-modul. Visa
att det finns 7o € R sa att f(r) = rro for r € R.

Lat I, I> vara tva ideal i en ring med etta R sadana att det finns en R-isomorfism
av R-moduler R/I; och R/Is. Visa att I} = I,. (Observera att R/I betraktas som
R-modul i enlighet med (3.2)(d)).

(a) Lat M;, My vara delmoduler till en R-modul M. Man sédger att M &r en (intern)
direkt summa av M; och Ms om varje element m € M har en entydig framstéllning
m = my + mg, dir my € My, mg € M. Visa att M = My x My (= My [[ Ma). Ofta
skriver man M = My © Ms.

(b) Generalisera (a) till ett pastaende om en godtycklig familj (M;);cs av delmoduler
till M.

f

Lat M’ L5 M -2+ M’ vara en sekvens av R-moduler och R-homomorfismer sadana att
gf =idyp. Visa att M = Imf @ Keryg.

(a) Lat M = [[,c; M;, dér M; & R-moduler och lat p; : M — M; definieras av
pj((m;)) = m;. Visa att for varje R-modul M’ och R-homomorfismer p’; : M' — M;
existerar exakt en R-homomorfism f : M’ — M sadan att alla diagram

M

7
N

M/
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3.10.

3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

3.15.

kommuterar.

(b) Lat M = [[,c; M; och lat p; : M; — M ges av pj(m;) = (m;)ies, dir m; = 0 da
i # j. Visa att for varje R-modul M’ och R-homomorfismer p} : M; — M’ existerar
exakt en R-homomorfism f: M — M’ sadan att alla diagram

kommuterar.

Lat Ny, No vara delmoduler till en R-modul M. Visa att

N1+ N- N-
(a) 1]?1 2= NlﬂZNQ’

(b) om Ny C N sé ir 4L = ]Qé//x;l

Lat f : M — N vara en R-homomorfism av R-moduler. Visa att funktionen N’ —
f~Y(N') avbildar en-entydigt alla delmoduler till N pa alla delmoduler till M som
innehaller Ker f.

Lat f : M — N vara en R-homomorfism av R-moduler sadan att f(M’) C N’, dar
M’ C M och N' C N ar delmoduler. Visa att det finns exakt en R-homomorfism
[*:M/M' — N/N' sadan att diagrammet

M/M/?N/N,

_ TtV och Im f* = f(M)+N’

kommuterar. Visa ocksa att Ker f* I 7

Lat M vara en R-modul. Visa att M &r dndligt genererad da och endast da det finns
en epimorfism R" — M (R" = R x R x ... x R, n faktorer R).

Visa att foljande ringar R’ ar fria som R-moduler da

(a) R=7Z,R' =Z[X]; (b) R=Z[X3, R =Z[X];
(c) R=7Z,R =Z[¥5); (d) R=Z[V2],R =Z[V2].

Visa att foljande ringar R’ inte &r fria som R-moduler:

—

a) R=2, R =Q  (b) R=Z, R =Z[3};
() R=Z[3], R =Q (d) R=Q[X?* X%, R' = Q[X].
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3.16. Lat R* = Cg[0,1] vara ringen av alla kontinuerliga funktioner pa [0,1]. Lat R = {f €
R*: f(0)=f(1)} och M ={f € R*: f(0) = —f(1)}. Visa att
(a) R ar en delring till R* och M en R-delmodul till R*.
(b)* M &M = R® R som R-moduler men M % R (visa att M inte &r fri).
(c) Om R* = ringen av alla funktioner pa [0, 1] sa &r M = R.

3.17. Lat V vara ett linjart rum 6ver en kropp K och lat B vara en delméngd till V. Visa att
foljande egenskaper &ar ekvivalenta (béagge definierar begreppet bas i ett linjért rum):
(a) Varje element i V' kan skrivas entydigt som en linjarkombination av ett &ndligt antal
element i B dvs for varje v € V ér v = ), a;e; med (éndligt manga) e; € B, a; € K
och framstéllningen &r entydig (dvs om v =) . a;e; = Y, ale; sa ar a; = a}).
(b) Varje element i V' kan skrivas som en linjarkombination av &dndligt manga element i
B (dvs B genererar V') och B ar linjart oberoende dvs om ) a;e; = 0, med a; € K och
e; € B sa ar alla a; = 0.

3.18. Lat V vara ett linjart rum 6ver en kropp K och lat B vara en icke—tom delméangd till
V. Visa att foljande tre egenskaper ar ekvivalenta:
(a) B ar en bas for V,
(b) B &r en maximal linjart oberoende delméngd till V' dvs B &r linjart oberoende i V'
(se (3.16)) och B U {v} &r linjart beroende for varje vektor v € V,
(c) B ar en minimal méngd av generatorer for V' dvs B genererar V' (se (3.7)) och varje
dkta delméngd till B saknar denna egenskap.

3.19. Lat V vara ett vektorrum 6ver K och W ett delrum till V.

(a) Visa att om V' # (0) sa existerar en bas for V over K.

(b) Visa att varje linjart oberoende uppséttning av vektorer i V' kan kompletteras till
en bas.

(c) Visa att varje bas for W kan kompletteras till en bas for V.

Losning till (a) och (b). Lat oss kalla en delméngd E till V' linjart oberoende om
varje likhet > a;e; = 0 med &ndligt manga e; € E och a; € K implicerar att alla
a; = 0. Lat Ey vara en linjart oberoende delméngd till V' och X méngden av alla linjart
oberoende delméangder till V' som innehaller Fy med partiell ordning given av C. Lat
oss notera att (a) foljer ur (b) ty som Ey kan véljas t.ex. Ey = {v}, v € V, v # 0. Lat
Y vara en kedja i X och Ey = Ugey E. Da ar Ey linjart oberoende ty om Y a;e; = 0,
dar e; € By sa existerar F; € Y sa att e; € F;. Men alla E; bildar en kedja sa att det
finns 79 med e; € E;, for alla i. E;, ar linjart oberoende vilket ger att alla a; = 0. Detta
visar att Fy € X. Enligt Zorns lemma existerar ett maximalt element i X. Beteckna
det med E*. Nu #r E* en bas for V. Vi vet att E* &r linjirt oberoende. A andra
sidan, om v € V och v ¢ E* sa ar E* U {v} linjart beroende som en méngd storre &n
E*. Alltsa finns det en relation ) a;e; + av = 0 med a;, a € K och inte alla a;, a = 0.
Men da a # 0, ty annars ar e; € E* linjart beroende, vilket ar omojligt. Alltsa &r
v=—>Y (a;/a)e; dvs E* &r en bas.
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3.20.

3.21.

3.22.

3.23.

3.24.

3.25.

(a) Lat V' vara ett linjért rum 6ver K och lat [eq,. .., ey beteckna linjira delrummet
genererat av vektorerna ey, ..., e, € V dvs méangden av alla linjarkombinationer aje; +
coo + amem, dar ay,...,a;, € K. Lat v = a1e1 + ... + apmen, och a1 # 0. Visa att
[e1,...,em] =[v,e2,...,em].

(b) Visa att om ett linjart rum V har &ndlig dimension 6ver K sa bestar tva godtyckliga
baser for V' (6ver K) av lika manga vektorer.

Ledning. Utnyttja (a) for att bevisa (b). Man kan ge ett annat bevis av (b) genom
att utnyttja Ovn. 23 (b).

(a) Lat f : V — V' vara en linjar avbildning av vektorrum 6ver en kropp K. Visa att
om e;, 7 € I, bildar en bas for Kerf och e;, j € J, dar J 2 I, ar en utvidgning av denna
bas till en bas for V, sa bildar f(e;), dar j € J \ I en bas for bilden Imf = f(V).

(b) Lat V' vara ett vektorrum av &ndlig dimension 6ver K och W ett delrum till V.
Visa att bade W och V/W har &ndlig dimension och dim(V/W) = dimV — dimWV.

Anmairkning. Pastaendet i (b) brukar kallas dimensionssatsen.

Lat K vara en kropp.

(a) Om 0 — V' -V — V" — 0 &r en exakt sekvens av K-vektorrum sa ar dimV' =
dim V'’ + dim V"

(b) Generalisera (a): Om 0 — V; — Vo — ... — V,, — 0 &r en exakt sekvens av K
vektorrum sa dr Y (—1)!dim V; = 0.

(¢) Visa att om V' LV 5 V7 b exakt s dr dim V = dim Imf + dim Img.

Lat V = R"™ och W = R™ vars vektorer betecknas som kolonner. Lat A vara en
m X n-matris och lat f(z) = Az da z € R™.

(a) Motivera att f &r en linjar avbildning och karakterisera kdrnan Kerf och bilden
Imf i termer av matrisens A rader och kolonner.

(b) Visa med hjilp av dimensionssatsen (se Ovn. 21) att om n > m sa Kerf # (0). Vad
siger detta pastaende i termer av linjara ekvationssystem?

(c) Motivera att rangen av matrisen A (som den definieras i inlednde kurser i linjér
algebra) dr dimensionen av bildrummet Imf. Motivera att ekvationen Az = B, dar
B € R™ har en 16sning da och endast da rangen av A &r lika med rangen av matrisen
A utvidgad med kolonnen B (“rangen av den utvidgade matrisen”).

Anmaiarkning. Kroppen R i denna 6vning kan ersdttas med en godtycklig kropp K.

Konstruera baser for foljande linjara rum 6ver K:
(a) K =R, V = R[X],

(b) K =C, V =C(X),

(c) K =R, V = alla periodiska foljder (a1, as,...), dar a; € R med perioden n.
(d)

Lat W vara ett delrum till ett linjart rum V over K. Visa att det finns ett delrum U
till V' sadant att V=W @ U.

K =R, V = alla periodiska foljder (a1, a2, ...),a; € R, av alla dndliga perioder.
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3.26.

3.27.

3.28.

3.29.

3.30.

Visa att monomorfismen V. — V**  V ett vektorrum over K, inte behdver vara en
isomorfism (se (3.24)).
Lat K vara en kropp, V, W, X linjira rum over K.

(a) Lat f : W — V vara en monomorfism och g : W — X en K-homomorfism. Visa att
det finns en K-homomorfism h : V' — X sa att diagrammet

kommuterar.

(b) Lat f: V — W vara en epimorfism och g : X — W en homomorfism. Visa att det
finns en homomorfism h : X — V sa att diagrammet

kommuterar.

Anmairkning. (a) siger att varje K-vektorrum X &ar injektivt, ddremot (b) att det
ar projektivt. Definitionerna av projektiva och injektiva moduler givna i (a) och (b)
(da K é&r en ring) diskuterar vi senare.

(c) Visa att en fri R-modul F' ar projektiv.

Lat W C V vara tva vektorrum over K. Lat Wt = {f € V* : Vyew f(w) = 0}. Visa
att W* 2 V*/W+ och dimW+ = dimV — dim W (d& dim V < o).

Lat Wy, Wy vara delrum till V och f1 : Wi — U, fs : Wy — U K-homomorfismer sadana
att filw,~rw, = falw,nw,. Visa att det finns en homomorfism f : V' — U sadan att

Lat M vara en R-modul, f : M — My och g : M — My R-homomorfismer. Visa att om
f ar en epimorfism och Kerf C Kerg sa existerar exakt en homomorfism h : My — M
sa att diagrammet

M

SN

My

kommuterar.
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3.31. (a) Lat

vara ett kommutativt diagram av R-moduler och R-homomorfismer dvs d'f = gd. Visa
att f(Kerd) C Kerd' och g(Imd) C Imd'.

(b) Lat

M]/_ f1 Ml g1 M]/_I

b e

92
My —2> My 2> MY

vara ett kommutativt diagram av R-moduler och R-homomorfismer med exakta rader.
Visa att foljderna

Kerd' Kerd Ker d”

och

Imd Imd Imd”

som induceras i enlighet med (a) ocksa ar exakta.
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Kapitel 4

TENSORPRODUKTER

Tensorprodukter ger en mojlighet till att ersétta bilinjara funktioner pa t ex vektorrum med
linjara, vilket har en stor praktisk betydelse. Detta kapitel dgnas at konstruktioner av ten-
sorprodukter och deras grundlédggande egenskaper. Vi forutsatter hir att R ar en associativ
och kommutativ ring med etta. Lat oss repetera en tidigare definition:

(4.1) Definition. Om M, N dr R-moduler sa betecknar Homp (M, N) R-modulen av alla
R-homomorfismer f : M — N med addition: (f + g)(m) = f(m) + g(m) och multiplikation
med elementen ur R: (rf)(m)=rf(m), dam & M och r € R.

R-homomorfismer dr R-linjara funktioner. Mycket ofta har man att géra med bilinjara (och
multilinjéra) funktioner:

(4.2) Definition. Lat M, N, P vara R-moduler. Man séger att en funktion ¢ : M x N — P
ar (R-)bilinjar om:

p(m1+ma,n) = @(mi,n)+e(me,n), @(rm,n)=re(m,n),
cp(m, ny + TLQ) = @(m7 nl) + Sp(mlv TLQ), @(mv TTL) = T@(m7 n)?

dar m,my,me € M, n,n1,ne € N och r € R.

Alla bilinjéra funktioner bildar en R-modul Bilg(M x N, P) om man definierar:

(¢ +¥)(m,n) = p(m,n) +¢(m,n) och (re)(m,n)=re(m,n)
da p,1 € Bilg(M x N,P), m€ M,n € N och r € R.

o7
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(4.3) Exempel. (a) Lat V vara ett vektorrum &6ver en kropp K och ¢ : V xV — K en
bilinjar funktion. Om V har en bas e;, 1 = 1,2,...,n, sa ar

p(x,y) = oY wiei, Y yje;) = Y ayziy;,

dér a;; = p(e;i, ;). Funktionen ¢ kallas ofta bilinjar form.

(b) Lat ¢ : V x V* — K, dar V* = Homg (V, K) (se (3.22)) och o(v, f) = f(v), ddrv € V
och f € V*. Da &r ¢ bilinjar.

(c) Lat ¢ : M x N — P vara R-bilinjar och f: P — P’ R-linjar. Da ar
o =fp:MxN— P

en R-bilinjar funktion.

Tensorprodukten av tva R-moduler M och N ar en R-modul T som gor det mojligt att
ersitta bilinjiara avbildningar M x N — P med linjara T — P (tensorprodukten “linjériserar”
bilinjdra avbildningar). Detta har en stor betydelse eftersom linjara funktioner &r lattare att
hantera an bilinjara.

(4.4) Definition. Med tensorprodukten 6ver R av tva R-moduler M och N menas en R-
modul 7" och en bilinjar avbildning p : M x N — T sadana att for varje R-modul P och varje
bilinjar avbildning ¢ : M x N — P existerar en och endast en R-homomorfism f : T — P
sadan att diagrammet

kommuterar dvs fp = .

(4.5) Anmarkning. Definitionen séger inte om (7', p) existerar. Vi skall visa existensen av
(T, p) genom en direkt konstruktion. Men sjilva konstruktionen &r av underordnad betydelse
i forhallande till egenskapen av (7, p) som ges av (4.4).
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Vi skall motivera forst att (T, p) verkligen “linjériserar” bilinjara avbildningar.

(4.6) Proposition. Lat (T, p) vara en tensorprodukt av M och N éver R. Da dr
Homp(T, P) = Bilg(M x N, P) = Hompg(M,Hompg(N, P))

for varje R-modul P.

Bevis. Den forsta isomorfismen foljer direkt ur definitionen (4.4): Mot ¢ (se diagrammet i
(4.4)) ordnar man f sadan att fp = . Det ar en R-homomorfism tack vare entydigheten av
f(tex.omp— fip—gsadr o+ — f+g,ty (f+9)p=fp+gp=p+1)). Pasamma
satt kontrollerar man att den avbildningen &r en monomorfism (om ¢ # 1 sa ar f # g). Den
ar en epimorfism tack vare (4.3)(c).

Den andra isomorfismen (som kommer att spela en vésentlig roll senare) bevisas sa hér:
Om ¢ : M x N — P ar bilinjar och man fixerar m € M, sa far man en R-homomorfism
©m : N — P sadan att p,,(n) = ¢(m,n), dvs varje ¢ definierar

¥ : M — Homp(N, P),

dar ¥(m) = ¢p. Omvént, om ¢ : M — Hompg(N, P) &r given sa definiera ¢ : M x N — P
genom @(m,n) = 1(m)(n). Nu maste man kontrollera att dessa tva avbildningar (¢ +— 1 och
1 — ) r R-homomorfismer och varandras inverser. Vi lamnar det som en enkel 6vning. [

(4.7) Konstruktionen av (7,p). Lat M, N vara tva R-moduler och lat F' vara den fria
R-modul som har alla par (m,n),m € M, n € N som sin bas (se (3.16 (b))). Lat Fj vara den
delmodul till F' som genereras av foljande element i F:

(4.8)

{ (m1 +ma,n) — (m1,n) — (m2,n), (Mm,n1+n2) — (m,n1) — (m,n2),
(rm,n) —r(m,n), (m,rn) —r(m,n).

Kvotmodulen F'/Fj betecknas med M ® g N, och bilden av paret (m,n) i denna kvot betecknas
med m ® n. Definiera p: M x N — M ®g N genom p((m,n)) = m®n. (M ®r N, p) ar en
tensorprodukt av M och N 6ver R. For att bevisa det 1at oss forst konstatera att definitionen
av Fy innebar att alla uttryck (4.8) 6vergar pa 01 F'/Fy dvs

(mi+me)@n=m1@n+ma®@n, m (n+nz) =men; +m na,

rm@n=r(m®n), marn=r(men).

Alltsa ar det klart att p: M x N — M ®p N &r bilinjar. Lat nu ¢ : M x N — P vara en
bilinjar avbildning. Vi maste visa att det finns exakt en R-homomorfism f: M g N — P
sadan att diagrammet
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MxN—2>MopN

)

P

kommuterar. For f maste i sa fall gilla f(m ® n) = ¢(m,n), och eftersom elementen m @ n
genererar M ®@pr N ar f entydigt bestdmd (om den existerar). For att visa existensen av f
definierar man forst en modulhomomorfism fy : FF — P sadan att fo((m,n)) = ¢(m,n) (se
(3.18)). Men fo(Fp) = (0) ty

fo((m1 +ma,n) — (m1,n) — (m2,n)) = @(mi+ma,n) —p(mi,n) — e(mz,n) =0,

follrm,n) —r(m,n)) = e(rm,n)—re(m,n)=0.

P& samma sétt visar vi att bilderna av de dvriga elementen som genererar Fy ar 0. Alltsa
inducerar fp en homomorfism f : F//Fy — P sadan att f(m ®@n) = ¢(m,n) (se Ovn. 3.11)
dvs vi har f: M ® g N — P med de 6nskade egenskaperna. ([l

(4.9) Anmaéarkning. Observera att varje element i M ®p N &r en summa av element
m®mn, m € M, n € N och behdver inte kunna reduceras till ett sidant element.
Vi har konstruerat en tensorprodukt (M &g N, p). Finns det andra tensorprodukter? Svaret

ar att alla tensorprodukter ar isomorfa i féljande mening;:

(4.10) Proposition. Om (11, p1) och (Ts, p2) dar tva tensorprodukter av M och N éver R
sa existerar en R-isomorfism f: Ty — Ty sa att diagrammet

kommuterar.

Bevis. I enlighet med definitionen (4.4) existerar exakt en homomorfism f och exakt en
homomorfism ¢ sadana att
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T1 T2

M x N f och MxN g
R R

T2 Tl

T1 T2
M x N gf och MxN fg
T1 T2

Dessa diagram kommuterar ty gfpi = gp2 = p1 och fgps = fp1 = p2. Men de kommuterar
ocksa da man ersitter gf med identiteten idy pa 11 och fg med identiteten idy pa To. Enligt
definitionen (4.4) maste da gf = idy och fg =ids dvs f och g &r inversa R-isomorfismer. [J

(4.11) Anméarkning. Resonemanget i (4.10) kallas for “abstract nonsense”. Det ar ett
typiskt resonemang da ett objekt (hér tensorprodukt) &r definierat med hjélp av en s.k. uni-
versell egenskap — en egenskap som definitionsmassigt garanterar entydigheten av ett objekt
sa ndr som pa isomorfism (om ett sadant objekt existerar). I fortsdttningen kommer vi att
betrakta sadana pastaenden som sjdlvklara och hanvisa till “abstract nonsense” (vilket borde
ha en positiv klang).

0

(4.12) Exempel. (a) Lat K vara en kropp och V, W vektorrum 6ver K (eller mera allmént:
K &r en ring och V,W &r fria K-moduler). Lat (e;) vara en bas for V och (f;) for W.
Vi pastar att tensorprodukten av V och W 6ver K kan konstrueras pa foljande sitt: T &r
den fria modul som genereras 6ver K av alla par [e;, f;] med pg : V x W — T som ges av
(> aiei, Y bifj) — > aibjles, f;]. 1sjélva verket, om ¢ : V- x W — U ér bilinjér sa definierar
vi en linjér avbildning f sadan att f([e;, f;]) = (es, f;) (se (3.18)). f &r da entydigt bestdmd
av villkoret att diagrammet

VxWwW 27

Uk

U
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kommuterar (ty f &r entydigt bestimd av sin verkan pa basen [e;, f;] for T'). Om vi jamfor
den konstruktionen med den tidigare (4.7) sa kan vi konstatera att e; ® f; bildar en bas for
V @k W 6ver K. Vi har namligen en isomorfism f som gor att diagrammet

VxW—2 s
\if
VeorgW

kommuterar (se (4.10)). Alltsa &r f([e;, f;]) = e; @ fj sa att e; ® f; bildar en bas fér V@g W
dvs varje element i V ®x W kan skrivas entydigt pa formen ) a;i(e; ® fj), a;; € K. 1
synnerhet har vi dimg(V @ W) = dimg V - dimg W.

(b) Lat M vara en R-modul och I ett ideal i R. Da &r R/I ®r M = M/IM (se (3.7)(c)).
Betrakta diagrammet

R/IxM—L~R/ITop M

T b

M/IM

dar ¢((r,m)) = 7m. Man kontrollerar enkelt att ¢ &r bilinjar, sa att det finns en R-
homomorfism f som uppfyller f(7 ® m) = 7m. Det ar klart att f &r en epimorfism, ty
m = f(I®m). A andra sidan, om 2 € R/I@r M sd vz = Y. 7, @ my, = >, 1 ®@ rpmy, =
1®@m,me M. Omnu f(z) =m=0sa a m € IM dvs m = > i,m,, dir i, € I. Detta ger
att 2 =10m=1® > i,m, = > i, ® m, = 0 ty i, = 0. Alltsa ar Kerf = (0). Allt detta
visar att f &r en isomorfism. Observera fallet I = (0) da R®r M = M (r @ m — rm).

(c) Lat M, N vara R-moduler. Da &r M ® g N =2 N ®p M. Betrakta diagrammet

MxN-~MeorN

e

N xM——>N&rM

dar 61 (n,m) = (m,n), d2(m,n) = (n,m) och p1, pa ar de bilinjara avbildningarna ur definitio-
nen av tensorprodukten. pads dr bilinjar sa att det finns f med pade = f dvs f(m®n) = n@m.
Av liknande anledning finns ocksa g med g(n ® m) = m ® n. Nu &r fg = idygy och
gf = idpyen s att f och g ar isomorfismer som &ar varandras inverser.
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I var nésta proposition samlar vi nagra enkla och viktiga egenskaper hos tensorprodukter:

(4.13) Proposition. Lat M, N, P var R-moduler. Da gdller:
(o) MRrN=ZNRrM dim®n—n®m,
(b) (M & N) @R P= Mg (N @r P) di (m@n)@p e me (nep),

(¢) R M = M dar ® m +— rm.
Bevis. For (a) se (4.12) (c), for (c) se (4.12) (b) och for (b) se Ovn. 2. O

(4.14) Anmérkning. (a) Tensorprodukter av moduler éver icke-kommutativa ringar definieras
pa liknande sétt, men man konstruerar sadana produkter for par bestaende av en hoger
R-modul M och en vénster R-modul N. Da kridver man att Fj genereras av (mr,n) —
(m,rn),m € M,n € N,r € R, i stillet for elementen i andra raden i (4.8). M ®pr N é&r
en abelsk grupp som linjariserar alla biadditiva avbildningar ¢ : M x N — P sadana att

p(mr,n) = p(m,rn).

(b) Alla begrepp som vi hittills har introducerat i detta kapitel kan 14tt generaliseras till en
allménnare situation. Om My, Mo, ..., M,, P & R-moduler (R kommutativ igen) sa definieras
en multilinjir funktion ¢ : My x My x ... x M, — P som sadan att:

o(my,...,mi+mll ... omy) =@(my,....,ml...,my) +o(my,....m! ...my,)

och
o(ma, ..My, oo ymy) = 1M,y Myy ey My),

dar m;,m},m} € M; fori =1,2,...,n. Tensorprodukten (M;@Ms ...®@M,, p) skall linjarisera
@ dvs diagrammet:

M1><M2><-~><Mn

T T

P

skall kommutera for en entydigt bestdmd linjar funktion f. Paret (M; @ M ® ... ® My, p)
konstrueras precis pa samma séatt som i (4.7). Man kan mycket latt bevisa isomorfismer av
typen (M1 ® Ms) @ Ms = My @ My @ Mz med hjdlp av “abstract nonsense”—argument (se
Ovn. 2). Alla multilinjara funktioner ¢ : My x ... x M, — P bildar en R-modul som vi
kommer att beteckna med Multg(M; X ... x My, P) (se (4.2)).
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Nu skall vi definiera tensorprodukt av modulhomomorfismer:

(4.15) Proposition. Ldat f : M — M’ och g : N — N’ vara tva R-homomorfismer. Da
existerar en R-homomorfism f ® g : M g N — M’ @r N’ sidan att (f @ g)(m @ n) =
f(m)®g(n). f® g kallas tensorprodukten av f och g.

Bevis. Betrakta diagrammet:

M x N M ®r N

fxgl if@g

M/ X N17>M/ ®RN,7

dar (f x g)(m,n) = (f(m),g(n)) och p,p’ ar definierade i (4.7). Da ar p'(f x g) en bilinjar
avbildning sa att f ® g existerar i enlighet med definitionen av tensorprodukten (4.4) och har
den d6nskade egenskapen beroende pa att diagrammet kommuterar. O

(4.16) Exempel. Lat f : V — V' och g : W — W/ vara linjara avbildningar av andligt
dimensionella rum (&ver en kropp) med respektive baser (a;) for V, (a}) for V', (by) for W
och (b)) for W’. Da ar

fRg: VoW -V oW

varvid (a; @ by) ér en bas for V@ W och (a} @ b)) for V' @ W’ (se (4.12)(a)). Om
z) = Zaija;- OCh g bk Zbklbl
J

(dvs A = [a4;] &r matrisen for f, B = [by] for g) sa ar

(f@g)(a;i @by) = fai) @ g(br) = (O aijah) @ (O bub) = D asjbu(a; @ b).

Detta betyder att f ® g har matrisen [a;;by]. Det finns olika konventioner vid utskriften av
denna matris t ex

anB algB
ang CLQQB s
dar
abi1  abio

aB = ab21 ab22
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Matrisen [a;;bg] betecknas med A ® B och kallas tensorprodukten av matriserna A och
B (se vidare Ovn. 4). Detta exempel generaliseras direkt till godtyckliga fria moduler av
andlig rang 6ver ringar.

O

Vart nésta resultat kommer att spela en mycket viktig roll i samband med diskussionen av
begreppet tensor.

(4.17) Proposition. Lat V,V' W, W' vara fria R-moduler av dndlig rang éver R. Da gdller
Homp(V, W) @g HOHIR(V,, W/) >~ Hompg(V ®gr VW ®g W’),

dir mot f @ g, f :V — W, g : V' — W' svarar f ® g (observera skillnaden mellan de tva
f®gl)

Bevis. Betrakta diagrammet

Hompz(V, W) x Homp(V', W') —> Hompg(V, W) @ g Homg(V', W)

\\\\\?\\\\\§ iw

Hompg(V @ V', W @ W),

dar 0(f,g9) = f ®g. ¢ ar bilinjar (14tt att kontrollera!) sa att definitionen av ®pg ger en linjar
avbildning ¢ som mot f®g ordnar f®g. Lat nu (a;), (a}), (bx), (b]) vara baser for respektive
V.V, W, W' Vi vet att V ®p V' har som en bas alla a; ® aj, och W @ W’ alla by ® b;.
Det dr valbekant att Hompg(V, W) har som en bas alla linjara avbildningar f;; sadana att
fir(a;) = by och fip(ay) =0 da i’ # i. En bas for Hompg(V',W’) bestar av alla f;; sadana
att fji(a;) = b} och fu(al) =0daj" # j.

Pa liknande sétt far vi att Homg(V @z V', W @z W’) har som en bas alla linjara avbildningar
fij k1 sadana att fijkl(ai@a;-) = b, ®bj och fi; i(ar, a;.,) =0da #ieller j/ # j. Men detta
betyder just att fi; i = fir ® fj dvs ¢ avbildar en bas for Homp(V, W) @ g Hompg(V', W)
pa en bas for Homp(V @p V', W @p W') dvs ¢ ar en isomorfism. O

Vi skall avsluta detta avsnitt med nagra ord om tensorprodukter av algebror éver kommuta-
tiva ringar.

(4.18) Definition. Man séger att A dr en R-algebra om A ar en R-modul med en R-bilinjar
avbildning A x A — A (dvs en R-linjér avbildning AQr A — A). Bilden av (ai, az) betecknas
med ajas.
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Observera att r(ajag) = (raj)az = a1(raz) da r € R, ay,as € A.

Vart ndrmaste syfte ar att definiera tensorprodukten av tva godtyckliga R-algebror A och B.
Innan vi gor detta lat oss betrakta nagra nya och gamla exempel pa K-algebror.

(4.19) Exempel. (a) Lat A vara en godtycklig associativ ring som innehaller ringen R i sitt
centrum dvs ra = ar da a € A och r € RT. A &r en R-algebra da avbildningen A x A — A
ges av (a1, az2) — ajas (observera vikten av alla forutsdttningar!). Som specialfall kan vi vélja
A som en kommutativ ring. Mera allmint kan man betrakta en R-homomorfism ¢ : R — A
sadan att p(R) ligger i centrum av A. Da ar A en R-algebra med ra = ¢(r)a och Ax A — A
som ovan. Alla efterféljande exempel ar konstruerade pa detta sétt.

(b) Lat A = My,(R). Da &r A en R-algebra. Om X = [z;;] 4r en matris och 7 € R sa
definierar X = [rz;;] strukturen av en R-modul pa M, (R). Matrisprodukten &r en R-bilinjér
avbildning. Det ar klart att R kan ersdttas med en godtycklig kommutativ ring.

(c) Lat A =R™ Da &ar R" en R-algebra med R-modulstrukturen given av r(ry,ra,...,r,) =
(rri,7mre, ... r1y) (R™ dr en ring med koordinatvis addition och multiplikation). Mera allmént
kan R ersattas med en godtycklig kommutativ ring.

(d) Lat G vara en grupp. Gruppringen R[G] (se (2.2) (h)) &r en R-algebra om man definierar

r(Q_rgg) = > 19

(e) A ér en Lie R-algebra om A dr en R-algebra och en Lie ring (dvs A ar en ring sadan
att a(be) + b(ca) + c(ab) = 0 och a®> = 0 di a,b,c € A). T ex ar (R +, x), dir “x”ér
vektorprodukten, en Lie R-algebra da r(rq,rq,r3) = (rr1,rra, r73).

(f) Varje ring A ar en Z-algebra da man definierar na i enlighet med gruppstrukturen av
(A,4) och A x A — A som produkten i A.

(4.20) Konstruktionen av algebran A ®p B. A och B &dr R-moduler sa att man kan
konstruera R-modulen A ® p B. Vi vill visa att man kan definiera multiplikation pa A @ B
dvs en R-bilinjar avbildning (A ®r B) x (A®gr B) — A ®g B och att man kan gora det sa
att (a1 ® b1)(ag ® by) = ajas ® biby da a; € A, b; € B. Algebrastrukturen pa A ger en linjar
avbildning m4 : A®gr A — A (den kommer fran en R-bilinjér avbildning A x A — A) sadan
att ma(a; ®az) = ajag och pa liknande sétt har vimp : BQrB — B med mp(by ®by) = by bs.
Lat 0 : Br A — A ®p B vara den R-isomorfism som har egenskapen o(b® a) = a® b (se
(4.13) (a)). Betrakta nu den R-linjdra avbildningen (alla tensorprodukter dr 6ver R):

mA®mp

A809E A9 AeBo B2 L Ag B

A®B®AR®DB

TTMed centrum av en ring A menas C(A) = {z € A : Vocaaz = za}.
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som har just egenskapen att (a3 ® b1) ® (ag ® by) — ajaz ® bibe. Den avbildningen svarar mot
den R-bilinjara avbildningen (A ® B) x (A® B) - A® B. O

En mycket enkel konsekvens av den konstruktionen ar:

(4.21) Foljdsats. Om A, B dr kommutativa (associativa, bigge har etta) sa ir A @r B
kommutativ (associativ, har etta).

Bevis. Vi har (a1 (%9 bl)(GQ & bg) = ajas ® b1by = asa; ® baby = (ag & bz)(al X bl) om A, B ar
kommutativa. Pa samma satt visas associativiteten. 14 ® 1g ar ettan i A Qr B. O

(4.22) Proposition (universella egenskapen hos tensorprodukter av algebror). Lat
p1:A— ARrB och py:B— A®rB

vara R-homomorfismer av kommutativa R-algebror med etta sadana att pi(a) = a @ 1 och
p2(b) =1 ®b.

(a) For varje kommutativ R-algebra med etta C och godtyckliga R-homomorfismer fi : A — C
och fo: B — C av algebror med etta existerar en och endast en homomorfism av R-algebror
f:A®r B — C sadan att diagrammet

kommuterar.

(b) Egenskapen (a) definierar (A @g B, p1,p2) entydigt dvs om (T, py,ps), dar T dr en R-
algebra och p : A — T, py : B — T dr homomorfismer av R-algebror med etta, har egenskapen
(a) sa ar motsvarande R-homomorfismen f ur (a) (med C =T) en isomorfism.

Bevis. Forst konstaterar vi att f ar entydigt bestdmd om den existerar. I sjilva verket ger
kommutativiteten av diagrammet att

fla@b) = f((a@1)(1©b)) = fla®1)f(1@b) = fpi(a)fp2(b) = fi(a)f2(b)

sa att f1 och fs bestdmmer entydigt f pa elementen a ® b och som konsekvens pa alla element
i A®p B.
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Existensen av f foljer ur definitionen av tensorprodukten. For att visa den, betrakta en
bilinjar avbildning f1 x fo: A x B — C, dér (f1 x f2)(a,b) = fi(a)f2(b). Enligt definitionen
av ® for R-moduler existerar en linjar avbildning f : A ® g B — C sadan att diagrammet

p

Ax B A®RB

flm /
C

kommuterar dvs f(a®b) = fi(a)f2(b). Nu kontrollerar vi enkelt att f ocksa &r en homomor-
fism av R-algebror ty

flla®b)(d' @V)) = flad' @bb) = fi(ad') f2(00) = fi(a) fa(b) fr(a) fo (V) = f(a®D) f(d' D).

Bevis for (b) &r “abstract nonsense”. O

(4.23) Exempel. (a) K[ X|oxg K[Y] = K[X,Y]. Lat f1 : K[X] — K[X,Y] och fy : K[Y] —
K[X,Y] vara naturliga inbdddningar definierade av f1(X) = X och f2(Y) = Y. Enligt den
universella egenskapen hos tensorprodukten av algebror existerar exakt en ringhomomorfism
f: K[ X]®k K[Y] — K[X,Y] sadan att motsvarande diagram kommuterar dvs fp; = f1 och
fp2 = fa, dar p; betecknar ringhomomorfismerna fran definitionen av tensorprodukten. Nu
konstaterar vi omedelbart att f(X ® 1) = X och f(Y ® 1) = Y sa att en bas X' ® Y/ for
K[X] ®k K[Y] avbildas av f pa en bas XY/ for K[X,Y], vilket visar att f r bijektiv och
saledes en ringisomorfism. Man kan 10sa uppgiften pa ett annat sdtt genom att definiera en
ringhomomorfism g : K[X,Y] — K[X|@rK[Y]saatt g(X) = X®1 och g(Y) = 1®Y. Dakan
man latt kontrollera att gf =id och fg =id, vilket innebér att f (och g) &r ringisomorfismer.

(b) Nu visar vi att Z[i] ®z Q = Q(i). Lat fi : Z[i] — Q(¢) och fa : Q — Q(i) vara de naturliga
inbdddningarna. Enligt definitionen av tensorprodukten existerar en ringhomomorfism f :
Z[i) @7 Q — Q(i) sadan att fp1 = f1 och fpa = fa, dir p; betecknar ringhomomorfismerna
fran definitionen av tensorprodukten. Vi vill visa att f &r en isomorfism. Det &ar klart att
f ar surjektiv eftersom varje element i Q(i) kan skrivas pa formen (a + bi)/d, dar a,b,d ar
heltal och da ar f((a + bi) ® (1/d)) = (a + bi)/d. For att visa att f &r injektiv noterar
vi att varje element i tensorprodukten Z[i] ®z Q ar z = ) (ax + bgi) @ (cx/dy) med hela
ak, bg, ¢k, dp. Genom att skriva braken cg/dy med en gemensam nédmnare d och flytta varje
téljare till motsvarande ay + ibg far man x = (a + bi) ® (1/d). Om nu f(x) = (a+ bi)/d =0
sa ara=>b=0,sa att x = 0.

Se vidare Ovn. 7.
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OVNINGAR

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

(a) Visa att Z/mZ @z Z/nZ = 0 da SGD(m,n) = 1.
(b) Generalisera (a) till godtyckliga m,n € Z.

Lat M, N, P vara R-moduler (R kommutativ med etta). Visa att
(M@rN)rP=2M®r(N®rP)=M@rN®rP
(den sista modulen &r definierad enligt (4.14)(b)).

Lat M, M’ N,N' vara R-moduler, f, f1,fo € Homg(M,M’), g1,92 € Homp(N,N’),
och r € R. Visa att:

(fitf)og=fivg+ g, fR(g1+g9) =fRa+fRg, (rfleg=ferg=r(f®g).

Lat A = [aijlmn och B = [bij]pq vara tva matriser och A ® B = [a;jbg]mp,ng deras
tensorprodukt (se (4.16)). Visa att:

(a) (A1+A2)®B:A1®B+A2®B, A®(Bl+Bz) =A® B+ AR Bsy,

(b)rA® B=r(A® B)=A®rB.

Forsok ge bevis som inte bygger pa berdkningar!

(a) Lat ¢ : R — R’ vara en ringhomomorfism och M en R-modul. Visa att R’ @ M
kan betraktas som R’-modul med avseende pa r'(x @ m) = 'z @ m, dar 7',z € R'.

(b) Lat V vara R—fri med bas e;,i € I (I en indexméngd). Visa att R’ ® g V ar R/-fri
med bas 1 ®e;, ¢ € I.

Anmaérkning. Om R =R och R' = C sa ar C ®g V ett vektorrum 6ver C som kallas
komplexifieringen av V.

(c) Lat A vara en R-algebra. Genom att utnyttja (a) visa att R’ ®r A kan pa ett

naturligt satt betraktas som en R’-algebra.

Lat A, B vara tva kommutativa R-algebror med etta och I <A, J < B. Visa att A/I ®pr
B/J=(A®rB)/(I®r B+ A®pgJ).

Visa att

(a) R[X]®pr R[Y] = R[X,Y], dar R ar en godtycklig kommutativ ring med etta,

(b) Z[V2] ®2 Q = Q(V2),

(c) Cor R[X] = C[X],

(d) R®z Z[i] = C.

(e) CorC=C x C,

(f) Q(v2) ® Q(V3) = Q(v2,V3).

e
f
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Kapitel 5

TENSORER OCH
TENSORALGEBROR

Lat K vara en associativ och kommutativ ring med etta och V en K-modul. I praktiska
tillimpningar ar oftast V ett linjart rum &ver en kropp K, men vanligen géller vara resultat
da V ar en fri K-modul med en bas eq,...,e, (om existensen av en dndlig bas forutsitts).
Detta kapitel handlar om nagra viktiga begrepp i multilinjér algebra som har stor betydelse i
manga sammanhang: olika typer av tensorer (bl a symmetriska och alternerande som ibland
kallas antisymmetriska) och tensoralgebror (yttre algebror, symmetriska algebror).

(5.1) Definition. Med en tensor av typen (k,l) éver V menar man ett element av tensor-
produkten

THV) @ TH(V*),

dir V* = Homg (V, K), T*(V) =V @k ... @k V (k stycken) samt T°(V) = K.

(5.2) Exempel. (a) En vektor v € V &r en tensor av typen (1,0).
(b) En linjar avbildning f : V' — K &r en tensor av typen (0, 1).

(¢) f € Homg(V,V) &r en tensor av typen (1,1). Vi har ndmligen (se (4.17)):

Hompg (V,V) 2 Homg (K, V) @ Homg (V, K) 2V @ V™.

71



72 TENSORER OCH TENSORALGEBROR

(d) En bilinjar form ¢ : V x V — K &r en tensor av typen (0,2), ty

Bilg(V x V,K) 2 Homg (Ve V,K ® K) 2 Homg(V,K) ® Homg (V,K) =X V* @ V*

(se (4.6) och (4.17)).

([l
(5.3) Koordinater av tensorer. Lat ej,...,e, vara en bas for V 6ver K och lat { €
TF(V) @ TY(V*) vara en (k,[)-tensor. Lat e!,...,e" vara den duala basen for V* till basen
e1,... e, for V (observera placeringen av index!) dvs e’(e;) = &;;. DA har vi en bas for

TF(V) @ TH(V*) (se (4.12)(a)) bestaende av alla produkter
e ®...0¢, R ® ... @€l
Varje tensor £ har entydig framstéllning m.a.p. denna bas:

— 1, ) J1 Ji
5—5 a;, e ®.. .06, @ ®...Qe€

och az-ll'_'."zj’; ar dess koordinater i KV, dar N = nF*!. Man kan skriva ut dessa koordinater i en

i1k

;) for tensorns matris (med avseende pa den valda

bestdmd ordning och kalla My = (a
basen).

Placeringen av index &dr en valetablerad tradition som kommer fran fysiken och differential-
geometrin. Man brukar uteldmna > vilket gor notationen mycket bekvémare. Fallen da
k+ 1 =2 ar valkdnda. Om k =1 =1 far vi tensorer

{=die;®e €V @ V* = Homg(V,V).

Matrisen Mg = [aé] ar helt enkelt matrisen for den linjara avbildning ¢¢ : V' — V som svarar
mot ¢ (vid isomorfismen av V ® V* med Hompg (V, V') —se (4.17)). Om k =0 och [ = 2 far vi

E=ajje'®e €V @V* 2 Bilg(V x V,K)

och £ svarar mot ¢¢ : V x V — K (se (4.17)). O

(5.4) Vad hinder med koordinater av tensorer vid ett basbyte? Fallen av (1,0)-
tensorer (dvs vektorer), (1,1)-tensorer (dvs linjara avbildningar) och (0, 2)-tensorer (dvs bil-
injara former) ar kdnda fran kurser i linjar algebra. Vi skall nu diskutera det allménna fallet.
LAt €},...,el, vara en ny bas for V och e't,... ™ den duala basen for V*. Vi har:

¢; = ple;
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(j a&r summationsindexet!), dar P = [pf] ar overgangsmatrisen fran den gamla till den nya
basen. Det ar en enkel 6vning att bevisa sambandet:

; o
e’ = qjel,

dir Q = [qg]t ir inversen till P (se Ovn. 15). Nu skall vi folja &nnu en konvention (med
ursprung i fys1ken) — vi skall skriva e; i stéllet for e} och e 1 stillet for €’*. Som konsekvens:
ey = plej = pie; (bokstaven j kan bytas ut mot 2) och e = qf/ei. Vi kan ocksa erséitta ¢
med p dérfor att placeringen av primtecknet skiljer mellan P (prim nerifran) och P~! (prim
uppifran). Alltsa

. g . . .y

. i 7 e i 0
ei/—pilei, ei—pi €1y, € —pie, e —pile .

Nu kan vi harleda sambandet mellan koordinaterna for en och samma tensor i olika baser:

. . ! . .
— U1 . J1 Ji — 010k Yk, J1 1 Jz 7
3 Al e, ®... Qe @ ®.. @l =all le“e © .. pyeq QP @ @ pje
-/ -/ . - . .
_ G Uk J1 g1, 010k J1 i
= P, "'pikpj;"'pjl’aj1..-jz€h X . ®e/ Ke1TR...xel,
dvs
(5.5) ai’l...iﬁc 4 i, ek g1 ph
. 3140 —pu “Piy Ay . sz v e

Om t ex v € V ér en (1,0)-tensor med koordinater a’ i den gamla basen si &r o' = pélaZ
koordinaterna i den nya basen dvs 6vergangen sker med hjilp av inversen till P (omvént
i forhallande till basbyte). Déarfor sédger man att en (k,l)-tensor ar k-kontravariant. Om
f € V* ér en (0,1)-tensor med koordinater a; med avseende pa basen {e'} sa dr ay = pla;
dvs 6vergangen sker med hjilp av matrisen P. Man séger att en (k,l)-tensor &r [-kovariant.
Tex ¢ eV @V*=Homg(V,V) &r 1-kontravariant och 1-kovariant tensor och ajl, = pfa%pé,
dvs Mé = P_lMgP. Observera att referenspunkten for den terminologin ar basbyte i V —
samband som formedlas av P #r kovarianta, av P~! kontravarianta. O

Tensorer forekommer i olika sammanhang — fysikaliska och matematiska. Det finns olika
ekvivalenta varianter av tensordefinitionen. Definitionen (5.1) &r koordinatfri och kort, men
formuleringen stéller hogre krav pa matematisk apparat. Vi skall dgna en stund at nagra
variationer pa tensorbegreppet.

(5.6) (a) “Klassisk” definition. Man identifierar tensorer med funktioner som mot varje
bas for V 6ver K ordnar en uppsittning av n** element i K som transformeras lampligt vid
overgangar fran en bas till en annan. Lat B(V') vara méingden av alla baser i V. Med en
tensor av typen (k,l) menas varje funktion

T BWV) = KN, {ei} — (al%)

J1--7?
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dir N = n** (n = dimg V), saddan att for tva godtyckliga baser {e;} och {e/} uppfyller

motsvarande vektorer (azllgk) och (alél;?) sambandet (5.5). Vanligen &r K = R eller C.
T J1---J;

(b) “Pedagogisk” definition. For att undvika tensorprodukter av moduler utnyttjar man
tva isomorfismer:

TE(V) @ THV*) = Hompg (TH(V) @ TH(V*), K) 2= Multg(V x ... x V x V* x ... x V* K)
(se (3.23) och (4.17)). Med en tensor menar man nu en multilinjir funktion
T:Vx..xVxVix...xV'"=K

av k stycken vektorvariabler och [ stycken kovektorvariabler (en kovektor &r ett element ur
V*). Isomorfismen ovan behover inte gilla om V har odndlig dimension, men i praktiska
sammanhang ar en begransning till &ndligt dimensionella rum ofta acceptabel. Om {e;} &r
en bas for V och {e'} for V* sa har vi:

1 Iy _ i1, ik, 1 5 L ody —
T(X1ye 03 Xk, Yoo,y ) =T (@ €y il e, y5, €0y e0t) =
— ) I Ji\ 01 i, 1 l
=T(€ir,---»€i, e, ez olfy; oy,
och agll:_':g]i =T(ei,---,€i, e, ..., el) ir tensorns T koordinater. Observera dock att vektor-

variabler svarar mot kovektorer och kovektorvariabler mot vektorer. T ex ar T : V* — K en
vektor ty T € Homp (V*, K) = V** =2 V. Allt detta #r ett resultat av Hom-verkanff. Denna
definition av tensorer &r mycket vanlig i analysbocker och har méanga praktiska fordelar.

(c) En annan mojlighet att definiera begreppet tensor ar foljande. Vi har (se (4.17)):

TH(V) @ THV*) =2 Homg (K, V) ® ... ® Homg (K, V) @ Homg(V, K) ® ... ® Homg (V, K)

~ Homg(V®...0V,V®...QV)=Homg (T (V), T*(V)).

En tensor #r helt enkelt en linjir avbildning T(V) — T*(V). U]

Det finns speciella typer av tensorer som har sérskilt stor betydelse. Tva sddana typer —
symmetriska och alternerande (antisymmetriska) — definierar vi nu. Som tidigare &r R en
kommutativ ring med etta. V och P &r godtyckliga R-moduler. Som vanligt skriver vi V' i
stallet for V x V x ... x V (I stycken).

(5.7) Definition. Lat T : V! — P vara en R-multilinjir avbildning. Man siger att -

T &r symmetrisk om T'(vy(1y, -5 Vaq) = T(v1,...,v) for varje vi,...,v € V och varje
permutation «(1),...,a(l) av 1,...,l. Man séger att T ar alternerande (ibland anvénder
man termen antisymmetrisk) om 7T'(vi,...,v;) = 0 for varje uppsittning vq,...,u € V

Vi diskuterar Hom som funktor i Kapitel 11.
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som innehaller minst tva lika element. Alla symmetriska R-avbildningar bildar en R-modul
(en delmodul till modulen Multz(V', P) — se (4.14)(b)). Den kommer att betecknas med
Symp(V!, P). Pa liknande sitt betecknar Altgp(V!, P) modulen av alla alternerande R-
avbildningar.

(5.8) Exempel. (a) Lat V = Kej + ...+ Ke, vara en fri K-modul med bas ey,...,e, och
lat b: V x V — K vara en symmetrisk bilinjar form. D& ar b en symmetrisk avbildning. Har
ar

b(x,y) = b(z'ei, v’ ¢j) = bles, ej)a’y’ = aga'y’,
dar Q5 = b(ei, 6j) = aj; = b(ej, ei).
(b) Lat V. =R"™ och T : V" — R, dér T'(x1,...,%X,) = det(x1,...,%,) (se Appendix C). Da
ar T alternerande.

(5.9) Anmaérkning. (a) Om P = K sa &r varje symmetrisk eller alternerande avbildning 7" :
V! — K en (0,1)-tensor (se (5.6)(b)). Den kallas for symmetrisk, respektive, alternerande
tensor. Om eq,...,e, ar en bas for V sa har vi

Aiy..4 = T(eil, ey 6Z'l).

Om T ar en symmetrisk tensor sa fordndras inte a;,. ; vid en godtycklig permutation av
i1,...,%5. Om T &r alternerande sa &r a;, . ;, = 0 da minst tva av talen iy, ...,%; &r lika.

(b) Om T : V! — P &r alternerande sa ger
0:T(Ul,...,vi+vi+1,vi+vi+1,...,vl) :T(Ul,...,Ui,Ui+1,...,’L}l)—FT(’L)l,...,Ui+1,’U¢,...,Ul)

dvs
T(’Ul, v Uiy Uiy 1y - - .,Ul) = —T(Ul, ey Uit15U4, - 0. ,’Ul).

Alltsa resulterar omkastningen av tva bredvidstaende argument i T i ett teckenbyte. Detta
implicerar latt att

(5.10) T(va(1ys - - -5 Vaq)) = sign(a(l),...,a()T(vi,. .., v)

for varje permutation a(1),...,«(l) av 1,...,1TT. Antag nu att T uppfyller den sista likheten.
Da far vi att T'(vi,...,v;,...,vj,...,v;) byter tecken da v; och v; byter plats (ett platsbyte

Tsign(a(1),...,a(l)) betecknar signaturen av permutationen (1),...,a(l) dvs sign(a(1),...,a(l)) = 1 om
a(1),...,a(l) ar en jamn permutation av talen 1,...,1 och sign(a(1),...,a(l)) = —1 om «(1),...,a(l) ar en
udda permutation av dessa tal.
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ar en udda permutation!). Detta innebar att

T(vl,...,vj,...,vi,...,vl) = —T(vl,...,vi,...,vj,...,vl)
dvs 2T (v1,...,v,...,0j,...,v) = 0 da v; = v;. Den likheten beh&ver inte medféra att
T(vi, .. Ve 05,...,0) = 0da v; =v; (tag t ex P = Zy!). Om char(K) # 2 dvs —1 # 1
far vi dock likheten T'(vi,...,v;) = 0 da minst tva element bland vy,...,v; ar lika. Ofta

moter man (5.10) som definition av alternerande funktioner.

Precis som det for godtyckliga multilinjara avbildningar var moéjligt att konstruera universella
objekt (T, p) som linjériserade dessa avbildningar &r det 6nskvért och mojligt att genomfora
liknande konstruktioner i klassen av symmetriska och alternerande avbildningar. Vi gor det
enbart for alternerande och limnar symmetriska som Ovn. 10.

(5.11) Definition. Yttre [-te potensen av en K-modul V dr en K-modul Y med en
alternerande avbildning p : V! — Y (dvs ett par (Y, p)) sadana att for varje alternerandeav-
bildning 7' : V! — P existerar en och endast en K-homomorfism f : ¥ — P sidan att
diagrammet

kommuterar.

Precis som for tensorprodukter visar vi

(5.12) Proposition. (a) Lt Antg(V!, P) vara delmodulen till Multy (V, P) (se (4.14)(b))
bestiende av alla alternerande avbildningar T : VY — P. Dd dr

Antg (V', P) = Homg (Y, P).

(b) Om (Y1,p1) och (Ya,p2) dar tva yttre l-potenser av V' sa finns det en K-isomorfism f :
Y1 — Ys sadan att diagrammet
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kommuterar.

Bevis. For (a) dr beviset exakt samma som for (4.6) (forsta isomorfismen). (b) bevisas med
“abstract nonsense” exakt som (4.10). O

(5.13) Konstruktionen av yttre potenser. Lat V vara en K-modul och F en fri K-
modul som genereras av alla uppséttningar (vi,...,v;),v; € V. Lat F(‘f” vara en delmodul
till ' som genereras av alla uttryck:

(1, vi v ) = (Ve V) — (V1,0 ),
(V1o y 0y 0) — T (V1 ey U, ),y
(U1, .e o, Uiy o 05, ., p),  dEr v = ;.

Kvotmodulen F/F§ betecknas med AL (V) och bilden av (vi, ..., v;) i denna med vy A. .. Ay
Man definierar p : VL — AY(V) genom p(vi,...,v) = vi A... Av. Precis som i (4.7) (eller
(4.14) (b)) bevisar man att paret (A'(V), p) ar en I-te yttre potens av V éver K. O

(5.14) Anmérkning. Det finns en naturlig epimorfism T4(V) — A' (V') som mot v; @. .. @,
ordnar v A. .. Avy. Vivet nimligen (se (4.7) och (4.14)(b)) att TY(V) = F/Fy, dér Fyy genereras
av elementen

!/ " / "
(V1.0 + 05,y v) — (V1o UGy 0p) — (V1 e, U 0))
och
(V1o y TV ey 0) — T (V14 ooy Uy e, 07).
Detta betyder att Fy C F!* si att vi har en epimorfism F/Fy — F/F$!* som induceras av

inbiddningen (Fy, F) < (Fg", F) (se t ex Ovn. 3.11). Man kan i s& fall definiera A'(V) som
TY(V)/X, dir X genereras av alla produkter v; & ... ® v; med minst tva faktorer lika.

(5.15) Proposition. Lat f : V. — V' vara en K-homomorfism. Da existerar en K-

homomorfism N'(f) : N(V) — N((V') sddan att N (f)(or A ... Av) = Flo1) AL A fuy).
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Bevis. Betrakta diagrammet:

Vi et Vi

A V)—= NV

dar (f x...x f)(vi,...,v) = (f(v1),..., f(v)) och py, pyr &r de alternerande avbildningarna
ur definitionen av yttre potensen (5.11). Men py/(f X ... X f) &r alternerandesa att det finns
g sadan att diagrammet kommuterar (fven har (5.11)). Vi definierar A'(f) = g. Formeln for
A(f) uttrycker just kommutativiteten av diagrammet. O

For att kunna ndrmare undersoka yttre potenser behover vi tensoralgebror och yttre algebror
(som ocksa kallas Grassmannalgebror). Resten av detta kapitel dgnar vi at dessa viktiga
begrepp. Som tidigare ar K en kommutativ ring med etta. R kommer att beteckna en
godtycklig associativ ring med etta. Vi behover forst ett mycket allmént begrepp:

(5.16) Definition. Man séger att en ring R dr graderad om det finns delgrupper R;, i =
0,1,2,... till den additiva gruppen R sadana att R = ©°)R; och R;R; C R;;;. Elementen i
R; kallas homogena av grad i. Om dessutom R ar en K—algebra och R; ar K—moduler sa
sdger man att R ar en graderad K-algebra.

(5.17) Exempel. Lat R = K[X},...,X,] och R; = alla homogena polynom i Xi,..., X,
av grad ¢ och nollpolynomet (t ex Ry = K, Ry = KX + ...+ KX,, Ry =) KX;X; osv).

O

(5.18) Hur kan man konstruera en graderad algebra? Antag att vi for varjei =0, 1,...
har en K-modul R; (K en kommutativ ring) och f6r varje par (i,j) en K-bilinjar avbildning
R; x Rj — Riyj. Om (r;,1r;) € R; x R;j sa betecknar vi med r;r; bilden av detta par
i Riy;. Vidare forutsétter vi att (rrj)ry = ri(rjrg) da r; € R;, r; € Rj och ry, € Ry.
Da &r R = @& R; en graderad ring och &ven en K-algebra (se (4.18)) om man definierar

multiplikationen i R sa att
Qo) =2 i

oI ",
dér ry) = Zi—f—j:k . O

(5.19) Konstruktionen av tensoralgebran. Lat V vara en K-modul. Lat for varje
i>0, R =V® (=V®...9V med i faktorer) och Ry = V®% := K. Modulen V®! betecknas
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ofta T%(V). Vi vet att tensorprodukten dr associativ vilket ger en K-bilinjir avbildning
R; x Rj — R;1; som ar associativi’. Den graderade K-algebran

T(V) = 02T (V)
kallas tensoralgebran av V' éver K (se (5.16)). O

(5.20) Anmirkning. Om ey, ...,e, dr en bas for V éver K si vet vi att T(V) har en
bas bestaende av alla produkter e;, ® ... ® e;,. Algebran T'(V) kallas ofta for algebran av
icke-kommutativa polynom i n variabler. For att motivera den termen lat oss beteckna
e; med X; och skriva X; X;, ... X;, istéllet for e;, ® €;, ® ... ®e;,. Da kan varje element i
T*(V) skrivas som en linjir kombination av X;, X;, ... X;, (med icke-kommuterande X;) och
varje element i T'(V') &r en summa av sadana termer.

O

7

Fér att bilda en algebra ur yttre produkter R; = A'(V) krivs en liten anstringning (vi har
inte nagon bilinjér funktion fran A"(V) x A7 (V) till A" (V).

(5.21) Definition. Lat R = ®°;R; vara en graderad ring. Man séger att I &r ett ho-
mogent (= graderat) ideal i R om det finns delgrupper I, till Ry, sadana att I = @2 1), ar
ett ideal i R. Om R &ar en graderad K—algebra (med K—moduler Ry) och I}, d&r K-delmoduler
till Ry sa sdger man att I ar ett homogent K-ideal i R.

0

(5.22) Exempel. Lat R = K[X1,...,X,] med gradering som i exempel (5.16). Lat I, = Ry
dak > 1och Iy = (0). Dadr I = {alla polynom p sadana att p(0,...,0) = 0}. I & homogent.

O

(5.23) Proposition. Lat R = ®3° (R; vara en graderad K-algebra och I = @3 I;, ett
homogent K-ideal i R. Da dr R/I en graderad K-algebra med gradering som ges av Ry /I
(inbaddade i R/I) och multiplikation Ry /I x Ry/I} — Ry+i/Ix+ definierad genom (7, 7p) —
TETL-

Bevis. Eftersom paret (I, Rj) ar inbéddat i paret (I, R), sa har vi en K-homomorfism
Ry /I, — R/I med kirnan (I N Ry)/Ir = (0) (ty I N Ry = I;) dvs en monomorfism. Vi
skall identifiera Ry /I med dess bild i R/I. Om r € Rsa arr = Y rg, 1p € Ry, dvs 7 =
> Tk, Tk € Ri/I) sa att R/I & summan av alla Ry /Ij. Det ar latt att visa att framstéllningen
T =Y Tk, Tk € Ri/I) ar entydig. Det aterstar att kontrollera att avbildningen (7, 7;) — 77
ar véldefinierad och bilinjar. Men detta &r trivialt. O

iy @i o @i, y®6+s) 31 man som sammanséttningen V& x V& - V@i o ®I o Vet dér den sista
isomorfismen avbildar (v1 ® ... Q) @ (V1 ® ... QV)) PAVI ® ...V OV @ ... Q V],
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(5.24) Konstruktionen av yttre algebran. Lat V vara en K-modul och lat (V) =
®° ,T*(V)) vara tensoralgebran av V. Lat I vara den delmodul till 7%(V) som genereras
av alla v1 ® ... ® vy med minst tva faktorer lika. Man kontrollerar litt att I = ©2 I} ar
ett K-ideal i T(V') (om man multiplicerar ett element v; ® ... ® v som har minst tva lika
faktorer med ett godtyckligt element ur 7'(V') sa far man en summa av termer sadana att
varje term ar en produkt med minst tva lika faktorer). Kvotalgebran T(V)/I &r graderad
med TH(V) /I, = NF(V) enligt (5.23) (se (5.14)). Den kallas yttre algebran av V och
betecknas A (V') footnote/\(V') definierades av Hermann Grassmann (1809 — 1877) ar 1844..
Allltsé ar A(V) = @32, AF(V). Observera att Iy = (0) sa att A°(V) = K. Aven I = (0) dvs
A(V)=V.

Nu kan vi beskriva A*(V) for fria K-moduler V:

(5.25) Proposition. Lat V vara en fri K-modul av dimension n éver K med bas e1, ..., en,.
Dé ir N*(V) en fri K-modul, dimg \*(V) = (7)) for0 <k <mn och om 1<k <n sa bildar
iy A Ney, dir1 <iy <...<iy<mn, en bas for \"(V) éver K. Dessutom ir \°(V) = K
och N*(V) = (0) dé k > n.

Bevis. Fallet k& = 0 &r klart ty A°(V) = K. Antag att k > 0. Vi vet att e, ® ... 0 ey,
(fortfarande alla 71, .. ., jx) bildar en bas fér T%(V'). Alltsi genererar e;, A...Aej, produkten
/\k(V) Om bland ji,...,ji finns minst tva index lika — detta maste vara fallet da k > n —
sa ar ej; A ... Aej, = 0. Alltsa far vi att AF(V) = 0 da k > n och vi kan forutséitta nu att
1 <k <nochallaji,...,J i ar olika. Vi vet att om iy, ...,%; ar en permutation av j1, ..., Ji
sa ar

e N N\ej, :j:eil/\.../\eik

med tecknet som beror pa antalet inversioner som behovs for att Gverfora ji,...,Jx pa
i1,...,1. 1 varje fall har vi en sadan likhet med 1 < i1 < 79 < ... < i < n. Nu vill vi
visa att sadana e;; A ... Ae;, bildar en bas for AF(V) (deras antal ar (3)). For att gora det
visar vi forst att aeg A... Ae, #0 om a # 0 dvs dimg A"(V) = 1. Betrakta diagrammet:

P
Ve A" (V)
o~
K
dar det(v1,...,v,) = determinanten av v1,...,v, m.a.p. basen ej,...,e,. Eftersom “det”
ar alternerandesa existerar f linjar sa att fp = det. Men det(aey,...,e,) = a, sa att

fplaei, ... en) = flaex A ... Ney) = a. Alltsa dr a(eg A ... Ney) # 0 om a # 0. Antag
nu att 1 < k <n och att

w = E iy . i€ N oo N € = 0.
1<i1<..<ig<n



(5.29) 81

Vi vill visa att alla a;,..;, = 0. Lat oss fixera en koefficient a;, . ;, och betrakta w A (ej; A...A
ej,), dar
{il,...,ik}ﬂ{jl,...,jl} =@ och {il,...,ik}U{jl,...,jl} :{1,...,n}.

Da far vi att
w A (ejl VANPI /\ejl) = iail_._ik(el VAN Aen) =0

ty w = 0. (Observera att vi arbetar i A(V)!). Men ae; A ... Ae, # 0 for a # 0 ger nu att
ai, .., = 0 dvs alla koefficienter av w ar = 0. O

Med hjélp av (5.25) kan man latt beskriva ytteralgebran A (V) for en fri K-modul V:

(5.26) Foljdsats. Om ey, ..., ey, bildar en bas for V éver K sa bildar 1 och e;; A ... Ae;,,
dir1 <k <mnochl<i; <...<ix<n en bas for N\(V). Alltsa dr dimg \(V) = 2".

(5.27) Exempel. Lat V = Ke; + Key. Da har A(V) som bas 1,e1,e2 och eja := e1 A e
med multiplikationstabellen:

1 €1 €9 €12
1 1 €1 €9 €12
€1 €1 0 €12 0
€9 €9 —€12 0 0

e12 | el 0 0 0
O

Innan vi fortsdtter med exempel 1at oss anteckna en isomorfism som har stor betydelse da
man definierar tensorer pa mangfalder:

(5.28) Proposition. Ldt V wvara en fri K-modul med bas ey, ..., e, och lit el ... e" vara
den duala basen for V*. D finns det en isomorfism N*(V*) = N*(V)* sddan att mot et A
... A\e'* svarar Jiroip /\k(V) — K, dar fi, i (ea N.. . Nei) =1 och fiy 4. (ej, A...Nej,) =0
da (j1,. .., Jk) # (i1, ... ix) (vi forutsdtter att 1 < k < n).

Bevis. Vi vet att e/ A... Ae med 1 < i; < ... < iy < n bildar en bas for A¥(V*) och
fir.i, en bas for AF(V)* s att pastaendet ir sjalvklart. O

(5.29) Anmirkning. Ofta identifierar man A*(V*) med A*(V)* i enlighet med (5.28) (utan
nirmare kommentarer). Vi vet fran tidigare att T%(V*) = T*(V)* (se (4.17). Se vidare Ovn.
12 och 13.
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(5.30) Anmaéarkning. Lat M vara en C*°-mangfald av dimension n (t ex M = R™ med sin
naturliga analytiska struktur). Med T),(M) kommer vi att beteckna tangentrummet i punkten
P € M. Med ett tensorfalt pa M av typen (k,l) menar man en funktion ® som mot varje
P € M ordnar en tensor av typen (k,[) 6ver T,(M). Lat 881 fees 82" vara en bas for T),(M)

och dx},...,dz} den duala basen (se (3.23)) for T,(M)* HomR(T (M)7 R) dvs
i, 0
(dr'p)(——) = 0y
Orp

(x; ar lokala koordinater i P dvs det finns en 6ppen omgivning Up till P sadan att pp(X) =
(z5(X),...,2B(X)) for X € U, dr en homeomorfism av Up med en &ppen delmingd till
R™ och om @Q € M &ar en annan punkt med lokala koordinater mb i en omgivning Ug sa ar

funktionen ganp? i det kommutativa diagrammet:

ep(Up U UQ) C R"

=
UpUUq 0Q¥p

T

@Q(Up U UQ) CR"

en C*°-funktion).

Ett vektorfalt £ pa M ar alltsa ett tensorfilt av typen (1,0) (ett val av en tangentvektor £(P)
ur varje Tp(M)). En Riemann-metrik pa M &r ett tensorfélt av typen (0,2) (en sadan metrik
ger for varje P € M ett element ur

Tp(M)* @ Tp(M)* = Homg(Tp(M)®? R) = Bilg(Tp(M) x Tp(M),R)
— mera exakt ar en sadan tensor symmetrisk). En [-dimensionell differentialform
an i ( d:p“ A A dzt
ar ett tensorfélt av typen (0, l) (Vl har
w(P) € Tp(M)* ®...® Tp(M)* = Homg(Tp(M)®!,R) = Multg(Tp(M)!, R)
och w ar alternerandedvs tillhor delmodulen
Antg(Tp(M = AYTp(M))* = N (Tp(M)*)

—se (5.25)). Lat oss papeka att i analytiska sammanhang &r man intresserad av tensorfilt ®
som tar lamplig hansyn till den analytiska strukturen pa M (t ex av kontinuerliga vektorfalt
EP)=>1", vi(P)% med kontinuerliga v;(P) pa Up) sa att t ex en Riemann—metrik eller
en differentialform inte enbart &r ett val av en tensor utan ett sadant val att koefficientfunk-
tionerna (t ex wj, 4, (P)) har goda analytiska egenskaper (t ex &r C*).
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APPENDIX C: DETERMINANTER

Syftet med detta Appendix &r att repetera begreppet determinant och utvidga dess definition
till godtyckliga kommutativa ringar med etta. Vi har utnyttjat determinanter i Proposi-
tion (5.25) da vi visade satsen om dimensionen av yttre potenser av en fri modul ver en
kommutativ ring.

Om vy,vy,...,v, ar vektorer i R™ och v; = (ay;,...,an;) sa definieras determinanten av
matrisen A = [vy, ..., v,| vars kolonner &r vektorerna v; som
— sign(p1,p2,--,P
(C.1) detA = E (—1)%i9n ) a1y Ay G,
dér summan stracker sig 6ver alla permutationer py,po,...,p, av 1,2, ..., n och sign beteck-

nar permutationens tecken. Man bevisar déarefter olika egenskaper hos determinanter med
utgangspunkt fran denna definition.

Man konstaterar 1att att hoger ledet i denna definition endast beror pa ringstrukturen hos de
reella talen sa att det inte finns nagra hinder om man vill generalisera denna definition till
helt godtyckliga kommutativa ringar. Antag alltsa att K ar en kommutativ ring med etta
och att M, (K) ar ringen av (n x n)-matriser 6ver K. Om A = [a;;] € M, (K) sa definierar
man determinanten av A med hjilp av exakt samma uttryck (C.1).

Determinanten kan uppfattas som en funktion f: V"™ — K, dar V = K™ och for godtyckliga
vektorer v; = (a4, ...,ap;) € V:

(02) f(vla V2, .- - ,Un) = det[vla v, ... 7’Un] = detA = Z(_l)Sign(prz,...,pn)a1p1a2p2 © Onpy, -

f ar en multilinjér alternerande funktion dvs den &r additiv:

Fur, o U+ Vo) = f01, e Uy ooy 0) + f(01, 0 Vs V),

homogen:

f(vl,...,avk,...,vn):af(vl,...,vk,...,vn)

da a € K och alternerande:
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flor, oo vk, Vg, .- 0n) =0

om v = V41 dvs determinanten av A &r lika med 0 om tva (bredvidstaende) kolonner i A
ar lika. Dessutom &r f(ej,es,...,e,) = 1 da e; bildar standardbasen for V= K™ dvs basen
bestaende av vektorer med exakt en etta som komponent och alla andra komponenter lika
med 0.

Det visar sig att dessa egenskaper bestammer f entydigt och utgér grunden for att harleda
alla andra formella berdkningsregler for determinanter. Vi repeterar om en stund ett bevis av
dessa egenskaper som géller for determinanter definierade med hjélp av (C.2) 6ver godtyckliga
kommutativa ringar med etta. Forst lat oss bevisa entydigheten av determinater:

(C.8) Proposition. Ldt f : V" — K wvara en multilinjir alternerande funktion sadan att

fler,e2,...,en) =1 for en bas ey, ez, ..., e, for V dver K. Om v; =) azje;, sa ar
stgn(p1,p2,---,
f(vb v 7vn) = E (_1) gn(p1.p2 pn)a1P1a2p2 © Qnpy )
ddr man summerar over alla permutationer py,pa,...,pn av talen 1,2,...,n. Om ' : V" —
K dr en annan multilinjdr alternerande funktion sa ar f' = af, dir a = f'(e1,ea,...,€n).

Bevis. Vi har

f/(U1, Loy Un) = f/(ZGUBJ" e "Za”jej) = Za1p1a2p2 ) "anpnf/(epnepw s 7€pn) =

Z(_1)Sign(p1»p2’“'»pn)a1p1a2p2 e anpnf/(e:b 62, . 76n)7
dar man summerar over alla permutationer pi,ps,...,pn av 1,2,...,n och sign betecknar
permutationens tecken. Vi utnyttjar héar (5.10) och var férutséttning att f(ej, es,...,e,) = 1.

Om f/ = f far man

f(vb s 7Un) = Z(_1)Sign(p1,p2,...,pn)a1p1a2p2 © Anpy, -

Alltsa for en godtycklig alternerande funktion har vi f' = af med a = f'(e1,e2,...,¢e,). O

I grundldggande kurser i linjar algebra visas att determinant verkligen ar en multilinjar al-
ternerande funktion dven om man for det mesta inte anvinder dessa termer. Vi skall kort
repetera argumenten som visar att f som definieras av (C.2) ar additiv, homogen, alternerande
och f(ej,ea,...,e,) =11istandardbasen for V = K".
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Den sista egenskapen ar helt trivial — uttrycket till hoger i (C.2) &r 1 om a;; = 0 da ¢ # j och
a; =1. Om vy, = Za;jej sa ar

f(vh e UR + ,U;g) el Un) — Z(_1)si9n(plyp2y...,pn)a1pl . (akpk + agﬂpk) . a’VLpn e

__1)stgn(p1,p2,.-.,.Pn) __1)stgn(p1,p2,--,pn) R A _
E (-1 " A1py o Akpy,  Anp,, T E (-1 "aipy Ay, Anp, =

F1,y e Uy ey 0) + f(U1, o Uy ey ),

vilket visar den additiva egenskapen. Vi har

f(?)b e, QUL . . ,’Un) = Z(_1)Sign(p1,p2,..-,Pn)a1pl © Ay, * c Qpp, = (If(’Ul, sy QUL - - - )vn)v

dvs funktionen f &r homogen. Slutligen om t ex v; = vy sa kan man para ihop varje term
i summan till hoger i (C.2) som innehaller produkten aj,ass med den term som innehéaller
produkten ajsaz, (1 # s) och som for vrigt innehaller samma faktorer a;p, da ¢ > 3. Eftersom
permutationerna (r,s,ps,...,pn) och (s,7,ps,...,p,) har motsatta tecken (de skiljer sig sa
nir som pa en transposition) sa dr summan av motsvarande termer i (C.2) lika med 0. Pa
det séttet kan vi para ihop alla termer i summan (C.2) som dérmed ar lika med 0 (vi tar alla
mojliga par (r, s) av de tva forsta indexen atfoljda av alla méjliga permutationer (ps, ..., pn)
sadana att (r,s,ps,...,p,) ar en permutation av (1,2,...,n).

Pa det sittet har vi visat:

(C.4) Proposition. Om V dr en fri K-modul och ey, ea,... e, ar en godtycklig bas sa
existerar en multilinjar alternerande funktion f : V" — K sadan att f(e1,e2,...,e,) =1. Om
f och f" ar tva sadana funktioner sa ar f' = af, dar a dr en enhet i ringen K som ar lika med
determinanten av évergangsmatrisen fran en bas €}, eh, ... el i vilken f'(e}, e, ... €) =1

till basen ey, ea, ..., e,. Isynnerhet om V" = M, (K) och f(E) =1, ddar E dr enhetsmatrisen,
sa ges [ av (C.2).

Bevis. Det aterstar att visa den nést sista delen. Vi vet fran (C.3) att a = f'(eq, ea,...,ey).
Av symmetriskél ar f = d/f’, dir o/ = f'(e1,e2,...,e,). Alltsa ar 1 = f(e1,e9,...,6€,) =
a' f'(ey,ea,...,e,) = da, sa att a och o’ &r enheter i K. Det framgar av berdkningen i borjan

av beviset for (C.3) att a = f'(e1,e2,...,en) = f'(Q_bij€}, Do bojel, ..., > bnjel) = det[by].
g

Determinanter kan anvandas for att 16sa linjira ekvationssystem. Vi bevisar en generalisering
av Cramers regel som vi kommer att utnyttja vid olika tillfallen.
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(C.5) Proposition. Lat V wara en fri K-modul av rang n och f : V" — K en al-
ternerande multilinjir avbildning. Om xivi + - + Tpv, = w, ddr x; € K och vi,w € V

sa gdller x;if(v1,...,vn) = f(v1,...,0i—1,W, Vi41,...,0,). I synnerhet om V = K", och
f(v1,...,v,) = det[vy,...,v,] dr en enhet i K sa dar
x; = det[vy, ..., Vi1, W, Vit1, ..., U] /det[vr, ... vp].

Bevis. Vi har

f(Ul, ey Vi1, W, Vg 1y - - - ,’Un) = f(Ul, ey Ui—1, E LTjUV5, Vigly .- ,’Un) =
J
xif(vl, ey Vi—1,V55 U4 1y - - - ,Un).
O
Observera att (vektor—)ekvationen zjvi + -+ + 2,v, = w kan skrivas som ett “vanligt”

linjart ekvationssystem med n ekvationer och n obekanta om v;,w € K" = V tolkas som
kolonnvektorer. Se vidare Ovn. 5.

(C.6) Anmairkning. Vi avslutar med en kommentar om determinanter av linjéra avbild-
ningar. Lat som tidigare V vara en fri K—modul av rang n med en bas ey, ..., e, 6ver K. Som
vi vet definieras vanligen determinanten av en linjar avbildning ¢ : V. — V, ¢(e;) = > asje;,
som determinanten av matrisen M, = [a;;]. Man bevisar att determinanten av ¢ inte beror
pa basvalet (se Ovn. 4). Determinanten kan definieras pa ett “koordinatfritt” sétt med hjalp
av yttre produkter. Eftersom A"V &r en fri modul av rang 1 och e; A ... A e, dr dess bas, sa
ar p(er A...Nep) =d(et A...Ney), dir d € K. Det &r inte svart att visa att d inte beror pa
basvalet och dessutom d = detM,,. Darfor kan man definiera determinanten av ¢ som just
d € K sadant att A" ¢(z) = dz for varje x € A" V. Notera dock att forutsittningen for en
sadan definition dr kunskapen om att rangen av A" V ér lika med 1. Detta pastaende visade
vi just med hjalp av determinatbegreppet.
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OVNINGAR
5.1. Lat eq,...,e, vara en bas for en fri modul V &éver en ring K.

5.2.

5.3.

5.4.

5.5.

5.6.

5.7.

(a) Forenkla (e1 +e2) A(e1 +e2+e3) +esA(er+e3) — (2ea+e3) Aes och e; Aea Aeg A
eq—eqgNesgNeax Aeg.

(b) Visa att

n(n—1)

enNep_1A...Nep=(=1)"2 et NeaA... Nep.

Lat V vara ett vektorrum &ver en kropp K och vq,...,v, € V. Visa att v1,...,v, ar
linjdrt beroende 6ver K da och endast da vy A ... Av, =01 A(V).

1 0 2
Beriikna det(A\%(¢)) da ¢ : K3 — K3 (K en kropp) har matrisen | 3 2 0
1 11

Lat V vara en fri K—modul av rang n och lat ¢ : V' — V vara en K—homomorfism.

(a) Visa att det finns exakt ett element d € K sadant att for varje « € A"(V) ar
N'(¢)(@) = da.
(b) Visa att d = det(yp).

Anmairkning. (a) kan antas som definition av begreppet determinant om man visar
forst att A"(V) har dimension 1 éver K. Se Appendix (C.6).

(c) Visa att determinanten av ¢ inte beror pa basvalet for V.

Anmairkning. For att visa (c¢) kan man anvianda (a) eller allménna samband mellan
matriser for samma tensor i olika baser dvs (5.4).

Lat K vara en kommutativ ring med etta och V' en godtycklig K-modul. Lat vq,...,v, €
V ochlat A = [a;5] € M,(K) vara en matris med element i K. Visa att om ) a;;v; = 0,
sa ar detla;jlv; =0 for i =1,...,7.

Ett element o € A(V) kallas r-multivektor (r = 1 — vektor, » = 2 — bivektor) om det
finns vektorer vq,...,v, € V sddana att « = v; A ... Av,.. Visa att

(a) om dim V' < 3 sa &r varje homogent element in A (V) \ K en multivektor,

(b) om dim V' = 4 och ey, e9,€e3,e4 ar en bas for V over K sa é&r o = e; Aea + e3 A ey
inte en multivektor.

Lat W vara ett r-dimensionellt delrum till ett linjart rum V &ver K. Med en rikt-
ningsvektor for W menar man en godtycklig » — multivektor (se Ovn. 6) v1 A... A vy,
dér vy, ..., v, bildar en bas for W over K.

(a) Visa att om o = v A ... Av, och B =wuj A...Au, ar tva riktningsvektorer for W
sa ar a # 0 # [ och det finns a € K* sa att 6 = aa.

(b) Visa att tva olika r-dimensionella delrum till V" har icke-proportionella riktningsvek-
torer.

(c) Lat [a] beteckna klassen av alla multivektorer proportionella till a # 0. Visa att det
finns 1 — 1 motsvarighet mellan alla r-dimensionella delrum W till V' och alla klasser
[a] ddr o # 0 &r en r-multivektor.
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5.8.

5.9.

5.10.

5.11.

5.12.

Ledning. Utnyttja 6vning 2.

Anmérkning. Mingden av alla r-dimensionella delrum till V' betecknas med P, (V).
P; (V) kallas projektiva rummet associerat med V. Se nésta 6vning.

Lat eq,...,e, vara en bas for V over K och lat W vara ett r-dimensionellt delrum till W
(dvs W € P,(V) — se Ovn. 7). Med Pliickerkoordinaterna for W m.a.p. ey, ..., e,
menas koordinaterna av en godtycklig riktningsvektor o for W (a € A"(V)) m.a.p.
basen e;; A...Ae; for A"(V) dvs om x, = x}¥e;,, k=1,...,7 &r en bas for W sa ar

i1 b, e, ,
a=zxie N... NzTe, =A e, N...Nej,

(man summerar 6ver alla {iy,...,i.} C{1,...,n}).

(a) Ge en beskrivning av Pliickerkoordinaterna for W med hjélp av lampliga determi-
nanter. Gor det speciellt for r =1 och r = 2, n = 4.

(b) Motivera att Pliickerkoordinaterna for W &r definierade sa nér som pa en faktor ur
K* (dVS Az’lz’r _ ,OAil"'iT,,O c K*)

(c) Lat (A%¥), 1 < i < j < r vara Pliickerkoordinaterna for ett delrum W C V, dér
dimy W =2 och dimV = 4. Visa att A12A43% — A A% 4 A14A23 = 0.

Anmirkning. (c) visar att inte varje uppsittning A2, A13, A4 A2 A% A3 av 6
element ur K utgor Pliickerkoordinaterna for ett 2-dimensionellt delrum till V' av di-
mensionen 4. Pliickerkoordinaterna maste uppfylla en ekvation — ett Pliickersamband ur
(c). Situationen &r typisk for allménna fallet: koordinaterna for r-dimensionella delrum
till V' svarar exakt mot lésningarna till ett ekvationssystem (proportionella 16sningar
identifieras). Dessa losningar bildar en projektiv algebraisk méngd — den kallas Grass-
mannmangfald. Vi aterkommer till Grassmannmangfalder i senare delen av kursen.

Lat ¢ : V — V vara en linjar avbildning av ett K-vektorrum V och lat W C V vara ett
andligt dimensionellt delrum till V. Visa att om W &r p-invariant (dvs (W) C W) sa
dr varje riktningsvektor for W (se Ovn. 7) en egenvektor till \"(¢) dér r = dimg W,
och omvént, om en riktningsvektor for W ar en egenvektor till A"(¢) horande till ett
egenviarde # 0 si ar W p-invariant. Ar forutsittningen att egenviirdet skall vara # 0
visentlig?

(a) Formulera definitionen av den k-te symmetriska potensen (S¥(M), p) av en R-modul
M (analogt till (5.11)), bevisa dess entydighet (analogt till (5.6)) och konstruera den
(analogt till (5.13)). Definiera direfter R-homomorfismen S*(f) : S¥(M) — S¥(N) for
en R-homomorfism f : M — N (analogt till (5.15)) och konstruera den symmetriska
algebran S(M) = 32,5 (M) (analogt till (5.24)).

(b) Lat V = Kej + ...+ Ke, vara ett K-vektorrum av dimensionen n éver K. Visa att
S(V)= K[Xy,...,X,] (polynomringen i n variabler).

Konstruera en “egen” produkt analogt till tensorprodukter, alternerande och sym-
metriska och utveckla dess teori som t.ex. i Ovn. 10.

Lat Ty : Vi — K och Ty : VJ — K vara tva tensorer (se (5.1) (b)) och definiera

(Tl ®T2)(U1,...,Ui,vi,...,’l};) = Tl(Ul,.. . 7vi)T2(U/17"'7v3')
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5.13.

5.14.

(T ® Ty ar helt enkelt sammansittningen av den naturliga avbildningen fran V?* x V7
till T(V) ® T7(V) med tensorprodukten av de linjira avbildningar T%(V) — K och
T (V) — K som svarar mot T} och Ty, samt avbildningen K@ K — K, dir a®b +— ab).
Lat T (V) = ][22, Mult(V?, K) med multiplikation given ovan. Visa att 7 (V) = T(V*)
(tensoralgebran definierad i (5.19)).

Anmarkning. Tensoralgebran definieras i manga larobocker just pa detta séatt. Meto-
den har stora pedagogiska fordelar.

Lat V vara ett K-vektorrum (K en kropp) och lat Antg(V", K) vara K-modulen av
alla K-linjara alternerande avbildningar ¢ : V" — K, r > 1. Vi definierar ocksa
Antg (VY K) = K. Lat

V) = ]O_O[ Antg (V" K)

r=0
och definiera produkten i (V') sa att for w € Antg(V", K) och n € Antx(V*, K) &r

(w A 77) (Ula R U’I’-i-s) = Z Sign(g)w(va(l)a cee UU(T))n(va(rJrl)? S 7vo(r+s))7

dér man summerar 6ver alla permutationer o sadana att (1) < ... < o(r) och o(r+1) <
... <o(r+s). Visa att

(a) Q(V) ar en K-algebra graderad av Antg (V", K),

(b) Q(V) = A(V*) som K-algebror.

Ledning till (b). Notera att Antx(V", K) =2 A"(V)*. Betrakta vidare isomorfismen
ur (5.28) och visa att diagrammet

A (V) x N(V)* =L ATH3(V)

|

N (VF) % N (V) =5 A7)

kommuterar ddr “A” i 6vre raden &r definierad i 6vningen (ovan) déremot “A” i nedre
raden kommer fran A (V*). Titta pa basvektorerna f;, i, , fj,. ;. for A"(V)* och A*(V)*
(se (5.28)).

Anmairkning. I manga larobocker (t ex Spivak, Calculus on Manifolds) definieras dif-
ferentialformer och deras algebra med utgangspunkt fran definitionen av Q(V'). Men i

flera andra utgar man ifran A(V*) (t ex Warner, Foundations of Differentiable Mani-
folds).

Lat ey, ..., e, vara en bas for ett K-vektorrum V', dér K &r en kropp och char(K) # 2.
(a) Visa att Bil(V2 K) = Symg (V2 K) @ Antg (V?, K) (Symg (V?2, K) betecknar alla
symmetriska avbildningar V' x V' — K som ett K-vektorrum) dvs visa att varje (0, 2)-
tensor £ € V*® V* = Homg (V ® V, K) = Bil(V?, K) kan skrivas entydigt som summa
av en symmetrisk och en alternerandetensor.

(b) Visa att ¢’ ® ¢/ + e/ @ €f, med i < j bildar en bas for Sym (V?, K), och e! ® e/ —
el ®e', i < jen bas for Antg (V2 K).

Ledning. Arbeta med matrisframstéallningar av tensorer.
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5.15. Lat eq,...,e, vara en bas for ett vektorrum V 6ver K och e!,...,e" den duala basen
for V*. Lat ¢ : V — V vara en linjar avbildning och ¢* : V* — V* motsvarande
linjéra avbildning av det duala rummet dvs ¢*(f) = f o ¢. Bestam sambandet mellan
matriserna for ¢ och ¢* i baserna eq,...,e, och el,... e".

5.16. Lat R = @2, R; vara en graderad ring. Visa att ett ideal I i R ar homogent da och

endast da I kan genereras av homogena element.



Kapitel 6

BILINJARA OCH
SESQUILINJARA FORMER

Det ar ofta viktigt att vélja baser for vektorrum sa att koordinaterna for en given tensor
ar okomplicerade. Avsikten dr att underlatta berdkningar och att klassificera tensorer av
samma typ. Den allménna klassifikationsuppgiften ar vanligen mycket svar. 1 detta kapitel
kommer vi att syssla med bilinjara former (dvs (0, 2)-tensorer), och i kapitel 8, med linjéra
avbildningar (dvs (1, 1)-tensorer). Flera resultat géller da V' ar en fri modul med en éndlig bas
over en kommutativ ring K, men vi skall forutsitta har att K &ar en kropp av karakteristiken

£ off,

Lat oss paminna om att en K-bilinjar form 7' : V x V — K kallas symmetrisk om T'(z,y) =
T(y,z) for x,y € V. Den kallas antisymmetrisk da T'(z,y) = —T(y,x) for z,y € V (se
(5.8)(b)). Rent allmént sdger man att (V,T) &r ett bilinjart rum. Man skriver ofta T'(z,y) =
(z,y) eller &nnu kortare T'(z,y) = xy.

(6.1) Definition. Lat ej,...,e, vara en bas for V 6ver K. Matrisen for en bilinjar
tensor 7' m.a.p. basen ey, ..., e, dr matrisen My = [a;;], dér a;; = T'(e;, ej). Denna matris
ar symmetrisk dvs a;; = aj om T ar symmetrisk, och antisymmetrisk dvs a;; = —aj; och

ai; = 0 om T ar antisymmetrisk. Med rangen av T menas rangen av Mp. Man sager att
(V,T) ér icke—urartat om detMp # 0.

Rangen av en bilinjar tensor T beror inte pa valet av basen for V. I sjilva verket ger ett
basbyte e; = ple; i V att

i .
ai/j/ = pi,aijp;/

fdvs 1+1 # 01 K (K = Zs och varje kropp som innehaller denna har karakteristiken 2).

91



92 BILINJARA OCH SESQUILINJARA FORMER

se (5.4)) dvs matrisen M/, for T i den nya basen e; &r
T
(6.2) M} = P'MrP,

dér P = [p},]. Eftersom det(P) # 0 sa ar rangen av M. lika med rangen av Mr.

(6.3) Bilinjara polynom. Forutom representationen av bilinjara former med hjilp av
matriser betraktar man ofta representationer med hjalp av bilinjdra polynom. Om z = z'e;
och y = y'e; ar vektorer i V sa r

T(fﬁay) = az’jﬂﬂiij

dér a;; = T'(e;,e;). Polynomet )" a;; X;Y; € K[X1,...,X,,Y1,...,Y,] kallas bilinjar form,
vilket ger upphov till termen “bilinjar form” som namn pa bilinjara tensorer T : V x V — K.
T(z,y) dr polynomets virde for X; = x° och Y; = Y.

Likheten

T(%,y) + T(ya x) + T(JZ, y) — T(yvx)

(64) T(a,y) = =2 -

visar att varje bilinjar form &r en summa av en symmetrisk och en antisymmetrisk form dvs
T= Tsym + Tasyma

dar
Tom(2,5) = 5(T(@0) + T(w,2) och Tasyn(e,) = 5(T5) = T(y,2),
O

Resten av detta kapitel dgnar vi &t symmetriska former. Teorin for antisymmetriska ar b'ety—
dligt enklare. Nagra viktiga resultat om antisymmetriska former finns i 6vningarna (se Ovn.
3).

(6.5) Kvadratiska avbildningar och former. Man séger att en funktion ¢ : V' — K é&r
kvadratisk om g(azx) = a?q(z) for a € K och x € V samt b(x,y) = q(x + ) — q(z) — q(y)
ar en bilinjér funktion pa V. Om T &r en bilinjar form sa ar ¢(z) = T'(z,x) ett exempel
pa en kvadratisk funktion pa V. Alla kvadratiska funktioner pa V far man pa det séittet, ty
q(z) = (1/2)b(x, z) (observera dock vikten av forutsattningen att char(K) # 2!). Enligt (6.4)
kan man alltid forutsétta att i likheten ¢(x) = T'(z, x) &r T' symmetrisk. Vi har:

66)  T(e,y) = 5T +y.+y) ~ T(5,2) = T(3,9)) = 5(ale + 1) - o) — ay))

sa att g definierar entydigt 7" om 7" ar symmetrisk. Ofta betraktar man paret (V,q) (i stéllet
for (V,T)) som kallas kvadratiskt rum. Man séger att (V,q) &r icke—urartat om (V,T))
har denna egenskap (se (6.1)). Vi har:
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q(z) = aijxiacj

da z = z'e; och a;; = T'(e;, e;j) for en bas ey, ..., e, for V. Polynomet

q(l‘l, . ,xn) = Zainin

kallas kvadratisk form. Det bestdmmer entydigt funktionen ¢(z) (¢(x) ar vérdet av poly-
nomet ¢ da X; = x'). Matrisen M7 = [a;;] kallas matrisen for kvadratiska formen ¢
och betecknas M,. Tva kvadratiska former g; och g kallas ekvivalenta om de svarar mot
tva baser for samma V. Detta betyder att deras matriser uppfyller sambandet (6.2). Vi kan
skriva:

q(X1,..., Xn) = X'M,X,

dar X! = (X1,...,X,). Om ¢ och gy ar ekvivalenta sa &r My, = P'M,, P dvs

(6.7) @ (X1,..., Xn) = X'M, X = (PX)'M,, (PX) = ¢ (0} Xi, - . ., 0, X;)

sa att ¢ Overgar i ¢o vid variabelsubstitutionen X — PX. Teorin for kvadratiska former
sysslar med beskrivningen av alla ekvivalensklasser av kvadratiska former 6ver godtyckliga
kroppar (och ringar). Den &r rik pa intressanta och ibland svara problem. Vi skall beskriva
vidare ekvivalensklasserna 6ver R och C (se (6.11) och (6.12)). O

(6.8) Definition. Lat (V,T) vara ett symmetriskt bilinjart rum. Lat W C V vara en
delméngd till V.

Wh={zeV:T(x,y)=0 forvarje yec W}

kallas ortogonala komplementet till W i V. W+ ir ett delrum till V' (enkel vning). Tva
delmangder Wy, Ws till V' kallas ortogonala om Wi C WQJ- Eftersom T ar symmetrisk har vi
dven Wy C Wll, vilket betecknas med W7 L Wy (se ocksa Ovn. 1(e)). En bas ey, ..., e, for
V' ér ortogonal da T'(e;,e;) = 0 for i # j. Man skriver da V =< e; >L ... L< e, > eller
V=<a >L...1<ay >, déra; =a; =T(e;e;) = q(e;). Istéllet for < ap >L ... L<ap >
skriver man ofta < ay,...,an >.
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(6.9) Sats. Lat (V,T) wvara ett symmetriskt bilinjart rum och V. # (0). Da har V en
ortogonalbas.

Bevis. Lat ¢(z) = T'(z,z). Om ¢(x) = 0 for varje x € V sa dr pastaendet klart ty da &r
varje bas ortogonal (se (6.6)). Satsen ar ocksa sann da dim V' = 1. Vi visar satsen induktivt.
Antag att dimV =n > 1 och att det finns x € V med ¢(x) # 0. Lat 1 = z,x9,...,x, vara
en godtycklig bas for V. Bilda en ny bas:

T(x2,x) T(xp, )
/ I ! 13
T, Ty =029 — ————Ty ..., T =Ty — ————X&

9 2 2 q(ﬂ}') 9 9 n n q(x>
Vektorn z ar ortogonal till vektorerna b, .., z] (kontrolleral). Rummet Kz} + ... + Kal,
har en ortogonalbas es, . .., e, enligt induktionsantagandet ty dess dimension ar n — 1. Alltsa
ir ey =z, es, ..., e, en ortogonalbas for V over K. ]

(6.10) Anmaéarkning. Bevismetoden for (6.9) kallas ofta Schmidts ortogonaliseringsmetod.

O
Om e, ..., e, dr en ortogonalbas for (V,T) sa ar
ar(X1,..., X)) = a1 XP + ...+ a, X2,
dar a; = qr(e;) dvs gp ar diagonal. Vi kan vilja a;...a, #0och a4 =...=a, =0, dér r

ar rangen av (V,T) (eller ¢gr). Ibland kan man forenkla g7 vidare beroende pa egenskaperna
hos kroppen K.

(6.11) Kvadratiska former 6ver C. Man kan ersitta en godtycklig ortogonalbas ey, ..., e,
sadan att g(e;) = a; # 0da 1 < i < r och g(e;) = 0dar < i < n med basen (1/,/a;)e;
da 1 <i<roche; dai>r. Idenna bas har vi ¢gp(X1,...,X,) = X12 + ...+ X2, Detta
betyder att tva kvadratiska former 6ver C ar ekvivalenta da och endast da de har samma rang.
Kroppen C kan ersittas med en godtycklig kropp sadan att a € K implicerar att /a € K (K
kallas da “kvadratiskt sluten”).

(6.12) Kvadratiska former 6ver R. Lat oss ordna vektorerna i en ortogonalbas eq, ..., e,
sa att g(e;) =a; >0dal<i <p,q(e;) =a;, <0dap<i<rochgq(e;)=0dai>r. Man
kan nu vélja som bas (1/y/a;)e; da 1 < i < p, (1/\/—a;)e; dap <i <roche dai>r. I
denna bas (som kallas ortonormerad i fall n = r) har vi:
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(X1, Xn) =XT+ .+ X)X — = X

dar p +m = r. Vi visar om en stund att talen p och » = p + m klassificerar alla kvadratiska
former 6ver R. Mycket ofta betraktar man rangen r = p + m och s = p — m som kallas
formens signatur.

(6.13) Troghetssatsen. Tva kvadratiska former dver R dr ekvivalenta da och endast da de
har samma rang och samma signatur.

Bevis. Lat (V,T) vara ett bilinjért rum 6ver R. Som vi redan vet kan man betrakta tva

former som svarar mot tva ortogonalbaser ey, ..., e, och ¢,...¢e], for V:
2 2 2 2 2 2 2 2
XP4 o A X2—X2,—...—X? och XP4.. . 4X2-X2,—...—X}

och visa att dessa ar ekvivalenta over R da och endast da r = 7’ och p = ¢. Det ar klart att
dessa likheter ger ekvivalenta (t o m identiska) former. Det &r ocksa klart att ekvivalensen
av tva kvadratiska former medfor att de har samma rang dvs ' = r (se (6.2)). Darfor maste
man visa att ekvivalensen ger p = q. Lat

Vi=Rei+...+Re, och V™ =Re,,;+...+Rey,.
Om z € VT, 2 #0, si har vi
gr(z) = ()" + ... + (a")* >0,
dir gr(z) = T(x,z) och = x%e;. Om x € V~, x # 0, s har vi
qr(z) = —(29™)? — ... — (2")? <0,
dir gr(z) = T(x,z) och x = x%e}. Alltsd ir VT NV~ = (0) sa att

dm VT +dimV~ < n.

Med andra ord, p + (n — q) < n dvs p < q. Av symmetriskél dr ¢ < p dvs p = q. O
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(6.14) Definition. Lat T : V x V — K vara en bilinjar form. Man siger att en K-
automorfism ¢ : V. — V &r en automorfism av T" om T'(p(z), ¢(y)) = T(z,y) da z,y € V.
Alla automorfismer av 7' bildar en grupp som betecknas med Aut(7). Om T' &r symmetrisk
kallas ofta Aut(7") for ortogonala gruppen av (V,T) och betecknas O(V) (eller O, (V)).
Dess element kallas ofta for isometrier av (V,T). Om M7 &r matrisen av 7' m.a.p. en bas
for V' sa kan man beskriva O, (V) som gruppen av alla (n x n)-matriser A € GL,,(K) sadana
att

A'MpA = My

(se (6.2)). Om det My # 0 (dvs rangen av T dr n) s& édr (det A)?2 = 1 dvs det A = +1.
Alla automorfismer ¢ med det ¢ = 1 (dvs matriser A ovan med det A = 1) bildar en normal
delgrupp SO, (V) till O, (V) — speciella ortogonala gruppen. Om T &r antisymmetrisk
kallas Aut(7T") for symplektiska gruppen’t.

(6.15) Exempel. Lat K =R och V =<1,...,1,—1,...,—1 > med p stycken 1, g stycken
—1 och p+¢q = n. Gruppen O, (V) betecknas ofta med O(p, q). Om p = n, ¢ = 0 skriver man
O(n). Den sista gruppen bestér alltsa av alla matriser A € GL,(R) sidana att A'A = E,
(enhetsmatrisen), och SO(n) av alla A av den typen med det A = 1. Helt allmént A € O(p, q)
om

At A= ,

dér By #r (p x p) och By #r (¢ X ¢). Man kan visa att det By # 0 och det By # 0 (se Ovn. 8)
och att det finns en grupphomomorfism:

HTerminologin &r inte lamplig. Termen symplektisk har tva olika betydelser — se (6.22).
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0:O0(p,q) — Uz x Uy,

dar Us = {1,—1}, och

det By det By
|detBl|’ ‘ detBﬂ '

o(4) = (

(Det sista pastaendet dr inte latt att bevisa. Ett rent algebraiskt bevis kunde vara av in-
tresse — se Ovn. 8). Lat Oy, (p, q) vara inversa bilden av paret (e,m) € Uz X U2. € = +1
respektive —1 betecknas ofta med T respektive |, n = +1 respektive —1 med + respektive
—. T ex ar Kerf = OL (p, q) inversa bilden av (1,1). Gruppen Uz x Uy har 4 dkta delgrup-
per: {(1,1)}, {(1,1),(1,-1)}, {(1,1),(—=1,1)} och {(1,1), (—1,—1)}. Inversa bilder av dessa
4 delgrupper ar normala delgruper till O(p, q):

0l(p,q), OL(p,q) UOL(p,q), OL(p,q) UOL(p,q), OL(p,q)UOL(p,q).

Fallet p = 1, ¢ = 3 har en mycket stor fysikalisk betydelse och alla dessa grupper bar H. A.
Lorentz namn (med olika adjektiv). Att relatera dessa grupper till andra grupper som har
en battre matematisk beskrivning (linjara, ortogonala, unitdra) ar en viktig uppgift. For att
undersoka nagra samband kommer vi i nésta kapitel att introducera Cliffordalgebror. Dessa
algebror ar av stort intresse dven i manga andra sammanhang (t ex i teorin for kvadratiska
former).

I resten av detta kapitel kommer vi att uteslutande syssla med vektorrum 6ver R och C (se
dock anmaérkning (6.22)(c)).

(6.16) Definition. Lat V vara ett vektorrum 6ver C. Man séger att f : V — V &r en
halvlinjar avbildning om f(z1 4+ z2) = f(z1) + f(x2) och f(azx) = af(z) da z, 21,20 € V
och a € C. En funktion T : V x V — C kallas sesquilinjér form (eller 13-linjér) om 7" ir
linjar m.a.p. forsta variabeln och halvlinjar m.a.p. andra dvs

T($1 + ~T2ay) = T(xby) + T(x% y): T(%’, y1 + Z/2) = T(xvyl) + T($,y2),

T(ax,y) = aT(z,y), T(z,ay) = aTl(z,y).
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Man séger att 7' ar hermitsk om T'(y,z) = T'(z,y) (da ar T'(x, ) reellt).

(6.17) Exempel. (a) Lat V =C". Om x € V sa ar x = a1 + ixy dér @1, xy € R™. Lat
& = x1 — ix9. Funktionen f: C" — C" dar f(x) = & &r halvlinjar.

(b) Lat V vara ett godtyckligt linjart rum over C och lat V bestéa av exakt samma vektorer
som V. Definiera aox = ax da a € C och & € V. V ar ett vektorrum éver Coch f:V — V
dir f(z) = x r halvlinjir ty f(x;+x2) = f(a1)+ f(22) och f(ax) = ax = aox = ao f(x).

(c) Lat T : C" x C" — C, dér T'(x,y) = 2191 + 222 + ... + TpYn for @ = (z1,...,2,) och
y=(y1,-.-,yn) € C". Da ar T en hermitsk form.

(6.18) Matrisen for en sesquilinjir form. Lat T : V x V — C vara sesquilinjar och lat

e1,...,ep vara en bas for V éver C. Om x = z'e; och y = y/e; sa ar

T(x,y) =T(e;, ej)xigjj.

Matrisen Mp = [a;j], dér a;; = T'(e;, e;) &r matrisen fér 7' m.a.p. basen eq,...,e,. Vi har:

T(CE, y) = thT:l_/'

Om (ey) &r en ny bas fér V och ey = ple; sa &ar

(6.19) M}, = P'MrP,

dér P = [p},]. T ar hermitsk da och endast da T'(ei, e;j) = T(ej,e;). Matriser A = [a;;] med
egenskapen a;; = a;; kallas hermitska (dvs A" = A). 0

(6.20) Sats. Lat T : V xV — C wvara en hermitsk form. Da existerar en bas e1, ..., e,
for V. som dr ortogonal m.a.p. T dvs T(e;,e;) = 0 da i # j. Man kan vélja basen sa att
T(ei,ej) S {O,il}.

t1Se vidare Ovning 6 i samband med “blandade tensorer”.
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Bevis. Man konstaterar forst att T(x,z) = 0 for varje x € V ger T(x,y) = 0 for varje
x,y € V (observera att likheten (6.6) inte kan utnyttjas). Vi har ndmligen:

Tx+yz+ty) = T(v,z)+T(rv,y)+T(y,z)+T(y,y) =0,
T(x+iy,r+iy) = T(z,v)—iT(z,y)+iT(y,x) +T(y,y) =0,

och T'(z,x) =T(y,y) = 0. Alltsa ar

{ T(l‘,y) + T(yv l‘) =0,
T(x,y) - T(yv J}) =0,

vilket ger T'(x,y) = T(y,x) = 0.

Beviset att en ortogonalbas existerar dr nu exakt samma som beviset av existensen av ortogo-
nalbaser for symmetriska bilinjara former (se (6.9)). Antagnuatte,...,e, iren ortogonalbas
och T'(e;,e;) = a; € R. Vi kan ersétta e; med (1/,/a;)e; om a; > 0 och med (1/y/—a;)e; om
a; < 0. Da far vi en bas med T'(e;, e;) € {0,4+1}. Matrisen My for T' i denna bas vid lamplig
numerering av basvektorerna &r

1
1 0
—1
-1
0 0
L 0 ]
dvs
T(x,y) =z + ...+ aPyP — aPHgptl — | — gPagpta,

(6.21) Definition. Lat V' vara ett vektorrum 6ver R och 7': V x V' — R en bilinjar form.
Man séger att (V,T') ar ett euklidiskt rum om 7' &r symmetrisk och positivt definit dvs
T(x,z) >0dax € V,z # 0. Lat V vara ett vektorrum 6ver C och T': V x V — C en
sesquilinjar form. Man séager att (V,T) ar ett unitirt rum om 7' &r hermitsk och positivt
definit dvs T'(z,x) >0daz eV, z #0.

Automorfismgruppen Aut(V,T) da (V,T') ar unitért kallas unitéra gruppen och betecknas
U(n). Om f:V — V ar en automorfism av 7' (dvs T'(f(z), f(y)) = T(x,y)) och A dess
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matris m.a.p. en ortogonal bas for V sa dr A’A = E (se (6.19)). Sadana matriser kallas
unitéira. Vi har det(A'A) = 1 s att |det A| = 1. Matriserna A € U(n) med det A = 1 bildar
en delgrupp till U(n) som betecknas med SU(n) och kallas speciella unitidra gruppen.

(6.22) Anmaéarkning. (a) Ibland anvinder man termerna reell-unitér och komplex-unitar i
stéllet for ortogonal och unitér samt beteckningarna U, (R) och U,,(C) i stéllet fér O(n), U(n).
Orsaken &r att det finns motsvarande grupper Gver kvaternionalgebran H (se Ovn. 9). Vis-
serligen kallas dessa grupper symplektiska, men det finns andra grupper — automorfism-
grupper av antisymmetriska former som ocksa kallas symplektiska (och betecknas Sp(n) — se
Ovn. 3). Dessutom ar termen “ortogonal” inte sérskilt relevant (se S. Langs kommentarer i
“Algebra”).

(b) Man kan definiera grupperna U (p, q) precis som O(p, q) (se (6.15)).

(c) Man kan betrakta sesquilinjéra former om man har en kropp (eller ring) med involution
dvs en funktion 6 : K — K sadan att 6(a) = @, dir a + b = a+b, ab = ab (eller ba) och a= a.
Dakallas T : V xV — K, V en K-modul, sesquilinjar om T &r linjar m.a.p. forsta variabeln
och halvlinjir m.a.p. andra (dvs T'(az,by) = aT(z,y)b). Allmiin teori i den situationen #r
ganska fragmentarisk (se t ex W. Scharlau, Quadratic and Hermitian Forms, Springer, 1985,

Kap. 7). Viktigaste fallet i praktiska sammanhang &r K = H (férutom K = C).
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OVNINGAR

6.1.

6.2.

6.3.

Alla vektorrum i 6vningarna nedan har dndlig dimension.

Lat T : V x V — K vara en bilinjar form sadan att T'(z,y) = 0 & T(y,z) = 0 (vi
kommer att kalla en sadan form svagt symmetrisk). Man sédger att (V,T) ar icke-
urartat (eller reguljért) om

KerV:i={z eV :T(z,V) =0} = {0}

(T'(z,V) = 0 betyder att T'(x,y) = 0 for varje y € V).

(a) Visa att (V,T') &r icke-urartat da och endast da ® : V. — V* dar ®(v)(z) = T'(v,z)
ar en isomorfism (eller ¥(v)(x) = T'(z,v) &r en isomorfism).

(b) Visa att (V,T) &ar reguljart da och endast da det Mp # 0 (Mp definieras i (6.1)).

(c) Visa att V = KerV L Vp, dar (V1,T) ar icke-urartat (om W C V &r ett delrum
sa skriver vi (W, T), dar T egentligen &ar restriktionen av T' till W; man skriver V =
W1 L Wy om Wy och Wy ar delrum till V' ortogonala till varandra, V' = W7 4+ W5 och
Wi N Wy = {0} — se ocksa (6.8)).

(d) Lat U C V vara ett delrum till V och Ut = {zx € V : T(z,U) = 0}. Visa
att om (U,T) eller (V,T) #r icke-urartat sa ar V/UL = U. Motivera att dimV =
dim U + dim U+.

Ledning. Betrakta ® : V — U* ur (a).
(e) Lat (U, T) vara ett icke-urartat delrum till (V,T). Visa att V = U L U*.

(f) Visa att Uy C Uy C V implicerar att Ui~ D Us-. Visa ocksa att om (V,T) ar
icke-urartat s& #r U+ = U.

Hyperboliska plan och rum. Lat T': V x V — K vara en svagt symmetrisk bilinjar
form (se Ovn. 1). Man siger att H C V #r ett hyperboliskt plan om (H,T) &r
icke-urartat, dimg H = 2 och det finns v € H,v # 0 och T(v,v) = 0. Visa att
om T &r symmetrisk eller antisymmetrisk s& finns det en bas ej,e; for H sadan att
T(e1,e1) = T(e2,e2) =0 och T'(e1,es) = 1.

Anmairkning. (V,T) kallas hyperboliskt rum om V = H; 1 ... 1 Hy, diar H; ar
hyperboliska plan (T'(z,y) =0 da x € H;, y € H; for i # j).
Visa att om (V,T) ar antisymmetriskt sa &r V = KerV L Vi, dér V; ar ett hyperboliskt

rum.

Ledning. Utnyttja 1(b). Dérefter visa att V; innehaller ett hyperboliskt plan — se
Ovn. 2 och konstatera att V; = H 1 H* med hjilp av 1(d). Dérefter induktion m.a.p.
dim V1 .

Anmarkning. Om V ar icke-urartat sa existerar en bas e, es, €3, €4,...,€an_1, €2, fOr
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6.4.

6.5.

6.6.

V over K sadan att Mp har i denna bas matrisen

1
-1 0

0 E
-E, 0 |’
dér Ey, ar (k x k)-enhetsmatrisen (dvs man ordnar: ey, es, ..., ea,—1,€2,€4,...,€2,). Om
x = x'e; och y = y'e; sa ar

ty hyperboliska plan har matriser { ] (se Ovn. 2). Ofta ordnar man basvektor-

erna sa att matrisen har formen

T(m,y) — (x1y2 o $2y1) + (x3y4 o x4y3) 4+ ($2n—1y2n o xQnan—l).

Automorfismgrupper av icke-urartade antisymmetriska rum (V, T') kallas symplektiska
grupper. Om dimg (V') = 2n, sa betecknas gruppen med Spa,(K) (se (6.22) och Ovn.
9 angaende terminologin).

Lat T': V x V — K vara sesquilinjar (K = C, men se (6.22)(c)). Visa att ® : V — V*,
dér ®(v)(x) = T(x,v) &r en halvlinjir avbildning (V* duala rummet till V), och ¥ :
V — V' dér ¥(v)(z) = T(v,x) ar en linjar avbildning fran V' till det linjara rummet V'
av alla halvlinjédra funktionaler pa V. Visa att om T ar svagt-symmetrisk (dvs T'(z,y) =
0 < T(y,z) =0 — se Ovn. 1) och icke-urartad (dvs {z € V : T(z,V) = 0} = (0) — se
Ovn. 1), s& ar ® och U isomorfismer.

Lat T:V x V — K vara svagt-symmetrisk och icke-urartad (se Ovn. 1 och 4) bilinjér
eller sesquilinjar och 1at f : V — V vara en linjar avbildning.

(a) Visa att det finns en entydigt bestdmd linjar avbildning g : V' — V sadan att
T(f(x),y) =T(x,9(y)) for varje z,y € V.

Anmarkning. ¢ kallas adjungerad till f. Man siger att f ar T-symmetrisk om g = f.
Om f &r T-symmetrisk och (V,T) &r euklidiskt sa kallas f symmetrisk, och om (V,T)
ar unitart kallas f hermitsk.

(b) Lat (V,T) vara euklidiskt. Visa att f: V — V &r symmetrisk < M ér symmetrisk
i varje ortonormal bas for V' (dvs M]tc = My).

(c) Lat (V,T) vara unitart. Visa att f:V — V &r hermitsk < M; &r hermitsk i varje
ortonormal bas for V' (dvs M} = Mj).

Lat V vara ett vektorrum 6ver C. Med en generaliserad tensor av typen (k, k,1,1) &ver
V' menas en funktion:

T - VExVEx v x v ¢
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6.7.

6.8.

6.9.

som ar linjar med avseende pa de forsta k variablerna ur V' och de forsta [ variablerna
ur V* och halvlinjar med avseende pa de 6vriga variablerna. Lat ey, ..., e, vara en bas
for V 6ver C och e',...e" den duala basen for V*. Koordinaterna for 7' m.a.p. dessa
baser definieras pa samma sitt som for vanliga tensorer (se (5.5)(b)) och betecknas:

J1eeJui1--Jis g
el

Lat V' = {f : V — C, f halvlinjér} och lat V vara det konjugerade rummet till V' (se
(6.17) (b): V = V som abelska grupper, men aov = av dd a € C, v € V). Visa att
f:V — C ar linjar da f € V’. Motivera att en generaliserad tensor T’ kan betraktas
som multilinjér funktion:

T:VExVFx v x 7* - C.
Lat V vara ett vektorrum 6ver en kropp K och lat T vara en tensor over V av typen

(1,0) eller (0,1). Bestam “kanoniska” former for T (i likhet med ortogonala baser for
symmetriska eller hermitska former).

(a) Lat A € O(p,q) (se (6.15)) och

By | C

Co | By

(se (6.15)). Visa att det By - det By # 0.
(b) Visa att 6 : O(1,3) — Uz x Us, dér

. det Bl det B2

0(A) =
( ) ‘detBﬂ7 |detB2|

)

ar en homomorfism (se (6.15)).

Lat H vara kvaternionalgebran éver R dvs
H:{|: Zl %2],21,2266 }
—Z2 Z

med matrisaddition och matrismultiplikation. Visa att 6(z) = z, dar

_ I: 51 —2Z2 :|
T=|_
Z9 Z1
ar en antiinvolution av H (dvs x + y = & + ¢, Ty = T och = x).
Anmaéarkning. Lat V =H" och T : V x V — H dér T(x,y) = >_ x;y;. Gruppen av
alla automorfismer av T' dvs ¢ : V. — V sadana att T(¢(x), p(y)) = T(x,y) kallas
symplektiska gruppen och betecknas ofta Sp(n). Det vore battre att skriva U, (H)

och kalla gruppen for kvaternion-unitéra (se t ex kommentaren i S. Langs bok “Algebra”,
(6.22) och Ovn. 3).
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6.10. (a) Lat T : V x V — C vara sesquilinjar. Visa att om T(y,z) = —T(z,y) sa ar
T(z,y) =0 for varje z,y € V.
Ledning. Utnyttja beviset for (6.20).
(b) Lat T : V x V — C vara sesquilinér. Visa att om T'(y,z) = —T'(z,y) sa ar T (z,y)
hermitsk.

Anmérkning. (a) och (b) visar att begreppet “antihermitsk” enkelt kan relateras till
“hermitsk”.

6.11. Visa att

. 21 z2 . 2 2 _
U@)—{[—m M]zbzmec, mafP |l =1, N =1},

och
21

z
- 2 ] 121,29 € C, |z1|2+|22|2:1}.
—Z2 Z

sue) =1

6.12. Visa att varje andlig uppsattning av parvis ortogonala vektorer i ett vektorrum med en
symmetrisk bilinjar form ar linjart oberoende.



Kapitel 7

CLIFFORDALGEBROR

Varje kvadratiskt rum (V) ¢) definierar pa ett naturligt sétt en algebra som innehaller V' och
sadan att 22 = ¢(v) da x € V. Denna algebra, som forst konstruerades av William Clifford
(1845 — 1879), spelar en mycket viktig roll i teorin for kvadratiska former. Men man moter
ocksa Cliffordalgebror i analys, topologi och det finns flera exempel pa deras tillampningar
i fysik. Dessa tillampningar baseras pa det faktum att enheterna i Cliffordalgebran av ett
kvadratiskt rum (V, ¢) kan relateras till isometrigruppen av rummet. Pa detta sdtt kan man
utnyttja rik algebrastruktur for att studera isometrigrupper av kvadratiska rum. I detta
kapitel diskuteras Cliffordalgebror och deras tillampningar pa klassiska isometrigrupper (bl a
ortogonala, unitéra, spinorgrupper osv).

(7.1) Definition. Lat (V,q) vara ett kvadratiskt rum 6ver en kropp K. Med en Clifford-
algebra av (V, ¢) menar man en K-algebra C(q) sadan att det finns en injektiv linjar avbild-
ning p: V — C(q) med p(v)? = q(v) -1, diir 1 ér ettan i C(q), och féljande villkor #r uppfyllt:
Om ¢ : V — A ir en K-linjir avbildning av V i en K-algebra A sadan att ¢(v)? = q(v) - 14
sa existerar exakt en algebrahomomorfism ¢, : C(q) — A sadan att diagrammet:

C(q)
e
N

kommuterar.

105



106 CLIFFORDALGEBROR

Det &r klart att om C(q) existerar sa ar den entydigt bestdmd sa nér som pa en K-isomorfism
(“abstract nonsense”). For att forenkla beteckningarna kommer vi att identifiera v € V' med
dess bild p(v) i C(q) (dvs vi kommer att skriva v i stéllet for p(v)). Lat oss paminna om att

b(z,y) = q(z +y) — q(z) — q(y)

ar en bilinjar form pa V.

(7.2) Sats. Lat (V,q) vara ett kvadratiskt rum och dimxV = n. Da existerar C(q) och
dimg C(q) = 2™. C(q) har som bas dver K :

1 och e ...¢€;,

dir1<iy <...<iy<nddey,..., e, dren ortogonalbastt for (V,b). Om q(e;) = a;, sd ir

2 _ . P 0. Al ;
e; = a; och e;e; = —eje; da i # j.

Bevis. Lat ¢ : V — A uppfylla 22 = ¢(x), dir & = ¢(x) (vi utelimnar 14 i g(x) - 14). DA ér
Ty +yz = b(z,y),
for z,y € V. Vi har namligen:

a(z +y) = q(z) + b(z,y) + q(y) = 2% + b(z,y) + ¥

och
T2 (N2 22 m o 2
gz +y)=@@+y) ' =E+y) ="+2y+yr+ 7.
Lat nu ey, ..., e, vara en ortogonalbas for (V,b) éver K med ¢(e;) = a;. Da ar

Detta betyder att varje produkt é;, ...e;, kan skrivas om till en produkt med 1 <i; < ... <

ir < n f6ljd av en lamplig koefficient ur K (genom en upprepad anvéndning av éiz = a;

TTMan kan visa att dessa element bildar en bas for C(g) for en helt godtycklig bas for V — ej nddvéandigt
ortogonal. Forutsittningen att basen for V ar ortogonal ger enkla berdkningsregler fér basen i C'(q).
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och e;é; = —e;e;). Lat I = {i1,...,ip} € {1,2,...,n} och lat e = &, ...€;,. Genom en

upprepad anvandning av é? = a; och eje; = —e;e; far vi ocksa att:

(7.3) eres = B(1,J) [ arers,
kelnJ

dar B(1,J) =[](¢,7) med i € I, j € J och

C N 1 om i<y,
(Z’j){—l om > j,

samt [ +.J = (TUJ)— (INJ)T. Viantar dessutom att 3(0,.J) = 3(I,0) = 1. Observera att

(74) B+ I, J) = B(L, B2, J) och B(I,Jy = Jo) = B(I, J1)B(I, Jo).

Nu kan vi definiera C(q). Forst lat C(q) vara ett vektorrum med 2" basvektorer e for
I C{1,2,...,n} (dvs C(q) ar en fri K-modul med 2" basvektorer). Dérefter férvandlar vi
C(q) till en K-algebra genom att definiera produkt av tva godtyckliga element ur C(q) (se

(7.3)):

S wrer-Y yses=> wyBIT) ] arerss,

kelnJ

dar zy,y; € K. Pa det sittet far vi en K-algebra. Den har som etta ey ty
eper = B(0, I)ep.; = er = ereg.

Vi identifierar ey, ..., e, med efy},..., e, och pa det séttet far vi V' C C(q). Vi har

e; = eie; = B({i}, {i})aieqiy-iy = @i

och

7 = J kallas symmetriska differensen av I och J. Alla delméngder till en given mingd X bildar en
(kommutativ och associativ) ring (Boolesk ring) om man tar A+ B som addition och AN B som multiplikation.
Neutrala elementet for addition ar . Observera att A + A = (.
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ejei +eiej = B({7}{iPegy= + BUH {1 ey =0

da i # j. Alltsd ar e? = a; (vi skriver ey = 1 och identifierar a € K med a-1sa att K C C(q)),

2 =
och eje; = —e;ej. Om x =) xze; € V sa ér

22 = (zie1 ...+ zpen)? =23 + ..+ 222 + inxj(eiej +eje;) = a1 @i + ...+ aprs,
dvs 22 = ¢(x). Slutligen kontrollerar vi att algebran C(q) 4r associativ:

(erey)ex = B(I,J) H arer-gex = B, JJ)B(I + J, K) H ay H are([+)+K

relnJ relnd  re(I+J)NK

och

er(esex) = (LK) [] arerix =60 K)BI T+ K) I oo ]I aversger.

reJNK reJNK  reln(J+K)

Men (I=J)+ K =1+ (J+K), B(I,J)3(I = J,K)=B(J,K)3(I,J + K) (se (7.4)) och

Mo [ «-To I o

reln  re(I+-J)NK reJNK  reln(J+K)

ty bégge ar lika med [[, ar, dérre INJ)U(I NK)U (JNK).

Om nu ¢ : V — A dr K-linjir och ¢(z)? = ¢(x) d& = € V s kan man definiera ¢, :
C(q) — A sa att p.(er) = plei,)...p(e;,.), dar I = {i1,...,i.}. Men formeln (7.3) géller
i A sa att ¢, dr en algebrahomomorfism (det riacker att kontrollera likheten ¢.(erey) =
o« (er)ps(ey) for basvektorerna och denna likhet ér sjélvklar). A andra sidan, om man har
en algebrahomomorfism ¢ : C(q¢) — A sadan att ¢(x) = p(z) for x € V, sa ar ¢(e;) =
wx(ei) = plei), vilket ger ¥(x) = @.(x) for varje z € C(q) darfor att C(q) genereras av e;
(som algebra). Detta visar att o, ar entydig. O

(7.5) Exempel. (a) Lat ¢(X,Y) = aX? +bY?, a,b € K. Cliffordalgebran C(q) har di-
mension 4 och har som bas 1,eq,es,e1es varvid e% = a, e% = b och ejes = —egeq. Lat
e1 =i,es = jochees =k Daadri?=a,j2=0k>= —ab,ij = —ji =k, jk = —kj =
—bi, ki = —ik = —aj. Algebran C(q) betecknas ofta med (a,b)x och kallas for en gener-
aliserad kvaternionalgebra 6ver K. Om a =1, b = —1 far vi algebran (1, —1)x bestaende
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av a4+ bi + cj + dk med 2 = 1, j2 = —1,ij = —ji = k. Denna algebra dr isomorf med
matrisalgebran My(K) om K ar en kropp av karakteristiken # 2. For att bevisa detta lat

w-[3] v 2 )

Matriserna E, X,Y, XY bildar en bas for My(K)och X2 = E,Y? = —E, XY = —Y X. Detta
betyder att multiplikationstabellen for I, X, Y, XY &r identisk med multiplikationstabellen for
1,4,7,ij. Med andra ord far man en isomorfism mellan (1, —1)x och Ms(K) da man ordnar
a+bi+cj+ dk mot aE +bX +cY +dXY.

Om K = R och a = b = —1 far vi algebran vars element ar a + bi + ¢j + dk, a,b,c,d € R
och i? = j2 = —1,ij = —ji = k, dvs (=1, —1)g = H bestar av de vanliga kvaternionerna.
Algebran H kallas algebran av Hamiltonkvaternioner. William Rowen Hamilton (1805
—1865) definierade kvaternioner ar 1844. Man visar latt, som ovan for Ma(K), att den &r
isomorf med algebran av alla matriser

Z1 22
—Zy 21

dar z1, zo € C om man véljer:

och ordnar a + bi + ¢j + dk mot aFE + bl 4 c¢J + dI.J (observera att I? = J> = —F och
1J=—-JI).

(b) Lat ¢(z) = aX?, a # 0. Cliffordalgebran C(q) har dimension 2 och bestar av = + ye, dér
e? = a, dvs C(q) = K[al.

U
(7.6) Automorfismer av (V,q) och C(g). Om ¢ : V — V &r en isometri av (V,q) dvs

q(e(x)) = q(x) for x € V, sa inducerar ¢ en automorfism av C(g). Detta foljer direkt ur
universella egenskapen hos C(q). I diagrammet:
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har sammansittningen py egenskapen: (p@)(v)? = p(¢(v))? = q(p(v)) = q(v). Alltsa exis-
terar exakt en algebrahomomorfism ¢, sadan att diagrammet kommuterar. ¢, ar en auto-
morfism ty ¢ har inversen ¢! s att #ven ¢, har inversen ;! (motivera detta pastiaende
med hjélp av definitionen av Cliffordalgebran!).

(7.7) Huvudinvolutionen av C(q). Tag ¢(x) = —x i (7.6). Da far man ¢, : C(q) — C(q)
med ¢, (z) = —x for x € V (mera exakt: x tillhérande bilden av V' i C(q)). Vi skall beteckna
den automorfismen av C(g) med 0. Den kallas huvudinvolutionen av C(q). Definiera:

Colg) = {xeClq):d(x) ==z},
Cilg) = {zellq):i(r)=—x}.

(7.8) Proposition. (a) C(q) = Coy(q) & Ci(q),
(b) Ci(q)Cji(q) C Ciwj(q), ddri® j dr summan modulo 2.

Bevis. (a) Vi har e € Cy(q) da |I| jamnt och ey € C1(q) da |I| udda. Om z € C(q) sa har
x entydig framstéllning

x = Z arer + g arey.

‘I‘ jamnt |I‘ udda

(b) Foljer direkt ur definitionen av Cy(q) och Ci(q). O

Enligt (7.8)(b) &r Cy(q)Co(q) C Co(q) sa att Cp(q) &r en delalgebra till C(q).

(7.9) Definition. Cy(q) kallas jamna Cliffordalgebran av (V,q).

(7.10) Exempel. (a) q¢(z,y) = aX2+bY?2, ab # 0. Co(q) genereras av 1, e1es med (ege2)? =
—ab dvs Cy(q) = K[V —ab].

(b) ¢(X,Y,Z) = aX? +bY? + cZ?, abc # 0. Co(q) genereras av 1,ejes,ese3,eze1. Lat
e1eg = i, ege3 = j. DA dr i2 = —ab, j2 = —bc och ij = —ji. Alltsa ér Co(q) = (—ab, —bc)

dvs en generaliserad kvaternionalgebra (se (7.5)(a)).
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(7.11) Huvudantiinvolutionen av C(g). Det finns en viktig antiinvolution = — z* pa
C(q) (x+y)* =x*+y*, (zy)* = y*2* och 2™ = z). Man kan fa den ur (7.6) eller genom en
direkt definition:

o c e e . jo— c e e . *
e = (e, ---€;,) =e€, ---€e, och 1"=1.

Man kontrollerar létt att villkoren ér uppfyllda da man definierar z* = (3 arer)” = >_are;
(se ocksa Ovn. 2).

Vi skall anteckna nagra enkla och anvéndbara réknelagar for basvektorerna ey for C(q):

(7.12) Proposition. Lat (V,q) vara ett icke—urartat kvadratiskt rum. Da gdaller:
(a) erege;t = (—=D)IIVI=INle ) om et existerar.
(b) Om z € Co(q) och xv = vz for varjev € V sa x € K.

(¢) Om x € C1(q) och xv = —vzx for varje v € V sa x = 0.

Bevis. (a) Ome; =e;, ...e;, sa e’ = (qleiy) - -qlei)) " tei, -+ - €. Nu riicker det att flytta
€iy,- - -, €, till vanster i produkten 6]6]61_1 (“passera” e;) med hinsyn tagen till e;e; = —eje;
da i # j och e? = q(e;).

(b) Enligt (a) har vi e;e; = erese;, dar

o 1 da i¢l,
=Y -1 da iel,

om |I| &r jaimnt. Om = = Y arer € Cp(q) och ze; = e;x sa

e;r = E are;ey = E arerere; = g arere;.

Detta ger ay =0 da i € I (for varje I # () finns i € I) sa att x = ageg € K (eg = 1).
(c) Visas pa samma sétt som (b). O

Se vidare Ovn. 3 isamband med resultat om centrum av C' (q) och Cy(q). Viktiga tillampningar
pa Cliffordalgebror bygger pa samband mellan enheterna i C'(¢) och automorfismgruppen O(q)
av (V,q). Gruppen av alla enheter i C'(q) betecknas som vanligt med C(q)*. Denna grupp
bestar av alla € € C(q) sadana att en = ne = 1 for ett element n € C(q).
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(7.13) Proposition. Antag att a € C(q)* och axa™ € V for x € V. Dd dr funktionen
oo(r) = aza~! en isometri av (V,q).

Bevis. ¢(aza™!) = aralaza™! = ag(x)a™t = q(z) (observera att ¢(z) € K kommuterar

med alla element i C(q).) O

#0. D& ar v=! = g(v)~ v inversen till v i C(q) (ty

(7. 14) Exempel. Lat v € V och ¢(v)
I detta fall har vi

vt =vq(v) "l =0 qv) Tt =1).

ou(z) = wavt =vrvg(v) ! = (vr + zv)vg(v) Tt -z =
= b(z,v)v Ty =— _b(x,v) = —7,(x
= b 0vale) (o= 08) o),

dar b(z,y) = q(x + y) — q(z) — q(y) (vilket ger vz + zv = b(z,v)) och

b
To(T) = 2 — (:B’v)v.
q(v)
Funktionen 7, : V' — V &r speglingen i hyperplanet vinkelrét mot v, ty 7,(v) = —v (b(v,v) =

2q(v)), och om z L v (dvs b(z,v) = 0) sa &ar 7,(z) = =.

Vi tar upp som en 6vning (se Ovn. 12) foljande viktiga sats:

(7.15) Sats. Varje isometri o av (V,q) dr en sammansdttning av speglingar.

(7.16) Anméarkning. Man kan visa (se Ovn. 7) att om a € C(q)* och §(a)za™" € V da
x €V sd ir pa(z) = §(a)ra! en isometri av (V,q). Gruppen I' av alla sidana « (det ir litt
att se att de bildar en grupp) kallas Cliffordgruppen och &r ofta viktigare &n gruppen av «
sédana att aVa~! CV ur (7.13).

(7.17) Sats. Ldt ST'(q) = {a € Co(q)* : ava~t €V dd v € V}. Dd ir ST(q)/K* = SO(q).
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Bevis. Det ar klart att ST'(q) ar en grupp. Vi har en grupphomomorfism:

¢ :ST(q) — O(q)

given av p(a) = 04, dir 0,(v) = ava™! (se (7.13)). Vi har
Kerp = {a € ST(q) : Vpevoa(v) = v} = {a € ST(q) : Vyeyav =va} = K*

enligt (7.12). Vi maste visa att Imy = SO(q). Lat 0 € SO(q). Da &r 0 = 7,, 0 ... 07, , dar
Tu; ar speglingar (se (7.15) och (7.14)). k maste vara jamnt ty detoc = 1 och detr,, = —1
(se Ovn. 10). Lat a = up---ug. Da dr a € Co(q) och p(a) = 04 = Ty, 0 -+ 07y, (ty
ara”! = uy---upruyt - se (7.14)). Detta visar att SO(q) C Imp.

Antag att det finns o € ST'(q) sadan att p(a) ¢ SO(q). Da &ar detp(a) = —1. Men
p(a) =04 =Ty, 0--- 07y, med [ udda. Lat 8 = uy ---w;. Vi har

08 = —Ty, O+ 0Ty = —0q
dvs pvp~! = —ava~!, vilket #r ekvivalent med a~'fv = —va~"!B for varje v € V. Enligt
(7.12) dr a8 = 0 — en motsiigelse. Detta visar att Imp = SO(q). O

(7.18) Exempel. Vi visar att SU(2)/ < —E >~ SO(3), dir E &r enhetsmatrisen. Vi
ger ocksd en beskrivning av isomorfismen. Betrakta Cliffordalgebran C(q) av (R3,q), dér
g = X?+Y?4+ Z% Vi vet redan att Cy(q) = (—1,—1)g #r kvaternionalgebran H &ver R
(se (7.10)(b)). For varje a € Co(q)* = Co(q) ~ {0} giller det att ava™t € V = R3 =
Re; + Rey + Res da v € V och ey, 9, e3 bildar standardbasen for R3. Man kontrollerar detta
direkt genom att utnyttja likheten:
-1
@ =a oo @)’

dir « = a4+ bi + ¢j + dk, (i = ejea, j = eges, k = ij = —ji), @ = a — bi — ¢j — dk och
N(a) = aa = a® + b? + ¢® + d?. Det ricker att visa ae;a € V, vilket dr mycket litt att gora.
Alltsa &r ST'(q) = Co(q)* och enligt (7.17) ar Cp(q)*/R* = SO(3) varvid a € Cy(q)* avbildas
pa 04 dir ag(x) = aza~t. Cy(q) = H bestar av alla matriser

Z1 22
—Z2 21

och R ar inbédddad som alla diagonalmatriser
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r 0
[O r],rER.

Alltsa ar SU(2) C Cp(q)*, ty SU(2) bestar av alla matriser

21 Z2
—Z2 Z1

med |21 |2 + |z[? = 1 (se Ovn. 6.11). Homomorfismen:

SU(2) = Co(q)" — Co(q)"/R* = SO(3)
har kérnan bestaende av reella diagonalmatriser i SU(2). Dessa &r

07
0 r
med 72 = 1 dvs +F. Bilden av SU(2) &r SU(2)R*/R*. Men varje matris i Cy(g)* har formen:
{ 21 Z2:|:|:T' 0][ 21/ 22/7"]

—Zy 1 0 r —Zo/T Zr |’

dir r? = |z1)? + |22|?, r € R, och

1
[ -l 'fz]eSU(z).
r| —2 21

Detta visar att Cp(q)* = SU(2)R* dvs bilden av SU(2) & SU(2)R*/R* = Cy(q)*/R* =
SO(3). Alltsa ar SU(2)/ < —FE >= 50(3).

Vi skall visa andra liknande isomorfismer i samband med 6vningar (se Ovn. 4).
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OVNINGAR

7.1.

7.2.

7.3.

7.4.

7.5.

Lat (V, q) vara ett kvadratiskt rum 6ver K och lat T'(V') vara tensoralgebran av V 6ver
K. Visa att C(q) 2 T(V)/(z ® x — q(x)), dar (r ® z — g(x)) betecknar idealet i T'(V)
som genereras av alla z @z — ¢q(z) € T(V) med x € V.

Ledning. Utnyttja universella egenskapen hos C(q) och en naturlig algebrahomomor-
fism T'(V) — C(q).

Lat A vara en K-algebra och lat A° vara den algebra som har samma element som

[Pl

A, med samma addition som i A, men med en ny multiplikation “c”: a o b = ba, dar
a,b € A° och produkten till hoger ar i A. A° kallas duala algebran till A. Lat C(q)
vara Cliffordalgebran av (V| ¢). Da har man:

dir p°(v) = v. Alltsd ér (p°(v))? = q(v). Detta innebir att det finns ¢ i diagrammet
som gor att det kommuterar. Motivera att ¢ &r huvudantiinvolutionen pa C(q) (se
(7.11)).

Lat (V, q) vara ett kvadratiskt rum 6ver K, eq,...e, en ortogonalbas for V' 6ver K och
a=ej...e, € C(q). Lat Z(A) beteckna centrum av en K-algebra A (dvs Z(A) = {a €
A :Vzea ax = za}) Visa att

(a) om dim V' &r jamn sd &r Z(C(q)) = K, Z(Co(q)) = K[a],
(b) om dim V &r udda sa ir Z(C(q)) = K|a], Z(Co(q)) = K.
Genom att anvinda samma teknik som i (7.18) visa att

(a) 0L(1,2) = SL(2,R)/ < —E >,

(b) 01(1,3) = SL(2,C)/ < —E >.

Lat (V, q) vara ett kvadratiskt rum. Visa att foljande delméngder till C'(¢) bildar grup-
per med avseende pa multiplikation:

Y T(q) = {a € C(q)*: §(a)Va~t =V} (Cliffordgruppen av (V,q)),
b) ST'(¢) =T'(¢) N Co(q) (speciella Cliffordgruppen av (V,q)),

(a

(

(c) G(q) ={aeC(q)* :a=v1...v;, wv; €V och q(v;) # 0},
(d) SG(q) = G(g) N Colq),

(e) Pin(q) = {a € G(q) : aa®* =1}  (pinorgruppen av (V,q)),
(f) Spin(g) = Pin(¢) N Co(g)  (spinorgruppen av (V,q)).
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7.6.

7.7.

7.8.

7.9.

7.10.

7.11.

7.12.

Lat A vara en andligt dimensionell K-algebra och lat x € A. Visa att om det finns
y € Asaatt xy =1 sa ar dven yr = 1 (pa samma sitt yxr = 1 = zy = 1).

(a) Visa att ¢ : ['(q) — Autg(V), dir o(a) =: 04, 0a(z) = 6(a)za™! ir en gruppho-
momorfism och att Kerp = K*.

(b) Visa att N : I'(q) — K*, dir N(a) = aa ar en grupphomomorfism.

Ledning. Visa att aa € Kerp.

(a) Enligt (7.17) har man ST'(¢)/K* = SO(q). Visa att I'(q)/K* = O(q), dir isomor-
fismen induceras av ¢ ur Ovn. 7(a).

(b) Visa att N : I'(q) — K* inducerar en homomorfism 6 : I'(q)/K* — K*/K*? (dvs
0 : O(q) — K*/K*?). Motivera att 0(7,) = q(a)K*? och allmiint §(7,, 0 ...07,,) =
q(a1)...q(ap)K* (o) = aa = N(a) modulo K*).

Anmarkning. 0 kallas spinornormen.

(c) Lat ©(q) = {0 € O(q) : 0(c) € K*?}. Visa att det finns surjektiva grupphomomorfis-
mer Pin(q) — ©(q) och Spin(q) — SO(¢) med kérnan {£1}, dar SO(q) = ©(¢) N Coh(q).

Lat (V, q) vara ett Euklidiskt rum 6ver R. Visa att det finns en surjektiv homomorfism
Spin(q) — SO(q) med kdrnan {£1} inducerad av surjektionen ST'(q) — SO(q).

Lat 7: V — V vara en spegling (se (7.14)). Visa att det7 = —1.

Lat (V,q) vara ett hyperboliskt rum (se Ovn. 6.2) och lat ¢(z) = T(z,z), dar T :
V xV — K ar symmetrisk och bilinjar. Lat eq,...,em, f1,..., fm vara en bas for V
sadan att g(e;) = q(fi) = 0 och T'(e;, fi) =1 (dvs V ar ett hyperboliskt rum). Visa att:
(a) C(q)e, dar e = e ... ey, ar ett vansterideal i C'(q) och dimg C'(g)e = 2™.

(b) C(q) = Endg(C(q)e) och en isomorfism ges av ®(a)(z) = ax da a € C(q) och
x € C(q)e.

(c) Clq) 2 N\U),dar U = Key; + ...+ Kep,.

Anmérkning. Elementen i C(g)e kallas spinorer och isomormofismen i (b) kallar
man for spinorrepresentationen av C(q). Varje element i C(q) representeras med

hjalp av den isomorfismen som en (2" x 2™)-matris. En liknande konstruktion géller
daV =H 1l<a>,diar H ar ett hyperboliskt rum.

(d) Lat V =< 1 >1< =1 >1< =1 >1< —1 > 6ver C och lat ay, ag, as, ay vara en
ortogonalbas sadan att q(ay) = 1, ¢(a;) = —1 for i = 2,3,4. Bestdm en bas ey, ea, f1, f2
for V' som ovan och bestdm spinorrepresentationen av ai, s, as, . € C(q). (Man far
s.k. Diracmatriser).

Lat (V,q) vara ett icke-urartat kvadratiskt rum (se Ovn. 6.1). Visa att:

(a) Om v1,v2 € V, q(v1) = q(v2) och q(v; — v2) # 0 sa Ty, —4, (V1) = v2 (se (7.14)).

(b) Om wvy,vy € V, q(v1) = q(v2) # 0 sa existerar en isometri o : V. — V sadan att
o(v1) = vg varvid o ar en symmetri eller sammanséttning av tva symmetrier.

Ledning. q(v1 + v2) + q(v1 — v2) # 0.

(c) Visa att varje isometri o : V' — V &r en sammanséttning av symmetrier.
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Ledning. Vilj v € V med ¢(v) # 0 och tillampa (b) pa v1 = v,v2 = o(v). Betrakta
VicVdar V=<wv>1 V] och anvind induktion m.a.p. dim V.
Anmairkning. (c) ar en férsvagad version av Cartan-Dieudonné sats som séger att o

ar en sammansattning av hogst dim V' symmetrier. Var bevismetod ger att o ar en
sammansattning av hégst 2dim V' symmetrier.
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Kapitel 8

MODULER OVER
HUVUDIDEALOMRADEN

I detta kapitel forutsétter vi att R &r ett huvudidealomrade med etta. Vart syfte ar att
beskriva alla dndligt genererade R-moduler. Som tva viktiga specialfall far vi huvudsatsen
om &andligt genererade abelska grupper (8.15) och satser om normalformer fér matriser som
t.ex. Jordans normalform i (8.23).

Vi skall bérja med fria R-moduler. Lat oss paminna om att rangen av en fri R-modul F' ar
kardinaliteten av en godtycklig bas for F' 6ver R. Vi skall beteckna rangen av F' 6ver R med
I'gRF

(8.1) Sats. (a) Om F dr en fri R-modul och M dr dess delmodul sa dr ocksa M fri och
rgpM <rgpF.

(b) Om F dr dndligt genererad fri éver R sa existerar en bas ey, ..., e, for F dver R och
di,...,d. € R sadana att dieq,...,dre, bildar en bas for M over R. Vidare kan dq,...,d,
valjas sa att dy|...|d,.

(¢) Idealen (dy) 2 --- D (d,) dr entydigt bestimda av F och M.

Bevis. Lat a € R, a # 0. Med [(a) betecknar vi antalet irreducibla faktorer i faktoruppdel-
ningen av a i produkt av irreducibla element i R. Som vi vet existerar sadana uppdelningar i
R och antalet irreducibla faktorer &r oberoende av valet av uppdelningen (ty R &r ett huvu-
didealomrade). Notera att [(a) = 0 da och endast da a ar en enhet i R. I(a) ar inte definierad
da a = 0.

(a) Vi skall begréansa oss till fallet da F' ar dndligt genererad och visa satsen induktivt med
avseende pa rgpF. Om F = (0) sa ar pastaendet klart. Antag att satsen géller da rgpF' < n

119
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och lat ey, ..., e, vara en bas for F' 6ver R. Om M = (0) sa ar allt klart. Antag att M # (0)
och lat m € M, m # 0. Da ar
m = aje; + -+ aneép,

dér ej alla a; ar 0. Genom att eventuellt numrera om basvektorerna kan vi forutséitta att
a; # 0. Lat oss vilja m® € M sa att

moza?e1+-‘-+a26n

och I(a}) = min(I(a1)) d& m € M och a; # 0. Vi pastar att om m € M och m = aje; +--- +
anen sa aflar. Lat d = SGD(al,a1) (se Ovn. 2.27). DA existerar 29, z; € R siddana att

d = 29a) + x10a;.

Vi har 29m® + z1m = dey + - sa I(d) > I(a?) enligt valet av a}. Men d|af, vilket ger att
I(d) <1(a?). Alltsa har d och ai samma irreducibla faktorer (s& niir som pa associering) och
séledes a?|a;.

Lat nu Fy = Reg + -+ + Re, och My = Fy N M. Vi pastar att
M = Rm® @ M.

Om m € M ir ett godtyckligt element i M som ovan s& ir a; = qal, dir ¢ € R, si att
m — qm® € My. Detta visar att M = Rm® + My. Om m € Rm°® N M, sa &r

m = a(aley + -+ aley) = ages + - -+ + anen,

dir a € R, vilket ger m = 0 ty aaj = 0 och a{ # 0 implicerar a = 0. Nu foljer pastaendet ur
vart induktiva antagande ty My ar en delmodul till den fria R-modulen Fy vars rang 6ver R
arn — 1.

Notera att vi har visat lite mera &n bara pastaendet i (a). Vart bevis visar att ' har en bas
e1,e,...,¢e, sadan att

fi =aier +azes + -+ aye, + -+ apen,
(82) f2 = aggeg + -+ agpep + - - - + agpép,

fr = App€r + -+ + Qrpéy

bildar en bas for M &ver R, dir fi = m® (dvs ay; = aV). Vi forstirker detta pastiaende
ytterligare i beviset av andra delen av satsen.

(b) Vi skall ocksa anvénda oss av induktion med avseende pa rgpF, men den hér gangen
startar vi med n = 1. I detta fall &r F' och R isomorfa som R-moduler. Lat en isomorfism
avbilda 1i Rpaei F dvs F = Re. M &r isomorf med en delmodul till R dvs ett ideal I i R.
Men I = Rd ar ett huvudideal sa att M = Rde. (Observera att fallet n = 1 ocksa foljer fran
(8.2)). Antag nu att pastaendet géller da rgrF < n och n > 2.
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Lat oss nu vilja m® € M, m® # 0, sa att

mo :a?el+---+agen
och 1(a) = min(I(a1)) d& m = aje; + - -+ + ane, 16per Sver alla element i M och e, ..., e,
over alla mojliga baser for F éver R. Pa samma sétt som i (a) far vi a{|a;. Nu visar vi att
dven af|a; for alla i. Lat oss forst visa att af|a? dvs

(%) om m® =afe; + -+ +ale, och I(al) &r minimalt (som ovan) s af|al.
Vi kan forutsétta att ¢ = 2 genom att eventuellt numrera om basvektorerna es,...,e,. Lat

d = SGD(a?,al). Da ar d = alx1 + aSw, diir o1, 79 € R. Betrakta en ny bas for F ver R
bestaende av €], €, ..., e, sadana att

/ /
e; = x1e; — biey,
€y = .7}26,1 + 526/2,
samt e; = €} dd i > 2, diir by = ay/d och by = al/d. Det ér klart att e/, €}, ..., €/, bildar en bas
ty determinanten av 6vergangsmatrisen fran dessa vektorer till eq, es, ..., e, ar box1 + b1xo =

d~1(a%z1 + axs) = 1. T den nya basen &r
m0 :a?el+age2+...+agen: (a(l)x1+a(2)x2)e,1+... :d€,1_|_

s& att [(d) > I(a) enligt valet av a?. Men d|a? ger nu I(d) = I(a)), vilket betyder att a och
d ér associerade (skiljer sig s& niir som pa en enhet). Detta visar att a{|ad och allmiint af|a?
for i > 1. Nu kan vi ersiitta e; med vektorn (1/ad)m?, ty denna vektor tillsammans med

ea, ..., e, bildar ocksa en bas for F' 6ver R. Enligt (8.2) existerar en bas for F', som vi ocksa
betecknar med e; = (1/ad)mP, es, ..., e, sidan att

fi = dle,

f2: ageez + - - -+ agrep + - - - + Ggpénp,

fr= Qrp€p + -+ + Qrpln,

dér a;; € R, ar en bas for M. Men fi + f; = afer +azie;+- -+ ame, € M i att a(l)]aij enligt
(*). Om nu m € M sa ar m en linjarkombination av f1, fo,..., fr. Alltsa ar alla koordinater
for m i basen ey, es, ..., e, delbara med a(l). Notera ocksa att vi kan ersitta e, eq, ..., e, med
en annan bas for F' 6ver R och da &r koordinaterna for m i denna bas fortfarande delbara
med a. Definiera nu d; = a. Som i (a) far vi att

M = Rm° & My,

dir m* = f; = die1, Mg = FyN' M och Fy = Rey + --- + Re,, har rangen n — 1 6ver R.
Induktionen ger att Fy har en bas, som vi fortfarande betecknar med es,...,e,, sadan att
daea, ..., dre, ar en bas for My 6ver R och da|...|d,. Vi vet redan att di|ds, vilket betyder
att e1, es,..., e, ar en onskad bas for F' 6ver R och dyes, dses,. .., d.e. for M 6ver R.

(c) Det aterstar att visa entydigheten av idealen (di),...,(d;). Detta pastaende visas lite
senare i (8.10) (se ocksa Ovn. 1). O

Nu gar vi fran fria moduler till godtyckliga dndligt genererade moduler 6ver R. Forst behéver
vi nagra enkla och allmédnna begrepp.
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(8.3) Definition. Lat M vara en R-modul. Ett element m € M kallas torsionselement
om det finns a € R, a # 0, sa att am = 0. M kallas torsionsmodul om varje element i M
ar ett torsionselement. Man betecknar med M; méangden av alla torsionselement i M.

Observera att om R = Z och M &r en Z-modul (dvs en abelsk grupp) sa bestar M; av alla
element i M som har en andlig ordning. Rent allmént har vi:

(8.4) Proposition. Om M dr en R-modul sa dr M; en delmodul till M. Om f: M — M’
ar en isomorfism sa ger restriktionen av f till My en isomorfism mellan My och Mj.

Bevis. Enkel 6vning. O

Alla moduler 6ver huvudidealomraden ar uppbyggda av sa kallade cykliska moduler.

(8.5) Definition. Man siger att en R-modul M é&r cyklisk om det finns m € M sa att
M = Rm.

Begreppet cyklisk modul generaliserar begreppet cyklisk grupp. Lat oss repetera att om G
ar en cyklisk grupp sa ér G = Z eller G = Z/(n), dar n # 0. Mera allméant géller foljande
beskrivning av cykliska moduler:

(8.6) Proposition. En cyklisk R-modul M = Rm dr antingen fri och da M = R, eller
M = R/(d), dird € R och d # 0. I det sista fallet dr M en torsionsmodul och dM = (0).

Bevis. Betrakta surjektionen ¢ : R — M, dar ¢(r) = rm. Lat Kerp = (d). Da é&r
M =R/(d). Omd=0saéar M = R en fri R-modul. Om d # 0 sa &r M en torsionsmodul
och det ar klart att d(rm) = r(dm) = re(d) = 0. O

Lat M vara en R-modul. Da kallas

(8.7) Amnp(M)={z € R:zM = (0)}

for annulatorn av M. Anng(M) &r ett ideal i R (se Ovn. 3.4). Om M = R/(d) sa &r
Anngp(M) = (d).
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Nu ar vi beredda att visa var andra sats i detta kapitel. Satsen ger en nastan fullstindig
beskrivning av dndligt genererade R-moduler. Men vi kommer att fa en &nnu mera detaljerad
bild i Sats (8.14).

(8.8) Sats. Lat M wvara en dndligt genererad R-modul éver ett huvudidealomrade R. Da dr
M=R/(d)&---®R/(d) ® R’

dar di|...|d, och s > 0. Idealen (d,) C ... C (d1) # R samt r och s dr entydigt definierade
av isomorfiklassen av M, dvs om

M' = R/(d})&---®R/(d.) ® R
och M =M sadrr=r',s=s och(d)=(d}) fori=1,...,r.

Bevis. For att visa existensen lat M = Rmy + --- + Rm,,. Betrakta en fri R-modul F =
Re! + -+ + Re), och surjektionen ¢ : F — M, dar p(e}) = m;. Lat Fy = Ker ¢ sa att
M = F/F,. Enligt (8.1)(a) ar Fy fri. Lat ej,...,e, vara en bas for F 6ver R sadan att
Fy = Rdye1 + -+ - + Rdyey, dér dy|...|dy och r <n (se (8.1) (b)). Lat s=n —r.

Definiera nu
Y:F— R/(d1)®---®R/(d,) & R?

sa att (> aje;) = (a1,...,a,), dér a; ar restklassen av a; i R/(d;) da 1 <1i <r och a; = q;
da r < i <n. Man finner latt att Ker ¢y = Fj sa att

M=F/Fy2R/(d) @ ®R/(d,)DR*

Om d; &r en enhet sa dr R/(d;) = (0). Vi kan stryka alla sadana d; och numrera om de
aterstaende sa att dy inte &r en enhet. Detta visar det forsta pastaendet i satsen.

Observera att
My =2 R/(dy)®---® R/(d,)

darfor att a(a,...,an) = (0,...,0) med a # 0 implicerar att a; = a; = 0dar < i < n,
déremot d,(ay,...,a,,0,...,0) = (0,...,0) ty d;|d, da 1 < ¢ <r. Man inser latt att

Amng(M;) ={x € R:2M; =0} = (d,).

For att visa entydigheten av (d1),. .., (d,) och s lat oss borja med tva triviala observationer.
Om M = My & M, dar My, Ms dr R-moduler och a € R sa ar aM = aM; ® aMs. Varje
R-isomorfism f : M — M’ inducerar en R-isomorfism f : aM — aM’ (vi anvinder hir
samma beteckning for f och f begrinsad till aM).

Tag a = d.d,,. Isomorfismen M = M’ inducerar aM = aM’. Men aRR/(d;) = 0 och aR/(d}) =
0fori=1,...,rochj=1,...,7" ty d;|a och d;|a. Alltsd ar aR® =~ aR®. Men aR = R sa
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att RS = R¥, vilket ger s = s enligt (3.20) (tva baser for samma fria R-modul har samma
kardinalitet).

Isomorfismen M = M’ ger ocksa M; = M/ dvs
My~ R/(d1)®---®R/(d,) X R/(d}) D+ ® R/(d,) = M,

Observera att Anng(M;) = Anng(M{) = (d,) = (d],), ty isomorfa moduler har identiska
annulatorer. Vi skall visa induktivt med avseende pa antalet irreducibla primfaktorer i d,
(dvs med avseende pa l(d,) = I(d],) — se borjan av beviset for (8.1)) att r =’ och (d;) = (d}).

Om (d,) = (d),) = (p), dér p &r ett irreducibelt element i R sa maste
() = = (d) = (&) = ... = (d) = ()
ty d;, d;|d, och de &r inte enheter. Alltsa &r

M =R/(p)®--- @ R/(p) = R/(p)®--- & R/(p) = M.

r termer r’ termer

Men R/(p) ar en kropp (ty (p) &r maximalt i R) sa att M; och M| &r isomorfa vektorrum.
Dérfor maste deras dimensioner 6ver R/(p) vara lika dvs r = 1.

Antag nu att pastaendet géller for torsionsmoduler vars annulatorer genereras av element
med antalet irreducibla faktorer som &r < I(d,) = l(d],), dér (d,) = (d],) &r annulatorn av M,
(och M{). Forst pastar vi att dy och d] maste ha en gemensam irreducibel faktor. Om det
inte ar fallet, sa existerar irreducibla faktorer p och p’ sadana att p|d; och p { d} samt p'|d]
och p' ¥ dy. Da har vi:

pMy; = R/(d1/p)® - ® R/(d./p) 2 R/(d}) & ---® R/(d../p) = pM],
och
PMy = RY(dr) & -+ @ R/(dy/p) 2 R/(d4/0) @ & R(d /) = p/ M},

ty
~ ~ J R/(d/p) da pR+dR=pR dvs pld,
p(R/(d)) = (PR + dR)/(d) = { R/(d) di pR+dR=R dvs ptd.
Men Anng(pM;) = (d,/p) och Anng(p'M;) = (d./p’) (observera att pp/|d, = d],) sa att vart
induktiva antagande ger att (dy/p) = (d}) och (d}/p') = (d1). Alltsa ar (pp’) = R, vilket ar
orimligt. Detta visar att det finns p sa att p|d; och p|d}. Betrakta nu modulerna pM; och
pM{. Vi far

pMy = R/(d1/p) ® -~ ® R/(d./p) = R/(d/p) ® -~ ©r/(d) /D) = pM]

och Anng(pM;) = (d,/p) innehaller farre primfaktorer &n Anng(M;). Alltsa ar r = 1’ och
(di/p) = (d}/p) dvs (d;) = (d}) for i =1,...,r. O

Lat oss anteckna tva mycket viktiga foljdsatser av den sista satsen.
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(8.9) Foljdsats. Lat M wvara en dndligt genererad R-modul dver ett huvudidealomrade R.
Da ar

M= Mt S2) Fa
dar F dr en fri R-modul.

Bevis. Pastaendet sammanfaller med forsta delen av (8.8). O

Nu kan vi ocksa ge ett bevis av entydigheten i (8.1)(c):

(8.10) Foljdsats. Idealen (di) C ... C (d,) i sats (8.1)(c) dr entydigt definierade av M och
F.

Bevis. Om ey,...,¢e, och €],...e), ar baser for F 6ver R sadana att
M = Rdyey + -+ Rdre, och M = Rdye}+---+ Rd;,elr,
sa ar
F/Fo= R/(d)® - ®R/(d;) ® R° = R/(dy) @ & R/(d,) ® R’
(se borjan av beviset for (8.8)). Alltsa &r (d;) = (d}) for i = 1,...r enligt (8.8). O

Nu skall vi gora sista steget och beskriva alla cykliska torsionsmoduler R/(d). I detta syfte
visar vi forst ett mycket allmént resultat:

(8.11) Kinesiska restsatsen. Ldat R vara en ring med etta, I1,...1I, ideal i R sadana att
Iy +1; = R da k # 1. For varje uppsdtining x1,...,x, € R existerar da x € R sa att x = x;
(mod I;) (dvsx —z; € I; dai=1,...,n).

Bevis. Induktion. Om n = 2, sa ar

l=ri+ry, r € 1I1,r9 € I.

Valj da x = xor1 +x17r2. Lat oss nu anta att satsen géller for n — 1 ideal och betrakta n ideal.
For varje k existerar rgk) € Iy och r, € I, k > 2, sadana att
Tgk) +rp=1

(ty I1 + I = R). Produkten HZ:2(7“§]€) + 1) = 1 tillhor idealet Iy + [y Iy dvs
n
L+][&k=R
k=2
Enligt fallet n = 2 existerar y; € R sadant att

y1 =1 (mod I;) och y; =0 (mod HIk)’
k=2



126 MODULER OVER HUVUDIDEALOMRADEN

vilket ger y1 =0 (mod I}), k # 1. Av symmetriskél finns det ocksa yo, ..., y, sadana att
y=1 (mod ;) och y =0 (mod ;) da k#I

for 1 = 2,...,n (och tidigare &ven [ = 1). Nu véljer vi z = 21y1 + - - - + Znyp och kontrollerar
latt att x = z; (mod I;) fori =1,...,n. O

(8.12) Anméarkning. Om R = Z sa ar (8.11) den “ursprungliga versionen” av Kinesiska
restsatsen. Den sdger att om my, ..., m, ar heltal som ar parvis relativt prima och r1,...,r,
ar givna heltal sa existerar ett heltal x sadant att resten vid division av  med m; ar r; (dvs
x =r; (mod m;)).

(8.13) Proposition. Lit R/(d) vara en cyklisk R-modul, och d = p* ... pl~, dér p; dr olika
irreducibla element © R. Da dr

R/(d) = R/(p}") & - & R/(pkm).

Bevis. Lét ¢ vara homomorfismen R — R/(p}) @ --- @ R/(pkr), dér 7 +— (7,...,7) och T
pa i-te platsen betecknar bilden av r vid den naturliga surjektionen R — R/ (pk’) Vi har

i
Kerop={reR:r =0 (mod pfl) fori =1,...,n} = (d). Enligt Kinesiska restsatsen ar ¢
en surjektion ty for godtyckliga element 7; € R/ (pfi), r; € R existerar r € R sadant att r = r;
(mod pfl) dvs 7 = 7;. Detta betyder att

i (Fyoo 7)) = (T1,...,Tn)

(m&jligheten att tillimpa Kinesiska restsatsen foljer ur det faktum att idealen (pf’) ar relativt
prima dvs (pf') + (o) = R, ty SGD(p}*,p}’) = 1). O

Nu kan vi bevisa huvudsatsen om torsionsmoduler éver huvudidealomraden. Om p &r ett
irreducibelt element i R och M &ar en R-modul sa definierar vi

M(p) ={m e M : Ji>o pkm = 0}.

(8.14) Sats. Om M # (0) dr en dndligt genererad torsionsmodul éver R sa ar

M = M(p),

dar (p) loper over alla primideal sadana att (p) 2 Anng(M), och varje M(p) dr en direkt
summa av cykliska moduler R/(p*) med entydigt bestimda exponenter k.
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Bevis. Forst uppdelar vi M i enlighet med (8.8):
M =R/(d) & & R/(d,)
dar dy|...|d, och R/(d;) # 0 &r torsionsmoduler. Lat

k- k-
dp =pi™ - -pi,

dar k11 < ... < ke, ke < .0 < kpt, p1,...,p¢ ar olika irreducibla element i R. Nu
tillampar vi (8.13) pa var och en av modulerna R/(d;) och samlar ihop de cykliska modulerna
R/(p?ij) dvs:

M(p;) = R/(p{*) & --- & R/(p}")

och
M= M(p1) @@ M(py).

Pastaendet om entydigheten av termerna R/ (pf”) foljer direkt ur entydigheten av faktorup-
pdelningar i R samt (8.8). Lagg maérke till att Anng(M) = (d,).
O

Vi skall tillampa (8.14) i tva specialfall — &ndligt genererade abelska grupper och kanoniska
former av linjara avbildningar. Vi borjar med abelska grupper.

Om R = Z och G &r en andligt genererad abelsk grupp (= en dndligt genererad Z-modul)
da ger (8.8) uppdelningen G = G; @ F, diar G, &r torsionsdelmodulen till G och F &r en
fri Z-modul (en direkt summa av odndliga cykliska grupper). Enligt (8.14) 4r G; en direkt
summa av dndliga cykliska grupper Z/(p*) vars ordningar #r entydigt bestimda potenser av
primtal. Alltsa har vi foljande resultat:

(8.15) Sats. Lat G wvara en dndligt genererad abelsk grupp. Da dr G en direkt summa av
cykliska grupper vars ordningar dr primtalspotenser och odndliga cykliska grupper (om G dr
oandlig) dvs

G=Z/(p) @ ®Z/(py) © T,

déar p; ar primtal (som inte behdver vara olika). Ordningarna pfi av de andliga cykliska
grupperna samt antalet s av odndliga cykliska grupper i framstillningen av G dr entydigt
bestamda.

Nu skall vi diskutera kanoniska former av linjéra avbildningar — rationella former och Jordans
normalform.

Lat K vara en kropp och lat ¢ : V' — V vara en linjir avbildning. Lat oss paminna om att V'
kan betraktas som K[X]-modul da man definierar K[X]xV — V genom (p(X),v) — p(¢)(v)
for ett godtyckligt polynom p € K[X]. Rent formellt far vi den strukturen pa foljande sétt:
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V &r en modul Gver ringen Endg (V) da (p,v) — ¢(v) (se ocksd Ovn. 3.2). Man har en
ringhomomorfism:
¢ : K[X] — Endg(V)

sadan att ®(p(X)) = p(¢). Nu ar som vanligt varje Endg(V)-modul en K[X]-modul da
verkan av K[X] formedlas av ® (om ® : R — R’ &r en ringhomomorfism och M’ &r en R'-
modul sa dr M’ en R-modul da rm’ = ®(r)m for m’ € M'). Om V ar ett dndligt dimensionellt
vektorrum over K, sa &r V en édndligt genererad K[X]|-modul och vi kan tillampa pa V var
allménna teori for moduler 6ver huvudidealomraden (hdr R = K[X]). Lat oss sammanfatta
vara observationer:

(8.16) Proposition. Lat K vara en kropp och lat ¢ : V. — V wara en linjir avbildning av
ett dndligt dimensionellt vektorrum V over K. Da dr V en dndligt genererad torsionsmodul
over K[X]| om man definierar p(X)v = p(p)(v) forp € K[X] ochv € V. Om

@ : K[X] — Endg(V),

dir ®(p(X)) = p(p), sd ir Ker® = Anngx)(V).

Bevis. dimg Endg (V) = n?, dir n = dimg V. Alltsa ér id, o, .. ., cp”z linjért beroende 6ver
K ty deras antal ar storre an dimensionen. Detta visar att det finns ett icke-trivialt polynom
p € K[X] sa att p(p) = 0 dvs p(X) € Anngx)(V). Alltsa &r V' en torsionsmodul. Det &r
klart att Ker® = Anng(x)(V') (se (8.7)). O

(8.17) Definition. Med minimalpolynomet av ¢ : V — V menas ett polynom p € K[X]
av lagsta mojliga grad med hogsta koefficienten 1 sadant att p(¢) = 0. Med andra ord, p ar
en generator av Ann K[X](V) och har hogsta koefficienten 1.

Enligt (8.14) och (8.16) &r

(8.18) V= KIX]/(p") @ @ K[X]/ (),

dér p; dr irreducibla faktorer av minimalpolynomet fr ¢ : V' — V' (sd att (p;) 2 Anngx)(V))
och k; ar entydigt definierade av V. Observera att p; i (8.18) behover inte vara olika. En
sadan framstéllning kan anvéndas for att véilja en bas for V' i vilken ¢ har en “okomplicerad”
matris. Rent allmént 4&r modulerna i (8.18) av typen

K[X]/(p),

dir p = ap + a1 X + -+ + ap_1 X* 1 + X* (p ej nddviindigt irreducibelt). Avbildningen
¢V — V bestams till hoger i (8.18) av multiplikation med X ty Xv = ¢(v). Lat oss som
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bas i K[X]/(p) vilja alla monom 1,z,...,2% 1, dir x betecknar restklassen av X. DA #r
matrisen for multiplikation med X (dvs for ¢) given av:

©(1) =z-1 = x
o) =zx = a?
(p(a:k_Q) — .2 = zk
o) =z-2F' = —ag —ax —agaz®— - —ap_12F!
dvs matrisen for ¢ i denna bas ar:
[0 0 0 —ag |
1 0o ... —aq
(8.19) M, = 010 ... —a
|0 0 0 ... —ap—1 |

(8.20) Proposition. Om ¢ dr en linjir avbildning av ett vektorrum V' éver en kropp K sa
existerar en bas for V. over K sadan att matrisen for ¢ dr uppbyggt av block av typen (8.19)

dvs
My,

M, 0
Mgo _ 0 D2

Mpk

Antalet block och deras storlek bestims av uppdelningen (8.18).

Bevis. Man viljer en bas for varje term i summan (8.18) i enlighet med diskussionen ovan
dap = pfi for i = 1,...,r. Matrisen for ¢ i den bas som bestar av alla baser for termerna
har den 6nskade formen. O

Den form av matriser for linjara avbildningar som ges i (8.20) kallas rationell normalform
eller Frobenius't normalform. Varje linjir avbildning av ett #ndligt dimensionellt rum
over en godtycklig kropp har en sadan form i en lamplig bas. Vart nésta resultat ger en dnnu
enklare form, men under mera restriktiva féorutsattningar.

(8.21) Jordans normalform. Antag nu att kroppen K &r algebraiskt sluten. T ex kan vi
anta att K = C, men vara resultat géller under betydligt mildare forutsittningar (se vidare
(8.25)). Uppdelningen (8.18) har nu formen:

TG, Frobenius (1849 — 1917), framstiende tysk matematiker
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(8.22) VEKX])/(X-M"ae e KX]/(X - \)",

darfor att irreducibla polynom i K[X] har grad 1. Som tidigare vill vi vilja en bas for
varje term i direkta summan till hoger och darefter konstruera en bas for V. Betrakta en av
termerna

K[X]/(X — A"
I stéllet for basen 1,z,..., 21 viljer vinu 1,2 — A,..., (z — A)*~1. T denna bas &r
(1) =x-1 =X (-
oz — ) =z(x — A) = Az —A) + (z — N\)?
o((x —NF2) =z(xz- N2 = Mz = N2 4 (2 — N)FL
p(lz =N =z - = Az — Nt

0 0 0
1 A 0 0
0 1 0 0
(8.23) My, = ,
0 0 A0
(000 ... 1 A

Nu kan vi bilda en bas for V som bestar av alla baser for termerna K[X]/(X — \;)* i (8.22).
Alltsa far vi

(8.24) Sats. Om ¢ dar en linjar avbildning av ett vektorrum V dver en algebraiskt sluten
kropp K sa existerar en bas for V. éver K sadan att matrisen for ¢ ar uppbyggt av block av
typen (8.23) dus

M/\Lkl

M>\27k2 0
M¢ = 0 )

My, k.
Antalet block och deras storlek bestims av uppdelningen (8.22) och \; ar egenvirdena till .

Bevis. Existensen av basen for V med 6nskade egenskaper foljer ur diskussionen ovan. Det
faktum att \; &r egenvéirden till ¢ &r klart ty det(M, — X E) = 0 har som sina losningar just
Ai (E betecknar en lamplig enhetsmatris). O
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(8.25) Anmaéarkning. Samma resultat géller da kroppen K &r sadan att alla polynom p;
har grad 1, vilket betyder att alla egenvérden till ¢ ligger i K.
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OVNINGAR

8.1. En kvadratisk matris P med element ur R kallas unimodulér om det P € R*. Man
sdger att tva (m x n)-matriser A och A’ ar ekvivalenta 6ver R om det finns tva
unimodulara matriser P och @ sadana att A’ = PAQ. En storsta gemensam delare till
determinanter av alla (7 x r)-delmatriser till A, dar r» < min(m,n), (om det finns sadana
# 0), kallas r:te determinantfaktorn till A. Vi skall beteckna en sadan delare med
D, (A). D,(A) ar definierad sa nér som pa en enhet i R (dvs sa nér som pa associering).

(a) Visa att varje (m x n)-matris A med element ur en Euklidisk ring R ar ekvivalent
med en matris

(d; 0 ... 0 ... 0

0 dy ... 0 ... 0
(%) 0 0 ... d ... 0],

00 ... 0 ...0

0 0 ... 0 ... 0

dér dj € R och dq|...|d, #0. Om A samtidigt &r ekvivalent med

(d, 0 ... 0 ... 0

0 d, ... 0 ...0
(%) 0o 0 ... d, 01,

0 0 ... 0 0

000 ... 0 ... 0

dér dj € R och di...|d;, # 0, sa & r =1’ och d; &r associerat med d; (dvs (d;) = (d})
fori=1,...,7).

Ledning. Lat Fy vara delmodulen till F' = R™ som generas av raderna i A. Utnyttja
beviset av (8.1)(a) for att visa existensen av (x), och (8.1)(c) for att visa entydigheten
(sa nér som pa associering). Matrisen (x) kallas ibland fér Smiths normalform av A.

(b) Visa att tva (m x n)-matriser med element ur R ar ekvivalenta 6ver R da och endast
da deras motsvarande determinantfaktorer ar associerade.

Ledning. Observera att determinantfaktorerna for (x) &r Dy = dj, Dy = dido,...,
D, = dyids - --d,. For att visa att ekvivalenta matriser har associerade determinantfak-
torer kan man behova foljande sats av Cauchy-Binet. For en godtycklig (m x n)-matris
Xochl<ii<...<ip<m,1<j;<...<jr<n betecknar vi med

U500k

Jlsedke
den delmatris av X som bestar av elementen i raderna iy, . . ., i och kolonnerna jy, . . ., j.
Lat A vara en (p X ¢)-matris och B en (¢ x r)-matris. Lat vidare C' = AB. Da géller
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8.2.

8.3.
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likheten o
L1yl T yeeeyl 51,--4,5k
det Cjifh = ) det Ay, det Bjp ik,
81,--,Sk
dér summationen sker over alla 1 < 51 < ... < < q Om A" = PAQ sa visar

Sk

Cauchy-Binet sats att Dy(A)|Dy(PA)|Di(PAQ) = Dy(4).
ger Dy(A')[Dr(A).

Anmérkning. di,ds,...,d, (eller idealen (di) 2 (d2) 2 ... 2 (d,)) kallas for invari-
antfaktorerna av A. Det foljer direkt ur forsta meningen i ledningen att determi-
nantfaktorerna bestdmmer invariantfaktorerna och omvént. Resultaten i denna 6vning
géller over godtyckliga huvudidealringar, men bevisen ar litet mera komplicerade an for
euklidiska ringar.

Likheten P71A'Q~! = A

Bestam Smiths normalform for A — X E 6ver C[X] och Jordans normalform av A for
foljande matriser A:

0 -3 —5 4 3 4
@ 3 6 7, m]|-1 21/,
-1 -1 0 0 -1 0
1 3 3 3 12 0 -3 2
0 -3 —4 —4 18 1 5 -3
©1lg s 9 sl D 33 1 9 5
0 —4 —4 -3 15 1 5 —1

Lat A vara en (m x n)-matris med element ur ett huvudidealomrade R. Om d; for
i =1,...r ar invariantfaktorer till A (se Ovn. 1) och
ki is
dizpll...pf ,
dar p; for j = 1,... s ar irreducibla element i R sa kallas p?” med k;; > 0 for elementéra
delare till A. Det ar klart att elementéra delare till A bestdms entydigt (sa nir som
pa associering) av determinantfaktorerna (och invariantfaktorerna) till A.

(a) Lat A och B vara tva matriser med element ur R. Visa att de elementéra delarna

till matrisen
A 0
0 B

ar alla elementara delare till A och alla elementara delare till B.

Ledning. Lat Fy vara den delmodul till 7' = R™ som genereras av matrisens A rader.
Representera modulen F/Fj som direkt summa av cykliska moduler i enlighet med
(8.14). Identifiera de elementéra delarna till A med annulatorerna till dessa cykliska
moduler. Gor samma sak med matrisen B. Utnyttja entydigheten i (8.14).

(b) Berdkna determinantfaktorerna, invariantfaktorerna och elementéara delare till M) ,—
XFE da

A0 ... 00

1 ... 00

01 ... 00
My = :

0 0 0

0 0 1A




134

MODULER OVER HUVUDIDEALOMRADEN

8.4.

8.5.
8.6.

ar Jordans cell. Gor liknande berakningar for A — X E da A ar en godtycklig matris
i Jordans normalform som i (8.24). Motivera att de elementédra delarna till A — XFE
bestdmmer den matrisen (och saledes A) entydigt sa nir som pa Jordans celler ord-
ningsfoljd.

Lat A och B vara (n x n)-matriser med element ur en oédndlig kropp K. Visa att
A och B ar konjugerade 6ver K (dvs det finns en icke-singuldr matris P sadan att
B = P7'AP) da och endast da motsvarande karakteristiska matriserna A — X E och
B — X E ar ekvivalenta som matriser éver K[X] (E &r (n x n)-enhetsmatrisen).

Bestim Smiths normalform éver Z for matriserna i Ovn. 2.

Lat K vara en kropp med en involution x — Z (Z = x for varje x ar mojligt). Lat
T :V xV — K vara en hermitsk avbildning m a p den givna involutionen. Lat
f 'V — V vara en linjar avbildning. Man séger att spektralegenskapen giller for
(T, f) om det finns en ortogonalbas for (V,T) bestaende av egenvektorer till f. Antag
att alla egenvérden till f tillhor K (t.ex. dr C algebraiskt sluten). Visa:

(a) Spektralsatsen for symmetriska avbildningar. Om K =R, z =z, daz € R, T
ar positivt definit och f &r symmetrisk (dvs T'(f(x),y) = T(x, f(y)) sa har (T, f)
spektralegenskapen.

(b) Spektralsatsen for hermitska avbildningar. Om K = C, x — Z &r konjugerin-
gen, T &r positivt definit och f &r hermitsk (dvs T'(f(z),y) = T'(z, f(y)) sa har (T, f)
spektralegenskapen.

(c) Spektralsatsen fér normala avbildningar. Om K = C, x +— Z ar konjugeringen,
och T &r positivt definit sa har paret (7T, f) spektralegenskapen da och endast da ff* =
frf dir T(f(z),y) = T(z, f*(y)) for varje z,y € V (se Ovn. 6.5). (f med egenskapen
ff* = f*f kallas normal).

Ledning. “=" Om f(Oék) = (ak + ibk)ak, definiera fl(ozk) = agog, fg(ak) = bkak.
Kontrollera att f* = f1 — ifs.

“«<” Forst visar vi att om f,g:V — V och fg = gf, dar V ar ett vektorrum 6ver C sa
existerar en egenvektor v gemensam for bade f och g.

Losning. Lat vy vara en egenvektor till f och lat A vara motsvarande egenvérde (vg
finns ty C ar algebraiskt sluten). Lat V) = {v € V : f(v) = Av}. V) &r ett delrum
till V. Om u € V) sa éar f(g(u)) = g(f(u)) = g(Au) = Ag(u). Alltsa &r g &r en linjér
avbildning av V), sa att det finns en egenvektor v till g 1 V. Da ar v bade en egenvektor
till f och g.

Nu visar vi “<” induktivt m.a.p. dimV. Om dimV = 1 sa ar allt klart. Antag att
dimV > 1 och vilj en egenvektor ey till bade f och f*. Lat W = Ce;. Betrakta
Wt ={xecV:T(x,e1)=0}. Wt ér ett delrum till V som &r invariant med avseende
pa bade f och f*:

xe Wt =T(f(x),e1) =T(x, f*(e1)) = T(x,\ie1) = 0= f(x) e Wt

P& samma sitt far man att f*(z) € W+. Men dim W+ = dim V — 1 s att W+ har en
bas e1,...e, bestaende av egenvektor till f (och f*) sadan att T'(e;,e;) = 0 da i # j,
2 <1i,j <n. Alltsa bildar eq, ..., e, en onskad bas.

Observera att (c) ger ett bevis av (b) (och dven (a) om man tar K = R och = = x).
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8.7.

8.8.

Lat ¢ : V — V vara en linjar avbildning, dar V ar ett vektorrum 6ver en kropp som
innehaller alla egenvérden till . Visa att det finns en bas i vilken matrisen for ¢ ar
diagonal da och endast da minimalpolynomet fér ¢ saknar multipla nollstéllen.

(a) Lat ¢ : V' — V vara en linjar avbildning, dar V' ar ett vektorrum 6ver en kropp K.
Lat V= K[ X]|/(q1) ®...® K[X]/(¢), dér q1]...|¢-. Visa att minimalpolynomet for ¢
ar lika med ¢, och karakteristiska polynomet for ¢, dvs P,(X) = det(¢p — X E), ér lika
med ¢ -+ gy

Ledning. Borja med V = K[X]/(g) och utnyttja den rationella normalformen for ¢
(se (8.20)).

(b) Utnyttja det faktum att minimalpolynomet for ¢ &r en delare till karakteristiska
polynomet for att visa Cayley-Hamiltons sats: Om P,(X) &r karakteristiska polynomet
for ¢ sa dr P,(¢) = 0 (med andra ord ar P,(A) = 0, dir A &r matrisen for ¢ i en bas
for V oéver K).

(c) Ge ett direkt bevis av Cayley-Hamiltons sats i enlighet med foéljande idéer: Lat
el,...,en vara en bas for V 6ver K. Lat ¢(e;) = ) a;je;. Betrakta V som K[X]-modul
och motivera att ) (a;; —;;X)e; =01V (J;; &r Kroneckers ¢ dvs d;; = 0 om i # j och
d;i = 1). Utnyttja determinant enligt évning 5.5.
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Kapitel 9

KORT OM
GRUPPREPRESENTATIONER

Linjara grupprepresentationer har manga viktiga tillimpningar. De ger en beskrivning av
gruppelementen med hjalp av matriser och skapar darmed en effektiv mojlighet att studera
gruppstrukturen. I de fall da en grupp verkar pa ett rum, kan gruppens representationer
ge nyttiga upplysningar om rummets egenskaper. Texten som foljer ger en mycket kort
introduktion till grupprepresentationer. Vi begransar oss till nagra enkla satser om matris-
representationer av andliga grupper och exemplifierar dessa satser genom att beskriva alla
icke-ekvivalenta representationer i nagra specialfall.

For enkelhets skull forutséatter vi att alla kroppar, 6ver vilka man representerar grupper med
hjalp av matriser, ar talkroppar, dvs delkroppar till kroppen av de komplexa talen C. Varje
gang da vi séger att K &r en kropp menar vi alltsa att K C C. Kroppen av de reella talen
betecknas hiar med R. Med G L, (K) betecknas gruppen av alla inverterbara n X n — matriser
med element ur K. Om A #r en sddan matris sa betecknar A! dess transponat.

Definitioner och exempel.
Lat K vara en kropp och lat V' vara ett n-dimensionellt vektorrum 6ver K (n > 1). Vi skall

beteckna med GL(V') alla inverterbara linjéra avbildningar ¢ : V' — V. GL(V') &r en grupp
med avseende pa sammanséttning av funktioner. Lat G vara en grupp.

(9.1) Definition. Med en (linjir) representation av G 6ver K menar man en godtycklig
grupphomomorfism

T:G — GL(V).

Dimensionen av V 6ver K kallar man for dimensionen av representationen 7.

137
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0

Definitionen séger att for varje g € G ar T'(g) : V — V en inverterbar linjar avbildning och

T(g9192) = T(91)T(92)

da g1, 92 € G. Observera att T(g~!) = T(g)~! och T'(e) = I, dir e ir det neutrala elementet
i G och I den identiska avbildningen av V' (dvs det neutrala elementet i GL(V)).

Lat oss betrakta nagra exempel.

(9.2) Exempel. (a)Lat G vara symmetrigruppen for en rektangel:

52

51

G bestar av identiteten I, tva speglingar s; och so i axlarna x och y samt vridningen v vinkeln
180°. Om V = R? s& har man en representation

T:G — GL(R?)

som mot varje gruppelement g ordnar motsvarande transformation av planet R%. For att
beskriva dessa avbildningar med hjilp av matriser lat oss vilja standardbasen e} = (1,0),
e, = (0,1). I denna bas har vi

1o [1 o0 =10 -1 o0
“lo 1| T o =127 o017 0 -1

(b) Pa liknande satt kan man beskriva symmetrigrupper for andra manghérningar t ex sym-
metrigruppen for en liksidig triangel eller symmetrigruppen for en kvadrat. Lat oss gora det
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for en liksidig triangel. Gruppen G = D3 bestar av alla kongruensavbildningar av planet som
bevarar en liksidig triangel. Det finns 6 sadana kongruensavbildningar — 3 vridningar och 3
speglingar. Genom att vilja V = R? far vi en grupprepresentation

T : D3 — GL(R?).

—

|
N[ —
s
S~—

N

Lat oss i planet R? fixera standardbasen som i (a) och uttrycka dessa avbildningar som

matriser med avseende pa denna bas:

R T A |

o i S |

(c) Lat G vara en godtycklig dndlig grupp av ordning |G| = n. G har en sa kallad reguljar
representation i vektorrummet V' = K" 6ver en godtycklig kropp K. Denna representation
definieras pa foljande satt: Lat G = {g1,...,9n}, ddr g1 = e ar det neutrala elementet. Lat
eg; = (0,...,1,...,0) med 1 pa i :te platsen. Definiera

T:G— GL(K")

genom T'(g)(eg;) = €g44,- Man kontrollerar latt att
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T(99')(eg;) = eggrg; = T(9)(egrg,) = T(9)(T(g")(eg,)) = T(9)T(9')(eg,),

dvs T(gq9") =T(9)T(¢).

Det finns tva andra begrepp som ar ekvivalenta med begreppet linjar representation och som
ofta &r mycket anvindbara. Lat oss introducera dessa begrepp: matrisrepresentationer av G
och G-moduler.

(9.3) Matrisrepresentationer. Lat T : G — GL(V) vara en grupprepresentation. Om
man véljer en bas b = (b1,...,b,) for V Over K sa ger varje T(g) motsvarande matris

Ty (9) = [aij(g)], dar

T(g9)(bs) = > a;i(9)b;.
Avbildningen g — Ty (g) = [ai;(g)] &r en grupphomomorphism:

Ty : G — GLy(K).

Rent allmént sdger man att en matrisrepresentation av G 6ver K ar en grupphomomorfism

(9.4) T:G— GLy(K).

som mot g € G ordnar en matris 7'(g). Ibland kommer vi att skriva [T'(g)] for att understrycka
att bilden av g ar en matris.

Det finns inte nagon vésentlig skillnad mellan begreppen linjar grupprepresentation i defini-

tionen (9.1) och matrisrepresentationen i (9.4). Om en matrisrepresentation (9.4) &r given sa
har man en linjar grupprepresentation (som vi betecknar med samma bokstav T'):

T:G— GL(K"),

dar T'(g) ar den linjira avbildning som i standardbasen e} = (1,0,...,0),..., e}, = (0,0,...,1)
ges av likheten
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T(g)(ei) = [T'(g)]ei-

I fortsattningen kommer vi att fritt véxla mellan T : G — GL(K"™) och T : G — GL,(K),
men definitionen (1.1) har en stor fordel som vi kommer att utnyttja ganska ofta — den &r
koordinatfri dvs den ar inte beroende av basvalet for K" 6ver K.

(9.5) Moduler. Man kan ocksa tolka grupprepresentationer som G-moduler — ett begrepp
som endast ovésentligt skiljer sig fran begreppet modul 6ver gruppringen K[G] av G 6ver K.
Gruppringar definierade vi i Kapitel 2 (se (2.2) (h)). Forst definierar vi begreppet G-modul
over K och dérefter forklarar sambandet med K[G]-moduler. Med en G-modul V &éver K
menar man ett vektorrum V 6ver K sadant att det finns en funktion

GxV —V

som mot (g,v) € G x V ordnar gv € V sa att

(g192)v = g1(g2v),
(9.6) ev = v,
g(v1 +v2) = gvi + gva,
glav) = a(gv)

for godtyckliga g,91,92 € G, v,v1,v3 € V och a € K. Det ar klart att varje representation
T :G — GL(V) forvandlar V till en G-modul da man definierar

(kontrollera likheterna (9.6) som en 6vning). Omvéant definierar en G-modul V' en linjar
representation 7' : G — GL(V) sa att

T(g)(v) = gv.

Da &ar T'(g) en linjar avbildning ty

T(g)(v1 +v2) = g(v1 +v2) = gv1 + gva = T(g)(v1) + T(g)(v2)

och
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T(g9)(av) = g(av) = a(gv) = aT'(g)(v).

Dessutom ar

T(9192)(v) = (9192)v = g1(g2v) = T(g91)(92v) = T'(g1)(T'(92)(v)) = T(91)T (g2)(v)

s& att T'(g192) = T'(g1)T(g2). T(g) har som invers T'(g~!) ty

(T(9)T (9~ ")(v) = T(g9™")(v) = T(e)(v) = v,

dvs T(9)T (g7 %) = 1.

Sambandet mellan G—moduler 6ver K och K[G]-moduler dr mycket enkelt — varje G-modul
V 6ver K &r en K[G]-modul och omvént. Lat oss forst paminna om att elementen i K |G| ar
alla summor ) geG 4gg, dér ag € K. Dessa summor adderas och multipliceras pa ett naturligt
satt (se (2.2) (h)). Om V &r en G-modul sa dr V en K[G]-modul om for z = azg9 € K[G]
ar xv = ) aggv. Omvint om V &r en K[G]-modul sa ar det klart att produkter gv &r
definierade for varje g € G och v € V eftersom g € K|[G]|.

Irreducibla representationer.

En och samma grupp kan ha flera olika representationer. En av vara huvuduppgifter ar att
kunna hitta alla representationer och klassificera dessa. For att genomfora den uppgiften ar
det nédvéndigt att precisera vad man menar med olika representationer.

(9.7) Definition. Lat T : G — GL(V) och T' : G — GL(V') vara tva representationer i
vektorrum 6ver samma kropp K. Man séger att T och T” ar isomorfa (eller ekvivalenta) om
det finns en isomorfism ¢ : V' — V' sadan att T'(g)¢ = ¢T'(g) for varje g € G.

Man kan uttrycka definitionen i form av ett kommuterande diagram:
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1% " 17
T(g) T'(9)
1% " 1%

Det ar intresant och viktigt att formulera isomorfismbegreppet i termer av matrisrepresenta-
tioner och moduler. Lat oss gora det i bagge fallen.

(9.8) Isomorfism av matrisrepresentationer. Lat T : G — GL(V)och T" : G — GL(V")
vara tva isomorfa representationer och lat ¢ : V — V' definiera deras isomorfism. Lat
e1,...,ep vara en bas for V 6ver K och €,..., el en bas for V' 6ver K. Om matrisen for ¢
med avseende pa dessa baser dr B = [b;;] dvs

plei) =Y bie)
j

och [a;j(g)] &r matrisen fér T'(g) i basen ey, ..., e, samt [a};(g)] & matrisen for T"(g) i basen
el, ... e, sa ger diagrammet ovan det vilbekanta sambandet

lai;(9)] B = Blai;(9)],

dvs

[a;j (9)] = Blaij(9)]B".

Om tva matrisrepresentationer skiljer sig pa detta sétt sa kallas de ocksa for isomorfa (eller
ekvivalenta).

(9.9) Isomorfism av moduler. Lat T: G — GL(V) och T" : G — GL(V’) vara isomorfa
representationer av G. Da &r V och V/ G-moduler enligt (9.5). Det faktum att ¢ : V. — V'
ar en isomorfism mellan dessa representationer betyder att p(gv) = go(v) for varje g € G och
v € V. Detta innebér helt enkelt att K[G] moduler V och V' (se (9.5)) &r isomorfa.

Lat oss observera att man, mera allmant, kan betrakta linjara avbildningar ¢ : V — V' av
G-moduler sadana att ¢(gv) = gp(v) for varje ¢ € G och v € V. Man séger da att ¢ ar
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en homomorfism av G-moduler, vilket helt naturligt &r en homomorfism av K[G|-moduler
: V=V

Foljande resultat &r mycket enkelt att bevisa och egentligen ar ett specialfall av (3.10):

(9.10) Proposition. Lat ¢ : V — V' vara en homomorfism av G-moduler. Da dr kirnan

Kerp={v eV :pv) =0}

en G-delmodul till V', och bilden

Imp={o" € V':Jpevv' = p(v)}

en G-delmodul till V'.

Bevis. ¢(v) = 0 ger att ¢(gv) = gp(v) = 0, dvs v € Kery ger gv € Kerp. v/ = ¢(v) ger
gv’ = @(gv), dvs v' € Im ¢ ger gv' € Im . 0

Vanligen vill man hitta alla icke-isomorfa (dvs ej ekvivalenta) grupprepresentationer. Den
uppgiften ar inte sa enkel. Forst och framst vill man hitta de enklaste representationerna.
Med sadana menar man irreducibla representationer.

(9.11) Definition. Man séger att en grupprepresentation 7' : G — GL(V) ar reducibel
om det finns ett dkta delrum W till V' (dvs W # (0), V) sadant att T'(¢)(W) C W {or varje
g € G. Man séger da att W ar ett T-invariant (eller G-invariant) delrum till V. I sadant fall
har man en representation 7" : G — GL(W), dar T'(g)(w) = T(g)(w) for w € W. T’ kallas
da en delrepresentation till 7. En representation som inte ar reducibel kallas irreducibel.

0

(9.12) Exempel. (a) Betrakta representationen i (9.2) (a). Man ser direkt att delrummen
Re; och Res ar G-invarianta s att representationen ar reducibel.

(b) Representationen ur (9.2) (b) &r irreducibel. Antag ndmligen att det finns ett G-invariant
delrum W till V' sadant att (0) C W C V. Man har dim W = 1 ty dim V = 2. Alltsa &r
W = Re for nagon vektor e som maste vara en gemensam egenvektor till alla 6 matriser i G.
En mycket enkel rakning visar att det inte finns nagon sadan vektor (rdkna egenvektorer till
t ex v1 och s1 !).
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Som tidigare begrepp, lat oss uttrycka reducibiliteten i termer av matrisrepresentationer och
moduler.

(9.13) Reducibla och irreducibla matrisrepresentationer. Lat T : G — GL(V) vara

en representation och lat W vara ett T-invariant delrum till V. Lat oss vélja en bas ey, ..., e,
for V 6ver K sa att eq,...,e, bildar en bas for W 6ver K. De matriser A(g) = [a;;(g)] som
svarar mot 7'(g) i basen ey, ..., e, har da foljande form

[ an(g) ... air(g) * ... x ]

ar1(g) .- ar(9)
Ag) = "
(9) 0 ... 0
| O 0 * *

Ibland har man tva T-invarianta delrum Wi och Ws till V' sadana att V = Wy @ Wy ar en
direkt summa, dvs varje vektor v € V kan skrivas entydigt som summa v = wy + we, dar
wy € W1 och wy € Wy, Om representationen 1" sdger man ocksa att den &r en direkt summa
av sina delrepresentationer motsvarande W7 och Ws. I detta fall far man matriser:

a11(g) a1r(g) 0 0 ]
Clanle) o anl 0 .0
Alg) = 0 0 ari1r41(9) -+ @rgp1na(g)
L0 0 amn(g) e amlg)

om man véljer som bas for V' en bas bestaende av basvektorer for Wi och Was.

(9.14) Reducibla och irreducibla moduler. Lat oss uttrycka reducibiliteten i termer
av G-moduler. Om T : G — GL(V) &r reducibel och W é&r ett delrum till V' sadant att
T(g)(W) C W sa ar det klart att W ar en G-delmodul till G-modulen V' (ty gw = T'(g)(w) €
W for varje ¢ € G och w € W). Alltsa ar V irreducibelt precis da V saknar dkta G-
delmoduler (eller K[G]-delmoduler), dvs delmoduler skilda fran (0) eller V. En modul med
denna egenskap kallas enkel och eftersom den termen &r mera allmén (man definierar enkla
moduler 6ver helt godtyckliga ringar, medan begreppet irreducibel representation &ar snarare
relaterat till gruppringar) sa vore det motiverat att kalla irreducibla representationer for enkla.
Traditionen &r dock annan. Man studerar ocksa irreducibla moduler, men d& menar man
moduler som inte kan skrivas som direkt summa av tva dkta delmoduler. Faktum &r att for
gruppringar av dndliga grupper 6ver talkroppar (och mera allmént kroppar vars karakteristik
inte delar gruppens ordning) sammanfaller dessa tva begrepp. Detta foljer direkt fran (9.15).
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Ett mycket viktigt resultat i representationsteorin sager att varje representation av en andlig
grupp o6ver en kropp ar en direkt summa av irreducibla representationer. I termer av moduler
innebar detta resultat att varje dndligt genererad modul 6ver en gruppring ar en direkt summa
av enkla moduler. Sadana moduler kallas halvenkla. Maschkes sats som vi bevisar nedan
(se (9.16)) sédger just att 6ver en gruppring &ar varje andligt genererad modul halvenkel. Vi
kommer att formulera och bevisa detta resultat i termer av G-moduler. Forst visar vi ett
mycket visentligt hjalpresultat.

(9.15) Proposition. Lat V wara ett vektorrum éver en kropp K och G en dndlig grupp.
Om V dr en G-modul och W dr en G-delmodul till V' sd existerar en G-delmodul W' till V
sadan att V=W @ W’'.

Bevis. Lat eq,..., e, vara en bas for W 6ver K och lat oss komplettera denna bas till en bas
€ly.enyEry... ey for V 6ver K. Det finns en linjar avbildning f : V' — W sadan att f(e;) = ¢;
dal<i<roch f(e;) =0dar <i<n (observera att f begrinsad till W &r identiteten pa
W). Betrakta en ny linjar avbildning ¢ : V' — W som definieras pa foljande sétt:

olo) = 7 207 Sa0)

geG

Vi pastar att ¢ ar en homomorfism av G-moduler dvs ¢(gov) = gow(v) for varje gy € G och
v € V. I sjéalva verket har vi

@ (gov) e Zg f(gg0v e Zgoh () = gop(v),

geG heG

dir h = ggo ger alla element i G da g 16per 6ver alla element i G. Nu kontrollerar vi latt att
o) =vdave Wty g-tf(gv) = g tgv = v for varje g € G och v € W. Som vi vet #r
W’ = Ker ¢ en G-delmodul till V' (se (9.10)). Vi skall slutligen kontrollera att

V=waeW.

Om v eV sairv=ep)+ (v—p)) varvid p(v) € W och v — p(v) € W ty p(v — p(v)) =
©(v) — p(v) = 0. Detta visar att V=W + W'. Men WNW’' = (0) ty w € W N W’ ger att
pv)=v=0. Alltsa a&r V=W o W". O

(9.16) Maschkes sats. Lat G vara en dndlig grupp. Da dr varje G-modul en direkt summa
av trreducibla G-moduler, dvs om ett dndligt dimensionellt rum V over K dr en G-modul sa
arV=Wi1&---eW,, dir W; dar irreducibla G-moduler.
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Bevis. Vi bevisar satsen med induktion med avseende pa dimensionen av V over K. Om
dimV = 1 eller, mera allmént, V &r irreducibel s &ar pastaendet klart. Annars har man
en irreducibel G-delmodul W till V' (t ex en delmodul # (0) av minsta méjliga dimension).
Enligt (9.15) ar V = W7 & W’ for en G-delmodul W’. Nu kan vi anvénda oss av induktion
ty dim W’ < dim V. O

Néagot senare visar vi att om V &r given sa &ar de irreducibla modulerna W; i Maschkes sats
entydigt definierade sa nér som pa en isomorfism av G-moduler. Mera exakt visar vi att om
V=Wi@..W,och V=W&...W/, dar W; och W/ &r irreducibla G-moduler sa &r r = 7’
och W; = W! vid lamplig numrering av delmodulerna. Var huvuduppgift ar att hitta alla

(2
W;. Tyvéarr ar denna uppgift mycket svar, men vi kommer att bevisa nagra satser som ger

en mojlighet att hantera relativt okomplicerade grupper.

Schurs Lemma.

Ett mycket viktigt resultat som vi kommer att anvénda ofta i fortsattningen &r Schurs Lemma:
(9.17) Schurs Lemma. LditT : G — GL(V) och T' : G — GL(V') vara irreducibla
grupprepresentationer av G och lat ¢ : V- — V' vara en linjir avbildning sadan att T'(g)p =
©T'(g) for varje g € G. Da dr ¢ en isomorfism (och saledes dr representationerna isomorfa)

eller ¢ = 0.

Bevis. Lat

W =Kerp ={x €V :p(z) =0}

W ar ett G-invariant delrum till V' (se (9.10)). Men T é&r irreducibelt sa att W = V eller
W = (0). I forsta fallet &r ¢ = 0. I andra fallet &r ¢ injektiv. Vi visar att ¢ dven ar surjektiv.
(V) &r ett G-invariant delrum till V' (se (9.10)). Alltsa ar (V) = V' ty T” &r irreducibelt
och (V) # (0). Detta visar att ¢ &r en isomorfism i det andra fallet. O

Vi skall anteckna tva enkla och mycket viktiga foljdsatser av Schurs Lemma:

(9.18) Foljdsats. Lat T : G — GL(V) vara en irreducibel grupprepresentation av G éver C.
Om ¢ :V — V dr en linjar avbildning sadan att ¢T(g) = T(g)p for varje g € G sa existerar
A € C sa att p(v) = v for varjev € V.

Bevis. Lat A vara ett egenvérde till ¢. Da har man

(o= AT(g) =T(g9)(p — M)
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Alltsa ar ¢ — A\ = 0 enligt Schurs Lemma ty det(¢ — AI) = 0. Detta betyder att ¢(v) = Av
for varje v € V. g

(9.19) Foljdsats. Lat T : G — GL(V) vara en irreducibel representation av en abelsk
grupp G éver C. Da dardim V =1 (dvs T' som matrisrepresentation dr en grupphomomorfism

T:G— K*).

Bevis. For varje z € G kommuterar ¢ = T'(z) med alla T'(g), g € G. Alltsa sidger (9.18)
att det finns A\, € C sa att p(v) = A\yv for varje v € V. Detta innebéar att varje delrum W
till V' &r invariant med avseende pa alla ¢ = T'(z). Men V é&r irreducibelt sa att den enda

mojligheten ar att V' saknar icke-triviala delrum, dvs dimV = 1. ([l
(9.20) Anmaéarkning. Lat oss formulera Schurs Lemma i matrisform. Om e = (eq,...,ep)
ar en bas for V och € = (€},...,€},) en bas for V' sa har vi motsvarande matriser Te(g) =

[aij(9)], Te,(9) = [ai;(9)], och My, = [bj], dir M, &r matrisen for ¢ med avseende pa baserna

e
e och €. Da siger Schurs Lemma att likheten

Té' (Q)Mgo = MgoTe(g>

implicerar att M, &r kvadratisk med det M, # 0 eller M, = 0 (0 &r nollmatrisen). Den
forsta foljdsatsen séger att om T = T’ och representationerna ar 6ver de komplexa talen C
sa ar M, = AE, dar E betecknar n x n-enhetsmatrisen.

Funktioner pa andliga grupper. Karaktarer.

Alla funktioner

v:G—- K

bildar ett vektorrum over K under addition

(e +1)(9) = ¢(g9) +v(9)

och multiplikation med skalarer

(ap)(g) = ap(g).
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Vi skall beteckna detta vektorrum med K. Det #r klart att dimgx K¢ = |G|, ty en bas for
rummet K¢ bestar av alla funktioner ©g, g € G, sadana att

_J 1 da z=y,
wg(x)—{ 0 da =z #g.
Vihar o =3 ;¢(9)py for varje funktion ¢ € KC1t,

Pa rummet K€ definieras en bilinjar symmetrisk form:

(9.21) 0:%) = ey Z (g

geG

Man kontrollerar mycket 1att att formen (¢, 1) verkligen &r bilinjar och symmetrisk, dvs

(p1+92,90) = (p1,%) + (92,9), (9,91 +P2) = (9, 91) + (9, 92),

(ap,¢) = ale,¥),  (p,a9p) = ale, ),

och
(0, 9) = (¥, ),
ty
1
n)(h™ Y,
¥, ) |G|g§w IG\,;({J( J(h™7)
dir h = gL

(9.22) Exempel. Lat T : G — GL(V) vara en grupprepresentation och lat e = (eq,...,ey)
vara en bas for V over K. Om

TTKY har ocksa en ringstruktur och med denna #r identisk med gruppringen K[G] (se (2. 2)(h)), men vi
utnyttjar inte denna struktur hir. Funktionsrummet K€ studeras ocksd for oandliga grupper (se Ovn. 8).
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T(g)(e:) = Y aji(9)e;,
j

s& har vi n? funktioner g — a;;(g).

En mycket viktig klass av funktioner pa grupper utgor sa kallade karaktérer. Innan vi
definierar detta begrepp, lat oss repetera kort begreppet spar for en linjar avbildning.

Lat ¢ : V — V vara en K-linjar avbildning av ett vektorrum &ver en kropp K. Lat

e = (e1,...,ey) och € = (€],...,e,) vara tva baser for V 6ver K och lat P = [p;;] vara

overgangsmatrisen fran e till € dvs e; = > pjie;. Om M, &r matrisen for ¢ i den forsta
basen, och M/, i den andra, sa har man

-1
M., = P 'M,P.

Med karakteristiska polynomet fér ¢ menas

char(p) = det(xI — M.,)

Detta polynom &r oberoende av basvalet for ¢ ty
det(z] — M) = det(z] — P~"M,P) = det(P~"(zI — M,)P) = det(x] — M,).
Om M, = [a;j] sa &r
det(z] — M,) = 2" — (Z ai)r"

Koefficienten  a;; kallas for sparet av ¢ och r naturligtvis oberoende av basvalet for V' éver
K. Sparet betecknas med T'r(¢). Sparet &r alltsa summan av diagonalelementen i matrisen
for o i en godtycklig bas. Rent allmént definieras sparet av en matris A som summan av dess
diagonalelement. Det ar klart att

Tr(e+ ) =Tr(p)+Tr(y) och Tr(ap) = aTr(y)
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om ¢ och v &r linjara avbildningar av V samt a € K. I termer av matriser sager dessa likheter
att

Tr(A+B)=Tr(A)+Tr(B) och Tr(aA)=aTr(A)

da A och B #r kvadratiska matriser av samma storlek. Vi har ocksa (se Ovn. 11)

Tr(py) =Tr(ve)

och
Tr(AB) =Tr(BA).

(9.23) Definition. Lat T': G — GL(V) vara en representation av G 6ver K. Med
karaktéren xy7 av 17" menas funktionen

xr(g) = Tr(T(g)).

Karaktaren yr kommer vi ocksa att beteckna med xy .

(9.24) Exempel. Lat T : G — GL(V) vara den reguljéra representationen (se (9.2)(c))
och Xreq dess karaktar. Da ar

[ |G] omg=e
Xreg(g)_{ 0 omg#e

(Forsck forestalla Dig hur matriserna for T.e4(g) ser ut da g = e och g # e.)

Vart ndrmaste syfte ar ett bevis av foljande viktiga hjalpresultat:



152 KORT OM GRUPPREPRESENTATIONER

(9.25) Proposition. Lat T : G — GL(V) och T' : G — GL(V') vara irreducibla represen-

/

tationer av G. Late = (eq,...,e,) vara en bas for V éver K och e = (e},...,e.,) en bas for
’ I 1 »Pn

V" Gver K. Om Te(g) = A(g) = [aij(9)] och T(g) = A'(g) = [a};(9)] sa dr
(a) (aij,al;) = ﬁ > wec @ij(@)al, (x™!) =0 om T och T' inte dr isomorfa,

b) (aij

( ag) = \G| > vec @i (@)ag (z71) = 6485 om T och T' dr isomorfa, V = V' och
K =

(C

Bevis. Lat P = [p;;] vara en godtycklig n’ x n — matris med element i kroppen K. Betrakta
matrisen

Q=) A(x)PA@™").

zeG

For ett godtyckligt element g € G har man

A@)Q =) Algn)PA' (™) =Y AWPA(y™'g) = (3_ AW)PA(y~)A'(9) = QA'(9),

zeG yeG yeG

dér y = gz. Om T och T” inte ar isomorfa sa ger (9.20) att @ = 0. Alltsa ar

Z Z aj(@ pykalcl 1) = 0.

zeG j,k

Nér man véljer matrisen P sa att endast ett element p; ér 1 och alla andra ar lika med 0 sa
far man

Z CL” akl = 0,
zeG

vilket bevisar (a).

Omnu T =T (dvs A(g) = A'(g) for varje g € G) sa géller enligt (9.20) att Q@ = A\ for ett
tal A € K. Alltsa har vi

(9.26) > A(x)PA(x™!) = AL

zeG
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Lat oss rdkna ut sparet av matriserna till hoger och till vanster i den sista likheten. Da far vi

Tr()  A()PA(z™)) =Y Tr(A( =Y Tr(P)=Tr(Al),

zeG z€G zeG

ty Tr(A(x)PA(x™1)) = Tr(A(z=YA(z)P) = Tr(A(z~'z)P) = Tr(P). Alltsi &r

Tr(P)|G| = Adim V.

Likheten (9.26) sager att for godtyckliga ¢, ar

Z Z al] p]kakl ) = oA

z€G j.k

Lat oss igen vilja matrisen P sa att endast ett element p;, &r 1 och alla andra 0. Da ar
Tr(P) = d;, sa att

Z aij(@)ap(z™") = 636 1——
:CEG dim V"’

Nu kan vi visa ortogonalitetsrelationer for karaktarer

(9.27) Sats. Lat x och X' vara karaktdirer av tva olika (dvs inte isomorfa) irreducibla repre-
sentationer av G éver C. Da galler det att (x,x') =0 och (x,x) = 1.

Bevis. Lat T : G — GL(V) och T' : G — GL(V’) vara irreducibla representationer av G
med karaktdrer x och x’. Lat e = (e1,...,e,) vara en bas for V 6ver K och € = (¢},...,¢€},)
en bas foér V' over K. Lat Te(g) = [aij(g)] och T, (g) = [a};(g)]. Vi har (se (9.21)):

\G! ZX \G! Z Zau )(Zj: aji(zt))

zeG zeG i

,G|ZZau () =0

i,j z€G
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enligt (9.25)(a). Vidare har vi enligt (9.25)(b)

ty 0; =0 da i # j och ¢ loper fran 1 till n = dim V. O

Hur kan man berdkna (x,x’) da x och x’ &r godtyckliga karaktérer? Svaret foljer latt ur
féljande enkla observation:

(9.28) Proposition. Om T : G — GL(V) dr en representation av G och Wi, Wy C V dr
G-invarianta delrum till V (se (9.11)) sadana att V.= Wy & Wy sa dr xyv = Xw, + XW,-

Bevis. Om e, ..., e, ir en bas féor W7 och e,11,...,e, en bas for Wy sa ser man direkt att
sparet av T'(g) dr summan av sparen av restriktionerna av T'(g) till W och Wy (se eventuellt
(9.13)). O

En enkel induktion ger nu en generalisering av (9.29):

(9.29) Foljdsats. Om T : G — GL(V) dar en representation och V.=W; & --- & W,, ddr
W; dr irreducibla G-delmoduler med karaktdrer x; sa ar xyv = x1+ -+ + Xr-

0

Rent teoretiskt har vi nu en mdjlighet att berdkna (x,x’) genom att uppdela x och x’ i
summor av karaktérer som svarar mot irreducibla representationer. Dérefter kan vi utnyttja
sats (9.27) samt det faktum att (x,x’) ar en bilinjar form med avseende pa sina variabler.
Lat oss anteckna en mycket viktig konsekvens av den observationen och sats (9.27):

(9.30) Foljdsats. Om x dr karaktiren av en godtycklig representation av G éver C sa dr
(x> x) # 0.

Bevis. Om y ar karaktéren av en godtycklig representation 7': G — GL(V) saar V =W; @
- -@W,, dar W; ar irreducibla G-moduler med karaktarer y;. Enligt (9.29) ar x = x14+-- -+ Xx»
sa att (x,x) # 0 enligt (9.27) (man inser latt att (x,x) > r). O
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Grupprepresentationer och karaktarer.

I detta avsnitt visar vi en mycket viktig sats som sager att karaktarerna svarar en-entydigt
mot olika representationer av samma grupp. Darefter formulérar vi och bevisar en rad viktiga
foljdsatser till denna sats. Men forst behover vi ett enkelt hjalpresultat.

Lat T : G — GL(V) vara en representation av G éver K och lat L DO K vara en kropps-
utvidgning. I den situationen kan man utvidga representationen 7T till en representation 77,
av G over L pa foljande satt. Lat Vi vara ett linjart rum som har samma dimension éver L
som V har 6ver K. Lat e = (e1,...,ey,) vara en bas for V 6ver K, och f = (f1,..., fn) en
bas for Vi, 6ver L. Om

T(g)(e:) = Z aji(g)e;
sa definierar vi
Te(9)(fi) = 3 aii(9) ;-

P& det sittet far vi en ny representation Tp, : G — GL(Vy)! som man ofta kallar for
utvidgningen av 7' till L. Lat oss observera att dven om 7 &r irreducibel sa kan det
visa sig att 77, &r reducibel (se vidare Ovn. 1).

Foljande observation ar helt sjélvklar (se (9.23)):

(9.31) Proposition. LatT : G — GL(V) vara en representation av G éver K och lat
L O K wara en kroppsutvidgning. Om T, : G — GL(Vy) dr utvidgningen av T till L sa dr
XT = XTr, -

(9.32) Foljdsats. Lat T : G — GL(V) vara en representation av G éver K med karaktdren
x- Da dr (x,x) # 0.

Bevis. Lat oss utvidga representationen 7T till C. Som vi vet ar karaktéren av den represen-
tationen fortfarande lika med y och enligt (9.31) &r (x, x) # 0. O

(9.33) Sats. Lat T : G — GL(V) och T' : G — GL(V') vara tva representationer av G
i vektorrum V och V' over K. Representationerna T och T’ dr isomorfa da och endast da
deras karaktdarer ar lika dvs x7(g) = x1'(g) for varje g € G.

frummet V1 betecknas ofta med V Qx L.
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Bevis. Antag forst att T och T” ar isomorfa dvs det finns en isomorfism ¢ : V' — V' sadan
att T'(g)p = ¢T(g) for varje g € G. Da #r T'(9) = ¢T(g)¢ ! och siledes

x(9) = Tr(eT(g)e™") = Tr(e~'¢T(g)) = Tr(T(g9)) = x1(9)-

Lat oss nu anta att x7 = xpv. Lat V=W1&--- @ W, och V! =W & --- & W/, vara uppdel-
ningar av V och V' i direkta summor av irreducibla G-moduler W; och WJ’ med motsvarande
karaktirer x; och xj. Vivill visa att r = r’ och W; & W/ vid lamplig numrering av modulerna.

Enligt (9.30) har man x7 = x1 + -+ + X» och X = x}] + -+ + x,v. Vi skall anvénda oss av
induktion med avseende pa sammanlagda antalet direkta summander 7 + 1. Om r + 1" = 2,
dvs V.= Wj och V! = W], sa innebér likheten x1 = x} att V= V' ty V 22 V'’ ger enligt
(9.27) att (xr, x77) = 0, vilket strider mot att (xr, x77) = (x7, x1) # 0.

Antag nu att 7 + 1’ > 2 och att ) inte finns bland x1,...,x,. Da ar

r r/

Oersx1) = (i x4) =0 och (xrv, x4) = Y (i X4) # 0.

i=1 =1

Den motségelsen visar att x} maste finnas bland x1, ..., x,. Lat oss numrera om karaktérerna
sa att x1 = xj. Da far vi att Wi = W/ som G-moduler och xo2 + -+ xr = X5+ - + X
(observera att r 4+ 1’ > 2 ger att r > 1 och ' > 1 ty r = 1 eller ' = 1 skulle innebéra att Wy
eller W{ hade varit reducibel). Nu kan vi tillimpa vart induktiva antagande pa G-modulerna
Wo@®---®W, och Wj@--- @ W, (med antalet av irreducibla summander r + ' — 2). Vi far
r—1=17r"—1och Wy W, ..., W, = W/ vid lamplig numrering av summanderna. O

Lat V=W ®---®W,, dar W; ar irreducibla G-moduler. Bland modulerna W; kan finnas
isomorfa. Om W ar irreducibelt och exakt m bland modulerna W, ar isomorfa med W sa
sdger man att W har multipliciteten m i V.

(9.34) Foljdsats. Lat T : G — GL(V) vara en representation av G éver C med karaktdren
X, och lat Ty : G — GL(Wy) vara en irreducibel representation av G éver C med karaktdren
Xo- Da ar multipliciteten av Vy i V' lika med (x, x0)-

Bevis. Lat V =W; & --- ® W,, dar W; ar irreducibla G-delmoduler med karaktérer y;. Om
Vo ér isomorf med m summanderna bland W sa ar (x, xo) = m ty (xi, xo) = 1 da Vj och W;
ar isomorfa och (i, xo) = 0 om de inte &r isomorfa (se (9.27)). O

(9.35) Foljdsats. Varje irreducibel representation Ty : G — GL(Vp) dr en delrepresentation
till den reguljdra representationen av G med multipliciteten xo(e), ddr xo dr karaktdren av Tp
och ng dar dess dimension. Om Xreq ar karaktdren av den reguljdra representationen sa dr
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Xreg = Z Xi(e)Xi7
)

dar x; loper over karaktirerna av alla irreducibla representationer av G.

Bevis. Vi har

(Xrega XO) ‘G’ Z XTeg XO l) = XO(e) =Np

geG

sa att pastaendet foljer ur (9.34) med den reguljéra representationen 7' : G — GL(K™), dér
n=|G|. O

Foljande viktiga resultat &r en direkt konsekvens av (9.35):

(9.36) Foljdsats. Varje dndlig grupp har endast dndligt manga icke-isomorfa irreducibla
representationer over K.

(9.37) Proposition. Lat G vara en dndlig grupp och lat ny,...,n, vara dimensionerna av
alla irreducibla representationer av G dver C med karaktdarerna x1,...,Xxr. Da gdller

2
T

och for varje g € G, g # e,

anl(g) +F anr( ) =0.

Bevis. Enligt (9.35) ar

Xreg(€) = |G| = sz e)xi(e) =Y _n?,

[

och for varje g € G, g # e, ar
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0= Xreg(g) = ZXi(e)Xi(g) = ZTLZXl(g)

(9.38) Anmérkning. Man kan visa att dimensionerna n; av de irreducibla representa-
tionerna av G ar alla delare till ordningen |G|. Tyvérr kraver beviset av den satsen nagra
nya begrepp som vi inte kan introducera i denna text. Men resultatet foljer relativt enkelt
ur (9.42) om man vet att karaktdrernas vérden x(g) ar algebraiska heltal, dvs komplexa tal
som satisfierar algebraiska ekvationer med heltaliga koefficienter och hogsta koefficienten lika
med 1.

(9.39) Exempel. Vi skall beskriva alla irreducibla representationer av symmetrigruppen
D3 for en liksidig triangel. Vi har |D3| = 6. Ds &r inte abelsk sa att det finns irreducibla
representationer av dimension > 1 (se (9.2)(b) och Ovn. 4). Den enda méjligheten &r alltsa
uppdelningen

6=1%+1%2 422

(se (9.37)) sa att D3 har tva irreducibla representationer av dimensionen 1 och en irreducibel
representation av dimensionen 2. Det ar latt att hitta alla dessa representationer. Den 2-
dimensionella representationen 7" ges i (9.2)(b). Man visar att den &r irreducibel i (9.12)(b).
En av de tva 1-dimensionella representationerna ar den triviala Th : D3 — GL(C) = C*, dér
T1(g) = 1 for varje g € G. Den andra representationen av dimensionen 1 &r Ts(g) = det (7'(g)),
dar T ar den 2-dimensionella irreducibla representationen. Representationerna 717 och T ar
inte isomorfa ty deras karaktérer &r olika (dvs 77 och Ty &r olika som funktioner).

(b) Lat G = Z/nZ. G &r en abelsk grupp, sa att alla irreducibla representationer har dimen-
sionen 1 (se (9.19)). Deras antal ar saledes n i enlighet med (9.37). Dessa representationer
gesav T;: G — GL(C)=C* for j =0,1,...,n—1, dér

Man kontrollerar latt att varje T); ar en grupphomomorfism. Olika 7} definierar icke-isomorfa
representationer darfor att de har olika karaktérer (helt enkelt dr de olika t ex da g = [1],).

Om G &r en godtycklig dndlig abelsk grupp, sa kan man uppdela G i en direkt summa av
cykliska grupper och darefter beskriva alla irreducibla representationer GG, dvs alla gruppho-
momorfismer G — C*.
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0

Vi moter flera andra exempel pa en beskrivning av alla irreducibla representationer av olika
grupper i samband med 6vningar.

Antalet irreducibla representationer.

I detta avsnitt kommer vi att forklara hur gruppstrukturen ar relaterad till antalet av irre-
ducibla representationer. Karaktarerna spelar ocksa hér en mycket viktig roll.

(9.40) Definition. En funktion ¢ : G — C kallas C central om @p(gzg™!) = ¢(x) for
godtyckliga g,z € G.

O

Som exempel pa centrala funktioner pa G lat oss ndmna karaktérerna. I sjalva verket har
man

x(grg™") =Tr(T(gzg™")) = Tr(T(9)T(x)T(g7")) =

Tr(T(g~ T (9)T(x)) = Tr(T(x)) = x().
ty for godtyckliga linjara avbildningar ¢, ¢ géller det att Tr(py) = Tr(vp).

Lat oss pamina om att tva element x och 2’ i en grupp G kallas konjugerade om det finns
g € G saatt 2/ = grg™!
Vi skall beteckna med C1,...,Cs dess ekvivalensklasser (dvs klasser av konjugerade element
i G). Den sista definitionen séger att med en central funktion ¢ pa G menas en funktion som
har samma véirde pa varje konjugatklass C;. Vi skall beteckna detta virde med ¢(C;). De
centrala funktionerna pa G ar helt enkelt alla funktioner pa konjugatklasserna.

. Denna relation mellan gruppens element &r en ekvivalensrelation.

Det dr klart att alla centrala funktioner pa G bildar ett delrum till rummet C¢ av alla
funktioner pa G. Vi skall beteckna detta delrum med Z[G]" . Rummet CY ir forsett med
symmetrisk bilinjar form (p,1). Foljande observation &r nastan sjélvklar:

(9.41) Proposition. dimc Z[G] = s, ddr s dr antalet konjugatklasser i G.

Bevis. Lat C1, ..., Cs beteckna alla konjugatklasser i G. Lat @; for i = 1,..., s vara centrala
funktioner pa GG sadana att

t«7” kommer fran tyskans “Zentrum”.



160 KORT OM GRUPPREPRESENTATIONER

(2) = 1 om x € Cj,
Pt = 0 om z & C;.

Om nu ¢ &r en godtycklig central funktion pa G sa har vi

o= Zs& )i,

dvs p; genererar Z[G|. Det ar ocksa klart att ¢; ar linjart oberoende 6ver C ty likheten

S
Z a;ip; =0
i1

ger efter insdttningen av ett element z € C; att a; = 0. O

Vart narmaste syfte ar ett bevis for att antalet irreducibla representationer av G 6ver C &r
lika med antalet konjugatklasser i G. Vi ténker visa att karaktarerna av irreducibla repre-
sentationer av G bildar en bas i rummet Z[G], vilket ger att antalet sadana karaktérer &r
lika med rummets dimension som enligt (9.41) sammanfaller med antalet konjugatklasser. Vi
behover ett hjalpresultat:

(9.42) Lemma. Lat f vara en central funktion pa G och lat T : G — GL(V') vara en
wrreducibel representation av G over C med karaktiren x. Definiera ¢ : V — V' med hjilp av
formeln:

e=> flgHT

geG

Da dr ¢(v) = M forv eV och

_ G|
 dimV

(f,x)-

Bevis. Lat gy € G vara ett godtyckligt element i G. Da har vi

T(g5 )T (90) = > Flg7 )T (95 990) = D flgoh™ g5 )T (h) =D fF(h"HT(h) = ¢,

geG heG heG
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déar h = go_lggo 16per 6ver alla element i G da g gor detta. Alltsa ar ¢T'(go) = T'(go)p for
varje go € G. Enligt Schurs Lemma (se (9.18)) &r ¢(v) = Av for ett komplext tal A, dvs
@ = A, dér I ar den identiska avbildningen av V. Nu réknar vi sparen till héger och till
vanster i likheten

A =" flg T (g).

geG

Vi far

Adim V=" f(g7)x(9) = GI(f,x),

geG

vilket bevisar (9.42). O

Nu kan vi visa vart huvudresultat i detta avsnitt:

(9.43) Sats. Lat x1,--.,Xr vara alla olika irreducibla karaktdirer éver C av en dandlig grupp
G. Da bildar dessa karaktirer en bas i rummet Z|G| (ortonormal med avseende pa (,)).

Bevis. Lat X beteckna delrummet till Z[G] genererat av karaktérerna av G. Vi vet att varje
karaktar &r en summa av y;. Dessa karaktérer bildar en ortonormal bas i X med avseende
pa den bilinjara formen (¢,1) enligt (9.27). Déarfor dr dessa karaktérer linjart oberoende
over C (se Ovn. 6.12). Vektorerna y; kan kompletteras till en ortogonal bas fér hela rummet
Z|G]. Antag att det finns i denna bas en vektor f € Z[G] utéver ;. For varje representation
T :G — GL(V) definiera

or =Y flg)T(9).

geG

Om T &r irreducibel och har karaktéren x (en av y;) sa ger (9.42) att op =0 ty

Om T inte ar irreducibel sa ar V. =Wy & --- @ W,., dar W; ar irreducibla. For varje delrep-
resentation T; = Tjy, giller det att o1, = 0, dvs o7 = 0 pa W;. Alltsa ér o7 = 0 pa hela
V. Lat oss som T vélja den reguljira representationen T}, (se (9.2)(c)) och lat ey, vara den
basvektor som svarar mot det neutrala elementet g1 = e i G. Vi far
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0=¢r,.,(eq) = Z f(gil)Treg(g)(em) = Z f(gil)egm = Z f(gil)eg‘

geG geG geG

Men e  ér linjirt oberoende (se (9.2)(c)) sa att f(g~') = 0 for varje g € G. Detta visar att
f =0, vilket strider mot forutsattningen att f var en av basvektorerna. Vi konstaterar att
karaktdrerna y; sjalva utgor en bas i Z[G]. Satsen ar bevisad. O
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OVNINGAR

9.1.

9.2.

9.3.

9.4.

9.5.

9.6.

Lat G vara gruppen av alla vridningar av en kvadrat (|G| = 4).

(a) Skriv ut en matrisrepresentation av G 6ver R som en grupp av linjdra avbildningar
av planet R2.

(b) Ar representationen i (a) irreducibel Gver R?

(c) Motivera att matrisrepresentationen i (a) utvidgad till C (dvs betraktad som bestaende
av matriser i G Ly(C)) #r reducibel. Vilj en bas i C? s& att G representeras av diagonala
matriser.

Lat U vara gruppen av alla vridningar av cirkeln 22 + y> = 1 i R2. Lat # beteckna
vridningen vinkeln 6, dar 0 < 0 < 2.
(a) Visa att

- cos @ —sin 6
T®) = [ sin 6 cos 6 ]

ar en matrisrepresentation av U over R.

(b) Betrakta matriserna i (a) som representation av U 6ver C och visa att den utvidgade
representationen ar reducibel 6ver C.

Lat G = S, vara den symmetriska gruppen av graden n, dvs gruppen av alla bijektiva
funktioner o : X — X, dar X = {1,...,n}. Lat V = K" och lat ¢; = (0,...,1,...,0)
med 1 pa i-te platsen.

(a) Visa att T': S, — GL(K™) ar en linjér representation om man definierar

T(o)(ei) = eq(i)-

(b) Lat U besta av alla vektorer (z1,...,2,) sadana att >, x; = 0. Visa att U é&r ett
T-invariant delrum till K™. Visa ocksa att delrummet U ar irreducibelt.

(c) Visa att delrummet W = Ke, dér e = e + - -+ + e, ar T-invariant. Vad ar det for
linjar representation av G som definieras av W7

(a) Lat G vara en dndlig grupp. Visa att varje irreducibel representation av G 6ver C
har dimensionen 1 da och endast da gruppen G ar abelsk.

(b) Ar pastaendet i (a) sant da man ersitter C med R?

Lat KerT'={ge€ G:T(g) =1}, déar T : G — GL(V) ar en representation av en grupp
over en kropp K. Lat N en normal delgrupp till G. Visa att det finns en naturlig
motsvarighet mellan alla representationer av G/N 6ver K och alla representationer T°
av G over K sadana att N C KerT.

Lat x : G — K* och T : G — GL(V) vara representationer av en grupp G. Motivera
att aven T, dar (xT)(g) = x(9)T(g), ar en representation av G. Ge exempel som visar
att T och xT kan, men behéver ej, vara olika (icke-isomorfa).
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9.7.

9.8.

9.9.

9.10.

9.11.

Ge en beskrivning av alla irreducibla representationer 6ver C av foljande grupper:

(a) Kleinfyragrupp dvs Z/(2) x Z/(2),

(b) Kvadratgruppen Dy, dvs symmetrigruppen for en kvadrat (observera att |D4| = 8).
(c) Symmetrigruppen for en regelbunden tetraeder Sy (hér &ar |Sy| = 24).

Ledningar. (b) Man inser latt att det finns exakt en irreducibel representation av
dimensionen 2 genom att studera uppdelningar av 8 i summor av kvadrater (observera
att gruppen inte ar abelsk!).

(c) Den naturliga representationen av alla kongruensavbildningar av tetraedern i rymden
ger en irreducibel representation 73 av dimensionen 3. Genom att utnyttja Ovn. 6 och
karaktéren x(g) = det T5(g) far man en annan irreducibel representation av dimensionen
3. Vidare innehaller S; en normal delgrupp Vj bestaende av alla jamna permutationer
av ordningen < 2. Motivera att Ss4/Vy = D3 och utnyttja (9.2)(b) for att konstruera en
irreducibel representation av dimensionen 2. Det ar latt att hitta alla representationer
av dimensionen 1.

Lat G vara en grupp och lat X vara en méngd. Lat G x X — X, dér (g,z) — gz, vara
en verkan av G pa X, dvs (g192)x = g1(g27) och ex = x da ¢1,92,9 € G, z € X samt e
ir det neutrala elementet i G. Lat K vara en kropp och lat V = KX = {f : X — K}.
V &r ett vektorrum 6ver K med vanlig addition (f; + f2)(z) = fi(x) + fo(x) samt
multiplikation med skalérer (af)(z) = af(xz) da x € X och a € K. Motivera att
T:G— GL(V), dar

[T(9)(H)z) = flg~")

ar en representation av G i V over K.

Anmaiarkning. Situationen i denna 6vning dr mycket vanlig och mycket viktig. Ob-
servera att om G verkar fran hoger, dvs X x G — X sa definieras T sa att

[T(9)(N(x) = f(xg).
Vad hiénder om man i stillet for f(g~'z) tar f(gx)?

Alla vridningar av en kub bildar en grupp G (isomorf med Sj). Betrakta rummet V'
av alla funktioner f : X — C, dar X &r méngden av 6 sidor av kuben. Lat T vara
representationen av G konstruerad i enlighet med Ovn. 8. Ar denna representation
irreducibel ? Skriv ut 3 matriser T'(¢g) vid ett val av en bas for V.

Man séger att en representation T': G — GL(V) 6ver K = R (resp. C) ar ortogonal
(resp. unitér) om det finns b : V x V — K, dér b definierar V' som euklidiskt (resp.
unitart) rum 6ver K sa att b(T(g)(x),T(g9)(y)) = b(z,y) da x,y € V och g € G. Visa
att varje representation 7' ar ortogonal (resp. unitér) om G ar &ndlig.

Ledning. Vilj by : V x V — K sa att by(z,z) > 0 da x € V, x # 0. Definiera
b(z,y) =2 gec bo(T(9)(@), T(9)(y)).

Lat ¢ och 9 vara linjdra avbildningar av ett linjart rum V &ver en kropp K. Visa att
Tr(pp) = Tr(e).
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9.12.

9.13.

Lat G vara en grupp och K en kropp.

(a) Visa att endimensionella representationer av G &r i 1-1 motsvarighet med alla grup-
phomomorfismer y : G — K* (olika grupphomomorfismer ger olika dvs icke-isomorfa
grupprepresentationer).

(b) Lat G vara andlig. Visa att antalet icke-isomorfa endimensionella representationer
ar lika med ordningen av gruppen G/G’, dar G’ d&r kommutatorgruppen av G (se Ovn.
1.17).

Lat G vara en grupp, K en kropp och Vi, V5 tva K|[G]-moduler. Visa att man kan
definiera Vi ® g V2 som K[G]-modul genom formeln g(v; ® va) = gv; ® gus.
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Kapitel 10

GRUPPREPRESENTATIONER
OCH LIEALGEBROR

Beskrivningen av alla grupprepresentationer for en oandlig grupp ar oftast mycket svarare
an i det dndliga fallet. Samtidigt spelar sidana grupprepresentationer en mycket stor roll
bade i rent matematiska sammanhang och i samband med olika tillaimpningar. Lat oss bara
nidmna att t ex Fourierserier kan pa ett naturligt sitt relateras till linjara representationer av
cirkelgruppen (alla vridningar av en cirkel), representationer av SU-grupper spelar en mycket
viktig roll i elementéarpartiklarnas fysik, representationer av Galoisgrupper av de algebraiska
talen och G L-grupper 6ver de reella talen och de p-adiska talen utgor vitala delar av talteorin.
Teorin for linjara grupprepresentationer av odandliga grupper &ar starkt beroende av en ofta
avancerad analytisk och topologisk apparat. Darfor begréansar vi oss héar till nagra allménna
begrepp och forsoker forklara hur algebraiska strukturer — sarskilt Liealgebror — trader in i
samband med studier av grupprepresentationer av oéndliga grupper.

Lat G vara en grupp och ® : G — GLk (V) en representation av G i ett dndligt dimensionellt
vektorrum V' 6ver en kropp K. Oftast &r man intresserad av matrisgrupper bestaende av

element ur matrisringar M, (K), dar K &r en fullstindig kropp som t ex R, C eller

@p (se (14.14)). Om | | &r en norm pa K sa kan man definiera en norm pa M, (K):

(10.1) [EE

dér A = [a;;] € My, (K). Man kontrollerar latt att || || uppfyller de vanliga villkoren:

(a) |4 = 0 och Al =0 A =0,
(b) [[All = || - 4],

(c) |4+ BJ| < [l + | B,

(d) [[AB] < || A]||BIl

167
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Funktionen d(A,B) = ||A — BJ| for A, B € M, (K) definierar en topologisk (hér metrisk)
struktur pa G C M, (K). I sadana fall betraktar man kontinuerliga representationer ¢ : G —
GL(KN)! dvs sadana att funktionen ® #r kontinuerlig m.a.p. konvergensen definierad av || ||.

For representationer av dndliga grupper spelar K-algebran K[G] av alla funktioner ¢ : G — K
en stor roll. For odndliga grupper ar dock formeln for multiplikation:

(p0)(g) = D w(h)p(h)

hh'=g

meningslos. Man kan begransa sig till funktioner ¢ med ¢(g) = 0 for néstan alla g, men en
sadan ring K[G] forlorar da sin viktigaste egenskap att varje irreducibel G-representation &r
en direkt summand i den reguljéra, dvs den som definieras av K[G]-modulen K[G]. Déarfor
ersitter man K[G] med andra algebraiska objekt relaterade till G. En metod &r att betrakta
ringar bestaende av rikligare funktionsklasser pa (G. En annan metod, som kan tillampas da
G &r en Liegrupp (en grupp med analytisk struktur som é&r rikare &n rent topologisk — se
(10.5)), ar att anvénda en mycket effektiv apparat av Liealgebror. Vi skall diskutera kort
dessa tva metoder.

(10.2) Rummet K&. Lat K¢ vara K-vektorrummet av alla funktioner ¢ : G — K med
addition (¢ +¥)(g9) = ¢(g) + ¥(g) och multiplikation med sklarer (ap)(g) = ap(g) for a €
K, ge G. Lat

d:G — GL(KY),

dar
[®(9)(0)](h) = @(g~"h)

for ¢ € K% h,g € G. Man kontrollerar litt at ®(g1g2) = ®(g91)®(g2). (Observera att
[®(9)(p)](h) = ¢(gh) skulle leda till (g2)P(g1)!). Representationen ® kallas helt allmént for
reguljir. Om G ir dndlig kan man definiera ringstrukturen pa K¢ sa att K¢ = K[G] (se

(2.2)(h)).

Varken K[G] eller K¢ tar hinsyn till den topologiska strukturen pa G' (om G har en sadan).
Vanligen viljer man lampliga delrum till K¢. Om t ex G #r en topologisk grupp (t ex
RT,CH,R*,C*, T = {2z € C: |z| = 1} med naturlig topologisk struktur) och p &r ett matt (t
ex Lebesguemattet), sa betraktar man rummet L?(G, u) C K€ bestiaende av alla funktioner
¢ : G — R (eller C) sadana att ¢ r métbar m.a.p. p och [, ]e(g)|*du < oo (mera exakt
bestar L?(G, 1) av ekvivalensklasser av sidana funktioner dir tva funktioner identifieras da
de ér lika niistan 6verallt pa ). Som bekant #r L?(G, i) ett Hilbertrum med skalirprodukten:

TOm V = KV skriver vi GL(K™) i stillet for GLx (K™).
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(0, %) = /Gw(g)tb(g)du-

Man betraktar kontinuerliga representationer ® : G — GLg(V), dar V. = R",C" (dvs sadana
att funktionen G x V' — V', dér (g,v) — ®(g)(v) ar kontinuerlig). Man séger att V &r enkel
om det inte finns icke-triviala delmoduler W C V sadana att W &r slutet som ett delrum till
V och G x W — W &r kontinuerlig (se (9.14)).

Om G ar en kompakt grupp (i vart fall da G C M,,(K) och topologin definieras av || || betyder
det att méngden G ar sluten och begriansad) far man en teori som liknar representationsteorin
for dndliga grupper. Bl a far man att varje enkel G-representation &r en direkt summand i
L?(G,p). Om G ér abelsk sa #r varje enkel representation av dimension 1, och L?(G, ) &r
en direkt summa (i topologisk mening) av alla och olika enkla G-moduler (jfr (9.16)).

(10.3) Exempel. Lat G =T = {z € C: |z| = 1} = R/27Z. Man kan ocksa beskriva 7' som
gruppen av alla matriser

cosf —sinb
sin @ cos 6

] € My(R)

0 € [0,2n[. T &r en kompakt topologisk grupp (med topologin inducerad fran R — man kan
tolka 7" som [0, 27| med 0 och 27 identifierade). T" kallas ofta torus. Betrakta pa T' mattet
o= %, dir df ar Lebesguemattet pa R. Det finns en-entydig motsvarighet mellan alla
funktioner ¢ : T'— C och alla funktioner ¢ : R — C sadana att p(z + 27) = ¢(z), v € R.
Betrakta rummet L?(T, ). T dr abelsk sa att alla irreducibla (= enkla) representationer av
T har dimension 1. Man kan latt skriva ut sadana representationer — men det &r mycket

svarare att visa att det inte finns nagra andra:
D, :T —C*, &,(0)=e" n=0,41,+2,43,....

®,, definierar en T-modul’: M, = C, dir T x C — C ges av (0,2) — ze™. Nu vet vi
att L2(T, u) ér en direkt summa av alla M, dvs om ¢ € L*(T, u) s finns det en entydig
uppdelning

o= on

fOm G &r en grupp sé séger man att en abelsk grupp M #r en G-modul om det finns en funktion Gx M — M
som mot (g, m) € G x M ordnar gm € M varvid em = m, (g1g2)m = g1(gam), g(m1 + m2) = gm1 + gmz. Om
M &r en R-modul och g(rm) = r(gm) for varje r € R s kan M betraktas som en R[G]-modul pa ett naturligt
satt. Omvéant kan varje R[G]-modul betraktas som en G-modul som satisfierar den sista likheten.
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T

dir ¢, € M,, dvs ¢, = 2, och serien konvergerar till ¢ i L*(T,u) m.a.p. || =
J7 le(g)Pdp. Detta pastaende om L*(T, ) dr alltsé den vélkinda satsen om Fourierserier.

0

(10.4) Exempel. Lat

G:Sng{[_g ;i:|:21,22€@ och |z1|2+|z2|2:1},

Lat M, = {ZiJrj:n aijz'y’, a;j € C, 0 < i, j <n}, dvs M, ir vektorrummet av alla polynom
av grad n i z,y. Definiera:

(@, (A)p](z,y) = planz + a1y, a2z + ay),

dar

a a
A= = G,
az1 a2

och p € M,. Det ar liatt att kontrollera att ®,, : SUs — GL(M,) ar en representation
(observera att M, = C"!). Man visar att ®, ger alla irreducibla representationer av SUs
(s& nér som pa isomorfism). Ett bevis av dessa pastaenden brukar man genomféra med hjalp
av Liealgebran av SUsy (se vidare (10.20)(c)). M, #r direkta summander i L?(G,u) med
lampliga multipliciteter. Vi avstar fran att definiera mattet p och multipliciteterna.

Grupprepresenttioner av topologiska grupper (kompakta och lokalt-kompakta dvs sadana att
varje punkt har en omgivning vars slutna holjet ar kompakt t ex RT, C*t, GL(n,R) osv.) ar
mycket rika och deras presentation kréver minst lika mycket topologi och analys som algebra.
I &nnu storre grad ar teorin for Liegrupper och deras representationer mera en del av analys
an algebra. Icke desto mindre dgnar vi lite tid at att diskutera samband mellan Liegrupper
och motsvarande Liealgebror.

(10.5) Definition. Man séger att G &r en Liegrupp om G &r en grupp, G ar en C°°-
mangfald (se (5.28)) och funktionerna G x G — G, dér (g1,92) — g192 och G — G, dér
g+ g~ #r C™-funktioner (kortare: G x G — G, dir (g1, g2) +— 9192_1 ar en C*°-funktion).

0

(10.6) Exempel. (a) Lat G vara gruppen av alla matriser
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a b
[0 1}, a,beR, a#0,

med avseende pa matrismultiplikation. Om man ordnar mot en sadan matris punkten (a,b) €
R? far man en bijektion av G pa en Sppen delmingd till R2. P& detta sitt definierar man
pa G strukturen av en C*®°-mangfald (med en enda karta U = G och g : U — R?). G ir en
Liegrupp dérfor att operationen (A, B) — AB~! &r C*°:

a1 b as by -1 |l a b1 a,2_1 —CLQ_le . a1a2_1 —alaglbg + b1
0 1 o 0 1 o 0 1

sa att avbildningen ¢ : G X G — G ges av

((a1,b1), (a2,b2)) — (¢i1(a1, b1, az,b2), pa(a1,br,az,b2)),

déiI‘ ng(CLl,bl,ag,bg) = alagl OCh g@g(al,bl,ag,bg) = —alaglbg —+ bl.

(b) GL(n,R) och GL(n,C) &r Liegrupper. A € GL(n,R) kan identifieras med foljden (a;;) €
R"Q, dér det[a;;] # 0. Pa detta sétt ar GL(n,R) en 6ppen delméngd till R™ och kan betraktas
som méngfald med hjilp av en enda karta U = GL(n,R) C R"". Avbildningen (A4, B)
AB™! dr O, vilket foljer direkt ur formlerna fér matrismultiplikation och invers (jfr (a)).
Niéir det giller GL(n, C) identifierar man dess element med punkter i R2"”,

(c¢) Automorfismgrupper av kvadratiska former 6ver R och C (O(n), O(p,q),U(n),U(p, q) osv
—se Kap. 6) &r alla Liegrupper, men bevisen att de d&r C°°-mangfalder ar inte helt sjélvklara.
Konstruktioner av kartor ar inte lika enkla som i (a) och (b). Vi ger en ganska enkel och
allmén metod i Ovn. 5, men en mera naturlig plats for den aspekten &r analys. S&a snart
man har C*-strukturen pa dessa grupper konstaterar man utan nagra problem att de ar
Liegrupper dvs att gruppoperationerna ar C'°°-funktioner.

0

I den diskussion som f6ljer kommer vi att begrdnsa oss till Liegrupper GG bestaende av matriser
(reella eller komplexa) med multiplikation som gruppoperationt. For en matris X kommer vi
att beteckna med (X);; dess element. Lat A € M, (R). Man visar litt (se Ovn. 1(a)) att for
varje (i,j) ar serien:

1 1
(D) + (A)ij + Q(AQ)z‘j + Q(Ag)ij +..

'T ex &r RT isomorf med alla matriser { (1) CIL } , & € R m a p multiplikation.
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A

konvergent. Man definierar e” som matrisen med dessa element dvs

1 1
(10.7) eA:I+A+§A2—|—§A3—|—.....

Man visar att

(10.8) etef =B om AB=DBA

(se Ovn. 1(b)). Harifran foljer direkt att dete? # 0 ty ede 4 = ¢” = I (0 betecknar en
nollmatris) sa att det(e? -e=4 = 1).

(10.9) Definition. Med en kurva i G menar man varje kontinuerlig funktion

7y :]a,b[— G.

Man siiger att v dr glatt om for varje u €]a, b| existerar derivatan 7/(u) € M, (R)'T. Man
sager da att 7/(u) ar tangentvektorn till v i punkten g = y(u) € G.

(10.10) Exempel. Lat G = GL(n,R) och lat y4(u) = e, A € M,(R), u € R. Da &r
Ya : R — G en glatt kurva: ~(u) = Ae™ och 4/,(0) = A. Observera att i detta fall
ar va(uy + u2) = ya(ui)ya(uz) (se (10.8)). En kurva av typen ¢ : R — G, dér ¢ ar en
grupphomomorfism dvs ¢(u; + uz) = ¢(u1)e(uz2), kallas enparameter delgrupp till G.
Sadana ¢ spelar en mycket viktig roll i teorin fér Liegrupper. Om G = GL(n,R) sa ar alltid
o(u) = eA" for en lamplig A € M, (R).

Om 7,4 :]a,b[— G &r tva kurvor definierar man deras produkt:

(¥0)(u) = y(w)d(u) € G.

Om v och ¢ ar glatta sa ar dven ~d glatt och

(70)' () =7 (u)d(u) + v (u)d' (w).

TTObservera att v :]a, b[— R™ och ¥ (u) = [vi;(w)] da y(u) = [vi;(w)].
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I sjélva verket har vi y(u) = [yi5(u)],d(u) = [6;5(u)] och (v0)i;(w) = > vir(u)dn;(u) sa att

(16)L5 (1) = 3l (1) ) + 3 i ()0 ().

Vi vill underséka kurvor som gar genom neutrala elementet e € G (dvs e = I enhetsmatrisen).
For enkelhets skull antar vi att 0 €]a, b och v(0) = e fér sadana kurvor.

(10.11) Proposition. Ldat T, vara mdngden av alla tangentvektorer v'(0) till alla kurvor
v :Ja,b]— G med v(0) = e. Da dr T. ett vektorrum dver R.

Bevis. Om +/(0),0'(0) € Te sa &r v6(0) = v(0)d(0) = e och

(70)'(0) = +'(0) + &'(0) € Te.

Om +'(0) € T, och r € R sa ar 6(u) = y(ru) en kurva sadan att §(0) = v(0) = e och
8'(0) = rv/(0) € T.. O

(10.12) Definition. T, kallas tangentrummet till G i punkten e. dimg 7T, kallas dimen-
sionen av G.

Tangentrummet har en rik algebraisk struktur — Liealgebrastrukturen. Lat oss repetera rele-
vanta definitioner ur Kapitel 2:

(10.13) Definition. En ring R kallas en Liering om
a(be) + b(ca) + c(ab) + 0 (Jacobi identiteten) ocha® = 0

for godtyckliga a,b,c € R. L kallas abelsk om ab = 0 fér godtyckliga a,b € L. Om R ar en
Liering och samtidigt en K-algebra sa siger man att R &r en Liealgebra 6ver K (se (4.18)).
Observera att (a + b)? = 0 ger ab = —ba.

(10.14) Exempel. Lat R vara en godtycklig associativ ring. Lat

[a,b] = ab—ba da a,b€ R.
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Man kontrollerar 1att att (R,+,[, ]) dr en Liering. Mera allmént om (R’,+) &r en delgrupp
till (R, +) sadan att a,b € R’ implicerar att [a,b] € R sa ar (R',+,[, |) en Liering (observera
att (R',+,-) behover inte vara en delring till (R, +,-)). Nastan alla viktiga exempel pa
Lieringar (Liealgebror) kan konstrueras pa detta sitt. Lat t ex R = M,,(K), dar K &r en
kommutativ ring, och lat R’ = {4 € M, (K) : Tr(A) = 0}. Da &ar (R',+,[, ]) en Liering
darfor att Tr(A + B) = Tr(A) + Tr(B) och Tr(AB — BA) = 0 sa att A, B € R ger att
A+ B, [A,B]€R.

(10.15) Anmérkning. Det finns en djupt rotad tradition att beteckna multiplikation ab i
Lieringar med [ab]. Den forklaras av exemplet ovan. I alla satser om Lieringar som visades i
Kapitel 2 (och betecknades dér med “I”) anvénde vi den vanliga beteckningen ab for produkt
i en ring. Med beteckningar ovan sdger Jacobi identiteten att

[albe]] + [bleal] + [clab]] = 0.

For att bevisa att T, ar en Liealgebra behover vi ett resultat vars bevis maste utelamnas (se
t ex J. Milnor, Morse Theory, Lemma 2.4. T exempel (10.18)(c) visar vi detta resultat i ett
mycket viktigt specialfall).

(10.16) Sats. Om G dr en Liegrupp och A € T, si e** € G for varje u € R (dvs A definierar
en enparameter delgrupp y4 : R — G, y4(u) = e*4 — se (10.10)).

(10.17) Sats. Lat G vara en Liegrupp. Da dr T, en Liealgebra da produkten av A, B € T,
definieras som [A,B] = AB — BA. T, kallas Liealgebran av gruppen G (den kommer att
betecknas med g).

Bevis. Man maste visa att [A, B] € T, — allt annat &r klart (se exempel (10.10)). Forst
observerar man att kurvan; ¢ : R — G dar
QO(U) _ euAeuBe—uAe—uB

har egenskapen ¢(0) = e, ¢/'(0) = 0, ¢”(0) = [A, B]. I sjilva verket ar:

ou) = [T+ Au+ %(Au)2 +...JlI + Bu+ %(Bu)2 +...] x

1 1
[I—Au—i—a(Au)Q—i—...][I—Bu—i—i(Bu)2+...] =
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[I+(A+B)u—|—%(A2+2AB+BZ)U2+...] X

1
[I—(A+B)u+5(A2+2AB+32)U2+...]:
I+[A Blu*+....

Definiera nu:

(vs) da s>0,
v(s) :{ go(—gi/—is) da s<0.

Man far en kurva v : R — G med egenskapen 7/(0) = [A, B] € T.. O

(10.18) Exempel. (a) Lat G = GL(n,R). Det ar klart att e*4 € G t.om. for varje
A € M,(R) och u € R — se texten under (10.8). Tangentrummet i e = I bestar av alla
A € M, (R) ty for kurvan ¢a(u) = e*4 har vi ¢4(0) = I och ¢/,(0) = A dvs g = M,(R).
Standardbeteckningen for denna algebra ar gl(n,R).

(b) Lat G = SL(n,R). Liealgebran sl(n,R) av SL(n,R) bestar av alla A € M, (R) sadana
att Tr(A) = 0. For at bevisa detta pa pastaende noterar vi forst att

det e = T7(4)

(se Ovn. 1(d)). A € T, ger att e? € G (se (10.15)) sa att 1 = det e = e7"(4) dvs Tr(A) = 0.

Omvint, om Tr(A) = 0 sa ar det e = T4 = 1 dvs pa(u) = e ir en kurva i G med
©a(0) =1 och ¢/4(0) = Advs A e T, (e=1I). Alltsa ar T, = sl(n,R).

(c) Lat D € M,,(R) och lat G = {A € M,(R: A'DA =D} — t ex G = O(n),O(p,q) osv med
motsvarande val av D. Vi pastar att Liealgebran av G, eller rattare sagt, Liealgebran av den
sammanhingande komponenten av e i GT &r

g={Ac M,(R): A'D + DA = 0}.
T ex dr so(n) = {A € M,(R): A+ A' =0}. Om A € T, s existerar en kurva v :Ja,b[— G
sddan att ¥(0) = e och 7/(0) = A. Alltsa dr y(u)!Dy(u) = D. Derivering av den likheten
i punkten v = 0 ger 7/(0)!Dv(0) + v(0)!D+/(0) = 0 dvs A'D + DA = 0. Omvint, lat
A'D + DA =0 dvs A'D = —DA. Induktionen ger att

(AN"D = (-1)"DA".

fMed den sammanhingande komponenten av e i G menas méngden av alla g € G sddana att det finns en
kurva v :]0, 1[— G med 7(0) = e och y(1) = g.
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Multiplicera den likheten med - wr ; och summera! Resultatet ar
(euA)tD — De—uA

dvs (et4)!De"4 = D sa att pa(u) = e € G. Som tidigare far man ¢/,(0) = A dvs A € T..
Alltsa ar T, = g.

P4 samma sitt hanterar man G = {A € M,(C) : A!DA = D} (t ex G = U(n)). Observera
att Liealgebran av G enbart beror pa den sammanhéngande komponenten av e i G.

For vissa kroppar (t ex ]R,(C,@p) ar sambandet mellan Liegrupper och motsvarande Lieal-
gebror mycket néra. Principen ar den att en och samma Liealgebra svarar mot Liegrup-
per relaterande pa ett enkelt satt till en speciell Liegrupp. Grupprepresentationer av dessa
Liegrupper svarar mot moduler 6ver motsvarande Liealgebran. Klassifikation av grupppresen-
tationer ar da ekvivalent med klassifikation av moduler 6ver Liealgebran — den sista uppgiften
ar i stort sett rent algebraisk. Vi skall definiera forst moduler 6ver Liealgebror och darefter
visa hur grupprepresentationer leder till moduler. Klassifikationsproblemen for Liealgebror
och for moduler 6ver dessa utgor innehallet i en mycket omfattande teori som racker gott och
val for en helt separat kurs. Sambanden mellan Liegrupper och Liealgebror ligger mycket
narmare analys an algebra.

(10.19) Definition. Lat L vara en Liealgebra 6ver K och lat V vara ett K-vektorrum. Lat
gl (V) beteckna Liealgebran associerad med (den associativa) ringen Endg (V) i enlighet
med (10.14). Man sdger att V &r en L-modul om det finns en Liealgebra-homomorfism
O : L — glg(V). Detta betyder att:

(a) ®(x1 + x2) = ®(z1) + P(x2),
(b) @([z122]) = [®(1), P(22)],
(c) ®(az) = a®(z),

da z,x1, xo € L, a € K. Man séger ocksa att ® ar en K-representation av L. Observera
att om man definierar L x V' — V genom (z,v) — ®(z)(v) =: xv sa séger villkoren (a) — (c)
att

(') (z1 +22)v = 210 + 220,
(b') [x122]v = 21 (220) — Z2(210),
(') (ax)v = a(zv).

Léagg marke till att ®(x) € Endg (V). Sadana begrepp som homomorfism, isomorfism, irre-
ducibel (dvs enkel) modul osv definieras exakt pa samma sétt som for moduler 6ver godty-
ckliga ringar.
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(10.20) Exempel. (a) Varje ideal i L &r en L-modul (om [ &r ett ideal sa ar ®(x)(i) = [z1]
da z € L, i € I). Observera att det inte finns nagon skillnad mellan vénster- och hogerideal
ty [zy] = —[yz] tillhor T samtidigt.

(b) Lat L vara en Liealgebra och lat V' = L. Definiera ® : L — g¢l(L) sa att ®(x)(y) = [zy].
® betecknas oftast med ad sa att (adz)(y) = [zy] och kallas den adjungerade representa-
tionen. L forvandlas med hjilp av ad till en modul 6ver sig sjidlv. Observera att (b) ar ett
specialfall av (a) da I = L.

(c) Vi skall betrakta ett specialfall av (b). Lat L = su(2) vara Liealgebran av SU(2). 1
enlighet med (10.18)(c) bestar su(2) av alla A € My(C) sadana att A* + A = 0, dvs alla
antihermitska matriser. En bas for su(2) 6ver R bestar av

1[0 i 1[0 —1 1[i 0
&_Q{ioy &_2[1 oy &_2[0—J

varvid [S1, S2] = S3, [S2, S3] = S1, [93, S1] = S2. Observera att dimg su(2) = 3 och su(2) &r
isomorf med Liealgebran av alla vektorer i R3 med vektorprodukt “x” som multiplikation.
Betrakta representationen ad pa su(2). Matriserna av adS;, i = 1,2,3, med avseende pa
basen Si, S2,S3 (i denna ordning) ar

00 O 0 01 0 -1 0
Mugs, = | 0 0 =1 |, Mgys, = 0 0 0, Mus,=11 0 0
01 o0 -1 0 0 0 00

Dessa tre matriser &ar linjart oberoende och bildar en bas for alla 3 x 3 antisymmetriska
matriser. Alla sadana matriser bildar Liealgebran av SO(3) (se (10.18)(c)). Alltsa definierar
ad en isomorfism ad : su(2) = so(3). Vi skall snart forklara den isomorfismen utifran en
allmén teori och det faktum att SU(2)/{xl} = SO(3) enligt (7.18).

(10.21) Fran grupprepresentationer av Liegrupper till moduler 6ver Liealgebror.
Lat @ : G — GL(RY) vara en kontinuerlig representation av en Liegrupp G. Lat g vara
Liealgebran av G. Om A € g = T, s& betraktar man kurvan u — ®(e*4) = ¢4, Nu
definierar man ¢ : g — glr(RY) s att ¢(A) = A’. Man kontrollerar att ¢ &r en homomorfism
av Liealgebror sa att R™ forvandlas till en g-modul (vi utelamnar beviset). ¢ kallas ibland
for derivatan av ® och betecknas med d®. Motsvarigheten mellan representationer av G och
representationer av dess Liealgebra g fungerar bra enbart for vissa klasser av Liegrupper. [J

(10.22) Definition. Man siger att G dr sammanh&ngande om {6r varje g € G existerar
en kurva 7 : [0,1] — G sadan att y(0) = e och y(1) = ¢g. Alla kurvor 7 : [0,1] — G med
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v(0) = v(1) = e bildar en grupp Q(G) om (y172)(u) = y1(u)y2(u) (kontrollera!). G kallas
enkelt sammanhingande om (G) ir sammanhingande’ (for exempel se (10.24)).

0

(10.23) Vi sammanfattar nagra viktiga resultat om samband mellan representationer av
Liegrupper och moduler 6ver motsvarande Liealgebror.

(a) Det finns en 1 — 1 motsvarighet mellan isomorfiklasser av kontinuerliga och &ndligt
dimensionella grupprepresentationer av en sammanhéngande och enkelt sammanhéngande
Liegrupp G och isomorfiklasser av dndligt dimensionella moduler éver motsvarande Liealge-
bra. Motsvarigheten ges av (10.21).

(b) Lat G vara en sammanhéngande och enkelt sammanhéngande Liegrupp med Liealgebran
g. Varje sammanhéngande Liegrupp med Liealgebran isomorf med g &r isomorf med G/D,
dir D #r en diskret och central normaldelgrupp till GTt. Alla grupprepresentationer av G//D
far man ur alla grupprepresentationer ® : G — GL(V) sadana att D C Ker® (jfr Ovn. 16.6
och ta hénsyn till kontinuiteten).

(¢) Om G &ar en sammanhéngande Liegrupp sa existerar sa nér som pa isomorfism exakt
en sammanhangande och enkelt sammnhéngande Liegrupp G och en surjektion G — G.
Liealgebror av G och G &r isomorfa. g

Dessa resultat visar att en studie av sammanhéngande Liegrupper (t ex 6ver R eller C)
kan genomforas sa att man forst klassificerar alla Liealgebror, darefter konstruerar alla sam-
manhéngande och enkelt sammanhéngande Liegrupper med dessa algebror som Liealgebror
och slutligen beskriver alla diskreta och centrala normala delgrupper till dessa Liegrupper.

Man kan ocksa forsoka beskriva alla grupprepresentationer av sammanhingande Liegrupper
G genom att konstruera Liealgebran g, gruppen G ur (10.23)(c) och en diskret central och
normal delgrupp D sa att G = G/D. Déarefter ger grupprepresentationerna ® : G — GL(V)
med D C Ker® alla grupprepresentationer av G.

Den strategin fungerar bra i vissa fall t ex for grupper med Liealgebror av sméa dimensioner

och for s k halvenkla grupper éver vissa kroppar (t ex R eller C). Vi skall dgna nagra ord at
dessa fall.

(10.24) Liealgebror av sma dimensioner. Lat L vara en Liealgebra 6ver en kropp K.
(a) Om dimg L =1sd &r L = Ke med [ee] = 0. Om K =R si ar L Liealgebran av G = R™.

(b) Om dimg L =2 sa L = Kej + Kes. Om [ejes] = 0 sa ar [xy] = 0 for godtyckliga x,y € L

TQ(G) har en naturlig topologisk struktur definierad av ||y1 — y2|| = sup,, |71 (1) — v2(u)]|.
T Diskret betyder att for varje g € D existerar en omgivning U i G sa att U N D = {g}. Central betyder att
D C Z(GQ) dar Z(G) = {z € G : Vgeagz = xg}.
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dvs L #r en abelsk Liealgebra. Om [ejes] # 0 sa &r L? := [LL] = Ke for nagot e € L, e # 0.
Man kan vélja en bas eq, ea sa att [ejea] = e;. Alltsa far man tva icke-isomorfa Liealgebror.

Om K = R svarar dessa tva Liealgebror mot foljande sammnhingande och enkelt sam-
manhingande Liegrupper: G = R? (med addition) ger g med g2 = 0.

a b
G—{[O 1].a,bER,a>0}

(med matrismultiplikation) ger g med dimg g2 = 1 (se exempel (10.6)).
(¢) Om dimg L = 3 &r den allménna klassifikationen relativt invecklad.
Fall 1. dimg L? =0 dvs [zy] =0 d& 2,y € L. DA &r L abelsk.

Fall 2. dimg L? = 1. Da ir [zy] = T(z,y)e dir e € L, e # 0 och T'(x,y) € K. T(x,y) ir en
antisymmetrisk bilinjar form pa L (T : L x L — K). Det finns tva delfall:

Fall 2a. T'(xz,e) = 0 for varje € L. Da kan man vilja en bas z,y, z for L 6ver K med
[zy] = 2, [#2] = [yz] =0 (z = e).

Fall 2b. Det finns z € L sa att T(x,e) = 1. Da kan man vélja en bas z,y,z sa att
[zy] = [2y] = 0 och [zz] = z (2 = e) (enkel Gvning).

Algebrorna i 2a och 2b dr inte isomorfa (6vning) — den forsta ar isomorf med alla matriser

o O O
O O Q
[ecBR SIS

(med “4+” och [ , ] ), ddremot den andra dr en direkt summa (Kz + Kz)+ Ky, diar Kz + K=z
ar Liealgebran ur (b) som inte &r abelsk och Ky &r algebran ur (a).

Fall 3. dimg L? = 2 — vi lamnar detta fall som Ovning 2.

Fall 4. dimg L? = 3 dvs L? = L. Den allménna klassifikationen dr ekvivalent med klassifika-
tionen av alla bilinjara symmetriska former i 3 variabler med koefficienter i K — ett ganska
invecklat problem (se t ex I. Kaplansky, Liealgebras and locally compact groups, 1971). Vi
begransar oss till K = R. Det finns tva icke-isomorfa Liealgebror: L1 = Rx + Ry + Rz med
[zy] = z,[yz] = y — se exempel (10.20)(c), och Ly = Rz + Ry + Rz med [zy] = 2y, [xz] =
-2z, [yz] = .

Den andra algebran ar isomorf med algebran av alla 2 x 2 — matriser med sparet lika med 0.
En isomorfism ges da
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L; &r Liealgebran su(2) av SU(2) — se exempel (10.20)(c), och Ly ar Liealgebran av SL(2,R)
(se (10.18)(b). Observera dock att SL2(R) inte &dr enkelt sammanhéngande och sla(R) (se
(10.23)(c)) inte kan realiseras som en delgrupp till GL(n, C) for nagot n — bevis &r inte enkelt).
U

Vi skall avsluta med nagra kommentarer om halvenkla Liealgebror och motsvarande grupper.
Som for associativa algebror definierar man enkla, och darefter, halvenkla Liealgebror.

(10.25) Definition. En Liealgebra L kallas enkel om L? # 0 och L saknar ideal # 0, L.
Man séger att L &r halvenkel om L =2 L1 ® ... ® L; dar L; ar enkla Liealgebror. Man sager
att en sammanhéngande Liegrupp ar halvenkel om dess Liealgebra ar halvenkel (jfr (9.14).

O

(10.26) Anméirkning. Det finns manga ekvivalenta villkor f6r en Liealgebra att vara hal-
venkel. Ett villkor ar sarskilt viktigt. Lat x(x,y) = Tr(adx-ady), dar z,y € L (se (10.20)(b)).
Da &r k en symmetrisk bilinjar form pa L som kallas Killingformen. Man visar att L ar
halvenkel da och endast da denna form r icke-urartad (dvs s(z,L) = 0 ger = 0 — se Ovn.
6.1). Halvenkelhelt av en Liegrupp kan karakteriseras med hjélp av gruppegenskaper (se t ex
J.-P. Serre, Lie algebras and Lie groups, Benjamin, 1965 och 1987).

Klassifikationen av halvenkla Liealgebror ar vil utarbetad. Lat oss ndmna resultatet for
K =C.

(10.27) Enkla algebror 6ver C. Varje enkel Liealgebra 6ver C &r isomorf med nagon av:
(a) A, — algebran av alla komplexa (n + 1) x (n + 1) matriser med sparet 0 for n = 1,2, .. ..

(b) By, — algebran av alla komplexa (2n + 1) x (2n + 1) antisymmetriska matriser fér n =
2,3,...(B1 = Ay).

(c) Cp, — algebran av alla komplexa (2n) x (2n) matriser X som uppfyller X! Dy, + Do, X = 0,
dar
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I,, &r n x n-enhetsmatrisen, for n = 3,4,...(Cy = Ay, Cy = By).

(d) D,, — algebran av alla komplexa (2n) x (2n) antisymmetriska matriser for n = 4,5,... (D
ar abelsk, Dy &2 A1 @ Ay, D3 = Ag)

(e) En av 5 ytterligare algebror som betecknas med Gaq, Fy, Fg, E7, Es. O

Om K = R finns det 12 oédndliga serier (som (a)—(d)) och 23 specialfall (som (e)). Samma
klassifikation som 6ver C far man 6ver varje algebraiskt sluten kropp av karakteristiken 0.
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OVNINGAR
10.1. Lat A € M, (R). Visa att:
(a) serien
A=At iary iy
B 2! 3! o
konvergerar (se (10.7)),
(b) edef = eATB dd A, B € M,(R) och AB = BA,
(c) det eC7"AC = dete? d& C € GL(n,R),
(d) dete? = (A,
Ledningar. a) Lat n = max|a;;|, dir A = [a;;]. Uppskatta max [(A™);;| med hjélp av
m och n, dar (A™);; &r (i, j)-te elementet i A™.
(d) Lat D = C~YAC, dir D dr Jordans matris motsvarande A (se Kap. 8). Utnyttja
(c) och det faktum att Tr(C~tAC) = Tr(A). Likheten (d) for matrisen D ir enkel.
10.2. Lat L vara en Liealgebra 6ver K med dimg L = 3 och dimg L? = 2. Visa att:
(a) L? som Liealgebra dr abelsk.
Ledning: Antag att L? = Kz + Ky med [z, y] = y. Komplettera x,y till en bas x,y, 2
for L 6ver K. Betrakta ad(z) : L? — L2.
(b) Lat L? = Kz + Ky, [x,y] = 0 och 14t A vara matrisen for ad(z) i basen x,y for L.
Visa att det A # 0.
(c) Lat
[A] = {B € My(K) : 3cearo.Kr), cer+ ¢A=C™'BC}.
Visa att det finns 1 - 1 motsvarighet mellan isomorfiklasser av Liealgebror L 6ver K
med dimg L = 3, dimy L? = 2 och klasserna [A], A € GL(2, K).
10.3. (a) Lat L vara Liealgebran ur (10.24)(b) Fall 1. Visa at den svarar mot G = (R3, +).

(b) Lat L vara Liealgebran ur (10.24)(b) Fall 2 (a). Visa att den svarar mot Liegruppen
av alla matriser

S O =
S = 2
= o <

under multiplikation (jfr (10.6)(a)).

(b) Lat L vara Liealgebran ur (10.34)(b) Fall 2(b). Visa att den svarar mot Liegruppen
G1 x G, dar G1 = (R,+), G2 &r gruppen ur (10.6)(a) med villkoret a > 0.
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10.4. Lat M,(R)° = {A € M,(R) : det(E + A) # 0}. Kalla A# = (E — A)(E + A)~! for
Cayleybilden av A d& A € M, (R)°. Visa att A¥* € M, (R)°, A#*# = A och motivera
att funktionen A — A% ger en homeomorfism av den 6ppna delmingden M, (R)° till
M, (R) med sig sjalv. Lat G = O(n) (ortogonala gruppen 6ver R av (n X n)-matriser).
(a) Visa att om A € O(n), A € M,(R)° och B = A# (se Ovn. 4) sa A+ B =0.

(b) Visa att om B + B! = 0 sa B € M,(R)° och B¥ € O(n).
(c) Motivera att A — A% ger en homeomorfism av omgivningen O(n)° = O(n)NM,(R)°

till E (enhetsmatrisen) med n(nT_l)

matriser i M, (R).

— dimensionella rummet av alla antisymmetriska

(d) Visa att man far en Liegruppstruktur pa O(n) genom att man mot omgivningen
O(n)°C = {AC : A € O(n)°} av matrisen C' € O(n) ordna Cayleybilderna A% (kartorna
pa O(n) &r alltsa O(n)°C, C € O(n)).

Anmaiarkning. Pa liknande sédtt kan man introducera Liegruppstrukturen pa manga
klassiska grupper. Mera naturligt genomfor man den uppgiften med lite mera analys —
se t ex F. W. Warner, Foundations of Differentiable Manifolds and Lie Groups, Theorem
3.34 och ett par efterfoljande sidor.
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Kapitel 11

KATEGORIER OCH
FUNKTORER

Begreppen “kategori” och “funktor” &r grunden for alla matematiska teorier och har en stor
metodologisk betydelsef. Manga begrepp som vi har diskuterat i tidigare kapitel finner sin
naturliga plats som specialfall av mycket allménna matematiska konstruktioner. Kategorite-
orin bidrar till en béattre forstaelse av dessa konstruktioner och gor det mojligt att jamfora
olika matematiska begrepp. Vi aterkommer till kategorier i nésta kapitel som &dgnas at en
orientering om homologisk algebra.

(11.1) Definition. En kategori C &r
(a) en klass av objekt Ob(C)
sadan att:

(b) for tva godtyckliga objekt M, N € Ob(C) finns det en méngd Mor¢c(M, N) (eller kortare:
Mor(M, N), (M, N)) som kallas méngden av morfismer fran M till N varvid

Mor(M, N) N Mor(M', N') = ()

om M # M’ eller N # N'. Om f € Mor(M, N) sa skriver manf:MﬂNellerMLN.

(c) For godtyckliga tre objekt M, N, P € Ob(C) finns det en avbildning

Mor(M, N) x Mor(N, P) — Mor(M, P)

TVill man bekanta sig lite mera med kategorier, kan man géra det med hjilp av t.ex. S. MacLanes bok
“Categories for the Working Mathematician”.

185
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som mot f: M — N och g: N — P ordnar go f : M — P (ibland skriver man gf) med
foljande egenskaper:

(¢ (hog)of=ho(gof)om ML NLPLR,

(c)2 for varje M € Ob(C) finns en morfism 1)y € Mor(M, M) sadan att 1y o f = f da
f:M' — M for ett objekt M’, och goly, =g da g: M — M" for ett objekt M”.

(11.2) Exempel. Kategorin gpM (eller Mod(R) da R ar en kommutativ ring) av alla
vanster- R-moduler (objekt) med Mor(M, N) = Hompg(M, N). Som ett viktigt speciallfall
far vi kategorin Ab av abelska grupper (da R = Z). Ett annat viktigt fall &r Vectx — kate-
gorin av vektorrum G6ver en kropp K.

(b) Kategorin Ring vars objekt ar ringar och Mor(R, R') 4r méingden av alla ringhomomor-
fismer av Ri R'.

(c) Kategorin Top vars objekt ar topologiska rum och Mor(X, X’) & méingden av alla kon-
tinuerliga avbildningar av X i X’.

(d) Kategorin Set (eller Ens) av méngder i vilken morfismer Mor(X, X’) ar alla avbildningar
av X 1 X'

(e) Kategorin Gr vars objekt ar alla grupper och morfismer Mor(G,G’) ar alla grupphomo-
morfismer f: G — G'.

(f) Kategorin Nvs av alla normerade vektorrum (som objekt) och morfismer Mor(V, V') &r
alla begransade linjara operatorer dvs ¢ : V' — V' sadana att

lell = sup [lp(@)]| < oo
lefl<1

(g) Kategorin Ban, av Banachrum med morfismer som i (f) (dvs morfismer &r alla kontin-
uerliga linjéra operatorer).

(11.3) Anmérkning. I fall da ar det klart vilka morfismer man menar i en kategori beskriver
man den genom dess objekt (t ex kategorin av alla R-moduler 6ver en kommutativ ring —
underforstatt: Med homomorfismer av R-moduler som morfismer).
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(11.4) Definition. Lat C,C’ vara tva kategorier. Man siger att F' dr en kovariant funktor
fran C till ¢’ och man skriver F' : C — C’ om for varje objekt M € Ob(C) finns F'(M) € Ob(C')
och for varje morfism f: M — N finns en morfism F(f): F(M) — F(N) sa att

(a) F(1a) = 1 for varje M € Ob(C),

(b) F(go f) = F(g)o F(f) da M L N % p.

Man séger att F' ar en kontravariant funktor om f6r f : M — N &r F(f): F(N) — F(M)
och i stéllet for (b) géller F'(go f) = F(f) o F(g).

(11.5) Exempel. (a) Definiera F': Mod(R) — Mod(R) genom F'(N) = Hompg(M, N), dir
M ér en fixerad modul och for ¢ : N — N,

F(¢) = : Homgr(M, N) — Hompg(M, N'),

dér ¢(f) = o f for f: M — N. Da ar F en kovariant funktor (se Ovn. 10, 11, 13).

(b) I samma situation som i (a) lat G : Mod(R) — Mod(R) ges av G(M) = Hompg(M, N)
med N fixerad och for ¢ : M — M,

G(¢) = ¢ : Hompg(M, N) — Homp(M', N),

dér p(f) = fopfor f: M — N. G ir en kontravariant funktor. Ett mycket viktigt specialfall
far vida N = R. Da ér G(M) = Hompg(M, R) = M* den duala modulen (se Ovn. 10, 11,13).

0

Det finns en lang lista av mycket viktiga och allménna begrepp som kan definieras i kate-
gorier under mer eller mindre restriktiva forutsattningar. Bland dessa begrepp kan nédmnas
som sarskilt viktiga sadana som isomorfism, monomorfism, epimorfism, karna, bild, kokérna,
kobild, produkt, koprodukt, fibrerad och kofibrerad produkt, direkta och inversa limes, rep-
resenterbar funktor och flera andra. Vi skall 4gna Ovningar at nagra av dessa begrepp. Som
vart forsta exempel betraktar vi begreppen produkt och koprodukt.

(11.6) Definition. Lat C vara en kategori. Man séger att (P, p1,p2) &r en produkt av
objekt A, Ay € Ob(C), dér P € Ob(C), p1: P — Ay, p2: P — Ay, om for varje objekt X i C
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och godtyckliga morfismer f; : X — Ay, fo : X — As i C existerar en och endast en morfism
f: X — P sadan att diagrammet

N

Ay f As

NP

X

kommuterar. Man séger att (C,i1,i2) dr en koprodukt av objekt A, A2 € Ob(C), dér
C e 0bC),i: A — C,iy: Ay — C, om for varje objekt X i C och godtyckliga morfismer
fi: A1 — X, fo: Ao — X i C existerar en och endast en morfism f : C — X sadan att
diagrammet

C

I

Ay f As

NP

X

kommuterar. (Definitionen av “kobegreppet” far man genom att vinda pa alla pilar i defini-
tionen av “begreppet”).

(11.7) Exempel. Produkter existerar for godtyckliga par av objekt i Set, Mod(R), Ring,
Gr. T alla dessa fall ges produkten av A; och A som den vanliga produkten A; x As med de
naturliga projektionerna p;(a1,a2) = a; da i = 1,2. Koprodukter existerar i Set, Mod(R) och
Gr (i Gr ar konstruktionen nagot invecklad). For kommutativa och associativa R-algebror
med etta ar AQgr B koprodukten med ig : A - AQgrB, ddra — a®1lp,ochig: B — AQrB,
dir b — 14 ®b (se (4.22)). Se vidare Ovn. 7.

Manga matematiska begrepp kidnda fran algebra, analys eller geometri kan formuleras i termer
av kategorier. En sadan formulering kraver att begreppen kan definieras med hjalp av mor-
fismer dvs “pilar”. I sjalva verket definierar varje objekt en utvald morfism — den identiska,
som fullstéandigt karakteriserar detta objekt (varje objekt har exakt en identisk morfism och
olika objekt har olika sadana morfismer). Definitioner av matematiska begrepp i termer av
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kategorier kréver ibland en férmaga att befria sig fran ovidkommande detaljer i begreppets
definition inom en konkret teori. Detta ger ofta en battre forstaelse av begreppen och en
mojlighet till att jamfora olika begreppskonstruktioner. En nackdel kan vara att det kravs en
viss vana for att inte avskréckas av pilarnas djungel. Lat oss fortsatta med nagra ytterligare
exempel.

(11.8) Monomorfismer och epimorfismer. Om M och N &r méngder sa sdger man att
f: M — N ar injektiv om f(m) = f(m') ger m = m/ da m,m’ € M. Hur kan man formulera
denna egenskap i termer av godtyckliga kategorier? Man utnyttjar har foljande observation.
Lat X vara en méngd och lat g : X — M och h : X — M vara tva funktioner. Om f ar
injektiv sa ger likheten fog = foh att g = h ty f(g(m)) = f(h(m)) ger g(m) = h(m) for
varje m € M. Men &ven omvént, om fog = foh implicerar ¢ = h sa maste f vara injektiv (se
Ovn. 4). Nu ar det klart att en sadan tolkning av injektiviteten kan &verforas till godtyckliga
kategorier. Man séger att en morfism f : M — N i en kategori C 4r en monomorfism om
for varje diagram i C

g
X Ti M——N
implicerar fog = foh att ¢ = h. Man kan ocksa uttrycka det sa att funktionen:

xf: Mor(X, M) — Mor(X,N),

dar xf(g) = fog for g € Mor(X, M), &ar injektiv for varje X € Ob(C). Man kan latt
formulera motsvarande begrepp som svarar mot surjektiviteten. Man siger att f: M — N
ar en epimorfism om for varje diagram i C.

I g
MHNTiX

implicerar go f = ho f att ¢ = h. FEtt annat sitt att uttrycka den definitionen ar en
oversattning till morfismméngder. f: M — N ar en epimorfism om for varje objekt X i C ar
funktionen

fx : Mor(N, X) — Mor(M, X),

dir fx(g) = go f for g € Mor(N, X), injektiv. Se vidare Ovn. 4 nir det géller relationer
mellan injektiva funktioner och monomorfismer samt surjektiva funktioner och epimorfismer.
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(11.9) Isomorfismer och bijektiva funktioner. Med en isomorfism mellan tva objekt M
och N i en kategori C vars objekt har en mangdstruktur (t ex i Set, Ab, Gr eller Ring) menar
man vanligen en bijektiv funktion f : M — N som satisfierar ytterligare férutsattningar
beroende pa C. I vanliga fall atfoljs en isomorfism f av sin invers g : N — M, dar go f = idyy
och fog = idy. Nu kan vi konstatera att den sista egenskapen har en “kategorisk karaktar”. 1
manga viktiga fall implicerar existensen av g att f ar bade injektiv och surjektiv dvs bijektiv.
I en godtycklig kategori C séger man att en morfism f: M — N &r en isomorfism om det
existerar g : N — M s& att go f = idy och fog=idy. Se vidare Ovn. 4 som visar att man
maste vara mycket forsiktig nér det géller den intuitiva bakgrunden till denna definition.

(11.10) Delobjekt. Med hjilp av monomorfismer kan man definiera begreppet delobjekt
till ett objekt M € Ob(C). Intuitivt ar ett delobjekt till M en monomorfism f': M’ — M.
Men man vill girna identifiera tva monomorfismer f’ och f”:

M!
x
9 M
fl/
M//

om det finns en isomorfism g : M’ — M" sa att diagrammet kommuterar dvs f” o g = f’.
Darfor sdger man att ett delobjekt till M ar en ekvivalensklass av monomorfismer dér tva
monomorfismer f': M’ — M och f” : M"” — M ar ekvivalenta om det existerar en isomorfism
g: M — M" sadan att f” o g = f’. Vanligen sager man att f’ : M’ — M ar ett delobjekt
till M och da menar man ekvivalensklassen av f’.

Duala begreppet till delobjekt ar kvotobjekt. Det &r helt klart hur man definierar detta
begrepp, men vi gor det anda. Ett kvotobjekt av M &r en ekvivalensklass av epimorfismer
fran M, dar tva epimorfismer ¢’ : M — M’ och ¢ : M — M" anses ekvivalenta om det
existerar en isomorfism g : M’ — M" sadan att go f' = f”. O

For att kunna utveckla en tillracklig djup teori som &ar fri fran “patologiska exempel” och

samtidigt har intressanta modeller kravs det ofta nagot starkare forutsattningar om kategorier.
Tva klasser av kategorier ar sarskilt viktiga — additiva och abelska.

(11.11) Definition. Man séger att en kategori C &r additiv om for godtyckliga objekt
M,N € Ob(C) & Mor(M, N) en abelsk grupp sa att

(a) for M, N, P € Ob(C) &r avbildningen

Mor(M, N) x Mor(N, P) — Mor(M, P)
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bilinjar,

(b) det finns ett objekt O € Ob(C) sadant att for varje objekt M € Ob(C) har méngderna
Mor(O, M) och Mor(M, O) exakt ett element,

(c) for godtyckliga M, N € Ob(C) existerar produkt och koprodukt.

I additiva kategorier brukar man beteckna Mor(M, N) med Hom(M, N). Den enda morfismen
i Hom(M, O) eller Hom(O, M)) brukar betecknas med 0 (utan storre fara for missforstand).

En funktor F : C — (', diar C’ ocksa ar additiv, kallas for en additiv funktor om for
varje par av objekt M, N € C &r avbildningen F' : Hom¢ (M, N) — Home/ (F(M), F(N)) en

grupphomomorfism.

O

(11.12) Exempel. Kategorin Mod(R) i (11.2) (a) ar additiv. Funktorerna i exempel (11.5)
(a) och (b) ar additiva.

0

I additiva kategorier kan man definiera begreppen karna (kokérna) och bild (kobild) till en
godtycklig morfism f : M — N. Man kan ocksa definiera begreppet exakt sekvens. Lat oss
definiera dessa begrepp (i samband med definitionerna ténk alltid pa moduler och modulho-
momorfismer).

(11.13) Definition. Lat f : M — N vara en morfism i en additiv kategori C. Med kdrnan
Kerf till f menas ett delobjekt o : My — M (mera exakt, ekvivalensklassen av 2 — se (11.10))
med foljande egenskaper:

(a) for=0,

(b) om ' : M} — M &r en morfism sadan att f o+’ = 0 sa existerar en morfism j : M} — My
sa att 105 =1/,

Begreppet kokéarna definieras pa motsvarande satt da “pilarna till M” ersdtts med “pilarna
fran N” dvs ett kvotobjekt m : N — Ny kallas kokarnan Cokerf till f om foljande villkor
galler:
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(a) To f =0,

(b) om 7’ : N — N{j ar en morfism sadan att 7’ o f = 0 sa existerar en morfism p : Ny — N/,
sa att pom = 7',

Ett annat sétt att definiera dessa begrepp (som inkluderar egenskaper av delobjekt, respektive,
kvotobjekt) ar foljande. ¢ : My — M &r kirnan till f om for varje objekt X i C &ar foljden av
de abelska grupperna:

0 — Home (X, My) — Home (X, M) — Home (X, N)

exakt (jfr (11.8) och se (3.25) for definitionen av en exakt foljd av abelska grupper). Pa
liknande satt &r m : N — Ny kokarnan till f om for varje objekt X i C &ar foljden av de
abelska grupperna:

0 — Hom¢ (Ny, X) — Home (N, X) — Home (M, X)

exakt (jfr (11.8)).

Begeppen bild och kobild kan definieras med hjalp av begreppen kéarna och kokdrna. Om
f: M — N ar en homomorfism av moduler &ver en ring (t ex av tva vektorrum Gver en
kropp) sa &r Kerf = {m € M : f(m) = 0} (i (11.10) &r Kerf delobjektet ¢ : Kerf — M, dér
1 &r identiteten pa Kerf). Kokédrnan ar epimorfismen 7 : N — N/Imf, dar Imf &r bilden
av f (kontrollera att detta stimmer med (11.10)). Den omstdndigheten visar samtidigt hur
man kan definiera bilden till f. Det &ar klart att bilden ar kdrnan till 7. Detta ar grunden for
foljande definition.

(11.14) Definition. Med bilden av en morfism f: M — N i en additiv kategori C menar
man karnan till 7 : N — Ny, dar « ar kokérnan till f. Duallt sdger man att kobilden till f
ar kokédrnan till ¢+ : My — M, dar ¢ ar kérnan till f.
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Det ar helt klart att karnor, kokarnor, bilder och kobilder inte behover existera i helt godty-
ckliga additiva kategorier (se vidare Ovn. 5). Dérfor stéller man ytterligare krav pa additiva
kategorier for att tillforsakra sig om existensen av dessa genom att inféra abelska kategorier.
Men lat oss poangtera att additiva kategorier som inte &r abelska ocksa har en mycket stor
betydelse. For att definiera abelska kategorier 1at oss forst undersoka ett viktigt samband
mellan bilden och kobilden. For moduler 6ver ringar existerar en viktig sekvens:

Kerf — M — Coimf EAN Imf — N — Cokerf

da f: M — N &r en homomorfism. Morfismen f* avbildar sidoklassen m + Kerf i Coimf =
M /Kerf pa f(m) och “huvudsatsen om modulhomomorfismer” séger att f* ar en isomorfism
(se (3.11) och &aven (1.38)). Vad kan man séga om existensen av f* i godtyckliga additiva
kategorier?

(11.15) Proposition. Lat f : M — N wvara en morfism i en additiv kategori C och anta att
bade Imf och Coimf existerar (alltsa existerar ocksa Kerf och Cokerf). Om

m: M — Coimf och o:Imf— N

ar respektive kobilden och bilden av f sa existerar exakt en morfism f* : Coimf — Imf sadan
att © diagrammet

*

M — Coim f ! Imf

2

N

ar f =10 f*om.

Bevis. Enligt (11.13) har man f6ljande diagram:

Kerf —2> M —"> Coimf = Coker 1

f ™
Cokerf <>— N <——Imf = Kerm

Entydigheten av f* foljer pa foljande sétt. Antag att det dven finns g : Coimf — Imf sa att
1ogom =10 f*omw. Men ¢ &r en monomorfism sa att gonw = f* om, och 7 ar en epimorfism
sa att g = f*.

For att visa existensen av f* observerar vi forst att f o = 0. Enligt definitionen av
Cokerzg existerar en morfism 7’ : Cokerig — N sadan att 7’ o = f. Men mgon’ = 0 ty
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moom om = mpo f =0 (enligt definitionen av 7y) och 7 ar en epimorfism sa att mpon’ om =0
ger mg o w’ = 0. Definitionen av 2 ger nu existensen av f* med egenskapen 20 f* = 7/, Alltsa
ar1o ffor=n'om = f. O

Resonemanget ovan dr mycket typiskt for bevisforing i termer av kategorier. Det kraver inte
nagon storre fyndighet, men man maste vara helt vaken for att dra ldmpliga pilar och inte
forvaxla deras riktningar. Nu kan vi definiera abelska kategorier.

(11.16) Definition. Man séger att en additiv kategori C &r abelsk om
a) varje morfism i C har kdrna och kokérna,
b) varje morfism i C som &r monomorfism och epimorfism &r en isomorfism,

c) for varje morfism f &r morfismen f*: Coimf — Imf (se (11.15)) en isomorfism.

Som exempel pa abelsk kategori lat oss ndmna Mod(R).

Abelska kategorier gor det mojligt att utveckla begreppsapparat kind fér moduler 6ver ringar.
I sjalva verket finns resultat som visar att manga bevis i sddana kategorier kan genomforas
da man i stallet for objekt och morfismer betraktar moduler och modul homomorfismer over
ringar. For att precisera den tanken lat oss betrakta exakta sekvenser och exakta funktorer.

(11.17) Definition. Man séger att en sekvens av objekt och morfismer i en abelsk kategori

C:
(+) M Lo 2 p

ar exakt om Imf = Kerg. En kovariant funktor F' : C — C’, dar C’ ocksa ar en abelsk
kategori, kallas exakt om den dr additiv och for varje exakt sekvens (x) ar sekvensen

F(M') — F(M) — F(M")
exakt. Man sager att F' ar vansterexakt om for varje exakt sekvens
0—-M —M— M"

ar sekvensen

0—FM")— F(M)— F(M"
exakt, och hogerexakt om for varje exakt sekvens

M —-M-—M'—0
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ar sekvensen

F(M') — F(M) - F(M") -0

exakt.

Dualt definierar man exakta, vansterexakta och hogerexakta kontravarianta funktorer. En
funktor som &r bade hoger- och vénsterexakt dr exakt (enkel 6vning).

(11.18) Exempel. Funktorerna M — Homp (M, N) och N — Homp (M, N) dr vinsterexakta
(se Ovn. 10, 11, 13) och funktorn M — M ®p N &r hogerexakt (se Ovn. 14).

Nu kan vi beskriva samband mellan abelska kategorier och kategorier av moduler 6ver ringar.
Foljande sats visades av Freyd, Grothendieck och Lubkin:

(11.19) Inbaddningssatsen for abelska kategorier. Lat C vara en abelsk kategori vars
objekt bildar en mdngd. Da existerar en exakt funktor F : C — Mod(Z) som dr injektiv pa
bade objekt och morfismer.

Detta resultat forbéttrades av Mitchell som visade att man kan vélja en ring R sa att det
existerar en funktor F' : C — Mod(R) som &r full vilket betyder att for godtyckliga objekt M
och N i C &r avbildningen Homp (M, N) — Hompg(F (M), F(N)) en isomorfism (och inte bara
en monomorfism som i (11.19)). Vi skall dra en praktisk nytta av dessa resultat i Kapitel 18
da vi diskuterar kort homologisk algebra. Som papekas av H. Bass i hans bok “Algebraic K-
theory” paminner forhallandet mellan abelska kategorier och kategorier av moduler 6ver ringar
om forhallandet mellan grupper och deras representationer i form av t ex matrisgrupper. Med
andra ord ar teorin for “abstrakta” abelska kategorier ofta nédvéandig trots att det finns vissa
mojligheter att representera dem som delkategorier till kategorier av moduler 6ver ringar.

fInbaddningssatsen samt dess generalisering visas i B. Mitchells bok “Theory of Categories”, Academic
Press, 1965.
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OVNINGAR

11.1. Visa att C ar en kategori med lampligt definierad avbildning

11.2.

11.3.

11.4.

Mor(A, B) x Mor(B,C) — Mor(A4, C)
da:
(a) Ob(C) ={1,2,3,...},

i—j om ilj,

Mor(i’j):{ ] om itj.

(b) Ob(C) = alla delméngder till en mangd X,

A— B da ACB,
MOI"(A’B)_{Q) da A¢ B.
(c) Generalisera (a) och (b).

(d) Ob(C) = en grupp G, Mor(G, G) = alla element i G. Visa hér att en kategori med ett
enda objekt G sadant att Mor(G, G) enbart bestar av isomorfismer har den egenskapen
att Mor(G, G) &r en grupp.

(e) Ob(C)= alla ringar med etta, Mor(R, R') = alla homomorfismer sadana att ettan
1 gar pa ettan 1g.

(f) Ob(C) ={1,2,3,...}, Mor(i,7) = alla (j,7)-matriser med element ur en kropp K.
Lat C vara en kategori. Man séger att ett objekt O i Ob(C) ar initialt om for varje
objekt A i C finns exakt en morfism O — A. Duala begreppet kallas #ndobjekt!

(a) Bestdm initialobjekt och &ndobjekt (om de existerar) i Set, Mod(R) samt kategori-
erna ur Ovn. 1.

(b) Visa att initialobjekt och &ndobjekt ar entydigt bestdmda sa nér som pa isomorfism
om de existerar.

(c) Motivera att V @ W, VAV och symmetrisk produkt kan tolkas som initiala objekt
i lampliga kategorier (V, W &r K-vektorrum &6ver en kropp K).

Lat C vara en kategori.

(a) Lat M vara ett fixerat objekt i C. Motivera att prh : C — Set &r en kovariant
funktor om arh(X) = Mor(M, X) och arh(0)(f) = po f, dir M L X & X7,

(b) Lat N vara ett fixerat objekt i C. Motivera att hy : C — Set ar en kontravariant

funktor om hy(X) = Mor(X, N) och hy(¢)(f) = f o, dar X' Y x L.

Lat C vara en kategori.

(a) Visa att i kategorierna Set, Mod(R), Ring &r en morfism en monomorfism da och
endast da den &r injektiv som funktion (dvs olika element gar pa olika).

'P3 engelska kallas dessa objekt: “universally repelling” och “universally attracting”.
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11.5.

11.6.

11.7.

(b) Visa att i kategorierna Set, Mod(R) &ar en morfism en epimorfism da och endast da
den ar surjektiv (dvs “pa”). Visa att det inte ar sant i kategorin av kommutativa ringar
med etta (dar morfismer avbildar ettan pa ettan).

(c) Visa att en isomorfism &r bade epi- och monomorfism.

(d) Ge ett exempel pa en kategori vars objekt ar (vissa) méngder och som har den
egenskapen att det finns i den kategorin morfismer som ar mono utan att vara injektiva
samt epi utan att vara surjektiva.

Svar. Lat C besta av tva objekt, A, B som &r tva olika méngder med Mor(A4, A) =
{14}, Mor(B, B) = {1}, Mor(A, B) = {¢}, dér ¢ ar varken injektion eller surjektion,
Mor(B, A) = 0.

(e) Lat Bang vara kategorin av Banachrum &ver R med morfismer Mor(V, W) = alla
kontinuerliga linjara avbildningar. Visa att i den kategorin finns morfismer som &r bade
mono och epi utan att vara iso.

Lat C vara kategorin av dndligt genererade fria Z-moduler med modulhomomorfismer
som morfismer. Ar den kategorin additiv? Ar den abelsk?

Lat F: C — C', G : C — (' vara tva kovarianta funktorer. Man sager att F och G ar
isomorfa om det for varje objekt X i C finns en isomorfism ay : F'(X) — G(X) sa att
for varje morfism f: X — X’ i C kommuterar diagrammet

F(X) > G(X)
F(f)l icm
F(X') 2 G(x)

Visa att funktorerna F,G : Mod(R) — Mod(R), dar F(X) = X ®r R/I och G(X) =
X/IX (I ett fixerat R-ideal) ar isomorfa (for f : X — X’ & F(f) = f ® id, och
G(f) = f* dar f*: X/IX — X'/IX' induceras av f).

Man séger att en kovariant funktor F' : C — Set dr representerbar om det finns
ett objekt Ap € Ob(C) sadant att funktorerna F och ha, (se Ovn. 3 — a,.h(z) =
Mor(Ap, X)) #r isomorfa (se Ovn. 6). En kontravariant funktor F : C — Set &r
representerbar om det finns ett objekt Ap € Ob(C) sadant att funktorerna F' och
ha, (se Ovn. 3 — ha,(X) = Mor(X, Ar)) ér isomorfa.

(a) Visa att om M, N &ar tva R-moduler och F': Mod(R) — Set definieras som F(X) =
Bilg(M x N, X) och F(y) : Bilg(M x N, X) — Bilg(M x N, X') for ¢ : X — X', dar
F(f) ar sammanséttningen M x N — X — X’ sa ar F representerbar av M ®@p N
(mera exakt sdger mana att F' representeras av Ap och pp, dir pp ar bilden av 14, vid
isomorfism Mor(Ap, Ap) = F(AFr)).

(b) Visa att om M, N ar tva R-moduler och F': Mod(R) — Set definieras som F(X) =
Homp(X, M) x Homp(X, Ms) (definiera lampligt F(X') — F(X) da ¢ : X — X' ar
given i Mod(R)) sa &r F representerbar av M; x My (direkta produkten av M; och
My). Jfr Ovn. 3.9.
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11.8. Lat C vara en kategori och 7 en liten delkategori till C (dvs 7 &r en kategori vars objekt
bildar en mangd Ob(7) C Ob(C), och for varje par A, B € Ob(T) ar Morr (A, B) C
Mor¢(A, B)). Med inversa limes lim 7 menar man ett objekt A* € Ob(C) och morfis-

mer py : A¥ — A for varje A € Ob(7T) sadana att foljande villkor ar uppfyllda:

(i)

A*
N
f
kommuterar for varje f € Mory (A, B).
(ii) Om X € Ob(C) och p/y : X — A &r morfismer i C sadana att

A B

A—1 .
:"A\ P
X
kommuterar for varje f € Mory (A, B) sa existerar exakt en morfism ¢ : X — A* sadan
att
A*
4
A ®
Pa
X

kommuterar for varje A € Ob(T).

Duala begreppet (man vénder pa alla pilar) kallas direkta limes och betecknas lim 7°

—

(a) Vad &r lim 7 och lim7 da 7 saknar morfismer # iq for A € Ob(7)?

Svar. lim7 = H A ar produkten av alla objekt A i 7, im7 = H A ar
AcOb(T) A€Ob(T)
koprodukten av alla objekt A i 7.

(b) Bestam lim och lim fér kategorier i Ovn. 1 (a), (b) (om dessa existerar).
(c) Lat 7 vara en kategori, Ob(7) = {A,B,C}, Mor(A,C) = {f : A — C} och
Mor(B,C) ={g: B — C}, Mor(X, X) = {iy} for X € Ob(T)). lim 7 kallas pull-back

eller fibrerad produkt av A och B 6ver C. Den betecknas A x¢ B. Ge en beskrivning
av A x¢ B da C = Set, Mod(R).

Anmaiarkning. Duala begreppet kallas push-out eller kofibrerad produkt och beteck-
nas A[[. B.
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11.9.

11.10.

11.11.

11.12.

(d)* Ge en beskrivning av lim och lim for C = Set.

—

Ledning. Man hittar dessa beskrivningar i manga larobocker om man inte vill bevisa
(d) pa egen hand.

Lat R vara en ring och M, M;, i € I, N;, j € J, R-moduler. Visa att:

(a) Hompg([I; Mi, N) = []; Homg(M;, N),

(b) Homp(M, ]_[j N;) = ]_[j Homp (M, Nj;),

(¢) (LI; Mi) © N = [;(M; © N),

Ledning. Man kan 16sa problemet genom att anvinda “abstract nonsense” och defini-

tionerna av [ [, [].

Ge exempel pa en kategori i vilken produkt och koprodukt inte existerar for en lamplig
uppséattning av objekt.

Visa att funktorerna (a) M +— Hompg(M, N) och (b) N — Hompg (M, N) ar vinsterexakta
(se (11.5) och (11.8)).

Losning av (a): Antag att M’ 5 M Y M" — 0 ir exakt. Man skall visa att fiven

0 — Homp(M”, N) —2~ Homp(M, N) —~ Homp(M’, N)

ar exakt.
Steg 1. Kervy = (0) dvs om ¢(f”) = 0 sa ar f” = 0, dir f” : M” — N. Betrakta

M Y% M7 LN Villkoret Y(f") = f" o1p = 0 betyder att (" ov)(m) = f"(y(m)) =0
for varje m € M. Men varje element m” € M" kan skrivas pa formen m” = ¢(m) (ty
Y ar epi) sa att f”(m”) =0 for alla m” € M" dvs f”" = 0.

Steg 2. Imy C Kerg dvs g o) =0 (se (3.26)(d)). Men (@ o)(f") = f"opop =0
for varje f”: M" — N, ty oo =0 (se (3.26)(d)).

Steg 3. Im1y) O Ker@. Betrakta diagrammet:

dar f o e = 0. Vi maste visa att om @(f) = f o = 0 sa finns det f” s& att ¢(f") =
"o = f. Villkoret f € Kerg betyder @(f) = f oy =0 dvs Keryp = Imyp C Kerf.
Existensen av f” foljer nu direkt ur Ovn. 3.30 (vi ger dock ett kort bevis har: om
m” € M" sa ar m” = ¢(m), dir m € M och man definierar f”(m”) = f(m). Den
definitionen &r korrekt, ty m” = ¢(mq) ger m—m; € Keryp) C Kerf dvs f(m) = f(mq)).

Visa att funktorerna N — Hompg (M, N) och M — Hompg(M, N) inte dr hoger exakta

Ledning. Betrakta diagrammen:
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Za 0—>27—2>7Z
imod 2 mod Q\L
Z mod 2 ZQ O Z2
Anmairkning. Funktorn N — Hompg(M, N) &r hogerexakt da och endast da varje
diagram
M
N——N'"—0
kan kompletteras till ett kommutativt diagram
M
N——N"—0
Modulen M kallas da projektiv (se Ovn. 3.21 (b)). Funktorn M — Hompg(M, N) &r
hogerexakt da och endast da varje diagram
0O—M ——>M
N
kan kompletteras till ett kommutativt diagram
0O—M ——>M
N
Da sédger man att N ar injektiv. Vi aterkommer till projektiva och injektiva moduler
i Kapitel 18.
11.13. Man séger att sekvenserna 0 — M’ — M — M” —-0och 0 - N' - N — N’ — 0 av

R-moduler och R-homomorfismer ar isomorfa om diagrammet

0—> M —=M—> M" —>0
\L f/ i f l f//
0 N’ N N” 0

ar kommutativt och f/, f, f” ar R-isomorfismer. Visa att om en rad i detta diagram ar
exakt sa ar ocksa den andra.
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11.14.

11.15.

Lat M’ 5 M L VN 0 vara en sekvens av R-moduler och R-homomorfismer.

(a) Visa att om sekvensen

Homp(M",N) LHomR(M,N) LHomR(M’,N) —0
ar exakt for varje R-modul N sa &ar sekvensen

M= g 0

exakt (se (11.5)(b)).
(b) Visa motsvarande egenskap hos funktorn N — Hompg(M, N).

Losning av (a): Antag att Hom-sekvensen &r exakt for varje N.

Steg 1. 1 ar epi. Betrakta diagrammet M % M L M" /Tmyp, dar f” ar den
naturliga surjektionen (N = M"/Imp). Vi har ¢(f") = f" o9 = 0. Alltsa &r f” = 0,
ty 1 &r mono. Detta betyder at M"” /Imiy = 0 dvs Imy) = M" sa att ¢ &r epi.

Steg 2. Imp C Kertyp. Har maste vi visa att ¥ o ¢ = 0. Vi vet att (¢ o ¢)(f") =
f"opop =0 for varje [/ : M”" — N. Tag N = M" och f"” = idy». Da ar
sammansattningen

M i M L4 M i M

lika med 0 dvs 1 o ¢ = 0.
Steg 3. Imyp C Kery. Betrakta diagrammet

My 0
f
\L f//
M /Imep

dér f dr den naturliga surjektionen (N = M/Imyp). Vi har ¢(f) = fop = 0 dvs
f € Kergp = Im1) sa att det finns f” sadan att f = f” o). Alltsa ar Imp = Kerf =
Ker(f” o)) D Ker.

Visa att M — M ®pr N &ar hogerexakt dvs om 0 — M’ LM 5 M7 = 0 dr exakt sa dr

id id
M @p NN A op N 229N A 0 N —— 0

exakt. Visa ocksa att denna funktor inte ar vansterexakt.

Losning: Definiera F' : Mod(R) — Mod(R) och G : Mod(R) — Mod(R) sa att

F(X) = Homp(X,Homg(N,P)) och G(X)=Hompg(X ®r N, P),
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dér P &r en fixerad R-modul T. Nu vet vi enligt Ovn. 11 att sekvensen

0 — F(M") —> F(M) — F(M)

ar exakt. I enlighet med (4.6) har vi ett kommutativt diagram i vilket kolonnerna &r
isomorfismer:

F(g) P(f)

0——= F(M") — F (M) F(M')

0—— ) £9% qon EYL qor)

Alltsa #r ocksa andra raden exakt (se Ovn. 13). Enligt Ovn. 14 ér sekvensen

id id
M @p NS A op N EE9Y A 0 N —— 0

exakt ty P ar godtycklig.
Anmirkning. Man kan bevisa pastaendet direkt utan att anvinda Ovn. 14.

Ledning. For att visa att M — M ®pg N inte ar vansterexakt valj R=2Z, M' =M =17
och f(n) = 2n.

Mot X’ —L5 X svarar G(f) : Homg(X ®r N, P) — Homg(X'®g N, P), dir G(f) = Homg(f®idn,,idp)
— det ar “sjalvklart”.



Kapitel 12

KORT OM HOMOLOGISK
ALGEBRA

Vi skall dgna detta kapitel at en kort diskussion av homologisk algebra. Homologisk algebra
ger en mycket kraftfull teknisk apparat for studier av manga viktiga matematiska objekt som
t.ex. mangfalder av olika typer (algebraiska, analytiska, aritmetiska, topologiska) och olika
algebraiska strukturer (grupper, ringar, associativa algebror, Liealgebror osv). Homologi och
kohomologigrupper konstruerades i olika forkladnader under 1900-talet (egentligen finns de
redan i Hilberts arbeten om “syzygies” fran 1890). Topologiska konstruktioner spelade en
avgorande roll i utvecklingen av den allminna teori som skapades under 1940-talet huvud-
sakligen av S. Eilenberg och S. MacLane. Ar 1956 publicerades H. Cartan och S. Eilenbergs
bok “Homological Algebra” som lade grunden fér modern homologisk algebra. Ett ar senare
publicerade A. Grothendieck en viktig artikel “Sur quelques points d’algebre homologique”
som vasentligt utvidgade mojligheter att anvidnda homologisk apparat till stora klasser av
kategorier.

Vi kommer att begransa oss till kategorier av moduler 6ver ringar, men i sjélva verket fungerar

néstan alla formella konstruktioner som presenteras har i godtyckliga abelska kategorier. R
kommer att beteckna en associativ ring med etta och p M kategorin av vianster R-moduler.

(12.1) Definition. Med ett komplex i r M menar man en f6ljd:

dn n
(M, d) e Moy T M, e My

av R-moduler M,, och R-homomorfismer d,, sadan att d,d,+1 = 0 for varje n € Z. Man sager
att M ar begransat fran hoger om det finns NV sa att M,, = 0 da n > N, och begrénsat
fran vanster om det finns N’ sa att M,, = 0 da n < N’. Ett komplex kallas begransat
(eller &ndligt) om det ar begrinsat fran bade héger och vanster. Vanligen skriver man inte

203
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ut de odndliga avsnitt av komplex som bestar av enbart nollmoduler. Ibland kommer vi att
uteldmna d i beteckningen (M, d) av ett komplex.

Man séiger att £: M — M’ dr en morfism (av komplex) om f = (f,), dar for varje n ar
fn i My, — M/ en R-homomorfism och alla kvadrater i diagrammet:

kommuterar dvs f,_1d, = d), f, for varje n € Z. Komplex och deras morfismer bildar en
kategori som vi kommer att beteckna med rComp

Likheten d,,d,+1 = 0 ar ekvivalent med Im d,,+; C Ker d,,. Detta motiverar foljande defini-
tion:

(12.2) Definition. Med n:te homologigruppen av komplexet (M, d) menar man gruppen:

H,(M) = Ker d,,/Im dy,4;.

Observera att H, (M) méter avvikelsen av sekvensen
Mpy1 — My — My

fran att vara exakt.
Om f : M — M &r en morfism av komplex, dvs diagrammet (%) dr kommutativt sa ar

fn(Kerdy,) C Kerd;, och f,(Imd,11) € Imd],_; (se Ovn. 3.31). Alltsa inducerar f, en
homomorfism

(12.3) frH,(M) — H,(M),

n

dar fr(my +1Im dypyr) = fu(my) +Im d), da m, € M,.
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(12.4) Anmérkning. (a) Homologigrupper kan betraktas som funktorer fran kategorin av
komplex over R till kategorin av abelska grupper:

H, :r Comp — Ab,

dar mot M svarar H,(M), och mot f : M — M’ svarar H,(f). Vi lamnar som enkel vning
en kontroll att H,, verkligen &r en kovariant funktor.

(b) Ibland &r det mera naturligt att ha véxande index i riktningen mot hoger. I sadana fall
brukar man skriva index uppifran sa att ett komplex antecknas som:

(M,d) ...HMn—l%;)MHAMn—i-l;)-..

Homologigrupper betecknas da H™(M).

Komplex och deras homologigrupper férekommer i manga situationer. Lat C vara en kategori.
Ofta studerar man C (dvs objekt och morfismer i C) genom att man konstruerar en sekvens
av funktorer H, : C — Ab. Abelska grupper H,(X) da X € ObC &r ofta viktiga invarianter
som ibland karakteriserar X (bestdmmer X sa nédr som pa isomorfism) eller ar exakt samma
for vissa intressanta klasser av objekt i C. H,(X) brukar kallas fér homologigrupper av X
om H, ar kovariant, och kohomologigrupper av X om H,, ar kontravariant. I det sista fallet
skriver man vanligen H™ i stallet for H,,.

(12.5) Exempel. (a) Lat 7 op vara kategorin av topologiska rum och lat X vara ett topol-
ogiskt rum i 7 op. Lat

Ap={(to,....tn) ER™ ;>0 och Y t;=1}.

A, kallas for n-dimensionellt standard simplex. Lat S, (X) vara den fria abelska grupp (dvs
fri Z-modul) som genereras av alla kontinuerliga funktioner f : A, — X. Alltsa genereras
So(X) av alla punkter i X, och S1(X) av alla kurvor i X. S, (X) bildar ett komplex

s S (X) 2 S (X)) — - — S1(X) — So(X) — 0.

som definieras pa foljande sitt: Det finns kontinuerliga funktioner d, : A, — A,, dir
di(toy ... tn—1) = (toy. -, ti—1,0,t5, ..., th—1) € Ay (0 < i<n,nz 1). Varje kontinuerlig
funktion f : A,, — X definierar en kontinuerlig funktion fd:, : A,,_1 — X. Darefter definierar
man
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On(f) =D (=1)'(fd},).

i

Man kontrollerar ganska enkelt att 0,,_10,, = 0 s& att man far ett komplex. Homologigrupper
av detta komplex betecknas med H,(X,Z) och kallas singuldra homologigrupper av X.
Varje kontinuerlig funktion ¢ : X — Y (en morfism i 7op) definierar

H,(X,Z) — H,(Y,Z)

(ty A, Lx%y ger S, (X) — S,(Y) och man far en homomorfism av komplexet motsvarande
X i komplexet motsvarande Y).

(b) Lat M vara en C°>°-mangfald av dimension n (se (5.30)). Lat D*(M) beteckna R-modulen
av alla k-differentialformer w pa M (dvs for varje P € M existerar en omgivning U, sadan
att

W|Up = Zail,,,ikdm“ A A d:rik,

dér a;, .., &r en funktion reguljar pa Up). Man definierar ett komplex:

DO(M) — D'(M) — --- — DF(M) L5 D (M) —

dar
8a"Ll Zk J i1 i
Upw = g E de? Ndx™ N ..o N dx'E.

11<...<1} j=1

Man kontrollerar litt att d**1d¥ = 0, vilket betyder att man har ett komplex. Homologigrup-
per av detta komplex kallas de Rhams kohomologigrupper av M och betecknas H*(M, d).
Observera att H*(M,d) = Z¥(M,d)/B*(M, d), dir

ZF(M,d) = {w € DF¥(M) : d*w = 0}

och
B*(M,d) = {w € D*(M) : 37 € D" 1 (M), w=d"'r}.

En morfism ¢ : M — N definierar en morfism av komplex D¥(N) — DF(M) for k =
0,1,... (den exakta definitionen uteldmnas hér. Observera dock att ¢ inducerar en kovariant



(12.7) 207

avbildning av tangentrum sa att differentialformer avbildas i motsatt riktning i forhéallande
till funktionaler pa tangentrum). Man far en sekvens av kontravarianta funktorer M +—
H™(M,d), ¢ — H"(p,d) (hiar ar H"(M,d) ett vektorrum &ver R).

En typisk situation i samband med studier av homologigrupper ar att man har en sekvens av
komplex relaterade till olika néra beslaktade objekt som t ex en mangfald, en delméangfald och
komplementet till delmangfalden (eller en modul, en delmodul och motsvarande kvotmodul).
I sadana fall betraktar man vanligen exakta sekvenser av komplex:

(12.6) Definition. Man séger att en sekvens av komplex

0—-M -M-M'—0
ar exakt om for varje n € Z ar sekvensen

0— M — M, — M —0

exakt.

Foljande resultat om en lang exakt sekvens av homologigrupper som svarar mot en kort exakt
foljd av komplex ar mycket viktigt i homologisk algebra:

(12.7) Sats. Om 0 — M’ oM B M” — 0 dr en kort exakt foljd av komplex sa
existerar en lang exakt foljd av homologigrupper:

Hy(F) Hy(g)

e o (M) 2% (M) Hy (M)~ Hyy (M) ——> -+

Bevis. Den korta exakta foljden av komplex ar foljden av moduler och deras homomorfismer:
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0 My g ik M1 o My, —0
d .y dnt1 Ay

0 AL Y U Y 0
d, dn dy

0 M, i M,y 2% My —0
d._ dn—1 dy_y

Morfismerna f : M’ — M och g : M — M” definierar homomorfismerna

Hy(f) : Hy(M') — Hn(M) och  Hy(g) : Hy(M) — Hn(M")
i enlighet med (12.3). Man maste definiera homomorfismerna:

O« Hy(M”) — H,_1 (M)

sa att den langa sekvensen blir exakt. Konstruktionen av 9,, ar ett specialfall av ett mycket
anvandbart resultat som, beroende pa dess stora betydelse, vi formulerar separat:

(12.8) “Snake Lemma”. Lat

M{ f1 M1 g1 M{I 0
ol e
0 Mé f2 ]\4—2 g2 Mé/

vara ett kommutativt diagram med exakta rader. Da dr sekvensen

* * *

f f: 5
Kerd —— Kerd 2 Kerd” 2 Cokerd’ — Cokerd 2 Cokerd”

exakt om f, g’ induceras av respektive f;,g; och

o(my) = fy tdgyH(ml) + Im d'
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for m! € Kerd" dir med g7 (m/) menas en godtycklig urbild av m/.

Forst visar vi att “Snake Lemma” verkligen implicerar var langa exakta sekvens. I detta syfte
skriver vi om ett avsnitt av sekvensen 0 — M’ — M — M” — 0 pa foljande satt:

M), /Imd;, L M, /Imd,, 1 N M) /Imd | —0

B B J
fn—l In—1

Kerd],_, Kerd,,—1 Kerd!

0

Héar induceras avbildningarna med “streck” av motsvarande avbildningar utan “streck” pa
ett naturligt satt. Man ser latt att

Ker d,, = Ker d,,/Im dp, 11 = H,(M) och Coker d, = Ker d,,_1/Im d,, = H,,_1(M).

Motsvarande likheter giller for d/, och d”. Man kontrollerar utan svarigheter att raderna ar
exakta. “Snake Lemma” applicerat pa diagrammet ovan bevisar direkt satsen. ]

(12.9) Bevis av “Snake Lemma”. Att kontrollera alla detaljer dr ganska trakigt. Men
det &r nagot som man borde géra en gang (dock ej fler!). Eftersom vi redan hade liknande
resonemang i Kapitel 11 (se Ovn. 11.11 och 11.14) ger vi hér ett nagot fragmentariskt bevis.

Exaktheten av foljderna

Ker d Ji, Ker d 25 Ker d"

och
Coker d’ f—2> Coker d 2, Coker d”

foljer ur Ovn. 3.31. N ar det géller 0 maste man visa att definitionen av d(m/) ar korrekt ty
valet av urbilder g; Y(mY) &r inte entydigt.

Lat oss komma Gverens om att «, ;, z} betecknar godtyckliga element ur M/, M;, M (x kan
ersittas med en godtycklig symbol).

Forst visar vi att 0 ar korrekt definierad. For m{ € Ker d” véljer man en godtycklig urbild m;
dvs g1(m1) = m{. Vihar dad(mi) € Im f5 = Ker 92 (ty g2d(m1) = d"g1(m1) = d"(m7) = 0).
Alltsa finns det mf, sa att fo(mb) = d(mq) sa att vi verkligen kan definiera 9(m/) = m’2+Im d.
Men vi maste visa att valet av m; inte paverkar den definitionen. Antag att aven g;(m1) = mf.
Da ar g1(mq—ma) = 0, vilket ger mq —my = f1(m}), ty Ker g1 = Im f1. Alltsa ar d(mq —mq)
bilden av d’'(m)) pa grund av diagrammets kommutativitet. Om nu
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d(my) = fa(my) och d(mi) = fa(my),

sa ar
!/ —/ U / U
my —mo =d (mj) € Im d',

ty fo &r injektiv. Alltsa dr m,, + Im d' = mf + Im d’, vilket visar att definitionen av 9 &r
korrekt.

Det aterstar att visa exaktheten i Ker d” och Coker d'. Det faktum att Im g7 C Ker 0 och
Im 0 C Ker f5 foljer direkt ty det &r litt att kontrollera likheterna dgj = 0 och f50 = 0.
Som avslutning lat oss visa att Ker 0 C Im g (resten av detaljerna limnar vi som 6vning).

Lat mf] € Ker 0 dvs m{ = gi(m1), dar d(m1) = fa(mh) och mb € Im d' (ty d(mf]) =
mlb + Imd' = Imd'). Vi vill visa att m{ € Im g7 dvs m{ = g1(m1), dir m; € Ker d. Men
mby = d'(m)) sa att kommutativiteten ger

d(m1) = fa(my) = fod'(my) = dfi(m)),

vilket betyder att d(mq — fi(m})) = 0. Alltsa m1 = mq1 — f1(m}) € Kerd och samtidigt
g1(m1) = gi(my — fi(m})) = gi(m1) = mY, ty g1f1 = 0. Detta visar vart pastaende. O

(12.10) Anmaéarkning. Ofta dr det mycket fordelaktigt att uppfatta ett komplex (M, d)
som modulen M = @M, (n € Z) med d : M — M som &ar homogent av grad —1 dvs
d(M,) € M, och dd = 0. En sadan definition generaliseras direkt till d av grad p
dvs d(M,) € My4p och dd = 0. I synnerhet kan en vanlig direkt summa M = @ M,
uppfattas som komplex med d = 0 av godtycklig grad p. Man kan definiera en morfism
f: (M,d) — (M',d), dir d och d’ har samma grad p, som en modulhomomorfism med
f(M,) € M, , och fd = d’f for varje n och ett fixerat heltal q. I sadana termer kan sats

(18.7) formuleras mycket enkelt. Man kan siga att till varje kort exakt f6ljd av komplex

0— M 5 ME M — 0 existerar en exakt triangel

H(M)\
H(F) H(g)
H(M) - H(M")

déar H(M) = @ H,(M) &r komplex med d = 0 av grad —1 (med samma tolkning av H (M)
och H(M")), och 9 ar en morfism av grad —1 dvs

O(Hn(M')) C Hy_q (M),
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Olika konstruktioner av (ko)homologigrupper kan ofta betraktas som specialfall av en mycket
allmén konstruktion av deriverade funktorer — man utgar ifran en funktor F som samman-
faller med H (Hy). De dvriga H™ (H,) #r “deriverade” funktorer av F. Vi skall beskriva
den konstruktionen mycket allmént, men férst maste vi komplettera vara kunskaper om tva
mycket viktiga klasser av moduler over ringar — projektiva och injektiva moduler.

Vi repeterar (se Ovn. 3.27 och Ovn. 11.12):

(12.11) Definition. En R-modul P kallas (R-)projektiv om funktorn X — Hompg(P, X)
ar exakt. En R-modul I kallas (R-)injektiv om funktorn X — Hompg(X, I) ar exakt.

(12.12) Anmirkning. Vi vet att funktorn “Hom” &r viinsterexakt (se Ovn. 11.11), vilket
betyder att om 0 — M’ — M — M"” — 0 ar exakt sa ar sekvenserna
0 — Hompg(N, M') — Hompg(N, M) — Hompg(N, M")

och
0 — Hompg(M", N) — Hompg (M, N) — Hompg(M’', N)

exakta for varje R-modul N. P &r projektiv om den forsta sekvensen ar exakt fran hoger da
N = P, dvs om varje diagram

P

|

M——M"——0

kan kompletteras till ett kommutativt diagram:

P

.

M—M"—0

P4 liknande sétt ar I injektiv om den andra sekvensen &r exakt fran hoger d& N = I dvs om
varje diagram
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O—M —M

kan kompletteras till ett kommutativt diagram:

O—M —M

v

1

(12.13) Exempel. (a) Varje fri R-modul F' ar projektiv. Lat {e;} vara en bas for F' 6ver
R. Betrakta diagrammet:

.

M —>M"—0

Lat oss vélja m; € M sa att g(m;) = h(e;) (det a&r mojligt ty g ar surjektiv). Definiera f sa
att f(e;) = m; (se (3.18)). Da kommuterar diagrammet dvs gf = h.

(b) En andligt genererad R-modul P &r projektiv da och endast da det finns en R-modul P’
sadan att P ® P’ = R™ for nagot n (se Ovn. 1). Lat nu R = Z/(6). R kan betraktas som
R-modul och som sadan &r den projektiv (den ar fri). Men Z(6) = Z/(2) & Z/(3) (se t.ex.
(1.49)). Alltsa &r bade Z/(2) och Z/(3) projektiva Z/(6)-moduler. Men de &r inte fria ty en
fri R-modul har minst 6 element.

(c) Lat K vara en kropp och V' en godtycklig K-modul. Da &r V' injektiv (och projektiv enligt
(a)). Betrakta diagrammet:

Lat {e; }iep vara en bas for W’ och {e;}icr, ddr I D I', en bas for W 6ver K. Definiera nu f
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sa att f(e;) = g(e;) dai € I', och f(e;) =0dai € I\ I'. Da definierar f (entydigt) en linjar
avbildning f : W — V (se (3.18)) sadan att fi = g.

(d) Det &r mycket svarare att ge exempel pa injektiva moduler 6ver godtyckliga ringar. Vi
noterar utan bevis att om R &ar en Dedekindring sa &r M en injektiv R-modul da och endast
da M &r R-delbar®, dvs till varje m € M och till varje r € R, r # 0, existerar x € M sa att
rez = m. Pa det sittet ser vi latt att kvotkroppen K av en Dedekindring ar R-injektiv (t ex
ar Q en Z-injektiv modul).

(12.14) Proposition. Lat R vara en ring och M en R-modul. Da existerar

(a) en projektiv upplésning av M dvs ett exakt komplex

=P —=F—M -0,

dar P; ar projektiva,

(b) en injektiv upplosning av M dvs ett exakt komplex
0—-M-—-I1Iy—1 —...,
dar I; dr injektiva.

Bevis. (a) Forst observerar vi att for varje R-modul M existerar en projektiv (t o m fri)
R-modul P och en epimorfism P — M — 0. Det riacker att vilja P som den fria modul som
genereras av alla {e,, }mens (en bas for P) och definiera P — M genom e, — m (se (3.18)).
Nu konstruerar vi en projektiv upplosning. Forst betraktar vi en exakt sekvens:

0 — Ker dy — Py -2 M — 0.

dar Py ar en fri R-modul (se ovan). VA&lj nu en fri R-modul P; och en epimorfism P; —
Ker dy — 0. Da &r sekvensen

P o v

'Den egenskapen karakteriserar Dedekindringar.



214 KORT OM HOMOLOGISK ALGEBRA

exakt om d; ar sammansattningen P; — Ker dg — Fy. Nu betraktar vi en fri R-modul

. S d .
P,, en epimorfism P, — Ker d; — 0 och forlinger sekvensen med P, — Pj, som ir sam-
mansattningen av P» — Ker dy — P; osv.

(b) Forst maste vi veta att for varje R-modul M existerar en injektiv R-modul I och en
monomorfism 0 — M — I. Aven om beviset inte ar sérskilt svart maste vi avsta fran att ge
det har. Med detta pastaende ar resten enkel. Man startar med den exakta sekvensen

d
0 M—=1 Io/Imdyg — 0

i vilken Iy &r injektiv. Betrakta nu en monomorfism 0 — Iy/Im dy — I, dér I; &r R-injektiv
och definiera d; ur diagrammet

0 Y iy a I

NS

Io/IHld(]

e

0
som sammanséttningen av Iy — Ip/Im dy — I;. Dérefter betrakta:

med dy som sammansattningen av Iy — [;/Im d; — Iy, dar Iy ar injektivoch 0 — I; /Im d; —
I> 4r en monomorfism, osv. ]

Nu ar vi beredda att definiera deriverade funktorer.
Lat R vara en ring och p M kategorin av vanster R-moduler. Lat F :g M — Ab vara en

kovariant vénsterexakt och additiv funktor (se (11.11) och (11.17)). Lat M vara en R-modul
och

O—-M—1Iy—11 -1 — -
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en injektiv upplosning av M. Betrakta komplexet I:

0—>Io—>11—>12—>"-

Hogerderiverade funktorer R™F av F definieras som:

(R"F)(M) = H"(F(I))
dvs (R"F)(M) &r n-te homologigruppen av komplexet:

0— F(lp) — F(I1) = F(Iz) — ...

Det foljer direkt ur konstruktionen att (ROF)(M) = HY(F(I)) = F(M) dirfor att 0 — M —
Iy &r exakt och F &r vénsterexakt sa att 0 — F(M) — F(Iy) — F(I1) ar exakt, dvs F(M)
ar kdrnan till F(ly) — F(I1). Man visar (ganska jobbigt) att (R"F)(M) &ar oberoende av
valet av I (sa nar som pa en isomorfism). Vidare lat ¢ : M — M’ vara en R-homomorfism
och lat oss vélja injektiva upplésningar:

och

0 M I I I

Enligt definitionen av injektiva moduler existerar homomorfismer I;, — I; for k=0, 1,2,...
som mam konstruerar succesivt. Pa detta sitt far man en morfism av den injektiva upplésningen
av M i den injektiva upplosningen av M’ dvs ett kommutativt diagram

0 M Iy I I
R
0 M I I I

och, som konsekvens, homomorfismerna (R"F)(M) — (R"F)(M'). Om

0—-M —-M-—->M"—0
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ar exakt sa valjer man injektiva upplosningar I', I, I” av M’, M och M" pa ett sadant satt
att man far en exakt sekvens av komplex 0 — I' — I — I” — 0, vilket enligt (18.7) ger en
lang exakt sekvens:

0 — (R'F)(M')— (R°F)(M)— (R°F)(M") — (R*F)(M') — ...
... = (R"F)(M) = (R"F)(M") = (R"TF)(M') — ...

Om F ar hogerexakt (som t.ex. ®) konstruerar man i stéllet vénsterderiverade funktorer
L,F med hjilp av projektiva upplosningar’. For kontravarianta F forfar man pa samma
sétt, men projektiva och injektiva upplésningar ersitter varandra (se t ex J.J. Rotman, “An
introduction to homological algebra”).

(12.15) Exempel. (a) Lat G vara en grupp, R = Z[G| gruppringen av G over Z. Lat
F :p M — Ab vara funktorn:

F(M) =M% ={me M :Vyeqgm=m}

och for f: M — M', F(f) : F(M) — F(M'), dar F(f) ar restriktionen av f till F(M) = M¢
(m € MY = f(m) € M'C ty gf(m) = f(gm) = f(m) da g € G). Funktorn F ar kovariant
och vénsterexakt, ty 0 — M’ — M — M"” — 0 exakt ger att

0— MY — MY — M"Y

ar exakt (enkel 6vning). Hogerderiverade funktorer av F betecknas med H"(G, M) och kallas
kohomologigrupper av G med koefficienter i M. Deras betydelse ar mycket stor. Observera
att MY = Homgg)(Z, M) (enkel 6vning).

(b) Lat p M vara kategorin av vanster R-moduler 6ver en ring R. Betrakta funktorn F(N) =
Homp(M, N), dar M &r en fixerad R-modul. F &r kovariant och vansterexakt. Hogerderiverade
funktorer av F betecknas med Ext'y (M, N). Om G(M) = Hompg(M, N) med N fixerad sa far
man en kontravariant vansterexakt funktor. I enlighet med den allmé&nna konstruktionen har
denna funktor sina hégerderiverade funktorer R™G (som konstrueras med hjélp av projektiva
upplosningar). Dessa betecknas ocksa med Ext(M, N). Man visar att bagge konstruktion-
erna med utgangspunkt fran F eller G leder till isomorfa funktorer av 2 variabler. Observera
ocksa att H"(G, M) = Extyq (Z, M) i exempel (a) ty

H°(G, M) = Exty(Z, M) = Homgj)(Z, M) = M€,

THoger- och vénsterderiverade funktorer kan konstrueras dven om F inte &r hoger- eller viinsterexakt. Men
da kan sambandet mellan dessa funktorer och F vara mycket svagt.
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dér Z betraktas som Z[G]|-modul med trivial verkan av G dvs gn =n da g € G och n € Z.

(c) Lat My € M vara R-moduler och lat fo : My — N vara en R-homomorfism. Antag att
man vill veta om det ar mgjligt att utvidga fo till M, dvs om det finns en R-homomorfism
f:M — N saatt f|y, = fo. Betrakta den exakta sekvensen

0 — My -5 M — M/M,.
Vi vet att
0 — Homp(M/My, N) — Homp(M, N) - Homp (Mo, N)

dr exakt (se (11.17) och Ovn. 11.10). Lat oss forlinga den sekvensen med epimorfismen av
Homp(My, N) pa Hompg(My, N)/Im i, =: E dvs

0 —s Homp(M/My, N) —> Homp(M, N) - Homp (Mo, N) - E — 0.

Modulen FE &r intressant ty a(fo) = 0 da och endast da fo € Im i, dvs fy = fi {6r nagot
f:M—N

vilket betyder att a(fy) = 0 < fo kan utvidgas till f : M — N. Om t ex £ = 0 sa kan
man utvidga varje fy. Om man fixerar My och M sa kan man betrakta £ som en funktor av
N (morfismer Ny — Ny definierar enkelt E(N;) — E(N2)). Denna funktor d&r mycket néra
relaterad till Ext}%. Den exakta sekvensen 0 — My — M — M /My — 0 ger den langa exakta
sekvensen:

0 — Homp(M /My, N) — Homp(M, N) — Homp(My, N) —

—— BExtL(M/My, N) — Exth(M,N) — - - -

Nu ser vi att moduler F kan beskrivas som kirnan till avbildningen Ext},(M /My, N) —
Exth(M, N). Beteckningen ”"Ext” (“extension”) kommer just fran sambandet mellan Ext-
funktorerna och olika typer av utvidgningar av homomorfismer.
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0

Aven singulira homologigrupper av topologiska rum och de Rham kohomologigrupper kan
konstrueras som deriverade funktorer (se t.ex. Warner’s bok “Foundations of Differentiable
Manifolds”).
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OVNINGAR

12.1.

12.2.

12.3.

12.4.

12.5.

Visa att en dndligt genererad R-modul P ar projektiv da och endast da det finns en
R-modul P’ sadana att P @ P’ = R" for nagot n (R" = R® ... ® R med n termer R).

Man siger att en exakt sekvens 0 — M’ Lom & M = 0ar splittrad om det finns en
R-homomorfism j : M"” — M sa att gj = 1. Visa att foljande villkor ar ekvivalenta

for 0 — M' L M % M7 — 0

(a) det finns j : M" — M sa att gj = 1y (dvs sekvensen ar splittrad i enlighet med
definitionen ovan),

(b) det finns p: M — M’ sa att pf = 1y,

(c) det finns My C M sa att M = Imf & My (Imf = Kerg ty sekvensen &r exakt).

(a) Visa att P &r en projektiv R-modul da och endast da varje exakt sekvens 0 — M’ —
M — P — 0 ar splittrad.

(b) Visa att I &r injektiv R-modul da och endast da varje exakt sekvens 0 — [ — M —
M" — 0 ar splittrad.

Man séger att en R-modul F' &r flat om funktorn X — F' ®r X &r exakt.
(a) Visa att varje fri modul &ar flat.

(b) Visa med hjilp av (a) och t.ex. Ovn. 1 att varje projektiv R-modul &r flat.

Lat C vara en delkategori till g M sadan att M = (0) ar i C och lat G vara en abelsk
grupp. Antag att mot varje M i C svarar ett element (M) € G sa att ¢((0)) =0 (det
neutrala elementet i G) och for varje exakt sekvens i g M

0—-M —-M-—M"—0,

dar M, M', M" &r objekt i C, géller det att (M) = p(M') +¢(M"). En sadan funktion
¢ kallas ibland f6r en Euler-Poincaré funktion pa C.

(a) Visa att om M och M’ ar isomorfa R-moduler som bada tillhor C sa ar (M) =
p(M).

(b) Lat R = K vara en kropp och lat C besta av &ndligt-dimensionella vektorrum.
Definiera (M) = dimg M for M i C. Visa att ¢ &r en Euler-Poincaré funktion pa C.

(c) Lat R = Z och lat C besta av alla éndliga abelska grupper. Definiera ¢(M) = |M|
(antalet element i M) da M &r i C. Visa att ¢ dr en Euler-Poincaré funktion pa C.

(d) Visa att det finns en abelsk grupp G* och en Euler-Poincaré funktion pa C som
antar sina varden i G* sddana att for varje Fuler-Poincaré funktion pa C med vérden
i en abelsk grupp G existerar exakt en grupphomomorfism f : G* — G sadan att
fle*(M)) = (M) for varje M i C. Gruppen G* betecknas med Ko(C) och kallas
Grothendieckgruppen av C.

Ledning. Definiera G* som kvoten F'/Fy, dar F' ar den fria abelska grupp genererad
av isomorfiklasser [M] for M i C, och Fy ar delgruppen genererad av [M] — [M'] — [M"]
for alla exakta sekvenser i gM
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0—M —M-— M —0,
dar M, M', M" ariC.
12.6. Lat ¢ vara en Euler-Poincaré funktion pa C som i Ovn. 5. Lat

dn n
(M, d) oo My =5 My, 5 My —

vara ett komplex i Mp sadant att M,, och H,(M) tillhér C och ar 0 for néstan alla n.
Med Euler-karakteristiken av M med avseende pa ¢ menas

Antag att for varje exakt sekvens 0 — M’ — M — M" — 0 i Mg géller det att om M
ariC sa ar M’ och M" i C. Visa att

Anmarkning. Ky() kan betraktas som funktor fran C till abelska grupper. Man
konstruerar ocksa sekvenser av funktorer K;() fér ¢« > 0. Liksom homologifunktorer
spelar dessa funktorer en mycket viktig roll i olika delar av matematiken. En mycket bra
introduktion till algebraiska aspekter av K-teorin utgor boken av J. Milnor, Introduction
to Algebraic K — theory.
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