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FORORD

Termen "Diskret matematik” téacker ett mycket brett spektrum av olika matematiska &mnen
som pa ett eller annat sétt dr relaterade till datoranvindningar. Ofta har man att géra med
mycket gamla och mycket varierande matematiska teorier som plotsligt visade sig vara av stor
betydelse i datateknikens tjénst. Déarfor ar det helt omojligt att tacka all relevant matematik i
en kort kurs. Vi har valt en inriktning som har mycket stark algebraisk pragel — kursen handlar
i stor utstrackning om tillimpad algebra. Efter en teoretisk inledning som introducerar en rad
viktiga algebraiska strukturer — grupper, ringar och kroppar, évergar vi till flera tillampningar.
Vi diskuterar algebraiska koder, krypteringssystem, Booleska algebror, dndliga automater,
snabba Fouriertransformer och deras tillimpningar pa snabba multiplikationsalgoritmer.

Trots att vi har placerat teoridelen forst i kompendiet, kan olika kapitel ldsas i en icke-linjar
ordning som framgar av innehallsbeskrivningen pa nésta sida. Detta gor att olika tillamp-
ningar kan varvas med mera teoretiska avsnitt, vilket férhoppningsvis kommer att underlétta
inldrningsprocessen.

Texten kom till under en relativt kort tid d& det visade sig att den gamla kurslitteraturen inte
var tillgénglig. Darfér kan man vénta sig en rad brister i de férsta upplagorna. Vi dr myck-
et tacksamma for alla kommentarer om bade oklarheter och tryckfel. Skicka gérna dessa till
Juliusz Brzezinski (jub@math.chalmers.se) eller Jan Stevens (stevens@math.chalmers.se).
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INNEHALLSBESKRIVNING

Kapitel 1 — 10 innehaller grundléggande egenskaper hos mycket viktiga algebraiska strukturer
— grupper, ringar och kroppar. De efterfoljande kapitlen handlar om fyra tillampningsomraden.

Det forsta tillimpningsomradet &r algebraiska koder. ”En kort inledning till algebraiska koder”
samt "Tipsproblemet” kan ldsas utan nagra som helst forkunskaper, men i den givna ordningen.
Kapitlet "Polynomkoder” kraver bade det inledande kapitlet om algebraiska koder och alla
kapitel 1 — 10.

Det andra tillampningsomradet handlar om kryptering och kraver kapitel 1 — 5.

Den tredje tillampningen ar relaterad till digital teknik. Kapitlet om Booleska algebror kraver
endast kapitel 1 — 3 (i mycket begrénsad omfattning), ddremot kapitlet om linjara automater
bygger pa alla kapitel 1 — 10 och kapitlet om Booleska algebror.

Den sista tillimpningen handlar om snabba Fouriertransformer och snabba multiplikationsal-
goritmer. Dessa kapitel forutsiatter innehallet i kapitel 1 — 9.

Som appendix har vi bifogat ett kapitel om logiska konnektiv och kvantorer.
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Kapitel 1

DELBARHET OCH PRIMTAL

Vi borjar med en kort repetition av nagra viktiga egenskaper hos heltalen:

Z ={0,41,+2,43,...}.

(1.1) Definition. Om a och b &ar tva heltal sa siger man att b delar a om a = bq, dir ¢
ar ett heltal. Man séiger ocksa att a ar delbart med b eller att a &r en multipel av b. Man
skriver da b|a. O

Exempel. 3|6, 641|232 + 1 (det #r inte sa litt att bevisa - se dock &vning 5.3 i Kapitel 5.) OJ

Rent allmént géller foljande viktiga och vélkdnda egenskap:
(1.2) Divisionsalgoritmen. Om a och b dar heltal och b # 0 sd dr

a=>bqg+r, dir 0<r <|bl.

Bade q och r dr definierade entydigt av a och b.

Bevis. Betrakta alla heltal a — bz, dér x ar ett godtyckligt heltal. Bland dessa tall finns det
positiva ty olikheten a — bx > 0 har med all sékerhet heltaliga l6sningar (z > a/b da b > 0
och z < a/bda b < 0). Lat r vara det minsta icke-negativa heltalet bland talen a — bx da x ar
ett heltal och lat r = a —bq. Vi pastar att 0 < r < [b|. Annars ar, r > |b| sa att 0 <r—|b| <r
ochr —|bl =a—bg—1|b| =a—>b(g+t1)dvs r—|b| ar ett icke-negativt tal pa formen a — bz
som &r mindre &n r. Detta strider mot definitionen av r. Alltsa har vi

a=bg+r och 0<r<]|b.
Bevis att g och r definieras entydigt av a och b lamnar vi som &vning 1.1. O
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2 DELBARHET OCH PRIMTAL

(1.3) Definition. Om a = bg+r, ddr 0 < r < |b| (som i Divisionsalgoritmen ovan) sa kallas
q kvoten, och r resten vid division av a med b. ]

Ofta utnyttjar man foljande egenskaper hos delbarhetsrelationen:

(1.4) Proposition. Lit a,b,c,d beteckna heltal. Da gdaller:
(a) om d|a och d|b sd d|a £+ b,
(b) om alb och blc sd alc,

(¢) om i likheten a + b = ¢ dr tvd av talen a,b,c delbara med d si dr ocksd det tredje talet
delbart med d,

(d) om alb och bla sd dr b= *a.

Alla dessa egenskaper dr mycket enkla och vi lamnar ett bevis som 6vning (se 6vning 1.2).

Med storsta gemensamma delaren till ¢ och b menar man ett positivt heltal d som delar
a och b och ar delbart med varje gemensam delare till ¢ och b. Den storsta gemensamma
delaren till a och b dr definierad entydigt dirfor att om béde d och d ar sddana delare si
galler d|d" och d'|d, vilket innebér att d’ = +d. Men bade d och d’' &ar positiva sa att d’' = d.
Storsta gemensamma delaren till @ och b betecknas med SGD(a,b). Man brukar definiera
SGD(0,0) = 0.

Med minsta gemensamma multipeln till ¢ och b menar man ett positivt heltal m som
ar delbart med a och b och som delar varje gemensam multipel av a och b. Aven minsta
gemensamma multipeln av a och b definieras entydigt av dessa tal (motivera detta pastaende
med liknande argument som for SGD(a, b) ovan!). Minsta gemensamma multipeln av a och b
betecknas med MGM (a,b). Som for SGD definierar man MGM (0,0) = 0.

Foljande egenskap av storsta gemensamma delaren till tva heltal kommer att anvandas flera
ganger under kursens gang.

(1.5) Proposition. Om a och b dr heltal och d = SGD(a,b) sd existerar tva heltal xo och
Yo sadana att

d = axg + byp.

Bevis. Om a = b = 0 s& ar pastaendet klart (som x och y kan man vélja helt godtyckliga
heltal). Anta att a eller b inte ar 0. Det &r klart att det finns positiva heltal som kan skrivas
pa formen ax + by t ex om a # 0 s& &r +a = a - (1) + b - 0 och antingen a eller —a &r ett
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positivt heltal. Aven b = a -0+ b - 1 kan skrivas pa formen az + by. Lat dy vara det minsta
positiva heltal som kan skrivas pa den onskade formen dvs

() do = azg + byo.

Vi pastar att dg = d. Forst observerar vi att varje heltal axz + by ar delbart med dy, ty

ar + by = qdo +,

dar resten r ar mindre dn delaren dg. Men

r=a(z — qzo) + b(y — qyo)

s& att r méste vara 0 ty annars far man ett tal som &r mindre &n dy och som kan skrivas pa
den 6nskade formen. Alltsa dividerar dg bade a och b ty bigge kan skrivas pa formen ax + by.
Ekvationen (x) sdger att om d’ dr en delare till @ och b sa dr d’ en delare till dy. Alltsa ar dy
den storsta gemensamma delaren till a och b. O

Den sista propositionen séger inte hur man kan hitta x och y. For det mesta spelar det inte
nagon storre roll — existensen ar helt tillrdcklig. Men ibland vill man berdkna xy och yy. Det
gor man ofta (och ganska snabbt) med hjilp av Euklides algoritm. Euklides algoritm séger
hur man kan berékna SGD(a,b). Man bildar en divisionskedja:

a = bq +r, 0<r;<lb,
b = riga+re, 0<ry <y,
L= T2q3+ 73, 0 <rz <y,
Tn—3 = Tn—2qn—1 1+ Tn—1, 0<rp1<rp2,
Tn—2 = Tn—1qn + Tn, 0<r, <rp,
'm—1 = Tndn+1-

Varje kedja av den héir typen maéaste vara dndlig darfor att en avtagande kedja av resterna
ry > 19 > 13 > ... > 0 méaste vara dndlig. Vi pastar att den sista icke-forsvinnande resten i
denna kedja, dvs r,, dr den storsta gemensamma delaren till @ och b. Att det verkligen &r sant
kontrollerar man mycket enkelt med hjalp av definitionen av SGD(a,b). Den sista likheten i
kedjan sdger att r,, ar delaren till r,,_1. Alltsd visar den nést sista likheten att r,, ar delaren
till r,,—2. Nu vet vi att r,, delar r,,_1 och r,_o. Allts& visar likheten for r,_3 att &ven denna
rest ar delbar med r,. Vi fortsatter var vandring uppat och steg efter steg visar vi att alla tal
Tn—1, Tn—2, Tn—3, - -+, 71, b, @ ar delbara med r,. Alltsa ar r, en gemensam delare till a och b.

Om nu d ar en godtycklig gemensam delare till @ och b sa visar den forsta likheten att d delar
ry. Alltsd ger den andra likheten att d delar ro. D& vi vet att d delar r1 och ry s& far vi ur
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den tredje likheten att d ocksa delar r3. Pa det séttet far vi att d ar en delare till alla tal
i sekvensen a,b,r1,72,73,...,Tn—2,"n—1,Tn. Detta visar att r,, ar den stérsta gemensamma
delaren till a och b. Det ar klart att man kan formalisera vart resonemang genom att anvinda
matematisk induktion.

Med hjélp av Euklides algoritm kan man inte bara berdkna SGD(a,b) utan ocksa tva heltal
x,y sddana att SGD(a,b) = ax + by. Vi illustrerar detta med ett exempel:

(1.6) Exempel. Lat a = 2406 och b = 654. Euklides algoritm ger

2406 = 654-3+444

654 = 444-1+4 210
444 = 210-2424
210 = 24-8418
24 = 18-1+6
18 = 6-3

s att SGD(2406,654) = 6 (den sista nollskilda resten). Nu har vi

6 = 24-18-1=24—(210-24-8) 1=
= 24-9-210= (444 —210-2)-9 - 210 =
= 444-9-210-19=444-9 — (654 —444-1)-19 =
= 444 -28 — 654 - 19 = (2406 — 654 - 3) - 28 — 654 - 19 =

— 2406 - 28 + 654 - (—103)
O

Det finns en annan mojlighet att beriikna SGD(a,b) da a och b ér tva heltal. Aven om denna
mojlighet inte ar sérskilt praktisk anvénds den flitigt i skolan. Den bygger pa faktoruppdel-
ningar av heltal i produkt av primtal.

Man séger att ett positivt heltal p &r ett primtal om p har exakt tva olika delare: 1 och sig
sjalvt. Primtalen mindre &n 100 &r

2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37,41, 43,47, 53, 59, 61,67, 71,73, 79, 83, 89, 97.

Foljden av primtalen dr odndlig. Detta pastaende visades for mer d&n 2000 ar sedan av Euklides.
Innan vi visar Euklides sats tittar vi ndrmare pa primtalens viktiga roll som byggstenar for
alla heltal — varje heltal storre dn 1 ar en produkt av primtal. Vi skall visa detta pastaende
om en liten stund. Forst behover vi en mycket viktig egenskap hos primtalen:
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(1.7) Sats. En primdelare till en produkt av tvd heltal ar en delare till (minst) en av faktor-
erna dvs om plab sd pla eller p|b, dd p dr ett primtal och a,b dr heltal.

Bevis. Antag att pta. Dadr SGD(p,a) = 1 darfor att p dr ett primtal. Enligt (1.5) existerar
tva heltal z,y sadana att pr + ay = 1. Om man multiplicerar den likheten med b far man
b = pbz + aby. Men enligt forutsittningen ar ab = pq for ett heltal g. Alltsd ar b = p(bx + qy)
dvs plb. O

Nu kan vi visa satsen om faktoruppdelningar av heltal i produkter av primtal:

(1.8) Aritmetikens fundamentalsats. Varje heltal storre dn 1 ar en entydig produkt av
primtal dvs om

n=pip2- - Ppm = PPy Dy

ddr p; och p; dar primtal si dér m =n och vid en ldmplig numrering av faktorerna dr p; = pj.

Bevis. Forst visar vi med induktion att varje heltal N > 1 ar en produkt av primtal. Vi
borjar med N = 2 da vart pastiaende galler. Lat N > 2 och antag att varje positivt heltal
storre &n 1 och mindre &n N ar en produkt av primtal. Lat p beteckna den minsta delaren
till N. Det ar klart att p ar ett primtal, ty motsatsen innebér att p har en delare d # 1,p sa
att 1 < d < p och d &r en delare till N (se (1.2) (b)) som &r mindre &n p. Vi har N = pq, dér
1< g < N.Men om g >1saar q en produkt av primtal enligt induktionsantagandet, vilket
visar att IV ocksa ar en sddan produkt.

Entydigheten visar vi med induktion med avseende pa summan s = m 4+ n. Om s = 2 sa har
vim =n =1 och p; = p)|. Antag att vart pastiende géller da antalet faktorer &r mindre &n s
och 1at

P1D2 P = PP+ Py

dar m +n = s. Primtalet p,, ar en delare till produkten till hoger s& att enligt (1.7) &r py,
en delare till en av faktorerna. Genom att eventuellt nummrera om dessa faktorer kan vi anta
att pm|pl,. Men bada dessa tal dr primtal si att p,, = pl,. Alltsa giller

PIP2 " Pm—1 = PP Ph_1,

och i denna likhet &r antalet primfaktorer lika med s — 2 < s. Enligt induktionsantagandet ar
antalet faktorer till vanster lika med antalet faktorer till hoger dvs m — 1 = n — 1. Alltsa &r
m = n. Dessutom kan man numrera faktorerna s& att p;, =p, dai=1,...,n — L O
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(1.9) Anmiirkning. Ofta kallar man sats (1.7) for aritmetikens fundamentalsats. Aven om
formuleringen ovan handlar om positiva heltal sa kan vi sdga rent allmént att varje heltal
N # +1 &r en produkt

N =epip2 - - pn,

dar p; ar primtal och ¢ = +£1. Eligt aritmetikens fundamentalsats ar sadan framstéllning
entydig sa nér som pa faktorernas ordningsfoljd. Faktoruppdelningar av liknande typ ar kinda
t ex for polynom. Vi diskuterar bade faktoruppdelningar fér heltalen och fér polynom i ett
senare kapitel. U

Nu kan vi bevisa att det finns oéndligt manga primtal.

(1.10) Euklides sats. Det finns oindligt manga primtal.

Bevis. Antag att p1,p2,...,p, ar alla primtal. Bilda talet

N =pip2---pp + 1L

Talet N ar storre an 1 s& att det maste vara en produkt av primtal dvs nagot av primtalen
p1,D2,...,pn ar en delare till N. Lat oss beteckna en sadan delare med p dvs N = pq, dar p
ar ett av primtalen py,po, ..., pn. Alltsa &r

_plpz”'pn)

1=N—pip2---pn =0p(q p

Detta betyder att p dividerar 1, vilket &r helt orimligt eftersom primtalet p &r storre &n 1.
Vart antagande att det endast finns dndligt manga primtal har lett oss till en motsigelse.
Alltsd maste antagandet vara falskt, dvs det finns oédndligt manga primtal. O

OVNINGAR

1.1. Visa att kvoten och resten vid division av tva heltal dr entydigt definierade dvs om
a=bg+r=>0b¢+r" dar a,b#0,q,r,q¢,r" ar heltal och 0 < r < |b],0 < ¢’ < |b|, s& &r
gq=¢q ochr=r".

1.2. Visa Proposition (1.4).

1.3. Faktoruppdela foljande tal i produkt av primtal:

(a) 2704, (b) 392688, (c) 749088, (d) 8051.



OVNINGAR

1.4. Berdkna SGD(a,b) samt tva heltal x och y sddana att SGD(a,b) = ax + by da
(a) a =577,b = 257,
(b) @ =1111,b = 1133.

1.5. Lat a och b vara tva heltal. Visa att SGD(a,b)MGM (a,b) = ab.
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Kapitel 2

RELATIONER

Begreppet ‘“relation” i matematiska sammanhang anknyter till betydelsen av samma ord i
vardagliga situationer d& en relation ar ofta ett samband mellan tvé individer (dvs ett par).

(2.1) Definition. Med en relation R pa en méngd X menas en godtycklig méangd bestaende
av par (z,y), dar z,y € X. Med andra ord &r en relation pa X en godtycklig delméngd R till
den kartesiska produkten

X x X ={(z,y): xz,y € X}.

13 7

Om z,y € X och (z,y) € R, diar R ar en relation pa X sa skriver man ofta x ~ y. Men “ ~
ersatts oftast med andra tecken som traditionellt betecknar kinda relationer t ex med “ <7

eller “|”.

(2.2) Exempel. (a) Lat X = {1,2,3,4} och lat R = {(1,3),(2,4),(2,2),(4,4)}. Man kan
skriva 1 ~ 3 eller 2 ~ 2. Man har sammanlagt 16 par (z,y), men endast 4 par ingér i relationen

R.

(b) Lat X = R vara miingden av de reella talen. Definiera R = {(z,2%) : 2 € R} C X x X.
Relationen R &r helt enkelt grafen av funktionen f(z) = 22 dvs den bestar av alla punkter pa
parabeln y = x2. Hir har vi  ~ y precis da y = 22. ([l

Ett sa allmént relationsbegrepp ar inte sérskilt anvandbart. Men i matematiska situationer
har man 6verallt olika relationer som satisfierar olika ytterligare villkor. Vi diskuterar forst
ekvivalensrelationer och darefter, mycket kort, ordningsrelationer och funktionsgrafer.

9



10 RELATIONER

(2.3) Definition. En relation “ ~” pa en méngd X kallas for en ekvivalensrelation om
(a) x ~ z (reflexivitet),

(b) & ~ y implicerar y ~ x (symmetri),

(¢) x ~y och y ~ z implicerar z ~ z (transitivitet),

daz,y,z € X. O

(2.4) Exempel. (a) Lat X = Z och lat z ~ y da och endast da 5 | z — y for z,y € Z. Da
galler x ~ z, ty 5|z —x = 0, x ~ y implicerar y ~ x, ty 5|z — y implicerar 5|y —z = —(z — y)
samt x ~ y och y ~ z ger  ~ z, ty 5lx — y och 5y — z ger 5|z — z = (z —y) + (y — 2).

(b) Lat X = N = {1,2,...} och lat © ~ y d& och endast da = och y har exakt samma
primtalsdelare. Man kontrollerar mycket latt att “ ~” &r en ekvivalensrelation (gor det!).

(c) Lat X vara en méngd och lat X; vara icke-tomma delméngder till X for ¢ tillhérande en
indexméangd I. Lat oss anta att dessa méngder utgor en partition av X, vilket betyder att
X = UX; ér unionen av alla X; och X; ar parvis disjunkta dvs X;NX; = () om i # j. Definiera
nu x ~ y om och endast om det finns ¢ sa att x,y € X;. Man far en ekvivalensrelation pa X.
Man kan tdnka pa X som méngden av alla elever i en skola medan X; betecknar alla elever i
samma klass (vi forutsétter att skolan ar av “gammal modell” sa att varje elev tillhor exakt
en klass). Tva elever x och y ar relaterade (dvs x ~ y) precis da x och y gar i samma klass. Vi
visar strax att varje ekvivalensrelation pa en godtycklig mangd X far man pé detta satt. [

(2.5) Definition. Lat ~ vara en ekvivalensrelation pa en méngd X . Med ekvivalensklassen
av ¢ € X menas mangden

@] = {ye X 1y ~a}.

(2.6) Proposition. (a) x € [z].
(0) [z] = [yl &z ~y.
(¢) Twva olika ekvivalensklasser dr disjunkta.

(d) X dr unionen av alla ekvivalensklasser.

Bevis. (a) Klart fran (2.3) (a).

(b) [z] =]y =z €zx]=y] =z ~y. Antag nu att x ~y. Om z € [x] sd ger z ~ x och x ~ y
att z ~ y sd att z € [y]. Alltsd &r [x] C [y]. Av symmetriskél har man ocksa [y] C [z].

(c) Om z € [z]N[y] s& &r z ~ = och z ~ y sa att x ~ y ur symmetrin och transitiviteten
(z ~ 2 ger x ~ z som med z ~ y ger x ~ y). Enligt (b) ar [z] = [y]. Detta betyder att om
[z] # [y] s& saknar dessa klasser nagot gemensamt element z.

(d) Foljer direkt ur (a). O
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(2.7) Foljdsats. Ekvivalensklasserna av varje ekvivalensrelation pa X bildar en partition av
X.

Bevis. Foljer omedelbart fran (c) och (d) i (2.6). .

(2.8) Exempel. (a) For ekvivalensrelationen i (2.4) (a) har man

dér r &r resten vid division av x med 5 ty 5|z —r dvs x ~ r. Eftersom det finns 5 olika rester
r sa finns det exakt 5 olika ekvivalensklasser [0], [1], [2], 3], [4]-

(b) I exempel (2.4) (b) ar alla ekvivalensklasser av foljande form: [x] = [pips---p,], dér
p1,DP2,...,pr ar alla olika primdelare till  om = # 1 och [1] (bestdende av enbart 1). Kon-
trollera detta péastéaende!

(c) I exempel (2.4) (c) ar just partitionsméngderna X; ekvivalensklasserna, ty om z tillhér X;
sa ar [z] = X;. O
Miéngden av alla ekvivalensklasser for en ekvivalensrelation “ ~” pa X betecknas med X/~.
Denna méngd kallar man ofta for X modulo ~.

En annan mycket vanlig typ av relationer &r ordningsrelationer.

(2.9) Definition. En relation “ < ” pa en méngd X kallas en partiell ordningsrelation
(eller en partiell ordning) om

(a) z < z (reflexivitet),

(b) z <y och y < z implicerar att x < z (transitivitet),

(¢) <y och y <z implicerar att z = y (antisymmetri).

Man skriver x < y om z <y och z # y. Om dessutom en relation “ <” satisfierar

(d) for godtyckliga x,y € X géller det att < y eller y < x eller z =y

sd siger man att relationen dr en ordningsrelation (eller en ordning) pa X. O
(2.10) Exempel. (a) Lat X = R och 1at = < y betecknar den vanliga ordningsrelationen

pa de reella talen. Vi vet mycket val att den relationen &r en ordningsrelation i enlighet med
definitionen ovan.

(b) Lat X = N = {1,2,3,...} vara méangden av de naturliga talen. Relationen z|y &r en
partiell ordningsrelation pa N ty z|x, om x|y och y|z s& x|z samt x|y och y|z ger x = y. Men
“|” &r inte en ordningsrelation, ty (d) i definitionen ovan géller inte d& man t ex véljer z = 2
och y = 3. g
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(2.11) Vi avslutar med en observation att varje funktion f: X — X definierar en relation —
namligen méngden av alla par (z, f(z)) € X x X. Lat oss paminna att med en funktion fran
en mangd X till en méngd Y menar man vanligen en regel som mot varje x € X ordnar exakt
ett element y € Y. Da skriver man y = f(x) och f: X — Y. I vart fall har vi X =Y och vi
far en relation pa X da x ~ y om och endast om y = f(x). Parméngden som svarar mot f
bestar alltsa av alla par (z, f(x)).

Iy =A{(z, f(2)): 2 € X}

kallas ofta grafen av funktionen f.

OVNINGAR

2.1. Vilka av de foljande relationerna pa den givna mangden X &dr ekvivalensrelationer:
(a) X =Z, x ~ y da och endast da n|z — y, dar n ar ett fixt positivt heltal.
(b) X =N, x ~ y da och endast d& xy &r en kvadrat av ett naturligt tal.
(c) X =R2, (a,b) ~ (¢,d) da och endast da b = d.
(d) X =R2, (a,b) ~ (c,d) da och endast da a = c eller b = d.
() X =R, a ~ b da och endast da a — b &r ett heltal.
(f) X =R, a ~ b da och endast da ab > 0.
2.2. Ar det sant att reflexivitet i definitionen av en ekvivalensrelation foljer ur symmetrin

och transitivitet enligt f6ljande resonemang: Lat z € X. Att x ~ y ger y ~ z eftersom
“~ 7 ar symmetrisk. Alltsa ger transitiviteten x ~ x.

2.3. Bestdam ekvivalensklasserna i alla fall da relationerna i den forsta Gvningen &ar ekvi-
valensrelationer. Forsok tolka ekvivalensklasserna geometriskt da sadana tolkningar ar
mojliga.

2.4. Vilka av foljande relationer pa de givna méngderna X &r partiella ordningsrelationer?
Vilka av dem &ar ordningsrelationer?

(a) X =R, a ~ b da och endast da a? < b

(b) X =N, a ~ b da och endast da a?|b?.

(c) X = alla reella funktioner f : R — R och f ~ g d& och endast da f(z) < g(x) for
varje x € R.



Kapitel 3

MANGDER MED OPERATIONER

De fyra raknesétten: addition, subtraktion, multiplikation och division ar, vad man ofta kallar
(aritmetiska) operationer i méngden av alla tal. Addition och multiplikation av vanliga funk-
tioner kinda fran analyskurser ar ocksa operationer. Aven matrisaddition eller matrismultip-
likation &r operationer i méngden av matriser av lamplig storlek.

I algebran &r man ofta intresserad av olika egenskaper hos operationer. Tva méngder som
tillater operationer med samma egenskaper kan ofta studeras samtidigt — man behover inte
bevisa samma satser flera ganger om man vet att dessa satser géller for varje méngd med
operationer som satisfierar vissa villkor. I detta avsnitt definierar vi begreppet operation och
nagra mycket allménna egenskaper hos operationer, t ex associativitet och kommutativitet.

Begreppet operation ar ett specialfall av begreppet funktion. Dérfor repeterar vi forst att med
en funktion f fran en méngd X till en mangd Y menar man vanligen en regel som till varje
x € X ordnar exakt ett element y € Y. Da skriver man y = f(x) och f: X — Y. Lat oss
ocksa repetera att X x Y betecknar (den kartesiska) produkten av méngderna X och Y dvs

XxY={(z,y):x e XochyeVY}.

Nu &r vi beredda att definiera begreppet operation:

(3.1) Definition. Med en (binfr) operation pa méngden M menar man en avbildning
fran M x M till M. Bilden av paret (a,b) betecknas ofta med a * b, och méangden M med
operationen “sxmed (M, x). O

Definitionen séger att en operation pa M ordnar mot tva godtyckliga element a,b € M ett
element a x b € M. Har foljer nagra exempel pa operationer:

13
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(3.2) Exempel. (a) Lat M vara en av méngderna Z,Q,R,C och 1at a xb = a + b vara den
vanliga summan av a och b.

(b) Med samma M som i (a), lat a * b = ab vara den vanliga produkten av a och b.

(c) Lat M = M3(R) vara méngden av (2 x 2)-matriser med reella element och A* B = AB
den vanliga matrisprodukten for A, B € Ma(R).

(d) Lat M vara méngden av alla reella funktioner och f % g = f + g den vanliga summan av
tva funktioner f,g € M dvs (f + g)(z) = f(x) + g(x) da x € R. O

Enbart det faktum att man har en operation pa en méangd ar oftast inte tillrdckligt for att
studera méngden. Darfor vill man veta lite mera om olika egenskaper hos operationer.

(3.3) Definition. Man séger att operationen * pa M dr associativ om (axb)*xc=ax(bxc)
da a,b,c € M. Operationen ar kommutativ om axb=>bx*a da a,b € M. ]

Exempel. (a) Alla operationer i Exempel (3.2) &r associativa och enbart (3.2)(c) &r inte
kommutativ.

(b) Subtraktionen &r varken kommutativ eller associativ pa Z dvs om a*xb = a—b sa géller inte
att axb = bxa eller (axb)xc = ax(bxc) ty vanligen a—b # b—a och (a—b)—c # a—(b—c). Bésta
sattet att visa dessa pastaenden dr att ge exempel: t ex 2—3 # 3—2 och (3—2)—1 # 3—(2—1).

g

(3.4) Definition. Man séger att e € M é&r ett neutralt element for operationen * om
exa = axe = a daa € M. Man siger att ' € M ar en invers till a € M om a*xa’ = a'xa = e.

0

Exempel. (a) 0 dr ett neutralt element for additionen pa M = Z (eller Q,R,C) ty 0+ a =
a+0=adaaec M. Inversen till a € M &r —a ty a + (—a) = (—a) + a = 0. Inversen kallas
héar motsatta talet.

(b) Talet 1 &r ett neutralt element for multiplikationen pa M ur (a) ty 1-a =a-1 = a da
a € M. Inversen till @ € M finns enbart dd @' = 1/a € M. Om M = R sa har alla tal invers
utom 0. Om M = Z sa har enbart a = £1 inverser (motivera varfor!).

(¢) Nollmatrisen

o-[3]

ar ett neutralt element for matrisadditionen pa M = Ms(R). Inversen till A € M ar da —A
ty A+ (—A) = (—A) + A = 0. I stallet for invers sdger man da den motsatta matrisen.
Enhetsmatrisen
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e[}

ar ett neutralt element for matrismultiplikationen ty FA = AE = A da A € M. Inversen till
Ae Mir A= A1 omdetA#0. Om det A = 0 sa saknar A invers (om AA’ = F sa ger
det(AA") = det Adet A’ = det E = 1 motségelsen 0 = 1 om detA = 0). O

(3.5) Proposition. Ett neutralt element e € M dr entydigt bestimt. Om operationen pid M
dr associativ och a € M har invers sa dr den entydig.

Bevis. Om #ven €’ ar ett neutralt element s& har vi

O

(3.6) Anmérkning. Om M = {aj,az,...,a,} &r en dndlig mingd sa definierar man ofta
operationer pa M med hjilp av “multiplikationstabeller’:

* a ... G ... Qp
ai

a; Qg * aj

an

Varje sadan tabell ger en operation pa M. Med hjilp av tabellen kan man latt avgora om
operationen pa M #r kommutativ (hur?) eller om det finns ett neutralt element (hur?). Men
det &r mycket besvarligare att avgora om operationen ar associativ. ([l

Mycket ofta betraktar man funktioner mellan méngder med operationer. Lat oss paminna om
att en funktion f : M — M’ kallas bijektiv om den avbildar olika element i M pé olika element
i M’ s& att varje element i M’ ér bilden av ett element i M. Sérskilt viktiga ar funktioner som
respekterar operationer i féljande mening:

(3.7) Definition. Lat (M, x) och (M, «) vara tvd méngder med operationer. Man siger att
en funktion f: M — M’ dr en homomorfism om f(a xb) = f(a) «" f(b) for alla a,b € M.
Om dessutom f ar bijektiv sa siger man att den ar en isomorfism. D& skriver man M = M'.

O
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(3.8) Exempel. (a) Lat M = M’ = Z vara méangder med vanlig addition av heltalen och
f(n) = 2n. Vi har

f(n1+n2) =2(n1 +n2) = 2n1 + 2n2 = f(n1) + f(n2)

s& att f &r en homomorfism. Men f dr inte en isomorfism darfor att f inte &r bijektiv — bilder
av f dr endast jimna heltal.

(b) Betrakta M = R med addition som operation och de positiva reella talen M’ = R, med
multiplikation som operation. Funktionen f : M — M’ dar f(x) = 2%, & en homomorfism
darfor att

[z + @) = 270192 = 271272 = f(zq) f(m2).

Funktionen f &r som bekant bijektiv sa att f &r en isomorfism.

(c) Lat M =V och M" = W vara tva vektorrum (6ver de reella talen) och lat f : V. — W
vara en linjar avbildning. D& ar f en homomorfism ty

f(v1+v2) = f(v1) + f(ve)

enligt definition av linjara avbildningar. f behover inte vara en isomorfism. O

OVNINGAR

3.1. Vilka av foljande operationer pa Z &r associativa, kommutativa, vilka har ett neutralt
element? Varje gang da det finns ett neutralt element bestdm alla element som har

invers.

(a) m*xn=mn+1 (b)y m¥xn=mn+m+n
(d)y msn=2

(f) m*xn = SGD(m,n)
(h) m«n=MGM(m,n)

3.2. Hur méanga operationer finns det pa en médngd med n element? Hur manga av dessa ar
kommutativa?

3.3. Ge exempel pa en méngd med en operation som &r
(a) associativ, men ej kommutativ;

(b) kommutativ, men ej associativ.
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3.4. Lat M vara en méngd med en operation * och med ett neutralt element e. Visa att om
ax(bxc)=(axc)xb for a,b,ce M
sa ar operationen * kommutativ och associativ.

3.5. (svart?) Lat M vara en méngd med en operation % sidan att
axa=a och (axb)xc=(bxc)xa
for a,b,c € M. Visa att operationen dr kommutativ och associativ.

3.6. Betrakta Z med operationen m * n = mn + 1. Definiera en operation pa R si att
funktionen f:Z — R, f(m) =m — 1, blir en homomorfism.

3.7. Lat f: M — M’ vara en isomorfism mellan tvd méingder med operationer (M, *) och
(M',+") och g: M" — M dess invers. Visa att g ar en homomorfism (och darmed sjilv
en isomorfism).
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Kapitel 4

GRUPPER: DEFINITIONER OCH
EXEMPEL

En grupp ar en mangd med en operation som uppfyller nagra mycket enkla villkor. Dessa
enkla villkor leder till en mycket rik och intressant teori som har tillampningar i hela matem-
atiken och andra naturvetenskapliga dmnen (fysik, kemi). Grupper triadde in i matematiken
redan under 1700-talet &ven om en formell definition av gruppbegreppet formulerades betydligt
senare. Olika konkreta grupper studerades redan av L. Euler (restgrupper) och J. Lagrange
som forst introducerade begreppet permutationsgrupp. E. Galois visade hur man kan anvinda
permutationsgrupper for att 16sa viktiga och, under hans tid, mycket svara problem i teorin
for algebraiska ekvationer. Men den moderna definitionen av begreppet grupp gavs 1870 av
L. Kronecker.

(4.1) Definition. Lat G vara en méngd och lat * vara en operation pa G, dvs

(0) axbe G daa,be G (slutenhet).

Man sédger att (G, *) ar en grupp om

(1) (axb)*xc=ax*(bxc)da a,b,c € G (associativitet),

(2) det finns e € G sd att exa =a*e =a da a € G (neutralt element),

(3) till varje a € G finns o’ € G sa att a xa’ = a’ * a = e (invers). O

I varje grupp finns det endast ett neutralt element e och varje gruppelement a har endast en
invers a’. Detta foljer direkt fran proposition (3.5).

(4.2) Exempel. (a) (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) &r grupper. Om man utelamnar 0 ur Q,
R, C far man grupper med avseende pa multiplikation. Det hjilper inte att uteldmna 0 ur Z

19
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for att f& en grupp med avseende pa multiplikation darfor att t ex heltalet 2 saknar heltalig
invers (inversen i Z enbart existerar for +1).

(b) Alla (n x n)-matriser med reella element och med determinant # 0 bildar en grupp med
avseende pa matrismultiplikation. Denna grupp har en standardbeteckning: GL,,(R). Vi har

A, B e GLy(R) = det A# 0 # det B = det(AB) =det A-det B# 0= AB € GL,(R),

vilket visar slutenheten. Associativiteten (AB)C = A(BC) da A,B,C € GL,(R) ar en
vilkdnd egenskap hos matrismultiplikation. Om E betecknar (n x n)-enhetsmatrisen sa &r
FA=AE = Ada A € GL,(R) dvs E &r det neutrala elementet. Slutligen AA™' = A71A=E
om A € GL,(R) dvs A~! #ir inversen till A (observera att det A # 0 s& att inversen A~! exis-
terar).

(c) Lat G = {1,—1} med vanlig multiplikation. G &r en grupp med f6ljande multiplikation-
stabell:

|1 -1
1) 1 -1
-1]-1 1

0

(4.3) Anmirkning. En multiplikationstabell for en dndlig grupp (som ovan) kallar man
ofta for grupptabell eller Cayleys tabell. Det &r inte latt att avgora om en operation pa
en dndlig méngd G definierar en grupp genom att studera grupptabellen:

* al Qj Qp,
al al e Qj e (079
473 a; e a; * CL]'

an | Qn

Genom en inspektion av multiplikationstabellen inser man latt om méngden &r sluten med
avseende pa operationen — slutenheten innebéar att varje element i tabellen tillhér méangden G.
Det ar ocksé latt att upptéicka om det finns ett neutralt element: om a; = e ar det neutrala
elementet s& ar de forsta tva raderna och kolonnerna identiska. Man kan se enkelt om varje
element har invers — varje rad och varje kolonn maste innehalla e. I sjalva verket &r det sa
att varje rad och varje kolonn &r en omkastning av den forsta raden (eller kolonnen). Detta
foljer ur en mycket enkel observation i nésta proposition. Men att kontrollera att operationen
ar associativ ar inte lika latt. g
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(4.4) Proposition. Lat G vara en grupp och a,b,c € G. Da gdller strykningslagarna:
a)axc=bxc=a=5»
(a) ;

(b) cxa=cxb=a=b.

Bevis. Vi visar (a). Multiplicera fran hoger med inversen ¢’ till ¢. Tack vare associativiteten

far viatt axcxd =bxcxcd geraxe=>bxe dvsa=>b. O
(4.5) Anmirkning. Enraditabellen ovan bestar av produkterna a;*ar, . .. a;j*a;j, . . ., a;jxay,.
Alla dessa produkter ger olika element i G darfor att likheten a; * a; = a; * aj, ger att a; = ay,
enligt strykningsegenskapen ovan. O

(4.6) Definition. Man sédger att gruppen (G, *) dr abelsk (= kommutativ) om a*b=bx*a
da a,beG. O

Exempel. Alla grupper i (4.2) (a) dr abelska. Gruppen i (4.2) (b) &r icke-abelsk da n > 2 ty
vanligen AB # BA for tva (n X n)-matriser. O

(4.7) Definition. Antalet element i en &ndlig grupp kallas gruppens ordning och beteck-
nas o(@) (eller |G|). Om G inte &r &ndlig sdger man att G har odndlig ordning och skriver
o(G) = 0. O

(4.8) Anmérkning. (a) Nar man definierar en grupp sa beskriver man méngden G av dess
element och gruppoperationen . Formellt borde man siga att (G, %) ar en grupp. Trots detta
sdger man oftast att G &r en grupp.

(b) Vi vet redan att symbolen “x” som betecknar en operation kan tolkas pé olika séatt. Nér det
géller beteckningar finns det tva vanliga typer som dels beror pa traditionen dels p& bekvim-
ligheten. Det ar bekvamare att skriva ab i stéllet for a % b. D& talar man om multiplikativ
notation. Inversen betecknas da med a~'. Ibland #r denna notation inte helt naturlig, speciellt
nér gruppoperationen ar addition. D& anvinder man additiv notation, dvs man tolkar “x”
som “+”. Villkoren (0) - (3) i (4.1) har da foljande form:

0)a,beG=a+beG

(1) (a+b)+c=a+ (b+c)daa,b,ceqG.

(2) Det finns e € G sa att e + a = a + e = a (man skriver ofta e = 0).

(3) Till varje a € G finns a' € G sa att a + o' = @’ + a = e (man skriver ofta o’ = —a). O
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I exempel (4.2) har vi ett antal grupper med avseende pa addition:

ZCcQcRcC.

Man séger da att Z dr en delgrupp till Q (eller R eller C), Q &r en delgrupp till R (eller C)
osv. Formellt har vi:

(4.9) Definition. Lat H C G. Man siger att H &ar en delgrupp till G om elementen i H
bildar en grupp med avseende pa operationen i G. ]

(4.10) Proposition. Lat H C G. H dar en delgrupp till G da och endast da
(a) a,be H=axbe H,
(b) e € H,

(c)ae H=a"'eH.

Bevis. Se ovn. 4.7. O

(4.11) Cykliska grupper Lat G vara en grupp och g € G. Elementet g definierar en delgrupp
till G — den minsta delgrupp till G som innehaller g. Den maste innehalla alla potenser av
G dvs g,99, 999, . .., deras inverser g1, g7 g7, g g lg7!, ... och e. Vi betecknar med g"
produkten gg...g av n stycken faktorer g, med g~" potensen (¢—!)", och med ¢° elementet
e. Man visar litt likheten ¢g™g™ = g™ for godtyckliga hela m och n. Potenserna ¢", n € Z,
bildar en delgrupp till G som innehéller g. Den betecknas med < g > och kallas den cykliska
gruppen genererad av g. Antalet element i < g > kallas ordningen av g och betecknas
o(g). Ibland hénder det att G =< g >. Da sger man att G &r en cyklisk grupp och g ar dess
generator. D& &r G = {¢" : n € Z}. Observera att med den additiva notationen méaste man

ersitta ¢" med ng(=g+...+ ¢ dan > 0). Ordet “potens” ersdtter man da med “multipel”.

Exempel. (a) Lat G = C* vara gruppen av de komplexa talen med avseende pa multiplika-
tion. Om g = ¢ sa far vi

osv si att vi endast far 4 olika tal. A andra sidan &r i~! = 4% sa att varje negativ potens

ir lika med en positiv (i71)" = 3. Alltsa far man < i >= {1,i,—1, —i}. Termen cyklisk
forklaras delvis av detta exempel — likheten i* = 1 medfor att vi far en cyklisk upprepning av
potenserna, i° 6 =42 47 =43,48

=1,1 =1 osv.
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(b) Lat G = Z med addition och g = 1. D& 4r < 1 > méngden av alla multipler n - 1 (t ex
2-1=1+1,3-1=14+141,-2-1=—(141) osv). Alltsd &r < 1 >= Z sa att Z &r en
oandlig cyklisk grupp .

Anmérkning. Termen “cyklisk"kan te sig lite egendomlig om man konstaterar att Z ar en
cyklisk grupp. Terminologin dr historisk motiverad — fran borjan studerade man enbart dndliga
grupper for vilka begreppet “cyklisk"ér helt klart (se ocksa nésta proposition). O

Man kan ge en helt allmén beskrivning av cykliska grupper:

(4.12) Proposition. Lit G vara en grupp och g € G.

(a) Om o(g) =n sa dr < g >={e,g,9%,...,9" '} och g" = e (dvs n Gr den minsta positiva
ezponent sidan att g" = e).

(b) Om o(g) = oo sd dr alla potenser g™, n € Z, olika.

Bevis. Antag att ¢ = e,m > 0. Da finns det hogst m olika potenser av g, nimligen ¢° =
e,q,9%, ..., gq" L tyom N = mqg+7 med 0 < r < m,sair gV = g™t = (g™)ig" = ¢".
Detta betyder att varje potens av g ar lika med en av potenserna e, g, g%,...,¢g" L.

(a) o(g) = n betyder att det finns n olika potenser av g. Vi pastar att just ¢° = e, g,
g> ..., g" tarolikaty ¢ = ¢,0<i < j<ngeratt ¢! =e, dir j —i = m < n. Men
likheten ¢™ = e med 0 < m < n ar omojlig (om g™ = e sa finns det endast m olika potenser
av g). Alltsa #r < g >= {e,g,¢%,...,9" '}. g" ar lika med nagon av dessa potenser. Men
" =¢g'dir0 < i <nger ¢g" " =e, dvs ¢" = e med m = n —i < n. En sadan likhet #r
utesluten sa att ¢" = ¢° = e.

(b) Om o(g) = oo sa maste alla potenser g",n € Z, vara olika ty ¢* = ¢/ for i < j ger g™ = e
dar m = 7 — i > 0, vilket a&r omojligt (enligt forsta stycket i beviset). O

Vi avslutar detta kapitel med en mycket allmén konstruktion som mojliggdr att definiera nya
grupper med hjélp av sddana som man redan kédnner.

(4.13) Exempel. Lat G1,Ga,...,G, vara godtyckliga gruper. Vi definierar en ny grupp

G1 X Ga X ...x Gy, vars element ar (g1,92,...,9n), dar g; € G; fori = 1,2, ..., n. Operationen
ar definierad pa foljande sétt:

(91,92, 90) (91 92, - - -+ 9n) = (9191, 9293, - - -, gnn)

Det &r klart att den operationen &r associativ (man multiplicerar ju i varje grupp G; separat).

Det neutrala elementet ar e = (eg, €9, .. ., €,) dar e; ar det neutrala elementet i G;. Inversen till
(91,92, --,9n) ar (gfl, 951’ .oy, Gruppen G1 x G X ... x Gy, kallas direkta produkten
av G;. Om G1 = Gy = ... = G, = G skriver man G™.

Om tex G = R ir gruppen av de reella talen med addition sa #r R? = {(r1,72) : r1,72 € R}
med koordinatvis addition. R? kan tolkas som gruppen av alla vektorer i planet. P4 samma
sitt #r R3 gruppen av alla vektorer i rymden. Om t ex G = {1, —1} med multiplikation sa
bestar G x G av (1,1),(1,—1),(—=1,1),(—1,1) med koordinatvis multiplikation. O
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OVNINGAR
4.1. Vilka av foljande talméngder ar grupper med avseende pa multiplikation av tal 7
(a) Q" = alla rationella tal # 0, (b) Z \ {0} = alla heltal # 0,
(c) C* = alla komplexa tal # 0, (d)U={z€C:|z| =1},
(e) Rsg = positiva reella tal, (f) G ={2m3" : m,n € Z}.
4.2. Visa att foljande talméngder &r grupper med avseende pa multiplikation av tal:
(a) Cp, ={z € C: 2" =1,n ett fixt positivt heltal} (alla n:te enhetsrotter),
(b) Coo = {2z € C: 2" =1 {or nagot n > 1}.
4.3. Bestdm ordningarna av matriserna:
O R S It AERC IR P
i gruppen av alla (2 x 2)-matriser med determinant # 0 med avseende pa multiplikation
(dvs i GLa(R)).
4.4. Lat GG vara en grupp och a,b € G. Visa att
(a) (a1l =a, (b) (ab)~! =b"ta" 1.
4.5. Visa att G dr en abelsk grupp da och endast da (ab)™' =a~ 167! for a,b € G.
4.6. Visa att G ar en abelsk grupp da och endast da (ab)? = a?b? for a,b € G.
4.7. Visa Proposition (4.10).
4.8. Lat H vara en icke-tom andlig delmangd till en grupp G sadan at h,h’ € H implicerar
h(h')~! € H. Visa att H &r en delgrupp till G.
4.9. Visa att om ordningen av en grupp G ar jamn sa finns det ett element g € G av ordningen
2.
4.10. Lat G =< a >= {e,a,...,a" '}, dir a" = e.
(a) Visa att G =< a* > da och endast da SGD(k,n) = 1.
(b) Visa att om H C G och o(H) = m si éir H =< a® > déir d = 2.
Ledning. Visa att d &r det minsta positiva heltalet sadant att a? € H om H #< e >.
4.11. Visa att varje delgrupp till en cyklisk grupp &ar cyklisk.
Ledning. Utnyttja 6vn. 4.10.
4.12. Lat G vara en grupp och A en icke-tom delméngd till G. Visa att den minsta delgrupp

till G som innehaller A ar

<A>={ajay...an:a; € A eller a;leA och n>1}

Anmirkning. Om G =< A > si siger man att A &r ett generatorsystem for G. Om
A ={a} s &r < A >=< a > den cykliska gruppen genererad av a.



Kapitel 5

RESTGRUPPER

Grupper av rester vid division med naturliga tal ar troligen de férsta exemplen p& grupper
som har anvénts i matematiska sammanhang. De har mycket intressanta tillampningar bade
i talteorin och t ex i samband med konstruktioner av bade koder och krypteringssystem som
kommer att diskuteras i fortsdttningen av kursen.

Lat n vara ett positivt heltal. Vi skall beteckna med [a],, resten av ett heltal a vid division
med n. T ex &r [11]5 = 1, [8]3 = 2 osv. Vi har:

[a], = [b]n, d& och endast d& n|a —b

(se 6vning 5.4). Likheten [a],, = [b],, skriver man ofta som

a =b (mod n).

Man sager da att a och b dr kongruenta modulo n. Den beteckningen &r mycket vanlig
och introducerades av C. F. Gauss. Uttrycket a =b (mod n) kallas kongruens.

Maéngden av alla rester vid division med n kommer att betecknas med Z,,. T ex &r Zs = {0, 1},
Zs ={0,1,2,3,4} och allmént Z,, = {0,1,...,n—1}. Resterna vid division med n kan adderas
och multipliceras pa foljande satt:

(5.1) @1y = [r1 + roln, 1O re = [rira,
n n

Dessa operationer kallas addition och multiplikation modulo n. T ex dr 2@ 1 = [241]5 =
5

3,3 EB 3=[B3+3];=13 @ 3 = [9]5 = 4 osv. Ofta utelimnar man “n” i symbolerna “EB”

och “@” som forenklas till “69” och “®” eller till “+” och “.”. For addition och multlphkatlon

modulo 2 och 3 har vi

25
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®|0 1 ®l0 1
00 1 00

110 110 1
@0 1 2 ©l0 1 2
0j0 1 2 0[0 0 0
11 20 110 1 2
212 0 1 210 2 1

Det &r klart att EB och @ ar kommutativa operationer. Det ar ocksa klart att bagge har

neutrala element — for addltlon 0, for multiplikation 1. Men det &ar inte lika sjalvklart att
dessa operationer dr associativa. For addition och multiplikation modulo 10 vet vi det sedan
linge. Nar man adderar tre tal t ex

123
25
38

sa raknar man ut den sista siffran genom att addera 3+5+8 vilket ger sista siffran 6. Med var
nya addition betyder det att 3 ® 5 @ 8 = 6. Det &r just addition modulo 10 och det faktum
10 10

att vi inte bryr oss om hur parenteserna placeras beror pa att vi litar pa associativiteten. For
att bevisa den helt allmént behdver vi en viktig egenskap hos @ och ©:

(5.2) Lemma. Ldt a,b vara godtyckliga heltal. Dé gdaller:

la+bl, = [a]n @ [b]n,
[ab],, = la]n © [b]n.
Bevis. Lat
a=nqg+7rq, 0<1ra<n, b=ng+r, 0<r,<n
och
a+b= NGa+b + Ta+bs 0 < Tatd < T, ab = NGab + Tab, 0 < Tab < N.
Vi har:

[a]n@ [b]n =71, Drp = [’/"a—|—7“b]n =Tqtb = [(I—Fb}n,

ty 7o + 15 = (a —nga) + (b — ngy) = n(qa+b — o — @) + Tatb, AVs rq4p ar resten vid division
av r, + rp, med n, och
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[a]n ® [b]n =TrqeOrpy = [Tarb]n =Tab = [ab]na

ty rarpy = (a — nqq) (b — ngp) = n(qap — ¢ab — @pa + nqaqp) + Tap, dvs 74p ar resten vid division
av r,rp med n. O

(5.3) Foljdsats. @ och © dr associativa operationer pa Zy,.

Bevis.

(r1@ra) @ry = [r1+72n @ [r3]n = [(r1 +72) + 73]
1@ (r@rs) = [M]n®[ra+r3ln =[r1+ (r2+73)ln
sdatt (r1@ry) ®rs=r1® (rao®rs) ty (r1 +ro) +r3 =711+ (re +r3).
Exakt samma argument for ® som for @ ger associativiteten av multiplikation modulo n. [

Nu kan vi konstatera:

(5.4) Proposition. (Z,,®) ar en grupp. Den ar cyklisk.

Bevis. Slutenheten foljer direkt ur definitionen av @ i (5.1). Associativiteten har vi just
bevisat. 0 ar det neutrala elementet. Inversen till r kallas den motsatta resten och ar n —r da
r#0,tyr®(n—r)=inl, =0 Viharr=14---41 (r ettor) s& att Z,, =<1 >. O

(Zp,®) ar aldrig en grupp ty resten 0 saknar invers (r ® 0 = 0). Man kan forsoka radda
situationen genom att eliminera 0. Men Z,, ~ {0} behover inte heller vara en grupp. T ex &r
23 =1[6lg =01 Zs sa att Zg ~ {0} inte ar sluten med avseende pa ©. Skilet till att man
far 0 ar att 2 och 3 har gemensamma delare med 6. For att fa en grupp récker det med att
eliminera den situationen. Lat Z; beteckna alla rester som saknar gemensamma delare # 1
med n, dvs r € Z} da och endast d& SGD(r,n) =1. T ex

Nu har vi

(5.5) Proposition. (Z},®) dar en grupp.
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Bevis. For att bevisa slutenheten betrakta tva rester sidana att SGD(ri,n) = 1 och
SGD(rg,n) = 1. Da ar dven SGD(rire,n) = 1. Motsatsen betyder att det finns ett prim-
tal p sddant att p|n och p|rire. D& &r p|ry eller p|re, vilket strider mot vart antagande att
r1 och 7y saknar gemensamma delare # 1 med n. Associativiteten av ® visade vi i (5.3).
Det neutrala elementet ar 1. Lat r € Zj. Som vi vet kan man med t ex Euklides algoritm
bestdmma tva heltal x och y sddana att

rr+ny =1

(ty SGD(r,n) = 1). Detta betyder att 1 = [rx + nyl, = [rz], = [r]n © [x]n = 7 © [x], s& att
[z],, &r inversen till r € Z. O

(5.6) Anméarkning. Det framgar fran propositionen att for varje a € 7! har ekvationen
axr = 1 exakt en losning z € Z,. I termer av kongruenser kan man sédga att kongruensen
ar = 1 (mod n) har en 16sning da SGD(a,n) = 1. Observera att beviset av (5.5) visar att
kongruensen kan losas med hjélp av Euklides algoritm. ]

Exempel. Lat n = 12. Da ar Zj, = {1,5,7,11} och multiplikationstabellen &r

©|1 5 7 11
11 5 7 1
505 1 11 7
7|7 11 1 5
11 7 5 1

]
Ett sirskilt viktigt fall far man da n = p &r ett primtal. Da ar Z; = {1,2,...,p — 1}. Har
racker det alltsa att utelamna O ur Z, for att f& en grupp med avseende pa multiplikation.
(5.7) Definition. Ordningen av Z; betecknas med ¢(n). Funktionen ¢(n) kallas Eulers

funktion. Alltsa ar:

¢(n) = antalet heltal k sddana att 0 <k <n och SGD(k,n) = 1.

Exempel. (1) =1, 9(2) =1, ¢(3) =2, ¢(4) = 2, ¢(6) = 2 osv. Om p &r ett primtal sa &r
o(p) =p —1 (varfor?). O

Har foljer nagra viktiga egenskaper hos Eulers funktion:
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(5.8) Proposition. FEulers funktion har foljande egenskaper:

(a) p(p®) = p® — p*~t da p dr ett primtal och o > 1,

(b) p(ab) = p(a)p(b) di SGD(a,b) =1,

(c) p(n) =n(1l— p%) (1= i), ddr p; dr alla olika primdelare till n.

Bevis. (a) ar en enkel 6vning (se 6vning 5.8). Ett bevis av (b) ger vi senare. (c) foljer direkt
ur (a) och (b): Lat n = p{* ...py*. Da ar

o(n) =" ...p*) = e@")...opy*) (enligt (b))

= (M —pP Y P (enligt (a)

Med hjilp av (5.8) kan man riikna ut ¢(n). T ex ¢(1000) = ¢(23-53) = ¢(23)p(5%) = 4-100 =
400.

Vi avslutar detta kapitel med en intressant och mycket gammal sats om restaritmetiken som
brukar kallas “Kinesiska restsatsen”. I det enklaste fallet séger satsen att man alltid kan finna
ett heltal som ger givna rester modulo tva givna relativt prima heltal.

(5.9) Kinesiska restsatsen. Ldat ni,ne,...,ng vara relativt prima positiva heltal och lat
1€ Lpy, T2 € Ling, .-, Tk € L, . Da existerar ett heltal x entydigt bestdmt modulo ning ... ny
sadant att

[Z]n, =71, [Tlng =72, --v, [X]n, = Tk

Bevis. Vi skall visa hur man kan berdkna ett tal x som har den 6nskade egenskapen och
dérefter visa att det &ar entydigt modulo N = nins - --ny. Berdkna forst ; sa att

N
—x; =1 (mod n;), dvs —x; =1 1 Zp,.
n; Ty

Eftersom SGD (%, n;) = 1 enligt férutsdttningen kan man berdkna x; med hjilp av Euklides

algoritm (se (5.6)). Valj nu

N N
rT=r1—x1+ro—xo+ ... +7rp—Tk.
ni ng ng
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Da galler:

ty

Alltsa dr x =r; (mod n;) fori =1,2,... k.

Antag nu att x och 2’ at tva heltal sidana att [z],, = [2],, = r; {or alla i. D& géiller det att
n;|lz — 2 for alla i och detta innebér att ning - - - ng|z — 2’ darfor att alla n; ar relativt prima.
Alltsa lamnar = och z’ samma rest modulo N = ning - - - ng. O

(5.10) Anmirkning. Kinesiska restsatsen formuleras ofta med hjalp av kongruenser. Da
sdger den att for relativt prima positiva heltal ni, no, ..., ng och godtyckliga heltal r1,ro, ..., rg
existerar ett heltal = sa att

x =11 (mod ny), = =ry (mod ng), ... ,x =7 (mod ny).

Man behover inte forutsatta att r; ar resten vid division med n; darfor att for varje heltal a
galler ju att a = [a],, (mod n;). O

Exempel. Lat oss bestdmma ett heltal x som vid division med 3 ger resten 2, med 4 resten
3 och med 5 resten 4 dvs

=2 (mod 3), =3 (mod 4), z=4 (mod 5).

Lat N =3-4-5=60. Forst maste vi bestdmma x1, 2, x3 sddana att

%xl =20z; =1 (mod 3), %xg = 15z9 =1 (mod 4), ?xg = 12z3 =1 (mod 5).

Detta betyder att vi méste l6sa ekvationerna:
201 =1 i Zs, 3xo=1 1 Zy4, 223=1 1 Zs.

Vi hittar latt (utan Euklides algoritm) att z1 = 2,29 = 3,23 = 3. Enligt beviset av (5.9) &r
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60 60 60
=2-—+243-—:-34+4-—-3=2359
x 3 + 1 + 5

en losning. Den minsta icke-negativa 16sningen &ar [359]¢9 = 59 (16sningen &r entydigt bestdmd
modulo 60 enligt (5.9)). Lagg mérke till att z = 60¢ + 59 med ett godtyckligt ¢ € Z &r en
16sning (ty [x]éo = 59) och att sadana x ger alla 16sningar (se 6vning 5.5). Observera ocksa att
en uppmaéarksam student kunde skrivit en 16sning direkt utan att anvinda Kinesiska restsatsen
(hur?). O

Vi skall avsluta detta kapitel med en annan formulering och ett annat bevis av Kinesiska
restsatsen eftersom det finns flera tillampningar som baseras just pa den formen av satsen.

(5.11) Sats. Lat ni,ng,...,n, vara parvis relativt prima positiva heltal (dvs SGD(ni, nj) =
1dai+# 7). Da ir

Lipyng-omy = Ly X Ling X . X L,
och

* ~ 7%k * *
Lopyngeomg = Ly X Ly X oo X Ly,

Bevis. Lat N = ning---ng. Betrakta funktionen:

0 :ZN — Ly X Ly X ... X L,

sadan att O([a]ly) = ([aln,, [@]ng, - - -, [a]n,). Definitionen av denna funktion beror inte pa
heltalet a som definierar resten: Om [a]y = [b]n s& &r [aln, = [b]n,, [@lny = [blngs - - -, [Aln, =
[b]n, ty Nla — b implicerar att nila — b, nala — b, ..., ngla —b. Vi har

9([a+b]N) = ([a+b]n17 [a+b]n27"' ) [a—"_b]nk) =

([a]n17 [a]nm SRR [a]nk) + ([b]n17 [b]nm R [b]nk) = 9([Q]N) + 9([b]N)

sa att 0 dr en grupphomomorfism. Vi vill visa att 8 &r en isomorfism. Man kontrollerar latt att

olika rester [a]n och [b]x har olika bilder: [a],, = [b]n,, [@lny = [O]ngs - - -, [@]n, = [b]n, betyder
att nila—b, nala—0», ..., ngla—>b, vilket ger N = nyng - - - ng|a — b, darfor att ny, ne, ..., ng ar
parvis relativt prima. Detta innebér att [a]y = [b]y. Funktionen 6 &r alltsa en-entydig. Men
antalet element i Zx ar N och antalet element i Z,, X Zy, X ... X Zy, ar lika stort, vilket

innebar att varje element i produkten &ar bilden av ett element i Zy. Detta visar att 6 &r en
isomorfism.

Det aterstar att visa den andra isomorfismen. Forst observerar vi att om a ar relativt primt
med N sé ar ocksa a relativt primt med varje faktor n; av V. Detta visar att 6 avbildar Z}; i
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produkten Zy, XZy X...XZy . A andra sidan om ([an, , [a]n, - - -, [aln,) € Z XZ5, .. XLy

s& ar a relativt primt med alla n; och siledes med N = nino - - -ng. Detta visar att funktionen
¢ avbildar en-entydigt Zy pa hela Zj, x Z;, x ... X Z;, . For att kunna pasta att funktionen
0 definierar en isomorfism mellan dessa grupper kontrollerar vi att

0([ab]N) = ([ab]nu [ab]nzv R [a’b]nk) =

([a]nl7 [a]nz’ s [a’]nk)([b]'fH’ [b]nzv SRR [b]nk) = 6([G]N)0([b]N)

(5.12) Anmaérkning. Det dr mycket latt att hdrleda Kinesiska restsatsen fran gruppisomor-
fismen Zy, ny..ny = Ly X Lpg X ... X Lp,.. Om (11,79, ...,7%) € Lpy X Lpy X ... X Ly, sa siger
satsen att det finns exakt en rest [x]N € Zpny..n, sddan att

[Z]n, =71, [X]ny =725 00, [X]ny = Tk

(5.13) Exempel. Gruppen Zjg kan enligt sats (5.11) skrivas som produkt av mindre grup-
per: 100 = 2252 s3 att Zigg = Zy X Zos.
[l

Nu kan vi bevisa multiplikativiteten av Eulers funktion (se (5.8)(b)):

(5.14) Foljdsats. For Eulers funktion ¢ galler att p(ab) = ¢(a)e(b) dd a och b dr relativt
prima naturliga tal.

Bevis. Enligt (5.11) &r Z*, = Z7 x Z;. Antalet element i vénsterledet dr ¢(ab), medan det i
hogerledet &r o(a)p(b). O

OVNINGAR

5.1. Bestam sista siffran av talet:

a) 21998 b)) 132049230 ) 77"

5.2. Bestam resten vid division av

a) 3100 med 7, b) 2199 med 3,5,11,13.
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5.3.

5.4.

5.5.

5.6.
9.7.

5.8.

5.9.

5.10.

5.11.

Talen F,, = 22" +1,n = 0,1,2,..., kallas Fermattalen. Fy = 3, F; = 5, Fy = 17, F3 =
257, Fy = 65537 &r alla primtal. Pierre Fermat (1601-1665) pastod att alla tal F,, &r
primtal, men 100 ar senare visade Leonard Euler (1707-1783) att 641|F5. Visa det genom
att utnyttja likheterna 5 - 27 + 1 = 641 och 5% + 2* = 641. Rikna i Zg41.

Lat a,b,n € Z och n > 0. Visa att [a], = [b],, d& och endast d& n|a — b.

Lat a och n vara relativt prima heltal. Lat zg vara en 16sning till kongruensen ax =
b (mod n) for ett heltal b. Visa att alla andra losningar till denna kongruens kan skrivas
pa formen xg + kn, dar k = 0,+£1,+2,.. ..

Visa att grupperna Zg, Z% och Z§ ar cykliska men Zg inte ar cyklisk.

Skriv ut grupptabellerna for
a) Zz X Zg, b) Zz X ZQ.
Ar dessa grupper cykliska?

Visa att p(p®) = p® — p®~! da p &r ett primtal och o > 1.
Ledning. Skriv ut alla heltal k£ sddana att 0 < k < p® och p|k.

Skriv foljande grupper som produkt av mindre restgrupper

(a) Zss, (b) Zrs, (¢) Z15 X Zos, (d) Zzs600-
Los foljande ekvationer:
(a) 172 =1 i Zog3, (b) 62 =171 Zy, (c) 22 =51 Zag.

Lat 6 : Zsgo — Zg x Zg X Zs vara definierad som i beviset av (5.11). Bestim 671(1,0,0),
6=1(0,1,0), 671(0,0,1). Beriikna dérefter 671(1,2, 3).
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Kapitel 6

TRANSFORMATIONSGRUPPER

Aven detta kapitel handlar om exempel pa grupper. Vi bekantar oss med grupper relaterade
till olika geometriska rum och geometriska figurer i dessa rum. En stor del av gruppteorin
utvecklades med utgangspunkt fran dessa exempel och den slutliga definitionen av gruppbe-
greppet formulerades forst ndr man upptéckte att grupper ar lika vanliga i geometrin som
i algebran (se vidare anmérkning (6.8)). Eftersom funktioner mellan olika rum ofta kallas
transformationer (eller avbildningar) kallar man grupper bestaende av sadana funktioner for
transformationsgrupper.

Forst maste vi repetera och nagot komplettera vara kunskaper om funktioner:

(6.1) Definition. Lat f: X — Y vara en funktion. Man séger att f ar injektiv (eller en-
entydig) om f avbildar olika element i X pa olika element i Y dvs om x; # xo ger f(x1) #
f(z2). f kallas surjektiv (eller pa hela Y') om till varje y € Y finns x € X sa att f(z) = v.
En funktion som samtidigt ar injektiv och surjektiv kallas bijektiv.

Man sédger att tva funktioner fi; : X — Y och fo : X — Y ér lika om fi(z) = fa(x) f6r varje
reX.

Med sammansattningen av tva funktioner f : X — Y och g : Y — Z menar man funktionen
gof:X — Z (“g ring f”) sadan att:

(g0 f)(x) = g(f(x)).
Man séger att en funktion g : ¥ — X &r en invers till f : X — Y om go f = ix och

fog =1y, dar ix ar den identiska funktionen pa X och iy den identiska funktionen pa Y
dvsix(x)=xdaxz e Xochiy(y) =ydayeY. O

Om man tanker pa en funktion f fran X till Y som pilar fran alla element i X till vissa
element i Y (se fig. 6.1) sd4 kan man latt askadliggora alla dessa begrepp. f &ar injektiv om
pilar som startar fran olika punkter i X kommer fram till olika punkter i Y, f ar surjektiv om

35
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[

Figur 6.1

till varje punkt i Y kommer en pil, och f &r bijektiv om de bigge egenskaperna géller. Om f
ar bijektiv sd kan man vinda pa alla pilar fran X till Y och d& far man inversen g till f (vi
visar detta pastdende helt formellt i nésta proposition).

Sammanséttningen av ¢g(f(z)) innebar geometriskt att man forst foljer pilen fran punkten x €
X till punkten f(z) € Y och dérefter pilen fran punkten f(z) € Y till punkten g(f(z)) € Z.

(6.2) Proposition. f: X — Y har en invers g : Y — X dd och endast di f dr bijektiv.
Inversen g dr entydigt bestimd (den betecknas f=1).

Bevis. “=” Lat g vara en invers till f dvs g(f(z)) =2 daz € X och f(g(y)) =y dayeY.

Om z1 # x2 sé har vi f(z1) # f(x2) ty likheten f(z1) = f(z2) ger g(f(z1)) = g(f(x2)) dvs
x1 = xo. Alltsd &r f injektiv. Lat y € Y. Da dr y = f(g(y)) dvs f avbildar ¢g(y) pa y. Detta
visar att f ar surjektiv. Foljaktligen ar f bijektiv.

“«<=” Lat f vara bijektiv. Da &r varje element y € Y bilden av exakt ett element x € X.
Definiera:
gly) =z & f(z)=y.

Dé har vi: (go f)(x) = g(f(z)) = g(y) = for z € X och (f o g)(y) = fg(y)) = f(x) =y for
y € Y. Detta visar att g 4r en invers till f. Slutligen om &ven ¢’ dr en invers till f s& har vi

flay) = flg' W) =y
dd y € Y. Men f ar injektiv sd att g(y) = ¢'(y) for varje y € Y vilket visar att g = ¢'. O

Vi antecknar ocksa foljande egenskaper hos funktioner vars bevis ldmnar vi som &vning.
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(6.3) Proposition. Lit f: X —Y och g:Y — Z vara funktioner.
(a) Om f och g dr injektiva sa dr go f injektiv.

(b) Om f och g dr surjektiva sa dr g o f surjektiv.

(¢) Om f och g dr bijektiva si dr g o f bijektiv.

Lat nu X vara en méngd och lat G(X) vara méngden av alla bijektiva funktioner (med andra
ord: bijektiva transformationer) f: X — X.

(6.4) Proposition. (G(X),o) dr en grupp med avseende pi sammansattningen av funktion-
er.

Bevis. Om f: X — X och g: X — X ér bijektiva funktioner sa &r d&ven go f : X — X en
bijektiv funktion enligt (6.3) (c). Alltsa &r G(X) sluten med avseende pa operationen. For att
visa associativiteten lat h : X — X vara en bijektiv funktion. Da &r:

[(f og) ohl(x) = (f o g)(h(x)) = fg(h(x)))

och

[f e (goh)(z) = f((geh)(z)) = flg(h(x)))

for x € X. Alltsd &r (fog)oh = fo(goh). Det neutrala elementet ar den identiska funktionen
ix(x) = x for € X. Inversen till f dr den inversa funktionen f~! som existerar (och &r
bijektiv) enligt (6.2). O

(6.5) Permutationsgrupper. Lat X = {1,2,...,n}. G(X) bestar av alla bijektiva funktion-
er f: X — X dvs f(1) = p1, f(2) = pa,..., f(n) = pn, dar p1,pa,...,p, ar en ordningsfoljd
av talen 1,2, ...,n. Sadana funktioner kallas som bekant permutationer. Vi kommer att

skriva:
1 2 ... n
f_(m P2 ... pn>'
Gruppen G(X) betecknas ofta med S,, och kallas symmetriska gruppen av graden n. Lat

oss paminna om att o(S,) = n! (antalet olika permutationer av n element). T ex da n = 3 far
man gruppen S3 bestdende av 3! = 6 permutationer

12 3 12 3 12 3 12 3
I_<1 2 3)’f1_<1 3 2)’f2_<3 2 1>’f3_<2 1 3)’
12 3 12 3
f4:<2 3 1)’f5:(3 1 2)'
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Gruppen Sy har 2 element:

(1) (1)

Permutationerna kan representeras mera kompakt. Lat p1,po,...,pr € {1,2,...,n} och lat
(p1,p2,--.,pr) beteckna funktionen:

f(pl) :p2)f(p2) :p37"°7f(pk) = P1-
och f(’L) =1dazd #plap%' -y Pk-

Exempel. (1,2,3) € Ss dr beteckningen for (;gi}’), (2,4) € Sy betyder (ﬁgg), (3,2,4) € Sy ar
(B), (1) € 85 i (). 0

Man séger att permutationen (p1,pa,...,px) ar en cykel av langden k. Lat

f = (p17p27"'7pk) och g = (pllvp/277p2)7

dér alla tal p1,p2, ..., Pk, P, Db, - - ., p; ar olika. Da séiger man att f och g ar disjunkta cykler.
For sadana cykler har vi fog = go f (kontrollera att (f o g)(z) = (g o f)(x) for varje
x €{1,2,...,n}). Varje permutation &r en sammanséattning av disjunkta cykler. T ex

123456789
( 217439568 > =(1,2)2(3,7,5) 2 (6,9,8).

Hur far man en sadan framstéllning? Nedan foljer ett enkelt recept:

(6.6) Hur skriver man en permutation som produkt av cykler? Man viljer ett tal
p1 som inte avbildas péa sig sjalvt. Déarefter tar man bilden po av p1, bilden p3 av pg osv, tills
man far p; igen. Da har man en cykel. Nu tar vi ett tal som inte ingar i férsta cykeln och vi
upprepar proceduren. Det gor vi sa lange det finns tal som inte ingar i en tidigare bildad cykel
och som inte avbildas pa sig sjalvt.

Ofta adr man intresserad av olika delgrupper till G(X). Man betraktar da bijektiva funktioner
f X — X med en viss egenskap och visar att funktioner med den egenskapen bildar en
delgrupp till G(X). Lat oss betrakta nagra exempel:

(6.7) Exempel. (a) Lat X vara en liksidig triangel i planet och lat G besta av alla trans-
formationer av planet som bevarar avstandet och avbildar triangeln pa sig sjilv. G ar en
grupp med avseende pé sammanséttningen av avbildningarna (en delgrupp till G(X)) och
kallas ofta triangelgruppen eller, mera exakt, symmetrigruppen av en liksidig trian-
gel. Det ar inte svart att beskriva alla element i G. Man kan vrida triangeln 0°,120° och
240° kring dess mittpunkt och spegla den i de tre symmetriaxlarna S1,S2,.53. Man far alltsa
6 transformationer som ges i form av permutationer av triangelns 3 horn:
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53

S1 52

= (12) w2 ~0mn- (1) -0

o = ( oo ) — (2,3); 50 = ( o ) —(1,3); 55 = ( i ) —(1,2).

Pa det séttet far vi alla méjliga avbildningar ty varje avbildning &r en permutation av hérnen 1,
2, 3. Men det finns exakt 6 permutationer av talen 1, 2, 3 (de bildar den symmetriska gruppen
av graden 3). Lagg mérke till att gruppen inte &r kommutativ. T ex v1 = 1089 # 20581 = V.
Gruppen G har foljande grupptabell:

U1 V1 V2 I S3 S1 S9
() V2 I V1 59 53 S1
S1 S1 S9 S3 I V1 V2
Sy | 89 s3 s1 v I
S3 S3 S1 S92 1 () I

(b) Lat X vara en kvadrat i planet och lat G besta av alla transformationer av planet som
bevarar avstandet och kvadraten. Denna grupp kallas ofta kvadratgruppen. G bestar i detta
fall av foljande 8 transformationer: 4 vridningar 0°,90°, 180°, 270° kring kvadratens mittpunkt
och 4 speglingar i linjerna si, s9, s3 och s4. Man kan beskriva dessa avbildningar med hjélp av
foljande permutationer av kvadratens hérn 1,2,3,4:

I=(1),v=(1,2,3,4), va =(1,3)(2,4), v3 = (1,4,3,2)
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(de fyra vridningarna) och

s1=(1,2)(3,4), s = (1,4)(2,3), s3 = (2,4), s4 = (1,3)

(de fyra speglingarna). \

S4 S3

52

S1

Dessa 8 permutationer bildar en grupp darfér att sammanséttningen av tva transformationer
i G ger en transformation i G. Allt detta &r relativt enkelt att se direkt men det foljer ockséa
ur grupptabellen:

vy vy wy w3 I s4 S3 S1 S
() V2 V3 I U1 S9 S1 S4 S3
vy | vy 1 vl Uy S3 S4 Sa  S1
S1 S1 S3 S9 S4 I V2 V1 V3
So | SS9 Ss4 S1 sz wvo I w3
S3 | S3 S92 S1 S3 V3 U1 I (%)
S4 | S4 S1 S3 so wv1 vy v 1

(c) Helt allmént kan man betrakta en godtycklig figur X i planet eller i rymden. Méngden G
av alla transformationer som bevarar avstandet och figuren X &r en grupp med avseende pa
sammansittningen av transformationerna. Denna grupp kallas ofta symmetrigruppen av
X. Grupper av den typen har en stor betydelse i olika praktiska sammanhang. Bland annat
utnyttjas sadana grupper i kristallografin dér man klassificerar kristallografiska strukturer
beroende pa deras transformationsgrupper (dvs alla transformationer i rymden som bevarar
avstanden och strukturen — man forutsitter da att kristallen fyller ut hela rymden). ([l

(6.8) Anmirkning. Fran kursen i linjar algebra kénner vi ortogonala avbildningar i Euk-
lidiska rum. Om R" betraktas med det vanliga avstandsbegreppet, dvs
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d(x7Y) = \/(1)1 - y1)2 +ot (xn - yn)2

for tva vektorer x,y € R™), s& siger man att en linjar avbildning f : R™ — R™ &r ortogonal
(eller isometrisk) om f bevarar avstandet dvs d(f(x), f(y)) = d(x,y). Da ar f(x) = Ax, dér
A #r en ortogonal matris dvs A=! = A!, diar A? ar den transponerade matrisen till A. Man
kontrollerar mycket latt (se 6vn. 6.6) att alla ortogonala transformationer bildar en grupp. Den
Euklidiska geometrin i R™ dr en studie av alla egenskaper hos R™ som bevaras vid ortogonala
transformationer (exempel pa saddana egenskaper &r avstanden, vinklarna, volymerna osv).
Man kan betrakta andra grupper av linjara avbildningar t ex alla icke-singulédra avbildningar
dvs alla f som ovan dar A &r en godtycklig matris med nollskild determinant dvs A € GL,(R).
En studie av alla egenskaper som bevaras vid dessa transformationer ar uppgiften for den affi-
na geometrin i R”. Ar 1872 formulerade den store tyske matematikern Felix Klein en allmén
strategi for studier av olika rum. Hans "Erlangenprogrammetdefinierar begreppet geometri i
ett rum (t ex i R™) som alla de egenskaper i rummet som bevaras under verkan av en grupp.
Kleins idéer hade stor betydelse for utvecklingen inom bade matematiken och fysiken. Sa
smaningom ledde dessa ideer till relativitetsteorin som beskriver olika egenskaper hos vektor-
er i R* som bevars under verkan av Lorentzgruppen och dess delgrupper (se évning 6.6(b)).
Det &r mycket intressant att Felix Klein fick manga av sina idéer under en vistelse i Paris
hos C. Jordan da denne studerade Galois arbeten. Tack vare Jordan blev Galois idéer kinda
for den bredda matematiska allminheten. Aven den store norske matematikern Sophus Lie
vistades hos Jordan samtidigt med Klein. S. Lie tillimpade gruppteorin pa problem i matem-
atisk analys bl a associerade han grupper med differentialekvationer. Teorin fér Liegrupper,
som samtidigt &r grupper och analytiska méangfalder, har mycket stor betydelse bade inom
matematiken och inom fysiken. T ex har grupperna O(n), SO(n),U(n), SU(n) den karaktéren
(se vidare 6vningar 6.6 och 6.7). O

OVNINGAR

6.1. Lat f: X - Y och g:Y — X. Visa att om go f =ix sa &r f injektiv och g surjektiv.

6.2. Lat f: X — X dér X &ar en dndlig méngd. Visa att om f &ar injektiv eller surjektiv sa
ar den bijektiv.

6.3. Lat G vara méangden av funktionerna

fi@) = @, @) = —a, fola) = 5, fula) = =7, 0 ER"

Visa att G ar en grupp m.a.p. sammanséttning. Skriv ut grupptabellen.

6.4. Skriv ut grupptabeller for foljande grupper:
(a) symmetrigruppen av en rektangel som inte ar en kvadrat,
(b) symmetrigruppen av bokstaven H.

Anmairkning: Gruppen i (a) kallas ofta Kleins fyra(gruppen) och betecknas med
Vy.
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6.5.

6.6.

6.7.

6.8.

6.9.

Forsok beskriva geometriskt alla 24 element i symmetrigruppen av en regelbunden
tetraeder.

Visa att foljande (n x n)-reella matriser (= linjéra avbildningar av R™) bildar en grupp
med avseende pa matrismultiplikation (= sammanséttning):

(a) alla ortogonala matriser (dvs alla (n x n)-matriser A sidana att A'A = F),

(b) alla (4 x 4)-matriser A sidana att A'MA = M, dir

o O O =
O O = O
O = O O
= o o O

Anmirkning: Villkoret AAMA = M, dar M &ar en godtycklig symmetrisk matris be-
tyder att A bevarar den kvadratiska form som har matrisen M (visas enkelt i kursen
Linjir algebra). I (a) handlar det om formen X7 + X2 + X2 och villkoret A'A = E
betyder att om man tar en vektor x' = (x1,x9,23) sd dr (Ax)'Ax = x'x dvs vektorns
langd bevaras da den transformeras med hjilp av A (den kvadratiska formen har samma
viirde for bade x och Ax). I (b) &r M matrisen for X7 + X2 + X2 — T? och villkoret
A'MA = M siger att denna kvadratiska form har samma virde fér bade x och Ax
dvs (Ax)!M Ax = x!Mx. Gruppen i (b) kallas Lorentzgruppen och spelar en myck-
et viktig roll i relativitetsteorin). Gruppen i (a) kallas den ortogonala gruppen och
betecknas ofta med O(n). Den delgrupp till O(n) som bestar av alla matriser med de-
terminanten lika med 1 kallas den speciella ortogonala gruppen och betecknas med
SO(n). Lorentzgruppen betecknas ofta O(3,1).

(a) Visa att alla unimodulédra (n x n)-matriser A dvs alla (n x n)-matriser med kom-

plexa element och sadana att A= = A (A betecknar matrisen som man far genom att
konjugera alla element i A) bildar en grupp U(n).

(b) Visa att alla speciella unimodulédra (n x n)-matriser dvs alla matriser A i (a)
sadana att detA = 1 bildar en delgrupp till U(n). Denna delgrupp betecknas med
SU(n).

(c) Visa att varje matris i SU(2) kan skrivas pa formen

21 z2
—Z2 Z1

diir z1 och 29 &r komplexa tal sidana att |21|? + |22]? = 1.

Skriv ut de givna permutionerna som produkt av disjunkta cykler:
123456789 1234567
(a) (314350678 ) (b) (3512176)-
(a) Lat a = (p1,p2,...pk) vara en cykel i S,,. Visa att ordningen av a i denna grupp &r
lika med dess langd dvs o(a) = k.

(b) Visa att om en permutation &dr en produkt av disjunkta cykler sa &r dess ordning
lika med MGM av ldngderna av dessa cykler.
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(Exempel: Lat f = (1,2,3)(4,5,7,6)(8,9) € Syg. Da ar o(f) =3-4 =12)
(c) Ge exempel pa en abelsk grupp G och a,b € G sadana att o(ab) # MGM (o(a),o(d)).

6.10. Bevisa Proposition (6.3).
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Kapitel 7

SIDOKLASSER OCH LAGRANGES
SATS

Lagranges sats, som visades i gruppteorins begynnelse, sdger att ordningen av en delgrupp till
en dndlig grupp &r en delare till gruppens ordning. I grunden for ett mycket enkelt bevis av
satsen ligger en uppdelning av gruppens element i parvis disjunkta delméngder — sidoklasser
till delgruppen. Sidoklasserna spelar en mycket viktig roll i hela gruppteorin.

(7.1) Definition. Méngden Hg av alla produkter hg, dir g &r ett fixt element av G och h
ar ett godtyckligt element av H kallar man for en hégersidoklass till H i G. Alltsa ar

Hg={hg:he H} (additivt: H+g={h+g:he H}).
Man séger att g ar en representant for Hg. O

(7.2) Exempel. Lat G = Z (heltalen med addition) och lat H =< 5 > dvs H = {0, £5,
+10, ...} = {5k, k = 0,£1,£2,...}. Har ar

H+1={5k+1,k=0+1,+2 ..}

mangden av alla heltal som lamnar resten 1 vid division med 5. Pa liknande sétt ar H 4+ 2 =
{bk +2; k = 0,£1,+2,...} méngden av alla heltal som ldmnar resten 2 vid division med
5. Sidoklasserna H +0 = H, H + 1, H + 2, H + 3 och H + 4 &r olika och bestar av alla
heltal som &r delbara med 5 (H + 0 = H), lamnar vid division med 5 resten 1 (H + 1),
2 (H+2),3 (H+3)och4 (H+4). Dessa 5 méngder tidcker hela méngden Z eftersom
varje heltal lamnar (exakt) en av dessa 5 rester vid division med 5. Finns det négra andra
sidoklasser? H +5 = {6k + 5,k =0,+1,+2,...} = {5(k+ 1),k =0,+1,4+2,...} = H. Vidare
ar H+6 ={bk+6,k=0,£1,£2,...} ={6(k+1)+ 1,k =0,%£1,4+2,...} = H + 1 osv. Det
finns faktiskt inte nagra andra sidoklasser. Detta ar inte en tillfallighet utan en konsekvens av
nagra enkla egenskaper hos sidoklasserna. Nu skall vi diskutera dessa egenskaper och dérefter
aterkomma till exempel. O

45
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(7.3) Proposition. (a) g€ Hg
dvs. varje element g € G tillhér en hégersidoklass till H.
(b) g€ HpNHgy = Hg1 = Hgo

dvs tva hégersidoklasser som har ett gemensamt element dr identiska, eller med andra ord, tva
olika hégersidoklasser saknar gemensamma element.

(¢) g €eHge Hg =Hg
dvs varje element i en hogersidoklass kan vdljas som dess representant.

(d) ¢ € Hge g'g ' € H (additivt: ¢ e H+g < g —g € H).

Bevis. (a) g=eg€ Hgtyee€ H.

(b) Enligt forutsattningen ar g = hy1g1 = hoge dér hy,he € H. Vihar x € Hgy = x = hgi,h €
H = x = h(hy'haga) = (hhi'ha)ga = = € Hgs ty hhi he € H. Detta visar att Hg; C Hgo.
Pa samma sitt far vi Hgo C Hgy. Alltsa ar Hgy = Hgo.

(c)d eHg=4¢g €e HYNHg (ty ¢ € Hg') = Hg' = Hg enligt (b).

(d) ¢ € Hg< g’ = hg for nagot h€ H & ¢g'g ' =hc H. O

(7.4) Anméarkning. Egenskaperna (a) och (b) siger att hogersidoklasserna Hg ger en par-
tition av G dvs en uppdelning av alla element i G i parvis disjunkta delméngder (se (2.4) (c)).
Detta betyder att hogersidoklasserna definierar en ekvivalensrelation pa G (se definitionen
av ekvivalensrelationer (2.3)). Tva gruppelement z,y € G é&r relaterade till varandra om de
tillhor samma hogersidoklass, vilket betyder att « ~ y da och endast d& det finns z € G sa att
x,y € Hz. Enligt (b) ovan betyder det att Hx = Hy dvs xy~! € H enligt (d) (Hx = Hy ger
x € Hy si att 2y~ € H enligt (d)). Vi skall titta pa nagra ytterligare exempel pa partitioner
av grupper med hjéalp av hogersidoklasser. I praktiska ssammanhang nir man vill beskriva alla
element horande till en hogersidoklass Hg utnyttjar man egenskapen (d). O

(7.5) Exempel. (a) Vi fortsitter exempel (7.2). Vi har n’ €< 5 > +n da och endast da
n' —n €< 5 > enligt (7.3) (d), dvs 5|n’ —n. Man kan ocksé uttrycka det som att

n €E<5>4n & [TL,]5 = [n]5

Detta betyder att sidoklassen < 5 > +n bestar av alla tal som ldmnar resten [n]s vid division
med 5. Men [n]s = 0,1,2,3,4 sa att sidoklasserna ar < 5 > +0 =< 5 >, <5 > +1,< 5 >
+2,<5>43,<5> +4.
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fig. 1

(b) Lat G = R* vara gruppen av de reella talen # 0 och lat H = R¥ besta av positiva reella
tal. Dar € Hr < r'r~! € H = R% enligt (7.3) (d) dvs ”7, > 0. Alltsa tillhor ' sidoklassen
Hr da och endast di r’ har samma tecken som r. Men r kan ha tva tecken — plus eller minus.
Alltsa far vi tva sidoklasser — den ena dr H = RY; med +1 som en representant, den andra
H - (—1) = —R%; med —1 som en representant.

(c) Lat G = R? vara gruppen av alla vektorer i planet med avseende pa addition av vektorer.
Lat H vara den delgrupp till G som bestar av alla vektorer pa z-axeln (fig. 2). Om v &ar en
vektor sa bestar sidoklassen H + v av alla vektorer som man far genom att addera v till alla
vektorer pa z-axeln. Da far man alla vektorer som slutar pa den linje som &r parallell med
z-axeln och som gar genom &dndpunkten av v. Olika sadana linjer svarar mot olika sidoklasser.
Allmént ar v € H+v & v/ —v € H dvs v/ — v ir parallell med z-axeln, eller med andra
ord, andpunkten av v’ ligger pa den linje som gar genom andpunkten av v och ar parallell
med z-axeln. O

(7.6) Anmérkning. Man kan naturligtvis definiera vinstersidoklasser

gH ={gh:h e H}.

Om gruppen &r abelsk har vi gH = Hg. Da anvinder vi oftast termen “sidoklass” i stéllet
for “vanstersidoklass” eller “hogersidoklass”. Alla egenskaper hos hogersidoklasser i (7.3) visas
analogt for vinstersidoklasser. Nar gruppen inte dr abelsk kan det finnas en distinktion mellan
vanster— och hogersidoklasser. O

Betrakta nu ett exempel.
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H+v

fig. 2

(7.7) Exempel. Lat G vara symmetrigruppen av en liksidig triangel (se exempel (6.7) (a)).
Lat H = {1, s}, ddr s; = (2,3). Hér har vi f6ljande vénster- och hoger- sidoklasser:

IH = SlH:{I,Sl}, HI:Hslz{I,Sl},
nH ssH = {v1,s3}, Huvy, = Hsg = {v1, 82},
voH = s9H = {vy,s2}, Huvy = Hsz = {vg, s3}.

Vi ser att t ex soH # Hss. O

Antalet sidoklasser till H i G &r néra relaterat till ordningarna av H och G. Vi har redan
sett att antalet element i varje sidoklass &r lika med antalet element i H. Detta ar ingen
tillfallighet:

(7.8) Proposition. Lit H vara en dndlig grupp. Da dr |Hg| = |H| for g € G.

Bevis. Lat H = {hy,ha,...,hn}. Da ar Hg = {h1g, hag, ..., hng}. Alla produkter h;g ar
olika ty hig = h;g ger h; = h; (multiplicera med g~! fran hoger!). U

(7.9) Lagranges sats*. Ordningen av en delgrupp till en andlig grupp dr en delare till grup-
pens ordning.

*Joseph Louis Lagrange 1736 - 1813.
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Bevis. Lat G vara en andlig grupp och H en delgrupp till G. Vi vill visa att o(H)|o(G).
Vi delar G i hogersidoklasserna till H. Sidoklasserna técker hela gruppen enligt (7.3) (a).
Olika sidoklasser saknar gemensamma element enligt (7.3) (b). Antalet element i varje sidok-
lass ar lika med antalet element i H enligt (7.8). Lat ¢ vara antalet hogersidoklasser. Da ar
o(G) = o(H) - i dvs o(H) &ar en delare till o(G) och kvoten o(G)/o(H) dr lika med antalet
hogersidoklasser. O

(7.10) Foljdsats. Lit G vara en andlig grupp och H dess delgrupp. Da dr antalet hogersidok-
lasser till H © G lika med antalet vinstersidoklasser till H i G. Bdgge dr lika med o(G) : o(H).

Bevis. Beviset av Lagranges sats visar att antalet hogersidoklasser &r lika med o(G) : o(H).
Nar man bevisar Lagranges sats med hjilp av vanstersidoklasser i stéllet for hogersidoklasser
(som ovan) far man att o(G) : o(H) &r lika med antalet vinstersidoklasser. O

(7.11) Definition. Antalet hogersidoklasser (eller vanstersidoklasser) till H i G kallar man
for index av H i G. Indexet betecknas ofta med [G : H]. O

(7.12) Foljdsats. Ordningen av ett element i en dndlig grupp dr en delare till gruppens
ordning.

Bevis. Om g € G s ar ordningen o(g) av ¢ lika med ordningen av den delgrupp som g
genererar (dvs den delgrupp som bestar av alla potenser av g). Enligt Lagranges sats ar alltsa
o(g) en delare till o(G). O

7.13) Foljdsats. Om o(G) = N och g € G si dr g~ = e.
( j (G) g g

Bevis. Om o(g) = n sa &r n|N enligt (7.12). Lat N =n-i. Da dr ¢V = (¢") = ety g" = e
se ((4.12)). O

(7.14) Exempel. Med hjilp av Lagranges sats skall vi beskriva alla delgrupper till kvadrat-
gruppen. G = {I,v1,vs,vs, 51, S2, 83, sS4} och grupptabellen finns pa sid. 40. Vi har o(v;) =
o(v3) =4, o(va) = 2, 0(s1) = o(s2) = o(s3) = o(s4) = 2. Om H &r en delgrupp till G, sa &r
o(H) =1, 2, 4 eller 8. Det ar klart att o(H) =1 ger H ={I} och o(H) =8 ger H =G — de
tva triviala delgrupperna. Om o(H) = 2, sd maste H = {I, g}, dar g har ordningen 2. Vi vet
att det finns 5 sadana g: g = vs eller s eller so eller s3 eller s4. Alltsa har vi fem delgrupper
av ordningen 2: {I,va}, {I,s1}, {I,s2}, {I,s3}, {I,s4}.

Nu antar vi att o(H) = 4. Det finns sékert en delgrupp — Hy = {I,v1,v2,v3}. Den bestar av
alla vridningar av kvadraten. Lat H vara en delgrupp som innehaller minst en symmetri. H
kan inte innehalla v eller vs eftersom deras potenser ger alla vridningar (4 stycken). Detta
innebar att H maste innehalla tva symmetrier. Om H innehaller s, s& maste den andra vara
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S92, ty s189 = v9, ddremot ar s1s3 = vy och s1s4 = vz inte tillatna. Om H innehéaller sg, s&
méste den andra vara s4, ty $3s4 = v9, ddremot s3s; = vz och s3sg = v1. Vi far tva mdjliga
delgrupper av ordningen 4: Hy = {I,v9, 51,82} och Hs = {I, v, s3,54}. Det finns alltsd hogst
3 delgrupper av ordningen 4. Vi vet att H; ar en delgrupp och vi kontrollerar enkelt att Hs och
Hj ocksa ar delgrupper. Det ar intressant att tolka dessa grupper geometriskt. Hi bestar av
alla vridningar av kvadraten. Hy &r symmetrigruppen av en rektangel som inte ar en kvadrat

(fig. 3 (a)), ddremot Hs3 dr symmetrigruppen av en romb som inte dr en kvadrat (fig. 3 (b)).
O

S1
fig. 3(a) fig. 3 (b)

OVNINGAR

7.1. Beskriv alla (hoger-)sidoklasser till H i G da
(a) G = Z (med addition) och H =< 3 >,
(b) G = C* (de komplexa talen med multiplikation) och H = {z € C* : |z| = 1},
(c) G =C*, H = R* (de reella talen # 0 med multiplikation),
(d) G = C*,H =R (de reella positiva talen),

(e) G = GL2(R) ((2 x 2)-reella matriser med determinant # 0), H = SLy(R) = {4 €
G :det A =1},

(f) G =178, H=<3>.
7.2. Lat g € G och o(g) = n. Visa att om ¢"V = e sa &r n|N.
7.3. Lat G = Z3. Skriv ut alla sidoklasser till H = {000,111} i G.

7.4. Beskriv alla delgrupper till féljande grupper:
(a) symmetrigruppen av en rektangel som inte ar en kvadrat,
(b) symmetrigruppen av en liksidig triangel,
(©) Ze, (d) Zigo, (€) ZoxZa, (£) Zox Zs

Ledning: I (c¢) och (d) utnyttja 6vning 4.11 som séger att varje delgrupp till en cyklisk
grupp ar cyklisk.
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7.5. Ge exempel pa en delgrupp H till Q* (de rationella talen # 0 med multiplikation) sddan
att H # Q* och index av H i Q" ar andligt.

7.6. Visa att en odndlig grupp har oéndligt manga delgrupper.

7.7. Visa att en grupp G har exakt tva delgrupper (< e > och G) om och endast om o(G)
ar ett primtal.

7.8. Med exponenten av en grupp G menas det minsta positiva heltalet m sadant att
g™ = e for varje element g € G. Om m inte existerar sdger man att gruppens exponent
ar oandlig.

(a) Visa att varje dndlig grupp har en éndlig exponent.
(b) Ge exempel pa en oéndlig grupp med en éndlig exponent.
(c) Berdkna exponenten for: Zo, Zo X Lo, Ly, X L.

(d) Visa att exponenten av en &ndlig abelsk grupp &r lika med maximalordningen av
gruppens element

Ledning: I (d) utnyttja formeln o(ab) = o(a)o(b) d& a,b &r tva element i gruppen vars
ordningar dr relativt prima (se évning 6.9).

7.9. Skriv ut alla element i gruppen Ay av alla jaimna permutationer av 1,2,3,4. Visa att
denna grupp saknar en delgrupp av ordning 6 (o(A4) = 12).

7.10. Visa att en grupp G vars ordning &r ett primtal ar cyklisk.
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Kapitel 8

RINGAR OCH KROPPAR

Grupper dr méngder med en operation. Men sa viktiga méngder som Z eller Z, har tva
naturliga operationer — addition och multiplikation. Den situationen &r sa pass vanlig att det
finns en allmén teori av liknande matematiska objekt. De kallas ringar.

(8.1) Definition. Lat R vara en méingd med tva binéra operationer — addition “4” och
multiplikation “-”. (R, +,-) kallas ring om

(a) (R,+) ar en abelsk grupp,

(b) a(bc) = (ab)e da a,b,c € R dvs multiplikation ar associativ,

(c) a(b+¢) = ab+ ac och (b+ c¢)a = ba + ca da a,b,c € R dvs multiplikation &r distributiv

m.a.p. addition. ]

(8.2) Anmérkning. Observera att vi oftast skriver ab i stéllet for a-b. Det neutrala elementet
i gruppen (R, +) brukar betecknas med 0. Vanligen sdger man att R ar en ring utan att anvinda
beteckningen (R, +, ). O

(8'3) Exempel. (a) (Zv -+, ')7 (Qa =+, ')7 (Ra -+, ')7 ((Cv =+, ) ar ringar.

(b) (Z,®,®) ar en ring. Den enda egenskap som vi inte visade i Kapitel 5 ar distributiviteten
av ® m.a.p. @. Den visas latt med hjélp av (5.1) och (5.2):

a®(bdec) = a®b+dn=[ald+ )] =[ab+ ac], =
= [abl, @ lac], = [a]n © [b]n © [a]n © [c]n
= a®bBabec

for a,b,c € Zy,.

93
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(c¢) Lat R = M, (R) méangden av alla (n x n)-reella matriser med matrisaddition och matris-
multiplikation. M, (R) &r en ring vilket sammanfattar de viktigaste riknelagarna for matris-
aritmetik. Dessa riaknelagar visas i alla kurser i linjar algebra (oftast utan att anvinda termen

ring).

(d) Lat R = C(0,1) vara méngden av alla kontinuerliga funktioner pé intervallet (0,1) med
addition f 4 g och multiplikation fg av funktioner dvs

(f+9)(x) = f(z) +g(x) och (fg)(z)= f(z)g(z)

da z € (0,1). R &r en ring. Man kan naturligtvis ersétta intervallet (0,1) med ett godtyckligt
intervall. g

I en ring (R, +,-) har man en blandning av tva operationer. Men medan man kréver relativt
mycket fran den ena — (R,+) skall vara en abelsk grupp, stéller man inte sa stora krav
pa den andra — (R,-) behover enbart vara en halvgrupp (dvs en méngd med en associativ
multiplikation). Ofta betraktar man ringar i vilka (R,-) uppfyller hardare restriktioner. Har
foljer nagra sddana villkor:

(8.4) Definition. Lat (R, +,-) vara en ring.

(a) R ar kommutativ om ab = ba da a,b € R.

(b) R har en etta om det finns ett neutralt element 1 € R m.a.p. multiplikation dvs la =
al=adaacR.

(¢) R saknar nolldelare om ab =0 ger a =0 eller b =0da a,b € R (om ab =0 dér a # 0
och b # 0 sa kallas a och b nolldelare).

(d) R ar en kropp om (R~ {0},-) ar en abelsk grupp. O
(8.5) Exempel. (a) Alla ringar i exempel (8.3) dr kommutativa med undantag av M, (R) da
n > 2.

(b) Alla ringar i exempel (8.3) har en etta. Ett exempel pa en ring utan etta &r ringen av de
jamna heltalen med vanlig addition och multiplikation.

(c) Alla ringar i exempel (8.3) (a) saknar nolldelare. Men det finns nolldelare i t.ex. Zg ty
2 ® 3 =0 (se vidare 6vning 8.9). Ringen M>(R) ur (8.3) (c) har nolldelare ty t.ex.

0 17[0 1] [0 0

0 0 00| |00}
(d) (Q,+,), (R,+,),(C,+,) ar exempel pa kroppar. (Z,+, -) &r inte en kropp ty (Z ~ {0}, -)
ar inte en grupp. ]
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Ringarna ur (8.3) (b) &r sérskilt viktiga:
(8.6) Sats. (Zy,®,®) dr en kropp da och endast di n dr ett primtal.

Bevis. Om n = p ir ett primtal sa dr Z, \ {0} = Z, en grupp m.a.p. ® enligt (5.5) dvs Z,
ar en kropp. Om n inte ar ett primtal dvs n = kl med 1 < k,l <nsadr kol =01%Z, dvs
Zn, ~ {0} &r inte sluten m.a.p. multiplikation. Detta betyder att Z,, ~ {0} inte &r en grupp och
foljaktligen (Z,, ®,®) inte ar en kropp. O

(8.7) Definition. Man séger att en ring R &r ett integritetsomrade om R dr kommutativ,
saknar nolldelare och har en etta 1 # 0. U

(8.8) Exempel. (a) Varje kropp K &r ett integritetsomrade ty ab = 0 och a # 0 ger att
a~!(ab) = b =0, dir a,b € K, varfor K saknar nolldelare.

(b) Z,, ar ett integritetsomrade d& och endast da n dr ett primtal. Detta foljer ur (8.6). Om
n ar ett primtal s ar Z, en kropp och vi kan hanvisa till (a). Om n = kl, 1 < k,l < n sa har
Zy, nolldelare ty k ® 1 = 0 trots att k # 0 # . g

Nu skall vi utvidga var lista med exempel pa ringar med tva viktiga ringkonstruktioner:

(8.9) Polynomringar. Lat R vara en kommutativ ring med etta. Med ett polynom med
koefficienter i R menar man ett uttryck

ag+ar X +...+a, X",
dir a; € R. Méngden av alla polynom med koefficienter i R &r en ring med avseende pa
addition:
(a0 + a1 X +asX?+..) + (bo + 01 X + b X2+ ...) =
= (CLO + bo) + (a1 + bl)X + (ag + bg)XQ -

och multiplikation:

(CLQ+CL1X+CL2X2+...)(b0+b1X+b2X2+...) =

= apbo + (apby + a1bp) X + (apby + a1b; + agbo)X2 +...
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Polynomringen av alla polynom med koefficienter i R betecknas med R[X]. Det faktum att
R[X] &r en ring med avseende pa addition och multiplikation av polynom kréver naturligtvis
en kontroll av alla villkor i definitionen (8.1) men var erfarenhet av vanliga polynom med t.ex.
reella koefficienter (dvs ringen R[X]) borde vara tillricklig for att kunna acceptera att alla
formella villkor i ringdefinitionen verkligen géller.

Det finns dock en aspekt av definitionen av R[X] som en ldsare kravande en storre matematisk
stringens kan ifragasitta. Ett polynom definieras som “ett uttryck”. Och en sadan formulering
kan vara otillfredstéllande (t.ex. for den som inte ser uttrycket). Vill man undvika den, kan
man definiera ett polynom som en oandlig foljd:

(ao,al,ag,. . .,an,...)

dér a; € R och a; # 0 endast for ett dndligt antal . Man definierar addition och multiplikation
av foljderna sa att:

(ao,al,...,an,...)—i—(bo,bl,...,bn,...):(a0+b0,a1—i—bl,...,an—i—bn,...)
och
(ao,al, ey Oy .)(bo,bl, coybn, . ) = (aobo,aobl + aibg,...,a0b, + a1bp—1 + ... + apbo, .. )
Nu kan vi definiera X = (0,1,0,...). Da ar
X2 = (0,0,1,0,0,...),

X3 = (0,0,0,1,0,...),
X% = (0,0,0,0,1,...),

och vi har:
(ag,a1,a2,...,0Gn,...) =
(a(]aoa'--)+(al,o,..‘)X—i—(GQ,O,...)XQ—I-...—|—(an’0"”)Xn+'”

Om vi nu kommer 6verens om att i stillet for (a,0,...) skriva a (dvs vi identifierar a med
“konstantpolynom” (a,0,...)) sd har vi vart tidigare uttryck:

(ag,a1,a2,...,an,...) =ao+ a1 X +axX*+ ... +a, X" +...

fast med odndligt méanga koefficienter a; (men enbart ett &ndligt antal av dessa ar # 0).
Det utan tvivel viktigaste exemplet for olika typer av tillimpningar &r ringen Zo[X] av alla
polynom med koefficienter i Zo. Vi diskuterar polynomringarna narmare i Kap. 9.
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(8.10) Produkt av ringar. Lat Ry, Ra, ..., Ry vara ringar. Méngden
Ry x Ry x...x Ry,
dr en ring med avseende pa koordinatvis addition och multiplikation dvs

(1,72, oo yri) + (P, rhy o sme) = (ri+r, e+ rh e+ 1Y),

(1,725 ooy mi) (PR, 75, L ,T;C) (r17], morh, ... ,rkrfg).

Ringen R; X Ry X ... X R kallas produkten av ringarna Ry, Ro,...,Rr. Om R = Ry =
... = Ry, = R skriver man oftast RF.

Exempel. R? ir ringen av alla reella talpar med koordinatvis addition och multiplikation.
Z? #r ringen av alla heltaliga talpar med samma operationer. ]

(8.11) Definition. Man séger att S &r en delring till R om S C R och elementen i S bildar
en ring med avseende pa operationerna i R. O

Exempel. (Z,+,:) C (Q,+,-) C (R,+,-) C (C,+,). O

(8.12) Definition. Ett element r € R kallar man for en enhet om r har en multiplikativ
invers dvs det finns 7/ € R s& att rr’ = r'r = 1. Mangden av alla enheter i R betecknas med
R*. O

(8.13) Sats. Alla enheter i en kommutativ ring R med etta bildar en (abelsk) grupp med
avseende pa multiplikation.

Bevis. Om 71,79 € R* sd rirg € R* ty miry = 1 och rory, = 1 ger att (rire)(rirh) = 1.
Multiplikation ar associativ, det neutrala elementet ar 1 och definitionsmaéssigt finns en invers
till varje r € R. g

(8.14) Exempel. (a) Z har enbart tva enheter +1.

(b) Om K &r en kropp sé ér alla element a € K, a # 0 enheter ty (K ~ {0},-) &r en grupp. O

(8.15) Sats. Gruppen av alla enheter i Zy, dr Z), = {k € Z,, : SGD(k,n) = 1}.

Bevis. Vi vet redan fran (5.4) att varje k € Z,, sadant att SGD(k,n) = 1 har invers. Antag
att k € Z,, har invers k' € Z,, dvs k © k' = 1. Alltsd ar kk’ — 1 = nq for ett heltal ¢q. Den sista
likheten visar att k& och n saknar gemensamma delare # 1 dvs SGD(k,n) = 1. O



58

RINGAR OCH KROPPAR

OVNINGAR

8.1.

8.2.

8.3.

8.4.

8.5.

8.6.

8.7.

Vilka av foljande talméngder &r ringar med avseende pa addition och multiplikation av
tal? Vilka &ar kroppar?

(a) 3Z, (d) alla tal a + bv/2, a,b € Q,
(b) Z[i] = {a + bi, a,b € Z}, (e) alla tal a + bv/2, a,b € Q,
(c) Z[Vd] = {a+bVd, a,b,d € Z}, (f) allatal ¢, a,b€ Z,b udda.

Vilka av foljande méngder av matriser ar ringar med avseende pa matrisaddition och
matrismultiplikation? Vilka ar kroppar?

0

,a,b € R, (d) ,a,b € R,

,a,b,c € Z, (e) ,a,b € Zo,

0O 2 o9 O

IS
Q@ QR o o

,a,bye,d € Zo, (f) ,a,b € Zs.

LT oo
\ I M

Lat R vara en ring och X en méngd. Visa att alla funktioner f : X — R bildar en ring
F(X, R) under operationerna:

(f +9)(@) = f(x) +g(x) och (fg)(z) = f(x)g(x) for weX.
Har F(X, R) en etta? Har F(X, R) nolldelare?
Lat F(R,R) vara ringen ur 8.3 (X = R,R = R). Vilka av foljande delméngder till
F(R,R) &ar delringar?
(a) {f € F(R,R) : f(z) = f(—z)} (jdmna funktioner)
(b) {f e FR,R) : f(—z) = —f(z)} (udda funktioner)
(c¢) {f € F(R,R) : f kontinuerlig}
(d) {f € F(R,R) : f deriverbar}
(e) {f € F(R,R) : f(xo) =0,z ett fixt reellt tal}.
Lat R C S vara ringar med en gemensam etta och 1at a € S. Visa att varje delring

till S som innehaller R och a innehéller alla polynomuttryck ag + a1a + ... 4+ a,a™ dar
a; € R, n > 1. Den ringen betecknas med R[a]. Visa att

(a) Z[i] = {a + bi,a,be Z}, (b) Z[V2] = {a+bv2,a,b € Z},

(c) Qi] = {a+bi,a,b € Q}, (d) Z[V2] = {a+bV2+cV4,a,be L},
(e) Z[5] = Z, (f) Z[3] = {5, a,m € Z,m > 0}.

Lat K C L vara kroppar och lat o € L\ K,a? € K. Visa att K[a] = {a +ba,a,b € K}
ar en kropp.

l\)\»—-

Visa att alla matriser
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8.8.

8.9.

8.10.

8.11.

8.12.

8.13.

dér z1, zo € C bildar en ring med avseende pa matrisaddition och matrismultiplikation
(en delring till ringen Ms(C) av alla 2 x 2 komplexa matriser). Visa att ringen ar icke-
kommutativ och att varje element # 0 har invers.

Anmairkning: En ring med den egenskapen kallas skevkropp eller divisionsring.
Ringen i 6vningen kallas kvaternioner eller mera exakt Hamiltons kvaternioner.
Hamilton kom pa idéen om kvaternioner ar 1843 under en promenad ldngs Royal Canal
i Dublin. Till minne av den héndelsen finns idag en tavla vid Hamiltons promenadvég
pa Brougham Bridge dir man aterfinner huvudregler for kvaternionaritmetiken: i2 =
j%2 = k? = ijk = —1. Med var definition &r

1 0] . [o -1 i 0 i
R R N e P B b

Visa att i en godtycklig ring R:

(a) 0a =a0 =0

(b) a(—=b) = (—a)b= —ab

(¢) (—a)(=b) = ab

(d) =(-a)=a

Visa att Z,, har nolldelare d& och endast da n ar sammansatt.

Visa att ett dndligt integritetsomrade &r en kropp.

Ledning. Lat R = {0,a1,as,...,a,}, dar a; = 1 och 1at a € R, a # 0. Betrakta produk-
terna aai,aas, ..., aa, och visa att 1 ar bland dem.

Bestam alla enheter i féljande ringar:

(a) RIX],

(b) Z(i]

(¢c) Z[v—d],d € Z,d > 0.

(a) Lat Ry och Ry vara tva kommutativa ringar med etta. Visa att (R; X R2)* = R} X R5.

(b) Lat a och b vara tva relativt prima positiva heltal. Utnyttja (a) och isomorfismen
Lap = Zg X Zp (se (5.9)) for att bevisa att Eulers funktion dr multiplikativ dvs ¢(ab) =
d(a)p(b) da SGD(a,b) = 1.

En funktion E : Z,, — Zj, kallas modulér krypteringsfunktion om E(x) = rOz®k (vi
skriver vidare rx + k), dir SGD(r,n) = 1. Om r = 1 kallar man E for Caesarkryptot
(med t.ex. n = 26). Visa att E &r en bijektion och bestdm inversen D till E.

Anmairkning: Med hjilp av en moduldr krypteringsfunktion krypteras klartexten
rirg...ry till E(r1)E(re)... E(ry). Lat E; : Z,, — Z, vara moduldra krypterings-
funktioner for ¢ = 1,2,...,p. Med ett periodiskt substitutionskrypto menar man
krypteringsfunktionen E : ZY — Z sadan att en klartext av lingden N:

TIT2 . TpTp1Tpt2 - -T2 o - -
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krypteras till

El(Tl)EQ(Tg) e Ep(Tp)El(Tp+1)E2(Tp+2) e Ep(rgp) e

Ett specialfall av detta krypto &r Vigenérekryptot. Da ar E;(x) = x + k; varvid
kiks ...k, € Z svarar mot ett “ord” (t.ex. n = 26, (k1, ke, ks, ka, ks, k¢) = (0, 11, 6, 4,
1,17, 0) = “ALGEBRA”). Vernamskryptot dr uppbyggt pa liknande sdtt men i = 1,
2, ..., N dvs (ki,ka,...,k,) har samma léngd som klartexten dvs rirg...r, krypteras
till By (r1)Ea(re) ... En(ry). Sekvensen (kq, ko, ..., ky) ar lagrad bade hos sdndaren och
mottagaren och ar helt slumpmaéssigt vald.



Kapitel 9

POLYNOMRINGAR

Lat R vara en kommutativ ring med etta. Som vi redan vet fran (8.9) &r ett polynom med
koefficienter i R ett uttryck

ag+ar X +...+a, X",

dir a; € R. Méngden av alla polynom med koefficienter i R &r en ring med avseende pa
addition:

(CL0—|—a1X+CL2X2+...)+(b0+b1X+b2X2+...):

= (ag +bo) + (a1 +b1) X + (ag + b)) X% + ...

och multiplikation:

(ap + a1 X +asX?+ .. )(bo + 01 X + b X2+ ...) =

= agby + (a0b1 + albo)X + (aobg + a1by + agbo)X2 + ...

Polynomringen av alla polynom med koefficienter i R betecknas med R[X]. Det faktum att
R[X] ar en ring med avseende pa addition och multiplikation av polynom kréver naturligtvis
en kontroll av alla villkor, men var erfarenhet av vanliga polynom med t.ex. reella koefficienter
(dvs ringen R[X]) borde vara tillrdcklig for att kunna acceptera att alla formella villkor i
ringdefinitionen verkligen géller.

61
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(9.1) Definition. Lat f(X) = ap + a1 X + ... + a, X" € R[X] dér R dr en kommutativ
ring med etta. Om a, # 0 s& séger man att graden av f(X) &r n. Vi antar att graden av
nollpolynomet (dvs ap = a1 = ... = a, = 0) ar —1. a,, kallas hogsta koefficienten av f(X).
Polynom av graden 0 kallas konstanta polynom. ([l

(9.2) Divisionsalgoritmen. Lit f(X),g(X) € R[X], ddr g(X) dr ett polynom vars hégsta
koefficient dr en enhet i R. Dd finns det tvd entydigt bestimda polynom q(X),r(X) € R[X]
sadana att

f(X) = 9(X)q(X) +r(X)
dir gradr(X) < grad g(X).

Bevis. Vi bevisar satsen med hjalp av induktion efter graden av f(X). Om graden av f(X)
ar —1 (dvs f(X) &r nollpolynomet) sa ar f(X) = ¢g(X) -0 dvs ¢(X) = 0 och r(X) = 0.
Nu antar vi att satsen géller for alla polynom f(X) vars grad dr < n, ddr n > 0. Lat
f(X)=a, X"+...4ag, 9(X) =0, X™+...+ by dir a, # 0, och by, &r en enhet. Om n < m
s har vi f(X) =¢(X) -0+ f(X) dvs ¢(X) =0 och 7(X) = f(X). Antag att n > m. Lat

Da ar grad fi(X) < grad f(X) sa att
[1(X) = 9(X)q(X) +r(X), grad r(X) < grad g(X)
enligt induktionsantagandet. Men d& &ar

FX) = A(X) + %g(X)X“—m — g(X) (@1 (X) + ZTZX""”) +r(X)

dvs
(X)) =g(X)q(X) +r(X), gradr(X) < grad g(X)

dér ¢(X) = q1(X) + = X",
Det aterstar att visa entydigheten av ¢ och r. Antag att
f(X) = g(X)q(X) +r(X) = g(X)q1(X) + 1 (X)
dar dven grad ri(X) < grad g(X). D4 ar
(%) 9(X)(a(X) = q1(X)) = ri(X) = r(X)

Men grad (r1(X) —r(X)) < grad g(X), medan likheten (x) sdger att om g(X) — ¢1(X) # 0 sa
ar
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grad (r1(X) —r(X)) = grad g(X)(¢(X) — q1(X)) > grad g(X)
(observera att hir utnyttjar vi forutsiattningen om hogsta koefficienten av g(X)). Alltsa &r
qg(X) —qi1(X) =0dvs ¢(X) = ¢1(X) och likheten (x) ger att 71 (X) = r(X). O
Exempel. Lat f(X) =2X3 +3X%2+ X +1, g(X) = X? 4+ 21 Z4[X]. Vi har

2X +3 = q(X)
X242 2X343X24+X+1
—2X3

3X2+ X +1
—3X? )

X+3 = rX)
(tink pa det att 2-2 =01 Zy). O

(9.3) Definition. Man séger att ¢ € R[X] &r en delare till f € R[X] om f = gq, dir
g € R[X]. Man skriver da g|f. O

Fran och med nu forutsétter vi att R = K ar en kropp.

(9.4) Definition. Om f,g € K[X] séger man att d € K[X] dr en stOrsta gemensamma
delare till f och g (SGD(f,g)) om

(a) d[f och d|g,
(b) d'|f och d'|g, dar d’ € K[X] implicerar att d'|d.

Om f = g = 0 definierar man SGD(0,0) = 0. O

Genom att utnyttja divisionsalgoritmen kan man berdkna SGD(f, g) for godtyckliga polynom
f,9 € K[X] med hjélp av Euklides algoritm (precis som for heltalen).

(9.5) Anmérkning. SGD(f,g) ar inte entydig. Om f # 0 eller g # 0 och dy,ds ar tva
polynom som uppfyller villkoren i (9.4) s& ar dj|da och da|d;. Alltsd dr do = diq, dér ¢ har
grad 0 ty di och dy har samma grad (grad d; > grad dy och grad dy > grad d;). Detta betyder
att di och dsy ar lika s nér som pa en konstant. Genom ett lampligt val av den konstanten
kan vi vélja en storsta gemensamma delare med hogsta koefficienten 1. Man kallar en sadan
den storsta gemensamma delaren. Tva polynom vars stérsta gemensamma delare ar
1 kallas relativt prima. ]
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Foljande sats visas precis pa samma sétt som motsvarande sats for heltalen, men absolutbelopp
for heltal méste ersittas med grad for polynom (se (1.5)):

(9.6) Sats. Om d = SGD(f,qg), dir f,g € K[X] sd existerar s,t € K[X] sd att
d= fs+ gt
Med hjalp av (9.6) visar man som for heltalen foljande egenskap:

(9.7) Sats. Om flh, glh och SGD(f,g) =1, dir f,g,h € K[X] sd fglh.

Bevis. Lat h = fqp, h = ggy och 1 = fs+ gt. D4 ar h = hfs + hgt = fgqys + fgqst =
fg(ags +qst) dvs fglh. O

(9.8) Definition. Man séger att a € K ar ett nollstélle till f € K[X] om f(a) =0. O

(9.9) Faktorsatsen. (a) Resten vid division av f € K[X]| med X — a, a € K, dr lika med
f(a);

(b) a € K dr ett nollstalle till f € K[X] dd och endast di X — a| f(X).

Bevis. (a) Enligt divisionsalgoritmen &r
f(X) = (X =a)g(X) +,
dér gradr < 1 dvs r &r en konstant. Alltsa &r f(a) = r.

(b) f(a) =0<r = f(a) =0. O

(9.10) Definition. Man séger att a € K &r ett nollstille av multiplicitet m till f € K[X]
om (X —a)™|f(X) och (z —a)™*1 t f(X). O

(9.11) Sats. Summan av multipliciteterna av alla nollstallen till f € K[X| dr hogst lika med
grad f.

Bevis. Lat a1, ..., a, vara nollstéllen till f och lat myq, ..., m, vara deras respektive multi-
pliciteter. Detta betyder att
(X —a)™ | f(X), ..., (X —an)™[f(X).
Men polynomen (X — a;)™ &r parvis relativt prima sa att
(X —a)™ .. (X —a)™[f(X)

dvsgrad f > my + ...+ m,. O
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(9.12) Derivatan av ett polynom. Lat f(X) =ap+a X +...+a, X" € K[X]. Derivatan
av f(X) definieras helt formellt som

f(X)=a1+2aX +... +na, X" L.

De vanliga deriveringsreglerna

(f+9) =f+d, (f9) =Fg+fg
visas genom en direkt kontroll (se évning 9.7).

(9.13) Sats. a € K dr ett multipelt nollstalle till f € K[X] (dvs a har multiplicitet > 1) da
och endast dd f(a) = f'(a) = 0.

Bevis. “=" Lat f(X) = (X — a)?¢(X) (multipliciteten av a ir minst 2). Da #r f/(X) =
2(X —a)g(X) + (X —a)*d(X) sa att f(a) = f'(a) =0.

“<” Antag att f(a) = f'(a) = 0 och att multipliciteten av a ar 1 dvs f(X) = (X — a)q(X)
och q(a) # 0. Dadr f/(X) = q(X)+ (X —a)d(X) sa att f'(a) = q(a) # 0 — en motsigelse. [

Mot primtalen i Z svarar irreducibla polynom i K[X].

(9.14) Definition. Man séger att ett polynom f € K[X] &r reducibelt om f = gh, dar
g,h € K[X] och gradg < grad f samt grad h < grad f. Ett icke-konstant polynom som inte
ar reducibelt kallas irreducibelt. g

(9.15) Exempel. (a) Varje polynom av grad 1 &r irreducibelt.

(b) Ett polynom f € K[X] av grad 2 eller 3 &r reducibelt i K[X] da och endast da f har
ett nollstalle 1 K dvs det finns zp € K sa att f(xzo) = 0. I sjélva verket, om f(z9) = 0 sa &r
f(X) = (X —=z0)f1(X)dédr f1(X) € K[X] och grad f1(X) > 1 dvs f(X) &r reducibelt. Omvént
om f(X) = g(X)h(X) &r en faktoruppdelning av f(X) i tva icke-konstanta faktorer s& maste
nagon av dessa ha grad 1. Lat g(X) = by + b X € K[X]. Da ar xg = —bo/b; ett nollstélle till
f(X). Till exempel ir f(X) = X2 + 1 € Q[X] irreducibelt i Q[X] ty det saknar nollstéllen i
Q[X] (£i ¢ Q). Det ér irreducibelt dven i R[X], men i C[X] dr X2 + 1 = (X +4)(X — i) sa
att X2 + 1 dr reducibelt i den sistnimda polynomringen.

(c) f(X) = X%+ X +1 ir irreducibelt i Zo[X] ty f(0) = 02°4-0+1 =1 och f(1) = 124+1+1 =1
s& att polynomet saknar nollstiillen i Zo. Vi har att X2 +1 = (X +1)% 1 Zy[X], sa att X2 +1
ar reducibelt i Zs[X].

(d) Polynomet f(X) = X%+ 4 saknar rationella (iiven reella) nollstillen. Men man far inte
pasta att f ar irreducibelt i Q[X]. Detta dr ett polynom av grad 4 s& att (b) inte ar anvindbar
hér! I sjdlva verket har vi
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X 4 4=X"44X?+4-4X? = (X2 4+2)? - (2X)? = (X2 +2X + 2)(X? - 2X + 2)

dvs X* 4 4 &r reducibelt i Q[X]. O

(9.16) Sats. Om p € K[X] ar wrreducibelt och p|fg, dir f,g € K[X] sd p|f eller p|g.

Bevis. Satsen visas pa samma sitt som for heltal (se (1.7)). O

(9.17) Sats. Varje polynom av grad > 1 i K[X] dr en produkt av irreducibla polynom. Om

f=pi...pe=p"..0

ddr p; och pl dr irreducibla polynom s ar k =1 och vid en lamplig numrering p; = c¢;p;, dar
¢ € K.

Bevis. Satsen bevisas pa exakt samma sétt som motsvarande sats om primfaktoruppdelning
av heltalen dvs aritmetikens fundamentalsats. O

Vi avslutar med négra fakta om irreducibla polynom i olika polynomringar:

(9.18) Exempel. (a) Ringen C[X]. Irreducibla polynom é&r endast alla polynom av grad 1.
Detta dr innehéllet i “(polynom)algebrans fundamentalsats”. Om f(X) € C[X] sa ar f(X) =
(X —2z1)...(X — z,) dar n ar polynomets grad och z; € C. Satsen visas enklast med hjalp
av analytiska funktioner. Den visades for forsta gangen av C. F. Gauss 1799.

(b) Ringen R[X]. Irreducibla ir alla polynom av grad 1 och alla polynom c¢(X2+pX +¢) med
A = p? —4q < 0 och ¢ # 0. Detta foljer liatt ur (a) och visades i tidigare kurser (nyckeln till
beviset ar det faktum att om f(X) har reella koefficienter och f(z) = 0 s& ar aven f(z) =0,
déar z ar det konjugerade talet till z.).

(c) Ringen Q[X]. Hér finns irreducibla polynom av godtyckliga grader. T.ex. ar X" — 2
irreduciblet for varje n > 1. (se 6vning 9.5).

(d) Ringen Zy[X]. Hér finns det ocksé irreducibla polynom av godtyckliga grader (vi bevisar
inte detta pastaende). Antalet polynom av en fixerad grad ir #ndligt (2"*! polynom av grad
n — raknal!). Man kan tabellera irreducibla polynom (det finns mycket omfattande tabeller
med tanke pa tillampningarna). Har foljer en kort lista 6ver irreducibla polynom av grad < 5.
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grad 1. X, X +1

grad 2: X24+ X +1

grad 3: X34+ X+1, X3+ X241

grad4: X4+ X+1, X+ X3 4+1, X4+ X3+ X2 +X+1

grad 5: X°4+ X241, X°+ X341, XP+ X3+ X2+ X +1,
X4 X4 X2 X4+ 1, X4+ X+ X3+ X+, X+ X4+ X3+ X241

Som exempel visar vi att p(X) = X*+ X + 1 &r irreducibelt. p(X) saknar forstagradsfaktorer
ty p(0) = 1 och p(1) = 1 dvs p(X) saknar nollstéllen i Zo. Antag i s fall att p(X) har en
faktoruppdelning p(X) = p1(X)p2(X) i en produkt av tva irreducibla andragradsfaktorer. Da
ar p1(X) = p2(X) = X2+ X +1 ty det finns enbart ett irreducibelt polynom av grad 2. Men
(X2+X+1)2= X"+ X2+1# X*+ X +1 sa att p(X) maste vara irreducibelt (p(X) kunde
ha varit en produkt av p; och pa med graderna 1, 3 eller 2, 2). ]

OVNINGAR

9.1. Bestam kvoten och resten vid division av f(X) med g(X):
(a) F(X)=X3+ X2+ 1,9(X) = X%+ X +1iZ[X];
(b) f(X) =3X*+2X2 +4,9(X) =2X2 +4X i Z5[X].

9.2. Bestam SGD(f(X),g(X)) da
(a) f(X)=X*+1,9(X) = X2+ 11 Z[X];
(b) f(X) =X"+1,9(X) = X° + 11 Zo[X];
(¢) F(X)=X*4+2X3+ X2 +4X +2,¢g(X) = X?+3X +11iZs[X].
Bestam s, t sadana att SGD(f,g) = fs+ gt.

9.3. Faktorisera foljande polynom i produkt av irreducibla:
(a) X*+4iQ[X], () X®—21Q[X],

b) X*+1iR[X], (f) X3+ X +1iR[X],
() X7 = 1iZ2[X], (g) X*+11iZs[X],
(d) X*+2i2Z5[X], (h) X*+ X +2i Z3[X].

9.4. Visa att om p € K[X] &r irreducibelt och p|fg sa p|f eller p|g.
Ledning: Bevis som for heltal.

9.5. Lat f(X) = ap + a1 X + ... + ap, X" € Z[X] och lat p vara ett primtal sddant att
plao,plai, ..., plan—_1,p1 an och p? { ag. Visa att f(X) dr irreduciblet i Z[X].

Ledning: Pastaendet kallas Eisensteins kriterium. Antag att f(X) = g(X)h(X) i
Z[X] dér grad g(X) = k < n och grad h(X) =1 < n,g(X), h(X) € Z[X] och se vad som
hénder med f(X),g(X),h(X) vid homomorfismen 6 : Z[X] — Z,[X]. I sjélva verket
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ar f(X) ocksa irreducibelt i Q[X]. Om ett polynom med heltaliga koefficienter inte kan
faktoriseras i produkt av tva polynom av lagre grader i Z[X] s kan det inte heller
faktoriseras pa detta sétt i Q[X]. Detta pastaende kallas Gauss lemma och dess bevis
ar inte svart.

9.6. Definiera —o0o + n = —oo och max(—oo,n) = n. Visa att
grad(f(X) + g(X)) = max(gradf(X), grad g(X))
och
grad(f(X)g(X)) < grad f(X) + grad g(X)
varvid likheten géller om apby,, # 0 dér f(X) =ao+ ...+ ap X" och g(X) =by+ ...+
by, X™ dr polynom ur R[X].
9.7. Visa att (fg)' = f'g+ f¢’ da f,g € K[X].

Ledning: Utnyttja den sjilvklara formeln for (f + g)’ och borja beviset med f =
aX™ g=>bX".



Kapitel 10

KROPPSUTVIDGNINGAR

Lat K vara en kropp och po(X) € K[X]. Polynomet po(X) behover inte ha nagot nollstélle i
K, men det visar sig att det alltid finns en kropp L O K sadan att po(X) har ett nollstélle
i L. Det &r till och med mojligt att konstruera en kropp L O K sé att po(X) dr en produkt
av forstagradsfaktorer med koefficienter i L. Vi visar i detta kapitel hur en sddan kropp L (en
kroppsutvidgning av K) kan konstrueras da K och po(X) € K[X] &r givna. Forst definierar
vi kvotringen K[X]/(po(X)) som kommer att ha en stor betydelse i detta och i efterféljande
kapitel.

(10.1) Kvotringen K[X]/(po(X)). Lat po(X) = an X" +an_ 1 X" 1 +---+a1 X +ag vara ett
godtyckligt icke-konstant polynom med koefficienter i K. Lat p(X) € K[X]. Vi skall beteckna
med [p(X)]p, resten vid division av p(X) med po(X). Observera att

[P(X)po =70 + 71X + - 10 X7
dar r; € K, darfor att polynomet pg har graden n. Vi vill definiera addition och multiplikation

av resterna precis som vi gjorde det for addition och multiplikation av rester vid division med
ett fixt heltal:

[p1(X)]po + [P2(X)]po = [P1(X) + p2(X)]pg

och

[P1 (X))o [P2(X)]po = [P1(X)P2(X)]po-

Man kontrollerar utan svarigheter att resterna vid division med pg bildar en ring med avseende
pa dessa operationer. Man gor det pa samma sétt som for addition och multiplikation av rester
vid division med heltal i avsnittet om restgrupper.

69
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Observera att addition av resterna sammanfaller med vanlig addition déarfor att summan av
tvéa rester ar ocksa en rest (har graden < n), medan produkten av tvé rester kan ha graden
> n. Da maste man rékna ut resten av denna produkt vid division med pgy. Vi ger exempel
snart, men 1at oss forst notera att konstanta polynom adderas och multipliceras precis som
elementen i K:

[a] + [b] = [a + b] och [a][b] = [ab].

da a,b € K. For att undvika missférstand, da vi arbetar med rester och ej polynom, lat oss
beteckna [X]| = «. Vi kommer att uteldmna pg i [p(X)],, da detta &r klart fran texten. I
enlighet med vara additions- och multiplikationsregler har vi da:

[ro+ 71X+ 4711 X" = [ro] + [M][X] + -+ [raa ] [X] = ro+ria+ - e

Dessutom har man:

0 =[po(X)lpo = [an X" + a1 X" "+ -+ + a1 X + ag] = ana™ + ap_10" " + -+ + ara + ao.
Lat oss sammanfatta vara observationer:

(10.2) Sats. Lat po(X) = ap + a1 X + ... + an X" an, # 0. Varje element i kvotringen
K[X]/(po(X)) kan entydigt skrivas pa formen 1o + ria + ... + 110" L, dir r(X) = ro +
MX + ...+ 1 X" € K[X] och a = [X] uppfyller ekvationen ag + aja+ ... + apa™ = 0.
Ringen K[X]/(po(X)) innehdller kroppen K och kommer att betecknas med K|[a].

(10.3) Anmirkning. Satsen siiger att K|[a] dr ett vektorrum 6ver K med en bas 1, a, a2,

o, anlh ]

(10.4) Exempel. (a) Lat po(X) = 1 + X + X? € Zs[X]. Ba bestar Zs[X]/(po(X)) av
resterna [a + bX], a,b € Zs dvs [0], [1], [X], [1 + X]. Lat [X] = «. Da kan vi skriva ut resterna
som: 0, 1,0, 1+a. Vi har [pg(X)]p, = 1+ X +X?],, =0sdatt 1+a+a?=0dvsa? =a+1.
Additions- och multiplikationstabellerna ser ut s& hér:

+ 0 1 a 1+« . 0 1 « 1+«
0 0 1 « 1+a 0 0 0 0 0
1 1 0 14+« « 1 0 1 « 14+«
« « 14+« 0 1 o' 0 « 1+« 1
l4a|l+a « 1 0 1+a|0 14+« 1 «
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(b) Lat po(X) = X2 +1 € R[X]. R[X]/(X?+1) bestar av alla rester » = a+bX, a,b € R. Lat
[X]p, = @ Daér [r] = [a+bX] = a+ba. Men [X2+1],, =0sd att o> +1=0dvs a? = —1.
Vi har alltsa:

(a+ba)+ (c+da) = (a+c¢)+ (b+d)a
(a+ba)(c+da) = (ac—bd)+ (bc+ ad)a

dvs resterna adderas och multipliceras som komplexa tal. Med andra ord #ir R[X]/(X? + 1)
isomorf med C. u

Nu vill vi veta ndr K[X]/(po) &r en kropp.
(10.5) Sats. K[X]/(po) ar en kropp da och endast dd po ar irreducibelt i K[X].

Bevis. “=" Lat pg vara irreducibelt och 1at r € K[X]/(po), r # 0, gradr < grad pp och pg &r
irreducibelt. Alltsa finns det tva polynom s,t € K[X] sa att

rs+ pot =1

Nu &r [rs + potlp, = [r][s] + [po][t] = 1 dvs [r][s] =1 ty [po] = 0. Alltsa &r [s] inversen till [r].
Detta visar att K[X]/(po) &r en kropp ty varje [r] # 0 har invers.

“<” Antag att po ar reducibelt. D& &r py = rire, dir ri,7 € K[X]grad r1 < grad py och
gradry < gradpg. Alltsa &r 0 = [polp, = [r1][r2]), vilket betyder att ringen K[X]/(pg) har
nolldelare ty [r1] # 0 och [rg] # 0. I sa fall &r K[X]/(po) inte en kropp ty kroppar saknar
nolldelare*. O

(10.6) Exempel. Bade Zo[X]/(X2+ X +1) (se (10.4)(a)) och R[X]/(X? +1) (se (10.4)(b))
ar kroppar. ]

Nu kan vi visa att varje polynom med koefficienter i en kropp kan uppdelas i férstagrads-
faktorer i en ldmplig utvidgning av denna kropp. Vi gor det i tva steg.

(10.7) Lemma. Ldit py € K[X] vara ett irreducibelt polynom. Da existerar en kropp L O K
sadan att pg har ett nollstdlle i L.

Bevis. Lat L = K[X]/(pog). Vi vet att L ar en kropp som innehaller K. Lat po(X) = ag +
a1 X + ...+ a, X" och lat [X],, = a. Da ar

0=[polpy =lao+ a1 X +...+a, X" =ar+an[X]+ -+ apX]|" =0 +a1a+ ... +ana”

sa att po(a) = 0. O

*Om L &r en kropp och ab=0 fr a,b € L med a # 0 sa ér a tab=0b=0
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(10.8) Sats. Lat p € K[X] och gradp > 1. Da existerar en kropp L O K sdadan att p dr
en produkt av forstagradsfaktorer i L[X] dvs p(X) = a(X —aq) -+ (X — ay) dir a; € L och
n = grad p.

Bevis. Vi visar satsen med hjilp av induktion. Om K &r en godtycklig kropp och gradp =1
s& dr beviset klart. Antag att satsen géller for alla kroppar och alla polynom av grad < n.
Lat grad p = n och 1at pg vara en irreducibel faktor av p. Enligt (10.7) finns en kropp Lo 2 K
sadan att pp, och foljaktligen p, har ett nollstélle a € Lo dvs p(X) = (X — a)q(X), dar
q(X) € Lo[X]. Da ar grad g < grad p sa att det finns en kropp L D Ly O K sadan att g(X)
dr en produkt av forstagradsfaktorer med koefficienter i L. Men da &r dven p(X) en sadan
produkt ty p(X) = (X — a)q(X). O

(10.9) Anmairkning. Satsen visades for forsta gangen av L. Kronecker. Den ricker gott
och vil for vara syften, men den &r inte helt tillfredsstidllande om man t ex ténker pa de
komplexa talen: Varje icke-konstant polynom med koefficienter i en delkropp K till C kan
skrivas som produkt av forstagradspolynom med komplexa koefficienter. For varje kropp K
finns en liknande utvidgning K sadan att varje polynom med koefficienter i K sonderfaller i
produkt av forstagradsfaktorer med koefficienter i K. Dessutom kan man hitta K sa att ingen
av dess dkta delkroppar som innehaller K har samma egenskap som K. K kallas algebraiska
héljet till K. K ir till och med entydigt bestdmd sa att om K’ #r en annan kropp med samma
egenskaper som K sa ir K’ isomorf med K (man kan vilja en isomorfism mellan dessa kroppar
s att elementen i K avbildas pa sig sjalvt). ]

Vi skall avsluta detta avsnitt med en enkel foljdsats till satserna (10.2) och (10.5).

(10.10) Foljdsats. Om K dr en dndlig kropp med q element och po(X) € K[X]| dar ett
irreducibelt polynom av grad n sda dr kvotringen L = K[X]/(po(X)) en kropp med q" element.

Bevis. Enligt (10.2) kan varje element i L skrivas entydigt pa formen rq+ria+...+7, 10" 1,

dér r; € K (och a = [X],,). Eftersom varje r; antar ¢ olika vérden &r antalet element i L lika
med ¢". Det foljer ur (10.5) att L &r en kropp. O

Exempel. For att konstruera en kropp med 4 element maste man vélja ett irreducibelt
polynom av grad 2 &ver Zo. Som vi vet dr X2 + X 4 1 ett sadant polynom och siledes

ar L = Zo[X]/(X? 4+ X + 1) en kropp med 4 element (se (10.4) (a)). O
OVNINGAR

10.1. Skriv ut additions- och multiplikationstabellerna for féljande ringar:
(a) Zo[X]/(X?), (D) Zo[X]/(X?+ X), () Z3[X]/(X? +1),
(d) Zo[X]/(X3+ X +1), (e) Zo[X]/(X*+ X +1).
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10.2.

10.3.

10.4.

10.5.

10.6.

10.7.

Vilka av foljande ringar &r kroppar:

(a) Zs[X]/(X? +2), (b) Zs[X]/(X? +2).
Konstruera en kropp med

(a) 8, (b) 1024, (c) 25, (d) 3125
element.

Motivera att kvotringen Z2[X]/(X? 4+ X + 1) dr en kropp och fér varje nollskilt element
i denna kropp bestdm dess invers.

Motivera att kvotringen Zo[X]/(X5 + X2 + 1) = Zs|a], diir a = [X], &r en kropp och
bestdm i denna kropp ett element vars potenser genererar den multiplikativa gruppen.
Bestédm alla 16sningar till ekvationen po(X) =01 K da

(a) po(X) = X2+ X +1, K =2Z[X]/(X?+ X +1) = Zs[a], déir a = [X],

() po(X) =X+ X +1, K =2Z[X]/(X?+ X?+1)=Zs0], dir o = [X].

Lat po(X) € K[X] vara ett polynom av grad n. Motivera att om kroppen K har ¢
element sa har K[X]/(po(X)) ¢" element.
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Kapitel 11

EN KORT INLEDNING TILL
GRUPPKODER

I manga kommunikationssystem Gversdtter man information till féljder av nollor och ettor.
Antag att man vill séinda tvad meddelanden A och B. Det enklaste sittet &r att Gversitta:

A — 0,
B — 1.
Overforingen sker med hjilp av t ex ledningar eller radiovagor eller pa nagot annat sitt.
Resultatet kan bli att beroende pa stérningar i kommunikationskanalen nollan férvandlas till
en etta eller tvartom. Finns det ndgon mdojlighet att skydda sig mot en sddan storning? En

mojlig 16sning &r att upprepa A och B till exempel tva ganger dvs

A — 00,
B — 11.

Om den mottagna sekvensen ar nu 01 eller 10 sa& kan man konstatera att det har intraffat
ett fel. Med andra ord kan man upptécka ett fel. Lat oss ga vidare och upprepa A och B tre
ganger dvs

A +—— 000,

(11.1) B +—— 111.

Situationen har forbéttrats avsevirt. Om det intraffar hogst ett fel i A eller B sa far man
nagon av foljande sekvenser av signaler:

A +— 000,100, 010,001,
B +— 111,011,101, 110.

75
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Nu kan man inte bara upptéicka hogst ett fel utan ocksé korrigera det. Om man namligen har
hogst ett fel i A s& far man en sekvens ur évre raden, daremot ger hogst ett fel i B alltid en
sekvens ur nedre raden. Detta betyder att hogst ett fel i A kan aldrig leda till en sekvens som
ar ett resultat av hogst ett fel i B. Om man far en sekvens ur évre raden och man antar att
det har intraffat hogst ett fel s& kan man korrekt avldsa meddelandet som A. P4 samma sétt
kan man sluta sig till B om man far en sekvens ur nedre raden.

Detta ar det enklaste exemplet pa en felkorrigerande kod. Rent allmént kan man beskriva
situationen péa foljande satt: Man har en méngd av meddelanden X och en metod att Gversétta
dessa meddelanden till sekvenser av 0 och 1. Lat C' vara méngden av alla kodord. C' innehaller
sekvenser av 0 och 1. Man brukar skriva Zy for att beteckna méngden bestaende av 0 och 1.
Da skriver man Z7 for att beteckna méngden av alla sekvenser (a1, as,...,a,) av 0 och 1 av
langden n. Man sager ocksa att Z5 ar mangden av binadra vektorer av langden n. T ex
bestar Zg av foljderna 000,001,010,011, 100,101,110, 111 (f6r enkelhets skull skriver vi hér
och i fortsittningen abc. .. i stéllet for (a,b,c,...) om detta inte leder till missforstand). Mera
formellt kan man ocksa séga att en kod &r en funktion

X — CCZsy.

som mot olika element (=meddelanden) i X ordnar olika vektorer. Men enklast dr att betrakta
en kod som en delméngd till Z5. Darfor antar vi f6ljande definition:

(11.2) Definition. Med en kod menar man en godtycklig delméngd C till Z5. O

Vad dr det som gor att koden C' i vart forsta exempel (11.1) kan korrigera 1 fel? Svaret &r
att hogst ett fel i ett av kodorden inte kan sammanblanda den resulterande vektorn med de
vektorer som man far da hogst ett fel intraffar i ett annat kodord. Hur kan man uttrycka
denna egenskap i matematiska termer 7 Man kan sdga att tva olika kodord maéste skilja sig
pa minst tre olika stéllen. Detta dr just den forutséattning som garanterar att ett fel i det ena
kodordet inte kan ge upphov till en vektor som ar ett resultat av ett fel i ett annat kodord.
Man kan forsoka forestéilla sig situationen geometriskt s att kodorden &r punkter och alla
vektorer som man kan f& ur ett kodord da hogst ett fel intréffar bildar en cirkel med centrum
i kodordet och med radien 1:

Olika cirklar far inte 6verlappa for att garantera att varje vektor som skiljer sig fran ett kodord
pa hogst ett stille skall kunna aterforas pa just detta kodord dvs pa cirkelns centrum. Lite
mera formellt kan man definiera avstandet mellan tva vektorer i Z3:

(11.3) Definition. Lat @ = (a1, a2, ...,a,) och b= (b1,bs,...,by,) vara vektorer i Zy. Talet
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d(a,b) = antalet i sddana att a; # b;

kallas avstandet mellan @ och b. Vi skall beteckna med d(C') det minsta avstandet mellan
tva olika kodord i C, dvs d(C) = mind(a,b) dd a,b € C och a # b. O

Man séger ocksa att d(a, b) &r Hammingsavstandet mellan a och b. Det var R.W. Hamming
som ar 1950 publicerade den forsta intelligenta konstruktionen av felkorrigerande koder och
péa det séttet startade den algebraiska kodningsteorin. Vart forsta exempel (11.1) &r en sa
kallad repetitionskod, dvs man upprepar varje meddelande ett antal ganger (har 3 ganger).
Den metoden é&r vilkind (och beprévad av varje larare), men den &r tidskravande och dyrbar.
Hammings konstruktion visar att felkorrigering kan forverkligas pa ett mycket mera effektivt
siatt. Hammingkoder &r enkla och mycket vanliga i olika datorsystem dar de anvinds for
felkorrigering.

Innan vi gar vidare lat oss kort sammanfatta vara resultat. En 1-felkorrigerande kod &r
en mingd av vektorer C i Z} sddan att avstdndet mellan olika kodord i ' r minst
lika med 3 dvs d(C) > 3.

Hur kan man konstruera koder med denna egenskap, dvs med d(C) > 37 Lat oss betrakta en
matris bestaende av nollor och ettor, t ex

— O
o O =
O = O
= o O

Betrakta ocksa alla vektorer xixox3rsxs 1 Zg som satisfierar det linjdra ekvationssystem vars
koefficienter bildar raderna i den matrisen. Vi soker alltsa alla 16sningar till ekvationssystemet:

T + o + T3 =0
r1 + X4 =0
T2 + Irs = 0.

Vi vill hitta alla losningar som &r sekvenser av 0 och 1. Additionen och multiplikationen av 0
och 1 &r inte de vanliga utan bindra dvs vara rikneoperationer foljer féljande lagar:

+]o 1 «[0 1
010 1 0(0 O
111 0 110 1
Dérmed dr t ex 1+ 1 = 0, dvs 1 = —1. Det intressanta &r att &ven i detta fall géller al-

la formella riknelagar kinda for vanlig addition och multiplikation av vanliga tal, dvs man
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har associativitet och kommutativitet for bade addition och multiplikation, distributivitet for
multiplikation med avseende for addition osv. Lat oss 16sa ekvationssystemet! Vi far latt att

r3 = T + T2
T4 = 21
Irs = Z9.

(Observera att minustecken kan erséttas med plustecken i den binéra aritmetiken!) Nu kan vi
véilja helt godtyckliga virden (0 eller 1) fér 21 och 5. Da far vi motsvarande virden for xs, x4
och x5. Resultatet dr foljande:

r1 T2 Tr3 T4 X
0 0 0 0 0
0 1 1 0 1
1 0 1 1 0
1 1 0o 1 1

Nu har vi faktiskt konstruerat en 1-felkorrigerandekod. Vi kan anvinda den koden for att
sinda 4 meddelanden, sig A, B, C och D:

r1 92 FH—— X1 X9 T3 T4 Ih

A =0 0 — 0 0 0 0 O

(11.4) B =01 +~— 0 1 1 0 1
c =1 0 — 1 0 1 1 0

D =1 1 — 1 1 0 1 1

Det ar latt att kontrollera avstanden mellan olika kodord och konstatera att d(C) = 3. Den
konstruktionen &r redan en liten framgang. Om vi anvinder den naiva kodningsmetod som
garanterar att ett fel kan korrigeras dvs om vi anvénder repetitionskoden sa har vi féljande
oversattning:

A = 00 — 00 00 00
B = 01 — 01 01 01
¢ = 10 — 10 10 10
D = 11 — 11 11 11

Kodorden har alltsa ldngden 6. Kodorden i koden (11.4) har ldngden 5. Om antalet signaler
ar stort kan vinsten vara méarkbar. Vi skall diskutera den aspekten ndrmare om en stund da
vi konstruerar Hammingkoder.

Hur kan man rent allmént konstruera liknande koder? Vad &r det som gor att matrisen H ger
upphov till en kod som &r béttre dn repetitionskoden 7 En mycket viktig egenskap hos den
sista koden har en stor betydelse i samband med kodkonstruktioner:
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(11.5) Definition. Man sdger att en kod ar linjir eller en gruppkod om summan av
tva godtyckliga kodord ocksa ar ett kodord. Kodorden summeras som vektorer dvs om a =
(a1,a2,...,a,) och b= (by,be,...,by,) s& ar

a—l—b:(a1+b1,a2+bg,...,an—|—bn).

Den nyss konstruerade koden ar linjar. Den egenskapen ar enkel att kontrollera direkt, men
man kan séga rent allmént att summan av tva 16sningar till ett linjart ekvationssystem med
hogerled lika med 0 ocksa &r en 16sning till ett sadant system. Man kan latt inse det direkt,
men man kan ocksa anvianda sig av matrisbeteckningar:

(11.6) Sats. Om H dr en bindr matris med n kolonner si bildar alla losningar x € Z% till
ekvationen Hx = 0 en gruppkod™.
Bevis. Om Ha =0 och Hb =0 sa 4 H(a+b) = Ha+ Hb = 0. O

Matrisen H brukar kallas paritetsmatrisen eller kontrollmatrisen fér den kod som bestar
av alla l6sningar till Hx = 0. Om matrisen H har k rader sa viljer man ofta den sa att de
sista k& kolonnerna bildar enhetsmatrisen (med k rader och k kolonner). Da siger man att
matrisen H dr normaliserad. Det ar en férdel att ha en normaliserad matris dérfér att man
da hittar l6sningarna till ekvationen Hx = 0 mycket enkelt (se t ex 6vning (11.2)).

Omvéndningen av den sista satsen dr ocksd sann (och inte svart att bevisa):

(11.7) Sats. Varje gruppkod C C Z% bestar av alla losningar till en matrisekvation Hx = 0,
dir H dr en bindr matris med n kolonner.

For gruppkoder kan man relativt latt underscka avstanden mellan olika kodord dvs berdkna

d(C).

(11.8) Definition. Med vikten av a = (a1, ag, ..., a,) menas

w(a) = antalet ¢ sddana att a; # 0.

Med vikten av en kod C menar man den minsta vikten av nollskilda kodord dvs w(C) =
min w(a) da a # 0. O

*Observera att i texten uppfattas vektorer alltid som kolonnvektorer da de multipliceras med
matriser.
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Det visar sig att d(C') = w(C') om koden C' ar linjar. For koden (11.4) konstaterar man med
ett 6gonkast att minimum av w(a) &ar just 3 da a # 0. Vi visar denna egenskap helt allmént,
men forst nedtecknar vi nagra enkla samband mellan avstandet och vikten:

(11.9) Sats. Lat a,b,c € Z3. Da gdller:
(a) d(a,b) = w(a—b),
(b) w(a +b) < w(a) +w(b),
(¢) d(a,b) < d(a,c)+ d(c,b).
Bevis. Lat a = (a1,a9,...,a,) och b = (b1, ba,...,b,). Pastaendet (a) foljer omedelbart ur
definitionerna av d och w: a; # b; ar ekvivalent med a; — b; # 0. Om a; + b; # 0 s& &r a; # 0
eller b; # 0, vilket visar (b). Nu ér:

d(a,b) =w(a—b)=w(a—c+c+b) <w(a-—-c)+w(c—>b)=d(a,c)+d(c,b),
vilket visar (c). O

Nu kan vi visa likheten mellan minimalavstandet och vikten i gruppkoder:

(11.10) Sats. Lat C vara en linjir kod. Dé dr w(C) = d(C).

Bevis. Lit w(C) = w(a). Da ir
w(C) = w(a) = d(a,0) > d(C).
Lit d(C) = d(a,b). Da ér
d(C) = d(a,b) = w(a — b) > w(C).
ty a—be C. Alltsa ar d(C) = w(C). O

Nar vi véljer en matris H som skall ge en kod som korrigerar 1 fel maste vi se till att d(C) =
w(C) > 3. Detta betyder att det inte kan finnas losningar till ekvationssystemet med vikten
1 eller 2. Vad betyder det att en 16sning har vikten 17 Vi kan ténka oss en matris

0 0 1 0
*
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dar varje * betyder 0 eller 1. Om en vektor med exakt en etta satisfierar alla ekvationer som
svarar mot raderna i den matrisen sa maste kolonnen under ettan besta av enbart nollor. Med
andra ord ar vikten av alla kodord # 0 minst 2 om det inte finns en nollkolonn i matrisen H.
Lat oss nu formulera ett [Ampligt villkor som garanterar att det inte finns kodord av vikten 2.
Om det finns ett sadant kodord med exakt tva ettor:

0 O 0 1 0
x % * a’ *
x % b * o *
x % x * x! *

sa& maste summan av kolonnerna under de tva ettorna vara lika med nollkolonnen. Med andra
ord &r vikten av alla kodord skild fran 2 om summan av tva godtyckliga kolonner inte &r
nollkolonnen. Detta villkor kan formuleras enklare. Vi har a + ¢/ = 0 exakt da a = o’ (ty
a’ = —a’). Summan av tva kolonner &r alltsd nollkolonnen exakt d& dessa kolonner &r lika. Nu
kan vi formulera vara slutsatser.

(11.11) Sats. FEn bindr matris H definierar en kod vars vikt dr minst 3 dd och endast da
alla kolonmer i H dr olika och ingen av dem dr nollkolonnen.

Med den kunskapen kan vi nu konstruera Hammingkoderna. Tag t ex matrisen

0001111
H3=|0 110011
1010101

Kolonnerna i Hg &r alla mojliga sekvenser av tre stycken 0 och 1 utom nollsekvensen. Den
kod som bestar av alla losningar till motsvarande ekvationssystem &r just en Hammingkod.
Lat oss skriva ut alla kodord. Ekvationssystemet ser ut sa hér:

T4 + x5 + we + a7 = 0,
r2 + x3 + e + x7 = 0,
T + T3 + Tr5 + z; = 0.
Man far latt
r1 = X3 + Ts + X7,
(11.12) T2 = T3 + ® + T,
Ty = x5 + X + x7.

sa att xs,xs,xg, x7 kan viljas godtyckligt som 0 eller 1, medan z1,x2 och x4 dérefter kan
berdknas. P4 sa sdtt har man 16 kodord:
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T3 Xy Xg Ty +—— X3 Ty Tg Ty X1 Ty Iy
O 0 0 0 — 0 0 0O 0o o0 o0 o0
o 0 061 0 O O 1 1 1 1
o 0o 1 0 »— 0 O 1T O 0 1 1
o 0o 1 1 +~— O O 1 1 1 0 O
o 1.0 0 =~ O 1 O O 1 0 1
o 1.0 1 +~— O 1 O 1 0 1 O
o 1.1 0 ~— O 1 1 O 1 1 O

(11.13) o 1 1 1 +~— 0 1 1 1 0 0 1
1 0 0 0 — 1 0 0 O 1 1 O
1 0 0 1 ~— 1 0 O 1 0 0 1
1 0 1 0 — 1 0 1 0 1 0 1
1 0 1 1 +~— 1 0 1 1 0 1 O
1 1 0 0 +— 1 1 0 0 0 1 1
1 1 0 1 +~— 1 1 0 1 1 0 O
1 11 0 +— 1 1 1 O 0 0 O
1 1 1 1 +~— 1 1 1 1 1 1 1

Icke-ovantat far man en kod som korrigerar ett fel. Den koden &r en av de mest kinda och
vanliga i samband med olika datortillimpningar. For att testa den, lat oss anta att man vill
sdnda 10 000 signaler och ha mdojligheten att korrigera ett fel. En vanlig repetitionskod kraver
da att man upprepar varje signal 3 ganger dvs man maste sanda 30 000 signaler. Hur anvénder
man Hammingkoden? Man kan dela de 10 000 signalerna i 2 500 paket om 4 signaler vart.
Dérefter kan man Oversétta varje sekvens av 4 signaler till en sekvens av 7 signaler i enlighet
med var konstruktion dvs enligt (11.13). Man far sammanlagt 17 500 signaler. Pa det séttet
kan man korrigera ett fel och samtidigt sdnda bara 7 500 extra signaler (mot 20 000 for
repetitionskoden).

Kodorden i koden (11.13) ar vektorer (a, b, ¢, d,a+b+d, a+c+d, b+ c+d) dér vi har betecknat
x3 = a,x5 = b,xg = ¢,v7 = d och riknat ut de sista koordinaterna enligt (11.12). a, b, c,d
kallas ofta informationssymboler — de svarar entydigt mot olika meddelanden. De sista tre
koordinaterna utgoér kontrollsymboler (eller checksymboler). De finns for att mojliggora
felkorrigering. En liknande situation &r vélkdnd fran vara personnummer — den sista siffran ar
en kontrollsiffra som gor det mojligt att ibland upptéacka ett felaktigt personnummer.

Hammingkoder kan naturligtvis konstrueras for en godtycklig kolonnldngd. Med andra ord kan
man for varje n definiera Hammingmatrisen H,, vars kolonner &r alla mdjliga # 0 vektorer
i Z% (tidigare har vi anvint Hz). Rent allmént &r antalet kolonner i matrisen H,, lika med
2" — 1. Ett praktiskt sétt att generera alla kolonner ar att skriva talen 1 till 2 — 1 som
binéra tal. En sadan matris definierar en kod som har 2™ — n — 1 informationssymboler och n
kontrollsymboler. Det finns nadmligen exakt n kolonner som innehéaller precis en etta — dessa
kolonner motsvarar kontrollsymbolerna, ddremot de 6vriga variablerna kan véljas godtyckligt.
Eftersom antalet kolonner dr 2" — 1 s& &r antalet informationssymboler (2" — 1) — n. En
sadan allmén konstruktion (for godtyckliga n) gavs av M.J.E. Golay samma ar d4 Hamming
publicerade koden for n = 3 (se T.M. Thompsons bok “From error-correcting codes through
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sphere packings to simple groups”, The Carrus Mathematical Monographs, MAA, 1983, for en
mycket intressant diskussion av den tidiga kodningsteorins historia).

Efter Golays och Hammings grundliggande arbeten utvecklades den algebraiska kodningste-
orin mycket intensivt. Under 50- och 60-talet konstruerades manga nya klasser av hogeffektiva
algebraiska koder. Hammingkoderna korrigerar 1 fel. For praktiska tillampningar ar det ofta
tillrackligt. Men det finns situationer da man vill ha béttre koder, t ex vid 6verforing av bilder
pé stora avstand. Darfor betraktar man koder som réttar stérre antal fel.

(11.14) Definition. Man séger att en kod C detekterar ¢ fel om ett mottaget ord inte ses
vara ett kodord nér hogst ¢ fel har intréiffats vid séndningen. Koden korrigerar ¢ fel om, d&ven
nar hogst t fel intraffats, det mottagna ordet kan avkodas till ordet som séndats. O

(11.15) Sats. En kod C detekterar t fel om d(C) >t och korrigerar t fel om d(C) > 2t.

Bevis. Lat d(C) > t. Antag att man sénder a och tar emot a varvid antalet fel i kanalen
ar hogst t. Da ar d(a,a) < t sa att a inte ar ett kodord eller @ = a. Det ar inte majligt att
a ar et annat kodord, ty avstandet mellan olika kodord &r minst ¢t + 1. Mottagaren kan alltsa
upptéacka att hogst ¢ fel intraffats vid sindningen (a ar ett kodord betyder inga fel; a ar inte
ett kodord betyder att det foreligger minst 1 och hogst ¢ fel).

Lat nu d(C) > 2t och antag som tidigare att man sédnder ut a, tar emot @ och antalet fel
i kanalen &r hogst ¢t sa att d(a,a) < t. Nu kan man pasta att a &r det kodord som ligger
niarmast a. Hade det funnits ett annat kodord b sadant att d(a,b) <t si skulle det innebéara
att

d(a,b) < (a, a) +d(a,b) < 2t,

vilket strider mot antagandet d(C') > 2 O

Huvudprincipen vid avkodning i kodningsteorin ir forutsidttningen att om den
mottagna féljden ar a och ett kodord a ligger ndrmast a s avkoderar man a som
a. Den principen foljer sunt fornuft men den bekréftas d&ven av berdkningar av sannolikheten
—om a ar den mottagna foljden och d(a,a) < d(b,a), dir a, b ar kodord sa &r sannolikheten
att det ursprungliga kodordet var a storre &n sannolikheten att det var b (den berdkningen
ar mycket enkel). Villkoret d(C) > 2t i satsen ovan garanterar alltsd att man kan genomfora
avkodning i enlighet med avkodningsprincipen ovan om antalet fel vid sdndningen ar < t.

Hur kan man konstruera koder som korrigerar stérre antal fel? Vi skall begrénsa oss till linjara
koder darfor att koder utan algebraisk struktur (med en algebraisk struktur menar vi att
summan av tva kodord aterigen ar ett kodord) &r betydligt svarare att hantera.

Lika enkelt som i sats (11.11) kan vi konstatera att konstruktion av en linjar kod som réttar
t fel innebar konstruktion av en matris H med foljande egenskap:

(11.16) Sats. Alla losningar till ekvationen Ha = 0, ddar H dr en matris, bildar en kod som
korrigerar t fel om H saknar nollkolonner och summan av hégst 2t kolonner aldrig ger en
nollvektor.
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Observera att summan av tva kolonner ar en nollvektor exakt da dessa kolonner ar lika.

Bevis. Som i sats (11.11) har man w(x) > 2t + 1 d& Hx = 0 och « # 0 darfor att likheten
Hx = 0 innebér att summan av de kolonner som svarar mot nollskilda koordinater i & ar lika
med nollvektorn. Alltsa ar vikten av koden bestaende av alla vektorer & minst 2¢ + 1, vilket
innebér att koden rattar ¢ fel. ]

Tyvarr ar det inte sa latt att konstruera matriser H med den egenskap som kravs i satsen —
Hammingmatriserna &r ett séllsynt undantag. Men det finns ménga andra mycket intressanta
konstruktioner. I senare delen av kursen kommer vi att bekanta oss med en sadan konstruktion
som leder till en mycket viktig klass av s.k. BCH-koder. I detta kapitel stannar vi dock vid
Hammingkoder och nagra enkla konstruktioner av gruppkoder i samband med 6vningar.

Vi skall avsluta detta kapitel med tva praktiska problem i samband med kodning och avkod-
ning. Det ar inte svart att 16sa matrisekvationer Hx = 0, men om matrisen H &r stor kan
problemet vara besvérligt. Det finns en mycket enklare metod som gor det mojligt att alstra
linjéira koder. Lat G vara en binir (n x k)-matris. Om a &r en vektor i Z§ si ar Ga en vektor i
Zy. Pa det sattet far man en linjér kod i Z5. Man séger att matrisen G &r en generatormatris
for den koden.

(11.17) Sats. Lat G vara en bindr (n x k)-matris. Da bildar alla vektorer Ga med a € 75
en linjdr kod C 1 7.

Bevis. Om Ga, Gbe Csa Ga + Gb=G(a+b) € C. O

(11.18) Exempel. (a) Lat

G =

_ O
_ = O

Kodorden ar Ga dir a = (a1, a2), a; € Zy dvs:

00 — 000,
01 — 011,
10 — 101,
11 — 110.
(b) Lat
G =

[ N = el
=0 O = O
— O = = OO




(11.19) 85

Nu ar kodorden Ga, dir a = (a1, a2,a3), a; € Zg dvs

000 +— 000000 100 — 100110
001 ~ 001101 101 — 101011
010 ~ 010011 110 — 110101
011 ~ 011110 111 — 111000

O

(11.19) Anmaéirkning. Man kan utan storre problem visa att varje gruppkod har en gen-
eratormatris. Se vidare 6vning 11.9 som visar hur man konstruerar en generatormatris G da
paritetsmatrisen H &r given. Lat oss observera att generatormatrisen ger en mycket enkel
mojlighet att skriva ut kodorden — alla kodord fas som produkter Ga. Om man t ex vill alstra
koden med hjélp av en dator behéver man endast lagra matrisen G. Lat oss ocksé observera
att om

gi11 912 .- 91k

g21 922 ... G2k
G=|g & -~ g|=]". . o

gnl Gn2 --- YGnk

dar g; = (91i, 92is - - - ,gm')t sd dr Ga = a181 + asge + ...+ argr dd a = (ay, ag,. .., a). Detta
innebér att koden med generatormatrisen G bestar av alla linjdrkombinationer av kolonnerna
i matrisen G. Om kolonnerna i denna matris ar linjart oberoende 6ver Zs, dvs en linjarkom-
bination Ga = a1g1 + asg2 + ... + argr = 0 endast d& a1 = as = -+ = a; = 0, s& séger man
att matrisen G genererar en kod av dimensionen k. En sadan kod bestar av 2% vektorer darfor
att alla vektorer Ga &r olika da a € Zé”. En gruppkod C C Z% kallar man for en (k,n)-kod.
Ofta betraktar man matriser G i vilka de forsta & raderna utgér en (k x k)-enhetsmatris. Da
sdger man att matrisen G ar normaliserad. Det &r en fordel att ha en normaliserad matris
eftersom kodorden Ga da har informationssymbolerna pa de forsta k platserna och kontroll-

symbolerna (checksymbolerna) pa de sista n — k.
]

I praktiska sammanhang &r det oftast mycket viktigt att relativt l1att kunna genomfora avkod-
ning. Hammingkoderna ar mycket enkla att hantera just i detta avseende. Innan vi visar
hur man kan genomfora avkodningen av dessa koder lat oss dgna nagra ord at det allménna
avkodningsproblemet.

Antag att man man har en linjir kod C' som korrigerar ¢ fel och bestar av alla 16sningar till
Hx = 0. Antag vidare att det verkligen intraffar hogst ¢ fel vid séndningen. Antag att man
sdnder ett kodord a och tar emot en vektor a, diar a = a + €. Vi skall kalla e for felvektor.
Om vi kdnner denna vektor kan vi genomftra avkodning pa ett mycket enkelt sitt:



86 EN KORT INLEDNING TILL GRUPPKODER

(11.20) a=a+e,

ty a+e =a+¢e+¢e=a (tink pa att e + & = 0). Hur kan man bestdmma felvektorn med
ledning av a? Vi skall visa att man kan gora det genom att berdkna Ha. Vi har

Ha = H(a + €) = He,

ty Ha = 0 eftersom a &r ett kodord.

(11.21) Definition. Om C é&r en linjar kod bestaende av alla 16sningar till Hx = 0 och a
dr den mottagna vektorn da a har sédnts sa kallas vektorn Ha for felsyndrom. O

Observera att felsyndrom endast beror pa felvektorn €. Det visar sig att hogst ¢ fel i den
mottagna vektorn ger en mdojlighet att rekonstruera kodordet med hjalp av felsyndromet:

(11.22) Sats. Ldt C vara en linjir kod som korrigerar t fel. Om vid transmission med hjdlp
av C intrdffar hégst t fel sa ger olika felvektorer olika felsyndrom.

Detta innebér att man t ex kan tabellera alla felsyndrom som svarar mot olika felvektorer av
vikt hogst t. Ur en sddan tabell kan man avlésa felvektorn med ledning av felsyndromet. Pa
det séttet kan man genomfora felkorrigering (dvs avkodning) enligt (11.20).

Bevis. Om € # €’ ar tva olika felvektorer, si maste felsyndromen He och He’ vara olika ty
likheten He = He' ger H(e — €’) = 0, vilket ar omdojligt darfor att vikten av e — e’ # 0 ar
hogst 2t. O

(11.23) Exempel. Nu kan vi visa hur man kan genomféra felkorrigering med hjélp av
Hammingkoder. Vi skall begrénsa oss till koden Hs som vi betraktade tidigare. Felvektorerna
ar 0000000 (inget fel alls — den mottagna vektorn ar ett kodord) och alla vektorer i Z; med
exakt en etta och sex nollor. Lat oss berdkna felsyndromen Hse:

€. H3€:
0000000 +— 000
1000000 +— 001
0100000 +— 010
0010000 +— 011
0001000 +— 100
0000100 +— 101
0000010 +— 110
0000001 +— 111
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Nu observerar vi att felsyndromen helt enkelt &r kolonnerna i matrisen H3 — felet i 1:a ko-
ordinatan ger forsta kolonnen i denna matris, felet i 2:a koordinaten ger andra kolonnen osv.
For att korrigera eventuella fel multipliceras den mottagna vektorn med Hs. Om man far
nollvektorn &r transmissionen korrekt — den mottagna vektorn &r ett kodord. Om man far
k-te kolonnen i matrisen Hs &r felet i k-te koordinaten och man maste addera 1 till denna for
att fa ett kodord. O

Tyvéarr ar avkodningsproblemet langt ifran lika enkelt for andra kodklasser.

Varje kod C har viktiga parametrar — lingden av kodorden, deras antal och antalet fel som
koden korrigerar. Om C C Z3 sa bestar C' av en del av alla 2" vektorer. Om C ar linjér och
har generatormatrisen med k linjért oberoende kolonner sa har koden 2* kodord, dir k < n.
Dess dimension ar da lika med k.

(11.24) Definition. Lat C vara en kod i Z% av vikten w(C) = d med |C| kodord. Talet
R= log2T‘C| (R = “rate”) kallas hastigheten av koden och talet % relativa vikten av koden.

Om koden ér linjir av dimensionen k sa &r R = £ (ty |C| = 2%). O
(11.25) Anmérkning. Talen

v(0) =19, we) = el

n n

ligger bagge i intervallet [0,1]. Nar man konstruerar koder dr man ofta intresserad av att dessa
tva tal &r sa néra 1 som mojligt. Ju ndrmare 1 desto fler fel korrigerar koden och desto fler
meddelanden kan den 6verféra. Men det finns en klar motséattning mellan dessa stréavanden.
En ganska intensiv matematisk forskning dr inriktad p& undersékning av méngden av alla
punkter (z(C),y(C)) i kvadraten [0,1] x [0,1] som svarar mot alla mojliga koder. Lat oss
observera att for Hammingkoderna ar z(C,,) = 1/(2" — 1) ochy(Cy) = (2" —n —1)/(2" — 1).
Alltsa (z(C),y(Cr)) — (0,1) d& n — oo. Det var forst i mitten av 60-talet som den ryske
matematikern V.D.Goppa konstruerade sekvenser av koder C),, sadana att bade z(C,) och
y(Cy) konvergerar mot en punkt (z,y) med xy # 0. Dessa problem har en mera teoretisk
karaktér och sysselsétter manga matematiker. De kréver ofta mycket djupa kunskaper i &mnet.

O

Historiska anméarkningar. Som bérjan av kodningsteorin kan man betrakta arbeten av tre
amerikanska matematiker: C.E. Shannon (“A mathematical theory of communication” fran
1948), M.J.E. Golay (“Notes on digital coding” fran 1949) och R.W. Hamming (“Error detect-
ing and error correcting codes” fran 1950). Shannons arbete lade grunden for matematisk infor-
mationsteori, och &ven om hans huvudresultat tillhor s k statistisk kodningsteori (i den spelar
sannolikhetsldra viktigare roll &n algebra) hade det en mycket stor betydelse f6r utvecklingen
av den algebraiska kodningsteorin. Shannon och Hamming sysslade med telekommunikation
vid Bell Laboratories i New Jersey (USA), daremot ledde Golays vig till koder fran spektro-
grafi. Kodningsteorin skapades alltsa redan ursprungligen som en matematisk teori med syfte
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att 16sa mycket konkreta tekniska problem. Under de ar som har gatt sedan 1948 har flera
tusen vasentliga bidrag till den algebraiska kodningsteorin publicerats, och den matematiska
apparat som man anvinder for att 16sa dess problem omfattar nu mycket avancerade teorier
som ofta har en ganska abstrakt karaktdr. Samtidigt utvidgas tillampningsomradena av den
algebraiska kodningsteorin, sarskilt i samband med utvecklingen av datatekniken.

OVNINGAR

11.1. Kodera tre meddelanden A, B, C, s att minimiavstandet mellan kodorden blir
(a) 3, (b)4, (c)5.

11.2. Lat H vara en kontrollmatris for en kod C. Skriv ut alla kodord och bestdm antalet fel
som koden korrigerar déa:

101100 011000

(a) H= | 110010 |, (b) H = 1010 ’ (c) H = 110100
011001 1101 010010

100001

11.3. Skriv ut alla kodord samt bestdm vikten och hastigheten f6r den kod som har genera-
tormatrisen G da

[ 1 0] (1) (1) 1
a)G=10 1|, (b) G = R o0G=1|1],
| 1 1 ] 10 1
f 10 0 01
01 1
01 010
dG=1|1 1], (e) G =
1 00
0 1
1 0 1 10
- - |1 1 1 |
Hur méanga fel detekterar och korrigerar dessa koder?
11.4. Lat a, b, c, € Zy. Visa att
(a) d(a + ¢, b+ c) = d(a,b).
(b) w(a +b) = [w(a) — w(b)|.
11.5. For a,b € Z%, a = (a1, az,...,a,), b= (b1,ba,...,by,) definierar man

ab = (albl, a2b2, . ,anbn).
Visa att w(a +b) = w(a) + w(b) — 2w(ab).
11.6. Lat C C Z§ vara en kod. Man definierar en ny kod C’' C Zg”rl sd att for a =
(a1,a2,...,a,) € C ar a' = (ay,a9,...,a,,8) € C', ddr s = a1 +ag + -+ + an.

Exempel. Om 0 — 000, 1 — 111 &r koden C, s& ar C’ definierad s& att 0 — 0000 och
1+ 1111. Detta innebéar att man forldnger orden i C' med en symbol som &r lika med
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11.7.

11.8.

11.9.

11.10.

11.11.

11.12.

11.13.

summan av de foregdende (modulo 2). Som vi ser i detta exempel okar vikten av den
nya koden med 1, s& att den uppticker ett fel mer dn C’.

(a) Konstruera koden C’ for koderna i 6vning 11.3. Ligg mérke till de situationer da
man far en kod med storre vikt och till de d4 man inte har nagon vinst.

(b) Visa att om C &r en gruppkod, sa &r C’ en gruppkod.

(c) Konstruera en matris som genererar C’ da G dr en matris som genererar C.
Konstruera en kod C' C Z$ som upptiicker 3 fel.

Lat C C Z% vara en gruppkod.
(a) Visa att alla kodord i C' med jamn vikt bildar ocksé en gruppkod.
(b) Visa att antingen har alla kodord i C' en jamn vikt, eller hélften av kodorden har

jamn vikt och den andra hélften har udda vikt.

(a) Lat C' C Z% vara en gruppkod bestaende av alla 16sningar till ekvationen Hx = 0,
dar H ar en (k x n)-matris. Antag att H &r normaliserad dvs H = [P E|, diar E ar
(k x k)-enhetsmatrisen och P &r en (k x (n — k))-matris. Visa att matrisen

o[

ar en generatormatris for koden C. Visa samtidigt att om G genererar koden sa &r H
en kontrollmatris for denna kod.

Bestdm generatormatriser for koderna i 6vning 11.2.
Bestam kontrollmatriser for koderna i uppgift 11.3.
Lat C vara en kod med en (n — k) x n-kontrollmatris H och en n x k-generatormatris

G.

(a) Hur fordndras koden d& man kastar om raderna eller kolonnerna i kontrollmatrisen?
Vad hénder da man adderar en linjdrkombination av nagra rader till en annan rad?

b) Besvara samma fragor som i (a) om generatormatrisen ordet ‘“rad” bytS ut mot ordet
g g
“kolonn”.

Anmairkning. Man skall observera att alla dessa operationer leder till ovésentliga foran-
dringar av koden.

(c) Anta att koden C' har dimensionen k. Visa att med hjalp av operationerna i (a)
(respektive (b)) kan H (respektive G) 6verforas pa en normaliserad form (man séger att
H och G kan normaliseras).

Lat C' C Z vara koden genererad av matrisen
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1 1 1 07
0110
01 1 1
G=|0010
0 0 11
1 011
|1 0 1 0 |
(a) Normalisera G.
(b) Bestam en kontrollmatris och vikten av koden.
(c) Bestam alla felsyndrom for felvektorer av vikten < 1.
(d) Avkodera foljande foljder: 0011010, 0001111, 0101100.
(e) Los samma uppgifter (a) — (c¢) for koderna i 6vningen 11.3.

11.14. Perfekta koder. En gruppkod kallas perfekt om till varje vektor x € Z7 existerar
exakt ett kodord vars avstand fran x ar hogst ¢. Visa att Hammingkoderna ar perfekta
(med t =1).

Anmaérkning. Om en kod C' C Z3 &r perfekt och har dimensionen k, sa bestar den av
2% kodord. For varje kodord finns
N O I O e
1 2 t
olika vektorer som ligger pé ett avstand < t fran kodordet. Alltsd har man identiteten:
k n n n\1_on
w (1) (D) e (7 )12
Den likheten #r svar at uppfylla vilket medfor att perfekta koder ar sillsyntal. Det finns
bara tre typer av sadana koder!: Hammingkoderna, koderna C' C Zgrﬂ bestaende av
00...0 och 11...1 (man upprepar 0 respektive 1 ett udda antal ganger) och en mycket
viktig (12, 23)-kod som korrigerar 3 fel. Den konstruerades av M.J.E. Golay ar 1949.
For (12,23)-Golaykoden har man:
23 23 23
12 _ 923
2 [l—i-( 1 )—i—( 9 )—i—( 3 )]—2
11.15. Lat C' C Z% vara en gruppkod med 2% kodord som korrigerar 1 fel. Lat n = k + r. Visa

att k< 2" —1—r.

"Men &ven om den &r uppfylld s& garanterar den inte existensen av en perfekt kod (t ex da m = 78, n =
90, t = 2)
Satsen bevisades av J.H. van Lint (1971) och A. Tietéviinen (1973).



Kapitel 12

TIPSPROBLEMET

Tipsproblemet handlar om mdéjligheten att sa billigt som mdjligt vinna pa tipset. Fragan ar
sadan: hur manga tipskuponger skall man fylla i for att garantera att man far rétt i n — 1
matcher pa n mojliga? P4 en vanlig tipskupong (med 13 matcher) géller alltsa fragan hur
méanga tipsrader maste man fylla i for att ha 12 réatt.

Lat oss borja med ett specialfall som géller 6 ratt i 7 matcher. Vi skall ocksa forutsétta att
i dessa 7 matcher har man antingen 1 (vinst av hemmalaget) eller x (oavgjort). Vi kan l6sa
problemet pé foljande sétt: Lat oss bortse fran en av matcherna (t ex den sista) och fylla i
alla mojliga utfall av de aterstiaende 6. Da maste vi fylla i 26 = 64 tipsrader.

Det visar sig att det ricker att fylla i enbart 16 tipsrader i enlighet med alla kodord i Ham-
mingkoden for att f& samma effekt dvs 6 rétt. Nedan skriver vi ut alla kodord

R R R R R R XY XX X X X X X
PR EE XX X X PEEEXX X X
=X X PR X X PR X X P e X
X P X FX P X P X P X P X X X
X P X X P X P X P X PR X X
XX PR XX P X R R X P e X
B X X B X PEX R X X P X P

i Hammingkoden som svarar mot matrisen Hs med x i stéllet for 0 (se (11.14) i Kapitel 11).
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Varfér fungerar den konstruktionen? Kodorden utgor 16 av 27 = 128 vektorer i ZI. Varje
kodord har sin cirkel med radie 1 som inte 6verlappar med andra cirklar som svarar mot
andra kodord. Varje sadan cirkel bestar av 8 vektorer (kodordet sjilvt och 7 vektorer som
skiljer sig fran detta pa ett stélle). Dessa cirklar innehéller sammanlagt 16 - 8 = 128 vektorer
dvs alla vektorer i Z3. Varje tipsrad dr en siadan vektor och varje vektor ligger pa ett avstand
< 1 fran ett kodord. Allts&4 garanterar alla kodord i Hammingkoden att varje mojligt utfall
kommer att skilja sig fran ett kodord pa hogst ett stéille. Detta betyder att med all sdkerhet
kommer vi att ha minst 6 rétt om vi véiljer som tipsrader kodorden i Hammingkoden av
langden 7 (proval).

Hur &r det med det riktiga tipsproblemet for 13 matcher? Det naiva svaret ar att det racker
med 3'2 tipsrader (man kan bortse fran en match och fylla i alla méjliga tipsrader for 12
matcher). En lamplig Hammingkod ger i detta fall 310 tipsrader — en mycket stor skillnad!
Men detta svar doljer ganska ovintade matematiska problem. For det forsta, om man vill 16sa
problemet for 3 olika utfall av en match (1, x,2), méaste man utnyttja restaritmetiken Zs i
stillet for Zs. Den bestar av alla rester vid division med tre dvs Zs = {0, 1,2} med foljande
reknelagar:

+10 1 2 * |0 1 2
010 1 2 00 0 O
111 2 0O 110 1 2
212 0 1 210 2 1

For att konstruera Hammingkoder maste man vélja lampliga matriser med ledning av samma
principer som i restaritmetiken Zo. Lampliga matriser maste sakna nollkolonner foér att utesluta
16sningar av vikten 1. Losningar av vikten 2 finns da och endast da en kolonn &r en multipel av
en annan (for att kontrollera det ga tillbaka till (11.11) i Kapitel 11 och tdnk pa vad som hénder
om hogst upp i stéllet for en vektor med tvé koordinater lika med 1 har man en vektor med
tva koordinater lika med 1 eller 2). Alltsa definierar en matris H 6ver Zg en ettfelkorrigerande
kod da och endast da den saknar nollkolonner och proportionella kolonner. Ett exempel pa en
sadan matris (som ocksa konstruerades av Golay och Hamming) &r foljande:

Ty X2 T3 T4 X5 Tg Ty T T9g X100 T11 T12 T13
0O 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Hj3 13 = 0 1 1 1 0 0 O 1 1 1 2 2 2
1 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2

Kolonnerna i den matrisen &r alla # 0 tal med 3 siffror i talsystemet i bas 3 med ettan
som forsta betydande siffra. Matrisen Hg 13 definierar ett ekvationssystem med 13 obekanta.
Losningarna beror pa 10 parametrar (x1, x2 och x5 &r kontrollsymboler medan de évriga 10
variablerna antar helt godtyckliga virden 0, 1 och 2). Man far 3'0 vektorer i rummet Z1?
som innehaller 3'3 vektorer. Varje 16sning definierar sin cirkel bestaende av alla vektorer i
733 som skiljer sig fran denna pa hogst ett stiille. En sddan cirkel har 13 + 13 = 26 punkter.
Tillsammans med l6sningen i dess centrum ger detta 27 vektorer. Antalet cirklar &r 3'© och
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tillsammans omfattar de 30 x 27 = 3'3 vektorer. Alltsa ligger varje vektor i Zil))?’ (dvs varje
mojlig tipsrad i det svenska tipset) pa ett avstand < 1 fran exakt ett kodord. Alltsa récker
det med 3'0 = 59049 tipsrader i stillet for 3'2 = 531441 for att ha 12 ritt pa 13 matcher.

Det faktum att man l6ser tipsproblemet for det svenska tipset ar i sjdlva verket en ren slump.
Lat oss observera att Hammingkoderna i restaritmetiken Zs bestar av vektorer av langden
2" — 1 dvs man har sddana koder for 1, 3, 7, 15,... matcher. Nar man erséatter Zs med Zs har
man i stillet Hammingkoderna av langder (1/2)(3"™ — 1) dvs man har saddana koder for 1, 4,
13, 40,... matcher. Det gor att man kan 16sa problemet for det svenska tipset. Men problemet
ar inte 16st for det engelska (antalet matcher dr 12). Det finns ett ganska langt arbete dar det
visas att losningen av tipsproblemet for 5 matcher &r 27 (dvs man maste fylla i 27 tipsrader
for att fa 4 ratt pa 5 matcher). Men problemet &r inte 16st for 6 matcher (mdjligen ar svaret

81).

Men lat oss avsluta med ett riktigt 16nande och realistiskt tips genom att betrakta fallet av
4 matcher. Om man vill ha 3 rétt pa 4 matcher s& ger den naiva l6sningen (dvs alla mojliga
tipsrader for 3 matcher) svaret 27. Lat oss i stéllet ta Hammingmatrisen

01 1 1
w21

och 16sa (6ver Zs) ekvationssystemet

g + x3 + x4 = 0,
r1 + r3 + 2x4 = 0.
Man far latt
r1 = 2x3 + 14,
To = 2x3 + 2x4.

(observera att —1 = 2 ty 14+ 2 = 0). Nu véiljer man godtyckliga virden 0,1,2 pa x3 och x4 och
man riaknar ut x; och x9.

Man far 9 vektorer i Zg:

8
w
8
N
8
)
&
il

(12.1)

I I R D O O
O Y N — o Ny
N X R X RN RN X
X N~ x NN~ X
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(vi skriver x i stallet for 0). Dessa 9 tipsrader ger 3 réitt pa 4 matcher. I sjalva verket har
varje kodord sin cirkel bestaende av 9 vektorer varvid 8 av dem skiljer sig fran kodordet pa
ett stélle. Vi har 9 sddana cirklar dvs 9 - 9 = 81 vektorer i Z§ . Detta betyder att vi far alla
vektorer i Z3 si att varje vektor skiljer sig fran ett kodord (12.1) pa hogst ett stélle. Alltsa dr
minst 3 matcher av 4 ratt tippade. I stéllet for 27 tipsrader kan vi fylla i enbart 9 och spara
(i dagens priser) 18 kronor (om man bara inte spelar f6r mycket!).

Det faktum att Hamming-koderna kan tillampas pé tipsproblemet beror pé deras ganska
séllsynta egenskaper. De ir sa kallade perfekta koder. En t-felkorrigerande kod €' C Zj
kallas perfekt om for varje vektor x € Z; existerar exakt ett kodord a sadant att avstandet
mellan x och a &r hogst ¢. Vi har utnyttjat den egenskapen flera ganger (med ¢t = 1) under
var diskussion av tipsproblemet. Perfekta koder har studerats mycket intensivt och ett av
de viktigaste resultaten om sddana koder visades 1973 av A. Tietévidinen. Med ledning av
tidigare resultat av J.H. van Lint visade han att alla icke-triviala perfekta koder har exakt
samma antal kodord, langd och felkorrigeringsférmaga som Hamming-koderna eller en av tva
s& kallade Golay-koder med standardbeteckningar Gi1 och Gas. De tva Golay-koderna tillhor
de mest intressanta bland alla kéinda koder. Koden Gy; bestar av 3¢ kodord i Zél och korrigerar
2 fel. Dessa parametrar gor att koden dr mycket ldmplig i tipssammanhang. Dess matris kan
ges pa foljande form:

10000022222
01000022110
Gu_ |00 100021201
00010012021
00001010212
(0000010112 2]

Kodorden ér alla 3% 16sningar i Zél till ekvationssystemet bestaende av 6 ekvationer med 11
obekanta vars koefficienterna utgors av raderna i denna matris. Man far sdkert 9 réatt pa 11
matcher vid anviindningen av den koden. Koden Ga3 bestar av 212 kodord i Z33 och korrigerar
3 fel.



Kapitel 13

POLYNOMKODER

Vi dgnar detta avsnitt at konstruktioner av en stor klass av riktigt bra koder — s k BCH-
koder*. Konstruktionen bygger pa vara tidigare kunskaper om koder, polynomringar och
kroppsutvidgningar. Vi bérjar med en allmén definition av polynomkoder. BCH-koder hor
just till den hér klassen. Vi begréansar oss till polynom med koefficienter i kroppen med 2 ele-
ment, men polynomkoder kan konstrueras pa liknande séatt med hjéalp av andra polynomringar
over andliga kroppar.

Principen for konstruktion av polynomkoder dr mycket enkel: Man tolkar en binér f6ljd som
ett polynom, t ex

101 — 1-140-X+1-X?=1+X2,

111 — 1-141-X4+1-X?2=1+X + X2,

1011 — 1-140-X+1-X241-X3=1+ X2+ X3,
0101 +— 0-1+1-X40-X?+1-X>=X+ X

Dérefter fixerar man ett polynom g(X) € Zy[X] (ett generatorpolynom), och man ordnar mot
en datafoljd i form av ett polynom p(X) € Za[X] dess kodpolynom p(X)g(X). Koefficienterna
av produkten ger kodordet.

(13.1) Exempel. Lat g(X) =1+ X + X?2. For att kodera 1011 tolkar vi den foljden som
polynomet p(X) = 1+ X2 + X3 och riknar ut produkten p(X)g(X) = (1 + X2 + X3)(1 +
X +X?%) =1+ X + X?, dvs mot 1011 svarar kodordet 110001. u

Helt allmént antar vi féljande definition:

*Dessa koder konstruerades av R. C. Bose, D. K. Ray-Chaudhuri (1960) och A. Hocquenghem (1959).
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(13.2) Definition. Med en (m,n)-polynomkod C C Z§ med generatorpolynomet
g(X) = ap + a1 X + ... + apX*, diir k = n — m, menas den kod som man far da varje
datafoljd xopxy ...xm—1 betraktas som ett polynom

p(X) =204+ 21X + 2o X? 4+ ... Fapy X!

och man mot p(X) ordnar produkten p(X)g(X) vars koefficienter sedan tolkas som ett kodord
av langden n. O

(13.3) Exempel. For att definiera en (2,5)-kod C' C Z3 maste man ha ett polynom g(X)
avegrad k=5—-2=3.Tagtex g(X) =1+ X + X3. Da &r

2071 = Do+ 21X = (20+ 71 X) (1 +X +X7) = yo+ X + 12 X2 +ys X +ya X = yoy1y2y3y4,

dér yo = xo,y1 = To + 1, Y2 = T1,Y3 = X0, Ya = x1. Alltsa

00 — 00000,
01 ~— 01101,
10 — 11010,
11 +— 10111.

(13.4) Anmirkning. Polynomkoder &r gruppkoder. Samma effekt som multiplikation med
1+ X + X3 kan man na genom att multiplicera med en limplig (5 x 2)-matris. En siadan
generatormatris i exempel (13.3) &r:

)

Il
O = O = =
— O = = O

Allmént kontrollerar man utan storre problem att multiplikation av polynom:

zo+ o X+ Az X e (zo+m X+ 2 X ) (a0 + e X+ 4 ap X

ger samma resultat som matrismultiplikation:
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ag 0 -0
aj a 0
an al o 0
0 . . . o
. . o oee ao
T Ea
— . . e al
Tm—1 . . ) Tm—1
ak ak,'_l DR .
0 ag
i 0 0 ceeag |

Generatormatrisen for koden far man alltsd genom att skriva ut koefficienterna for genera-
torpolynomet i forsta kolonnen och sedan flytta dem nerat ett steg i taget tills man far en
(n X m)-matris. O

(13.5) Anmairkning. En polynomkod C C Z% med ett generatorpolynom ¢(X) definierar
en linjar transformation p(X) — p(X)g(X) fran vektorrummet av alla polynom vars grad &r
< m —1 till vektorrummet av alla polynom vars grad ar < n — 1. Generatormatrisen G ar just
transformationsmatrisen i basen 1, X, ..., X! for det forsta rummet och 1, X, ..., X! for
det andra. 0

For att kunna konstruera BCH-koder behover vi polynom i ringen Zs[X] som har en speciell
egenskap. Lat oss repetera fran avsnittet om kroppsutvidgningar att restringen K = Zs[X]/(p(X)) =
Zslal, dér o = [X],(x), &r en kropp da och endast da polynomet p(X) &r irreducibelt. De
polynom som vi ar intresserade av har foljande egenskap:

(13.6) Definition. Man séger att ett irreducibelt polynom p(X) € Zo[X] &r primitivt om
varje nollskilt element i kroppen K = Z3[X]/(p(X)) = Zz2[a] &r en potens av . O

Man kan ocksa uttrycka den egenskapen sa att den multiplikativa gruppen K* = K \ {0}
genereras av o |. Lat oss betrakta ett exempel:

(13.7) Exempel. Vi skall visa pa tva olika siitt att polynomet X3 + X + 1 &r primitivt. Lat
K = 79[ X]/(X? + X + 1) = Zs[a], dir a® + a+ 1 = 0 dvs a® = 1 + a. Kroppen K har 8
element a + ba 4 ca?, diir a, b, ¢ € Zy. Vi har foljande potenser av a: o' = o, o?, a® = 1+ «
och vidare successivt:

tVarje andlig delgrupp till den multiplikativa gruppen i en kropp K &r cyklisk, dvs den bestar av potenserna
av ett fixt element. Vi kommer inte att bevisa eller beh6va denna sats.
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= a—i—oz2,

a2 +ad=1+a+a?
at+a?+ad=1+a?
= a+a’=1

. o o 0
N NS

Detta visar att vi verkligen far 7 olika potenser av «, dvs alla nollskilda element i K.

Nu ger vi ett annat bevis som inte bygger pa berdkningar: Eftersom K™ &r en grupp med 7
element méaste den vara cyklisk (7 &r ett primtal). Dessutom genereras den av ett godtyckligt
element # 1. Allts& ger potenserna av « alla element i K*. O

(13.8) Anmirkning. Om p(X) ar ett irreducibelt polynom av r-te graden sa bestar krop-
pen K = 7Z5[X]|/(p(X)) = Zs[a] av 2" element (se kapitlet Kroppsutvidgningar). Detta bety-
der att polynomet p(X) &ar primitivt om dess nollstélle o har ordningen 2" — 1 i gruppen K*.

Gruppen K* =< a > bestar av potenserna «,a?,...,a% =2, a? ~1 = 1. Observera att alla

nollskilda element i kroppen K #r losningar till ekvationen X2 ~1 — 1 = 0 eftersom antalet
element i gruppen K* ar just 2" — 1. O

Eftersom primitiva polynom har en stor betydelse for konstruktioner av BCH-koder finns det
omfattande tabeller av sadana polynom. Vi ger hir en mycket kort tabell som vi kan utnyttja
for vara kodkonstruktioner.

(13.9) Primitiva polynom av grad < 5:

n=2: 14X+ X2,

n=3: 1+X+X31+X%+X3

n=4: 1+X+X*1+X3+Xx%

n=5: 1+X?+X° 1+X34+X° 1+ X+X>+X3+X° 1+X+X%2+X*4+ X%,

I+ X+ X34+ X4+ X5 14+ X2+ X3+ X4+ X5

Nu ar vi beredda att definiera BCH-koder.

(13.10) Definition av BCH-koder. Med en BCH-kod menar man en kod som &r konstruer-
ad pa foljande séatt:
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1. Man bestammer det minimiavstand 2¢ + 1 mellan kodorden som man vill ha och ett heltal
r sadant att 2" > 2t + 1.

2. Man viljer ett primitivt polynom g;(X) av grad r och dess nollstille « € K, dir K =
Zo| X1/ (p(X)) = Zso].

3. Man bestimmer irreducibla polynom go(X), g3(X), ... go¢(X) som har a?,a3,...,a? som

sina nollstéllen.
4. Man réknar ut produkten g(X) av olika polynom bland ¢;(X), fori=1,...,2t

5. Man definierar den (m, n)-polynomkod C' C Z¥, dar n = 2" —1 och m = 2" —1—grad(¢(X)),
som genereras av polynomet g(X).

(13.11) Anmaéirkning. Man kan visa att det finns primitiva polynom av varje given grad si
att valet av polynomet g7 i punkt 2 alltid &r mdjligt. Man kan ocksa visa att polynomet g(X)
konstruerat i punkten 4 alltid har grad mindre &n 2" — 1 (se 6vning 13.9). O

(13.12) Huvudsatsen om BCH-koder. Vikten av en BCH-kod konstruerad i enlighet med
definitionen (13.10) dr minst 2t + 1 och antalet kontrollsymboler i den (dvs graden av genera-
torpolynomet g(X)) dr hogst tr.

Innan vi bevisar satsen ger vi ett exempel.

(13.13) Exempel. Vi skall konstruera en kod med minimiavstandet mellan kodorden lika
med 5. Man maste vélja r sa att 2" > 2-241 = 5. Vi villjer r = 4 och g1 (X) = 1+ X3+ X*. Lat
K = Zs[X]/(91(X)) = Zz[a]. Vi har g1(a) = 0. Den likheten medfér att g1(a?) = g1(a?) = 0.
I sjélva verket géller det att om h(X) &r ett godtyckligt polynom och (3 ar dess nollstélle, sa
ar ocksa 3? dess nollstille, ty om h(X) = ap + a1 X + ... + as X* sa ir

h(B%) = ao+a18?+ax(B3?)?+...+as(3?)° =

(13.14) = Jag+a18+as@® + ...+ a3 = h(3)? .

Eftersom g1(a) = g1(a?) = gi(a?) = 0, sa dr g1(X) = g2(X) = ga(X). Vi maste beriikna
polynomet g3(X) som har o som sitt nollstille. Vi vet att graden av g3(X) #r mindre &n eller
lika med 4, dvs o2 ar ett nollstille till ett av polynomen 14+ X + X2, 1+ X + X3, 14+ X2 +
X314+ X+ X4 1+ X3+ X% eller 1 4+ X + X2+ X3+ X* (se (13.9)). Att bestdmma vilket
polynom bland dessa som har a® som sitt nollstille (det finns enbart ett enligt Svning 13.8)
ar nagot arbetsamt, men enkelt. Vi vet att a #r ett nollstille till gy (X), dvs a* + a3 +1 = 0.
Alltsa har vi:

tHar utnyttjar vi mérkliga egenskaper hos aritmetiken modulo 2. Eftersom 1+ 1 =0, dvs 2 = 0, har vi

(:cl+x2+...+x5)2:m?—i—mg—i—...—i—mg.

Dessutom har vi a? = ai, ty a; = 0 eller 1.
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a4:1+a3.

Vi utnyttjar den likheten och raknar ut andra potenser av a:

o = a-at=atat=1+a+a’

o = a-ad’=a+a’+at=1+a+a®+a?
o = a-adf=a+a’+aP+at=1+a+a?
o® = a-a’=a+a’+a?

o = a-f=a’+aP+at=1+a?

10— q a9:a+a3,

= a.a%=a?+a’=1+a%+03,

2 = g.al'=a+a®+at=1+a.

Vi avbryter hir eftersom den hogsta potens av « som vi behover dr a'? (o kan vara ett

nollstélle till ett polynom vars grad dr hogst lika med 4) men det finns inte ménga potenser
kvar, ty a!'® = 1 (varfér?). Nu kan vi litt kontrollera att o2 #r ett nollstlle till 1+ X + X2 +
X3+ X4

1+a+ (@) + (@) + (@)= 1+a3+a’+a+al? =
I+ad+(1+a+a?+a®)+(1+a?)+(1+a)=0,

ty 1+1=2=0. Om vi inte har tur att hitta det réitta polynomet med en gang, kan vi prova
oss fram. T ex visar vi att o inte ar ett nollstallet till 1 + X + X*. Antag motsatsen, dvs

1+ + (@) =1+ +a? =1+ +(1+a)=a+a®=a(l+a?)=a(l +a)?=0.

Alltsa &r o = 0 eller o = 1. Detta strider mot likheten 1 4+ o2 + a* = 0 som « uppfyller, ty
a=0ellera=1gerl=0.

Nu kan vi avsluta var konstruktion genom att berédkna produkten g(X) av olika polynom
bland g1(X), g2(X), g3(X) och g4(X), dvs

9 X)=n(X)gs(X) =1+ X3+ XHA+ X+ X2+ X3+ XYY =1+ X + X2+ X + XB

Polynomet g(X) genererar en (7,15) BCH-kod C' C Z1% som korrigerar minst 2 fel, dir
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zory ... x5 —p(X) = zo+z1 X +... +26X% — p(X)g(X) =
yo+ X 4.+ yuX e gy

T ex

1010001 — 1+ X2+ X0 1+ X2+ X901+ X + X2+ X1+ X8 =
= 1+ X+X3+ X"+ X" 110100010000001.

(13.15) Bevis av huvudsatsen om BCH-koder. Kodorden har formen p(X)g(X), dar
p(X) har grad < m. Detta innebér att varje kodpolynom é&r lika med 0 da man sétter in
X =a,a?,...,0% (ty a,a?,...,a? #r nollstillen till polynomet g(X) som &r delbart med
g1(X), 92(X), ..., g2:(X)). Vi pastar att p(X)g(X),p Z 0%, maste ha minst 2¢ + 1 koefficienter
som ar lika med 1, dvs minimivikten av kodorden &r minst 2t + 1. Lat oss anta motsatsen, dvs
att for nagot p(X),p # 0, ar

p(X)g(X) = XN XL +.I'2tXr2t, M <ro<...<rgq<n-—1,

2

dér x; = 0 eller 1 och inte alla 2; ir = 0. Om man sétter in X = «,a?,...,a%, far man ett

linjart homogent ekvationssystem:

ary+ a4+ a™ay = 0,
(@)1 + (@®)2zg+ -+ (@) 2ay = 0,
(02)izy + () 2wy + -+ (a2 Hay = O,
Systemet har 2¢ ekvationer med 2t obekanta och en icke-trivial 16sning x1, x2, ..., xor. Alltsa

maste systemets determinant

a™ a™ L. a2t
(a2)7‘1 (a2)7‘2 L (042)r2t
(a2t‘)7.“1' (042’&‘)712. (a2t).r'2z‘

vara lika med 0. Denna determinant &ér ett specialfall av en mycket kéind determinant:

I T2 cee Iy
2 2 2
Ty X3 ... Ty,
. : .| = X1T2 T, H (i — ;)
: : : 1<i<j<m
m m m
L1 T2 L

§Med p # 0 betecknar vi ett polynom som inte &r lika med nollpolynomet.
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som kallas Vandermondes determinant. Har ar 1 = o™, o = a"2,...,x,,, = &', m = 2L.
Eftersom alla potenser o', a2, ..., a"* dr olika (se (13.8)) far vi att determinanten &r skild
fran 0. Den motsédgelsen som visar att vikten av kodorden maste vara > 2t + 1.

Enligt (13.14) har vi g;j(a¥) = g;(a?)? = 0 s att g2;(X) = g;(X). Alltsd niir man riiknar
polynomet g(X), kan man stryka minst hélften av polynomen ¢, (X), g2(X), ..., g2t(X). Pro-
dukten av de aterstaende har graden < t-r, eftersom antalet polynom é&r ¢ och graden av varje
polynom g;(X) dr < r (se évning 13.9(b)). Alltsa &r graden av g(X) < tr.

(13.16) Anmairkning. BCH-koder av mattlig langd (nagra tusen symboler i kodorden) till-
hor de bésta bland alla kinda koder. Om man jamfor hastigheten 7/15 av koden ur exempel
(13.13), med hastigheten 1/5 av den repetitionskod som korrigerar 2 fel genom att upprepa
varje information 5 ganger, sa dr skillnaden méarkbar. Om man vill korrigera 2 fel i informa-
tionsfoljder av langden 7 med hjilp av repetitionskoden maste man sdnda 35 signaler medan
den konstuerade BCH-koden enbart behover 15 signaler! En av de forsta BCH-koder som hade
stora tillimpningar var en (92, 127)-kod med generatorpolynomet

gX) = I+X+XNA+X+ X+ X3+ XN+ X+ X3+ X+ X5+ X7)
A+ X+ X2+ X - X0+ X XN+ X+ X2+ X+ X+ X0 4+ X).

Den korrigerar 5 fel och dess hastighet dr 92/127 (jamfor med 1/11 for den repetitionskod
som korrigerar 5 fel!). Det ricker att endast sdnda 127 signaler i stéllet for 11 - 92 = 1012 da

man repeterar varje information 11 ganger. Hér foljer en liten tabell med nagra exempel péa
kénda BCH-koder:

3
3
3
3

30 | 63
111151 24 | 63
711512 18 | 63 |10

- o ot

5 1513

92 | 127 ] 5
26 31|11 64 | 127 |10
21312
16313231255 3
111315 (215|255 | &
6 [31| 713925515

Vi skall avsluta detta avsnitt med ett exempel som visar hur man kan f& Hammingkoderna
som ett specialfall av BCH-koder.
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(13.17) Exempel. Om man vill ha en kod av vikten > 3, s& maste man vilja r sa att
2" > 3, dvs r > 2. Detta innebér att man kan vilja ett godtyckligt primitivt polynom g;(X)
av grad r > 2. Eftersom g2(X) = g1(X) (som vanligt), sa &r g(X) = g1(X). Vi far alltsa en
(m,n)-kod C C Z, dar m = 2" — 1 —r och n = 2" — 1, som korrigerar 1 fel. Detta &r helt
enkelt Hammingkoden, ty kontrollmatrisen fér den koden har n = 2" — 1 olika kolonner och
alla dessa kolonner har lingden r — det finns bara en siddan matris (s nér som pa omkastning
av kolonnernas ordningsfoljd). Sddana matriser definierar just Hammingkoderna (se Kapitel
11). Om t ex g(X) =1+ X + X3, da far vi C C Z7, déir den generatormatris som svarar mot
g(X) ar (se (13.4))

@

I
S OO = O =
SO R O = O
SO = O == OO
_ O == O OO

OVNINGAR

13.1. Definiera en (3,6)-polynomkod C C Z§. Ange generatorpolynomet och skriv ut alla
kodord.

13.2. Skriv ut alla kodord for den (m,n)-kod C' C ZJ som genereras av polynomet g(X) da
a) g(X)=1+X+X2% m=3.
b) g(X) =1+ X%+ X3 n=6.
Definiera dessa koder som matriskoder (vilj lampliga generatormatriser).

13.3. Konstruera alla méjliga BCH-koder med hjilp av polynomet g1 (X) =1+ X + X3.

13.4. Lat K = Zo[X]/(X* + X + 1) = Zs]a], diir a = [X].
(a) Motivera att « genererar gruppen K*.
(b) Visa att 1+ X + X2 + X3 + X* #r irreducibelt och o? dr dess nollstélle.
(c) Konstruera BCH-koder som korrigerar 1, 2 och 3 fel med hjélp av polynomet g1 (X) =
14+ X+ X%
13.5. (a) Kontrollera att polynomen i (13.9) verkligen &r primitiva.
(b) Visa att polynomet 1 + X + X2 4+ X3 + X* inte &r primitivt.

13.6. Konstruera en (m, 15)-BCH-kod som korrigerar 3 fel med sa stort m som mojligt.

13.7. Lat C C Z% vara en (m,n)-polynomkod som genereras av ett polynom g(X) sadant att
g(1) = 0. Visa att vikten av den koden &r jamn.
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13.8.

13.9.

Minimalpolynom. Lat K C L vara tva kroppar och o € L ett nollstélle till ett irreducibelt
polynom ¢(X) € K[X] med hogsta koefficienten lika med 1.

(a) Visa att g(X) &r en delare till varje polynom h(X) € K[X] som har a som ett
nollstélle (sa att g(z) har minsta mojliga grad bland alla polynom i K[X] som har «
som sitt nollstélle).

(b) Visa att tva olika irreducibla polynom i K[X]| med hogsta koefficienter lika med 1
saknar gemensamma nollstallen i L.

Anmairkning. Polynomet ¢g(X) i (a) kallas minimalpolynomet f6r o 6ver K. T ex &r
X2 — 2 minimalpolynomet for v/2 éver de rationella talen

Lat p(X) € Zy[X] vara ett irreducibelt polynom av grad r och K = Zs[X]|/(p(X)) =
Zy|a). Lat B € K*.

(a) Visa att 3 ér ett nollstélle till X2~ —1 och foljaktligen till ett irreducibelt polynom
g(X) € Zo[X] som dividerar X2 ~! — 1. Motivera ocksa att g(X) dr minimalpolynomet
for 0 over Zsy (se férra Gvningen).

(b) Lat g(X) vara minimalpolynomet for 8 6ver Zg. Visa att graden av g(X) ar < r.

Ledning. Observera att 1,3, 3%,...,3" maste vara linjirt beroende dver K dirfor att
dimensionen av K som vektorrum 6ver Zy ar lika med r (se kapitlet Kroppsutvidgningar).

Anmairkning. Man kan visa att graden av g(X) t o m dr en delare till 7.

(¢) Motivera att polynomet g(X) i punkten 4 av definitionen (13.10) har graden < 2" —1.



Kapitel 14

NAGOT OM KRYPTERING

Behovet av att skydda information har funnits mycket lange, men forst i samband med utveck-
lingen av datatekniken har det blivit ett allmént problem f6r alla moderna samhéllen. Stora
dataméngder maste ofta skyddas fran obehérigt intrang med hjélp av en lamplig kryptering.

Krypteringsproblemet dr mycket mera komplicerat matematiskt dn rent tekniskt. Situationen
kan beskrivas sa att det finns tva méngder: médngden av meddelanden X och méngden av
deras krypterade motsvarigheter Y. Det finns tva funktioner:

F:X—Y och D:Y— X

Den forsta E &r krypteringsfunktionen, och den andra, D &r dekrypteringsfunktionen. F
krypterar z till E(x), och D dekrypterar E(z) till x, dvs (D o E)(x) = D(E(z)) = =z (E
och D &r varandras inverser). Problemet &r att konstruera E och D pa ett sadant sitt att
FE ar relativt enkel att definiera, och D &r mycket svar att rekonstruera av den som inte har
tillgang till dess definition.

Mera formellt kan X betraktas som méangden av informationsvektorer a = ajas ... a,, dar a;
tillhor en ring R (t ex Zo, dvs a; = 0 eller 1). En krypteringsfunktion ersétter a med en vektor
a’' = djd),...a), tillhorande mangden Y. Man kan inte konstruera a’ helt slumpmaéssigt darfor
att det maste finnas ett effektivt sitt att fa tillbaka a. Samtidigt méste 6vergangen fran a’ till
a vara komplicerad for att gora det mycket svart for obehoriga att komma at a.

Lat oss borja med ett exempel som &r drygt 2000 ar gammalt:

(14.1) Exempel. (Caesarkrypto*) Lat oss numrera alla bokstaver (for enkelhets skull i
det engelska alfabetet) med 0, 1, 2, ..., 25:

*Detta krypto anvindes av Julius Caesar.

105
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A B CDETFGUHTI J KL M
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
N OPQQ R ST UV WXY Z

13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Caesarkryptot ar definierat som en funktion F(z) = z + a, dir z, a € Zgg (dvs man adderar
modulo 26). Tagt ex a = 3. Da ér E(z) = x+3saatt £(0) =3, E(1) =4, E(24) =2,...,dvs
A krypteras till D, B till E, Y till C osv. Ordet MATEMATIK f6rvandlas till PDWHPDWLN.

Dekrypteringen adr mycket enkel. Man kan anvinda dekrypteringsfunktionen D(z) = = + 23
darfor att D &r inversen till £ dvs:

rr—r+3+— (z+23)+3=uz.

Med andra ord D(E(x)) = x vilket foljer ur likheten 23 + 3 = 0. Till exempel dekrypteras
PDW, dvs 15,3,22, till 15+ 23 = 12, 3+ 23 = 0, 22 + 23 = 19, dvs MAT. O

Caesarkryptot ar mycket enkelt och kan knappast uppfylla dagens krav pa sdkra krypter-
ingssystem. Men sjilva krypteringsmetoden visar vikten av en algebraisk struktur vid kon-
struktioner av krypterings- och dekrypteringsfunktioner.

Vi skall beskriva nagra krypteringstekniker som bygger pa restaritmetiker, dvs grupper och
ringar relaterade till Z,,. For att kunna gora det behdver vi tva mycket berémda satser ur

talteorin.

Vi vet redan att Z, &r en grupp med avseende pa addition modulo n. Lat

Ly =A{r € Zn : SGD(r,n) = 1}.

T ex ér Z; = {1,3}, Zf = {1,2,3,4} och Z§ = {1,5}. Vi vet att Z;, &r grupper med avseende
péa multiplikation modulo n (se Prop. (5.5)). Ordningen |Z} | betecknas med ¢(n). Funktionen
©(n) kallas Eulers funktion. Man har alltsa

¢(n) = antalet heltal r sadanaatt 0<r<mn och SGD(r,n)=1.

Definitionen ger (1) = 1, ¢(2) = 1, 9(3) = 2, p(4) = 2, ¢(5) = 4, ¢(6) = 2, p(7) = 6,
©(8) =4, v(9) = 6, p(10) =4 osv, jfr Prop (5.8).
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(14.2) Eulers sats'. Lit a och n > 1 vara heltal sidana att SGD(a,n) = 1. Da giller

a?™ =1 (mod n).

Bevis. ¢(n) ar ordningen av gruppen Z!. For varje element r i denna grupp géller alltsa
(") = 1. Villkoret SGD(a,n) = 1 siger att a = r (mod n) for nagot r € Z*. Alltsa &r
a?™ = r#(") =1 (mod n). O

Ett mycket viktigt specialfall av Eulers sats far man da n = p &r ett primtal. I sddant fall
ir p(p) =p—1ty Z; ={1,2, ..., p— 1} (alla element r i Z, med undantag av 0 uppfyller
SGD(r,n) =1).

(14.3) Fermats lilla satst. Lt a vara ett heltal och p ett primtal. Da dr

a? = a (mod p).

Bevis. Om pfa (dvs SGD(a,p) = 1) s& ér p|laP~ ! —1 enligt Eulers sats. Alltsa géller plaP —a =
a(aP~' — 1) bade da pJa och p|a. O
For vara tillaimpningar behover vi en generalisering av Fermats lilla sats:

(14.4) Sats. Lat n = pips---px vara en produkt av olika primtal. Dd dr

a?™MH = (mod n).

Bevis. Vi har p(n) = (p1 —1)(p2 — 1) ... (pr — 1) enligt Proposition (5.8). Om p;/a s& &r

a@(”) - 1= (api—l )Pi_l -1

p(n)

delbart med p; enligt Eulers sats ty p;fari—1. Alltsa ar p;la(a®™ — 1) = a?(M+! — g bade da
pila och pifa. Men py, po, ..., pi ér olika primtal sa att n = pypy - - - ppla?W 1 — q. O

Nu kan vi diskutera den mest kidinda av alla krypteringsmetoder, vilken kallas RSA-krypterings-
system. RSA kommer fran namnen Rivest, Shamir, Adleman. Dessa matematiker publicerade
systemet 1978. Grunden fér RSA-systemet ar foljande sats:

tLeonard Euler 1707 - 1783.
tPierre Fermat 1601-1665.
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(14.5) Sats. Latn = pips---pg dar p; dr olika primtal. Lt e vara ett positivt heltal sadant
att SGD(e, p(n)) =1 och lat d uppfylla kongruensen ed =1 (mod p(n)). Déd har funktionen:

E:Z,— Zy ,

dar E(r) = r¢, inversen
D:7Z, — 7, ,
dir D(r) = r?.

Bevis. Vi vet att forutsidttningen SGD(e, p(n)) = 1 garanterar att d existerar ty Ly Br en

(n)
grupp. For att visa att D ar inversen till £ kontrollerar man att D o F ar identiteten pa Z,

dvs (Do E)(r) =7 =r. Men ed =1+ q- p(n), ¢ > 1 sa att:

(Do E)(r) = ritae(m),

Vi visar induktivt att #'+2°(") = Likheten giller da ¢ = 1 enligt (14.4). Antag att
r1+(q_1)¢(n) =r
iZ,. Da ar
pltaen) _ Ll+e(m)+(g-1e(n) _ Jd+e).(a-1)e(n) _ . p(a=Den) _ p1+(g—De(n) _ .

Alltsé galler likheten 71+2°(") = 1 for alla ¢ dvs (D o E)(r) = r da r € Zy,. O

(14.6) RSA-kryptering. Vi ger en beskrivning av metoden enbart da n = pq ar en produkt
av tva olika primtal. Metoden fungerar pa samma sitt da n &r produkt av ett godtyckligt
antal olika primtal.

(a) Vilj tva olika primtal p,q och berdkna n = pq (p,q ar vanligen mycket stora, sig av
storleksordningen 101%°).

(b) Berdkna p(n) = (p — 1)(¢ — 1) och vilj e sa att SGD(e,¢(n)) = 1. Berékna &ven d sa
att ed =1 (mod ¢(n))(d riknas med hjilp av Euklides algoritm — se kapitlet “Delbarhet och
primtal”).

(c) Publicera n,e och en “ordbokfor 6versittning av meddelanden till r € Z,, (t ex A = 10,
B=11,...,Z=35dan > 35).

(d) Den som vill sénda meddelanden till Dig krypterar med hjélp av (den kédnda) funktionen
E(r) = r° Du é&r den ende (férhoppningsvis) som kan dekryptera med hjalp av funktionen
D(r) = r(d &r hemligt och (D o E)(r) = D(r®) = r* = r enligt (14.5)).
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(14.7) Exempel. Klartext ALGEBRA kodat med A =10, B=11, ..., Z =35 ar

1021, 1614, 1127, 10.

Lat n = pqg = 47-167 = 7849. Da &r p(n) = 46-166 = 7636. Lat oss vilja e = 29 (SGD(29, 46-
166) = 1). Da dr e™! = 2971 = 4213 (i Z;(n)). Kryptering enligt RSA-metoden ger:

1178, 1929, 3383, 4578,

dvs 1021% = 1178 (mod 7849) osv. Vid dekryptering riknar man: 11784213 = 1021 (mod
7849) osv. n

(14.8) Anméirkning. RSA-systemet tillhor s.k. 6ppen-nyckelkrypton dvs krypteringsfunk-
tionen E #r allmént kiind. Vad gor den som vill berikna inversen D = E~! ? Fér att beriikna
d maste man 16sa ekvationen ed = 1 (mod ¢(n)). For att gora det maste man kinna ¢(n).
For att berdkna ¢(n) = (p — 1)(¢ — 1) maste man (med all sannolikhet) kénna p och g. Men
for att fa p och ¢ ur n = pq (som &r ként) méaste man faktorisera n. Faktoriseringsproblemet
ar mycket svart att 16sa. De bésta kénda algoritmerna for primtalsfaktorisering av ett heltal n
kréver c:a n'/? rikneoperationer om man vill hitta en primfaktor till n. Om p, ¢ ~ 1019 s3 &r
n ~ 102°0. Om en rikneoperation tar 1us sa krivs det 10*%us ~ 3 - 1026 ar for att genomfora
beriikningarna for n (10 datorer var och en kapabel att utfora en rikneoperation pa 1us
skulle behéva 3 - 102 ar for att klara dessa beriikningar!). Men det finns inte nagot bevis att
faktororiseringsproblemet &r sa pass svart. Det &r alltsa mojligt att det finns battre algoritmer
som inte dr kinda nu. A andra sidan kar datorernas berikningskapacitet dramatiskt och
redan nu #r man mycket forsiktig med valet av p och ¢ . ([l

(14.9) Anmaéirkning. RSA-systemet kan dven anvindas for dkthetskontroll. Den som kénner
D (se (14.6)) kan signera dokument med D(r) = r¢. Den som vill kontrollera dktheten av
signaturen riknar ut E o D(r) = r%¢ = r (E &r allmént kind). O

Vi skall beskriva nagra andra krypteringsmetoder.

(14.10) Hillkryptot 9. Lat R = Z,, och lat H vara en (N x N)—matris vars element tillhor
Zy, och sadan att det(H) € Z}, . En sadan matris har invers H~! (den kan beriiknas pa samma
satt som inversen till en reell matris). Lat

E:z7N — 7N

$Nyligen visades att man ibland kan forcera RSA-kryptot i sddana fall som tidigare uppfattades som omdjli-
ga att klara.
YL.S. Hill publicerade sina arbeten om detta krypto 1929-1931.
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dir E(x) = Hx for x = (x1, ..., x)" € ZY . F #r en isomorfism eftersom F har inversen
D:7N — 7N
dir D(x) = H 'z (dvs (Eo D)(z) = E(Hx) = H 'Hzx = z).
Lat oss betrakta ett exempel da n = 26 och
E : 75 — 73,
dar
B(ED) = Bs 3] 8] = [25%00)
Genom att oversitta A =0, B=1, ..., Z = 25 kan man kryptera par av bokstéver:
E(AL) = E([?l]) = [33 %4] [(1)1] = [4111] = LE.
Dekrypteringen sker med hjilp av H~' = H (kontrollera att HH = I!). T.ex.
D(LE) = D([3']) = [3s 2] [1'] = [11] = AL

Ofta véljer man H just sa att H—! = H. Da kan H anviindas som bade krypterings- och
dekrypteringsnyckel. En matris H sadan att H2 = I (identitetsmatrisen) kallas involutiv
(eller involutionsmatris). Nar n = 26 och N = 2 finns det 736 siddana matriser, men for N = 3

ar deras antal 1 360 832. Det finns flera varianter av Hillkryptot. Se vidare 6vningar. O
(14.11) Merkle-Hellmans kappsickskryptol. Lat a1, ao, ..., an € Zy, och w € Z%,.
Definiera

Ey:Zy, — Znm

sa att

E,(x) = zyway + rowag + - - + zpwa, = w(x - al),

IR.C. Merkle och M.E. Hellman publicerade sina arbeten om detta krypto 1979 - 1982. 1982 visade A.
Shamir att sikerheten av detta krypto ar dalig.



OVNINGAR 111

dir x - a' dr skalirprodukten av x = (z1, @2, ..., z,) € Z" och a = (ay, az, ..., ap).

Avbildningen E,, ir en grupphomomorfism ty

By(x+y) =w((x+y)-a') =w(x-a') +w(y a') = Ey(x) + Eu(y),

déar x,y € Z . Funktionen E,, ar inte injektiv pa Z}', (om n > 1) men om man lampligt véljer
a som s.k. ordnad kappséck sa ar den injektiv for vektorer x = (z1, x9, ..., x,) sddana att
x; = 0 eller 1. Ett sadant val ar t.ex. a; = 2", i =1, ..., n och m > 2". Med ett hemligt
val av w € Z} far man da ett Merkle-Hellmans kappséckskrypto (a = (aj,as,...,a,) ar en
ordnad kappséck och wa = (way,was,...,wa,) dr oordnad). Man dekrypterar med hjélp av
v € Z¥, , dir vw = 1(mod m) ty vE,(x) = vwx - a® = x - a’ och x - a’ bestimmer entydigt x.

0

OVNINGAR

I alla 6vningar &r A=1, B=2, ..., Z = 26 och mellanrum = 27.

14.1. Lat n =311 = 33.
(a) Lat krypteringsnyckeln vara e = 3. Kryptera DISKRET MATEMATIK.
(b) Bestam dekrypteringsnyckeln d.
(c) Dekryptera 19, 1, 4, 12, 26.
14.2. For att kontrollera dktheten av dokument som skickas fran MATEMATIK AB anvinder

man krypteringsnyckeln n = 221, e = 7 (kéind for alla mottagare). Kontrollera dktheten
av ett dokument med signaturen:

208, 1, 45, 112, 208, 1, 45, 76, 54.

14.3. Lat H = [:1), g] och 1&t E : My(Zog) — Ma(Zgg) **, diar E(X) = HX.
(a) Visa att E ar en grupphomomorfism.
(b) Man definierar ett Hillkrypto sa att X = [g 3] svarar mot 4 bokstaver a, b, c, d
i en klartext. Kryptera TEXT och konstruera en dekrypteringsfunktion

D : My(Zag) — Ma(Zog)

(inversen till E). Dekryptera: [3] 35].

** M2 (R) betecknar alla 2 X 2-matriser med element i R.
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Kapitel 15

BOOLESKA ALGEBROR

(15.1) Definition. Men en Boolesk algebra menar man en méngd B med addition och
multiplikation som mot x,y € B ordnar deras summa x + y € B och deras produkt zy € B
samt konjugering som mot x € B ordnar dess konjugat T € B, s& att for varje x, y och z € B

(a) z+y=y+zx zy=yx, (kommutativitet)
(b) z+ (y+2) = (z+y)+ 2z z(yz) = (2y)z, (associativitet)
(¢) zy+z)=ay+axz; x+yz=(x+y)(zr+z), (distributivitet)
(d) Det finns element 0,1 € B sidana att

r+0=u x1 ==z,

r+1=1; 2z0=0,

r+zx=1;, xx =0,

ty=2y; TYy =7 +tY, (de Morgans lagar)
x

(involution)

O

(15.2) Exempel. (a) Den enklaste Booleska algebran (av intresse) bestar av enbart tva
element: B = {0, 1} med addition, multiplikation och konjugat som definieras pé f6ljande sitt:

+]0 1 o 1
00 1 0[0 0
111 1/0 1

och 0 = 1,1 = 0. Den algebran kommer vi att beteckna med B. Det finns en dnnu enklare
Boolesk algebra: B = {0} med 0+ 0 = 0,00 = 0 och 0 = 0 (hér & 0 = 1). Den kallas trivial
och ar helt ointressant.

(b) Lat U vara en fixerad méngd (universum) och lat B besta av alla delméngder till U. Vi
definierar addition i B som unionen AU B, multiplikation i B som snittet AN B och konjugat
i B som komplementet A. Vi far d& en Boolesk algebra om 0 betecknar den tomma méngden

113
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0 och 1 hela méngden U. Det faktum att alla villkor (a) — (e) ar uppfyllda foljer direkt och
enkelt fran réknelagar for mangder.

(c) Om X é&r en méngd och B dr en Boolesk algebra si &r det mojligt att konstruera en ny
Boolesk algebra som bestar av alla funktioner f : X — B. Sadana funktioner kan man addera

och multiplicera:

(f +9)(x) = f(z) + 9(x), (f9)(x) = f(x)g(x)

samt bilda konjugatet f genom att definiera f(z) = f(x). Ligg mirke till att funktionsvirden
f(z) och g(x) adderas, multipliceras och konjugeras i 5.

Lat oss betrakta ett mycket viktigt specialfall. Om X = Z2 dr miingden av alla (binira)
vektorer 00,01,10,11 och B den Booleska algebran ur exempel (15.2) (a), s ordnar varje
funktion f : Z3 — B antingen 0 eller 1 mot varje vektor z1xa, diir x; € {0,1}. Vi kiinner flera
sddana funktioner: AND, OR, NAND, NOR osv. Om vi t.ex. tar f = AND och ¢ = OR s4
har vi funktionstabellerna:

|2 | f(z1,22) | g(w1,22) |

|21
010 0 0
011 0 1
110 0 1
11 1 1

For dessa funktioner kan vi bilda f + g, fg och f,g. Da &r

|21 | @a | (f +9) (w1, 22) | (f9) (w1, 22) | flar,22) | g1, 22) |
010 0 0 1 1
01 1 0 1 0
110 1 0 1 0
1 1 1 1 0 0

Vi ser att f = NAND och g = NOR.

(15.3) Definition. Om Z% = méngden av alla bindra vektorer » = x129 ...z, av lingden
n och B &r algebran ur exempel (15.2) (a) sa kallar vi varje funktion f : Z§ — B for en
transmissionsfunktion eller en Boolesk funktion. Den kan tolkas som en grind med n
ingangar x1,x2, ..., %, och en utgang y:
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Ll ——

[0, R —

f Y
T |
Mot varje uppséttning av signaler z1,xs,...,z, dvs mot varje bindr vektor \\ = x129... 2y,
svarar en signal y € B dvs y = 0 eller 1. Den Booleska algebran av alla funktioner f : Zj — B
kommer att betecknas med F,. ]

(d)* Lat X vara méangden av 3 variabler; P, @, R. Ur dessa tre variabler kan man bilda olika
uttryck genom att anvinda A (konjunktion), V (disjunktion) och — (negation). Vi placerar
parenteser for att visa i vilken ordning tillampar vi dessa operationer. Pa sa satt far vi t.ex.
PAQ,(PANQ)V R,—~(PAQ)V R osv. Har kan vi kiinna igen induktionsmetoden: Vi har ett
alfabet P, @, R och vi konstruerar de korrekta uttrycken med hjélp av A,V,— (P, Q, R ar var
bas; om Uy och Us ér valkonstruerade sa dr ocksa Uy A Us, Uy V Us, —Up, —Us). I méngden av
alla sa konstruerade uttryck identifierar vi nu sadana som har exakt samma logiska véarden for
varje val av de logiska vérden 0, 1 for P, @, R. T.ex. skall PAQ och QA P identifieras, ~(PAQ)
och =PV =@ likasa. Vi skall skriva PAQ = QA P, ~(P A Q) = -PV —Q. Uttrycket P A =P
ger alltid vardet 0. Vi skall skriva P A =P = 0. Pa liknande satt ar PV =P = 1. Nu kan vi
bilda en Boolesk algebra B. Den bestar av alla korrekta uttryck ur P, Q, R som vi identifierar
i enlighet med var konstruktion. I B adderar, multiplicerar och konjugerar vi med hjilp av
A,V och —. 1 betecknar alla tautologier och 0 alla kontradiktioner. Detta exempel visar pa
sambandet mellan Booleska algebror och satskalkylen. Man behéver inte starta med just tre
variabler P, Q, R — man kan ta ett godtyckligt antal variabler P;, P», ..., P, och upprepa hela
konstruktionen. O

Vi skall koncentrera oss pa exempel (15.2) (c¢) och transmissionsfunktioner. Innan vi gor det
skall vi analysera definitionen av Booleska algebror. Valet av axiomen (a) — (f) &r ett av manga
mojliga. Dessa raknelagar mojliggér rakneoperationer och implicerar andra réaknelagar. T.ex.
r4+r=x1+ry =1, 2> =2 2(r+y) =z osv. Sadana formler kan man hirleda ur (a) —

().

(15.4) Exempel. Vi skall visa att x + x = z for varje element z i en Boolesk algebra. Vi
har:

r+zrz=zl+zl=2(1+1)=2zl=uz,

dér den forsta likheten géller enligt (15.1) (d), den andra enligt (15.1) (c), och den tredje och
fjarde enligt (15.1) (d). O

*Detta exempel ar litet svarare och man kan hoppa over det.
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(15.5) Exempel. Visa att z + xy = x. Vi har:

rt+ay=zl+zy=z(l+y) =21=uz,

dér den forsta likheten géller enligt (15.1) (d), den andra enligt (15.1) (c), och den tredje och
fjarde enligt (15.1) (d). O

I sjélva verket dr det t.o.m. mojligt att hérleda en del av villkoren (a) — (f) ur de Gvriga. Vi
har valt en sddan uppséttning av riknelagar for att inte dgna for mycket tid at att “leka med
axiomen” som i de tva senaste exemplen. Det ar ett intressant problem hur man kan begrinsa
antalet riknelagar i definitionen och samtidigt kunna hérleda dem som har utelamnats. Detta
ar dock ett mera teoretiskt &n praktiskt problem. Men det finns en mycket viktig praktisk
aspekt av Definitionen (15.1). Den kallas dualitetsprincipen foér Booleska algebror och
baseras pa observationen att uppsattningen av villkoren (a) — (f) 6vergar i samma uppséattning
da man byter addition mot multiplikation, multiplikation mot addition, 0 mot 1 och 1 mot 0.
Som en konsekvens av detta far vi att varje formel som géller i en Boolesk algebra fortfarande
galler da man gor dessa byten. Detta ar just dualitetsprincipen.

(15.6) Exempel. Vi visade i exempel (15.4) att z + 2 = z. Alltsd &r det ocksa sant att
rx = z (zx betecknas med 22 dvs 22 = x). I exempel (15.5) visade vi att z + zy = z. Alltsa
giller dven att z(x +y) = . O

De viktigaste tillampningarna av Booleska algebror kommer ur sambandet mellan deras réknela-
gar och principer fér konstruktioner av digitala kretsar. For att kunna dra full nytta av
sambandet maste vi bevisa en sats om Booleska funktioner. Innan vi gor det, 1at oss fixera
beteckningarna. Om B &r en Boolesk algebra och x € B sa skall vi skriva

2t=x2 och 2=z

En viktig egenskap hos sddana potenser ar foljande:

G_f1 om i=j,
1 0 om i#j,

(kontrollera likheter i 4 m&jliga fall: 0°, 0%, 19, 111).

(15.7) Sats. Varje Boolesk funktion f(x1,x2,...,2,) kan entydigt skrivas pd formen

_ 11,02 %)
flxy,me, ... xy) = E Qiyig..in®] To oo Ty,

11,82,00in

ddr man summerar over alla bindra vektorer i1ia .. .4n och a;iy. 4, = 0 eller 1. I den enda
framstallningen av f dr

Qiyig..in = fli1,02, ..., ip)
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Bevis. Lat oss forst konstatera att

‘ilin ji" /1 om j;y=1 och jy=1s och ... ochj,=rip,,
Tz - dn 0 om ji1 #ip eller joFig eller ... eller j, # iy.
Betrakta nu funktionen
g(x1,z0,...,2p) = Z iyig. iy T 2l
11,82,.50n,

Om j1ja2...Jn ar en binédr vektor s &r

91, Jor ) = Y @iyipindi 5S-G = G

11,82,--50n,

Detta betyder att f = g dvs for varje jijo...Jn ar f(j1,52,- -, 9n) = 9(J1, Jns---»Jn) dd och
endast da f(j1,J2,...,Jn) = Qj jo..j,- Alltsd implicerar likheten f(i1,i2...%n) = @iyiy..4, att

g(x1, 9, ... xy) = Zf(il,ig, .. ,in)xilw? cxin =z, m, ., 2y)

och omvént, om f = g s maste a;,i,, i, = f(i1,%2,...,0n). O
Funktionerna z{'z4? ... z% kallas ibland mintermer eller minimala Booleska funktioner
— de antar virdet 1 endast om (x1,xo,...,2,) = (i1,02,...,0,).

Framstéllningen av f ur sats (15.7) kallar man for den disjunktiva normalformen av f
(det finns ocksa en konjunktiv normalform — se Ovning (15.9)).

Nu skall vi svara pa fragan hur man kan bestdmma den disjunktiva normalformen av en given
Boolesk funktion.

(15.8) Metod 1. Lat f(x1,x2,...,2z,) vara en Boolesk funktion. Man rdknar ut alla virden
f(i1,dg, ..., iy,) for alla bindra vektorer i1is . . .14,. Darefter far man

flxi, e, ... xy) = Zf(’l:l,’[;Q,...,’l:n)fE,ilx;Q Loz

i enlighet med sats (15.7). Den metoden kan vara mycket arbetsam — man maste berdkna ¢"
varden f(i1,12,...1,). Lat t.ex. f(z1,z2,23) = 122 + x2Z3. Betrakta tabellen:

1 Ty w3 | f(21, 72, 73)

0O 0 0 0

0 1 0 1 — I1T2T3
0 1 1 0

1 0 0 0

1 0 1 0

1 1 0 1 — L1T2X3
1 1 1 1 = T1X2X3
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Alltsa ar
f(z1, 22, x3) = T122T3 + T122T3 + T12273

(15.9) Metod 2. Vi exemplifierar forst metoden med hjalp av samma funktion f som i Metod
1. f(x1, 9, x3) & summan av tva termer: z1x2 och zoZ3. Vi vill ha en summa av mintermer.
For att fa sddana termer multiplicerar vi z1x2 med z3 + Z3 = 1 och z9Z3 med z1 + 71 = 1
eftersom x1x9 saknar x3 och zox3 saknar xi. Vi far:

xlxg(xg + i‘3) = I1T2x3 + T1X2X3

(x1 + T1)x2Z3 = x122T3 + T122T3

Nuér f(x1,x9,x3) = x1T2x3+T122T3+T122T3 (ty X122T3+21T2T3 = x122T3) och uppgiften ar

16st. Allmént: om f innehéller en term som ar produkt av en del av x1, 2o, ..., Tn, T1, To,...,Tn

s multiplicerar vi den termen med x; + ; = 1 for varje index ¢ som inte &r representerat.
i1 .19

Dérefter eliminerar vi de mintermer x}'z3’ ...z} som vi redan har (ty a +a = a i en Boolesk

algebra). Proceduren upprepar vi fér varje term i f som inte dr en minterm.

Som en viktig tillimpning av Sats (15.7) skall vi visa att varje Boolesk funktion y = f(z1, z2,
..., ) kan realiseras med hjalp av en krets som ar uppbyggd av ett antal grindar OR, AND
och NOT. Standardsymbolerna fér dessa gindar ar:

T r1 ———
T+ T2 T1x2
xI9 xro9 ——

OR-grind AND-grind

Forst har vi:

NOT-grind

T3—-

o B

Foine }L}L

:L‘nA } x1x2 o xn
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Vi skall beteckna den kretsen kortare:

Tl

T2 — |

m 1T — T1T2 """ Tp

Ty |

Om vi vill realisera en godtycklig minterm x}'z: .. .zin och t.ex. i, = 0, dvs mintermen

innehaller faktorn Ty, s& méaste vi placera NOT fore ingangen av xy till OR t.ex. x1Z2T3 ges
av

T1—-
T2 Do

Pa det séttet far vi att varje minterm zi'zs? ...z} kan realiseras. Nu ér f(z1,x2,...,2y) =

S flin i, ..., in)zi' @ .. xln = my 4+ mg + ...+ m, en summa av olika mintermer mjy, mo,
, m,. En sddan summa realiseras av

m1+

M ﬂ—»ml—i-mg—k---—kmr

och vart pastaende ar bevisat. Senare i Ovningar kommer vi att syssla med andra méojliga up-
psattningar av enkla funktioner som ar fullstdndiga i den meningen att varje Boolesk funktion
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kan realiseras med hjilp av dem. Hér har vi visat att AND, OR och NOT ger en fullstandig
uppsittning — varje Boolesk funktion kan realiseras med hjélp av dessa tre.

Ett viktigt praktiskt problem &r att f6r en given Boolesk funktion f bestdmma en framstéllning
som innehaller sa fa produkttermer som maojligt och sa fa faktorer i dessa termer som mojligt.
Det finns olika algoritmer som man tillimpar i detta syfte. Vi skall diskutera en av dem:
Quine-McCluskey’s minimeringsalgoritm.

(15.10) Definition. Lat m = 2%z ... 2% vara en minterm. Man séiger att en funktion p dr

en delprodukt till m om p &r en produkt av vissa av potenserna J:’f LT win, O

(15.11) Exempel. m = x1Z2Z3x4. DA ar t.ex. x1Z9, x1T324, T3x4 osv delprodukter till m. O

(15.12) Definition. Lat f vara en Boolesk funktion. En implikant till f &r en delprodukt p
av en minterm for f sddan att om p(\\) = 1 sa ar f(v) = 1, dar « betecknar x1,xo, ..., x,.

0

(15.13) Exempel. Lat f(x1,x9,x3) = 12203+ T1T2x3+T1T2T3. Da ar z1x923 en implikant
(varje minterm &r en implikant!) Aven x;x3 &r en implikant, ty om zj23 = 1sd drzy = 1, x3 =
1. Da ar f(x1,x9,x3) = lagl + 1221 4+ 0220 = x9 + T2 = 1, dvs f(x1,29,23) =1 om 123 = 1.
O

(15.14) Definition. En implikant p till f kallas prim om ingen dkta delprodukt av p ar en
implikant till f. O

(15.15) Exempel. I exempel (15.13) &r z2z923 en implikant till f. Den &r inte prim ty zjx3
ar dess delprodukt som ocksa &ér en implikant till f. Men xqx3 ar en primimplikant ty varken
x1 eller zg ar implikanter till f (t.ex. om x; = 1, s& kan f(1, 22, x3) vara 0; tag x2 = 3 = 0).

]

(15.16) Sats. Varje Boolesk funktion dr en summa av sina primimplikanter.

Bevis. Lat f vara en Boolesk funktion. Lat g vara summan av alla primimplikanter till f.
Om g(v) = 1, sa antar nadgon primimplikant virdet 1, vilket ger att f(+») = 1. Omvént, om
f(¥©) =1, s& maste en minterm m anta virdet 1 dvs m(+) = 1. En minterm &r en implikant.
Om den inte &r en primimplikant sd kan man stryka nagon (eller nagra) av dess faktorer sa
att man far en primimplikant. Alltsa finns det en primimplikant p till f sadan att p(\) = 1.
Da antar g vardet 1 ty p ingar i g som en term. O
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15.17) Hur hittar man alla primimplikanter enligt Quine-McCluskey’s metod?
( p p g y

Vi skall exemplifiera metoden med hjalp av en Boolesk funktion f. Forst skriver vi ut den
disjunktiva normalformen for f. Lat

f(z1, 22,23, 24) = T1T2T3T4 + T1T2T3%T4 + T1T2X3T4 + T1T2T3T4 +

T1XT2X3%4 + T1X2X3T4 + T1X2X3L4

For att beteckna en implikant skriver vi kortare — 115 ...1%,, dar i ar alla exponenter av
variablerna i implikanten. Har har vi 7 implikanter av langden 4:

— 0000
— 0001
— 0010
— 1000
— 0011
— 1100
— 0111

Nu bestdmmer vi alla implikanter av langden 3. p ar en sadan implikant om man kan foérlanga
p med en variabel x; som inte ingéar i p sa att bade px; och pzx; ar implikanter av langden 4.
Vi jamfor 0000 med alla produkter (6 stycken) och bestdmmer de som skiljer sig fran 0000 pa
exakt ett stélle som betecknas med “-"

0000 0000 0000
0001 0010 1000
000- 00-0 -000

Alltsd ar Z1ZoT3, T1T2X4 Och ToT3Z4 implikanter av ldngden 3.

Nu upprepar vi samma procedur med 0001 och sedan med alla andra implikanter av ldngden
4. Vi far da samtliga implikanter av ldngden 3:

000-
00-0
-000
00-1
001-
1-00
0-11

—
—

—
—

dvs T1Z9T3, T1ToTy, ToT3T4, T1ToT4, T1T2T4, T1T3T4 och T1x324.
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Nu bestdmmer vi alla implikanter av langden 2 genom att undersoka alla par ur implikanter
av ldngden 3 och vélja ut saddana som skiljer sig pa exakt ett stille. Dessa &r:

000- 00-0
001- 00-1
00-- 00--

Det finns alltsa enbart en implikant av langden 2:

00--

dvs T1Zo. Vilka implikanter &r primimplikanter? Det dr sddana som inte har andra implikanter
som &dkta delprodukter. Det &r

00--

dvs Z1Z9 av ldngden 2 och

-000 dvs ZoT3T4
1-00 dvs x1Z3%4
0-11 dvs Ziz374

av ldngden 3.

Praktiskt kan man nedteckna de par som man anviander for att bilda en kortare implikant. En
implikant som ger upphov till en kortare implikant kan inte vara prim.

Alltsd ar proceduren avslutad och
f(w1, 22,23, 74) = T172 + T2T3T4 + 17374 + T17324

Detta uttryck kan vanligen forenklas ytterligare. For att understka sddana maojligheter bildar
vi en tabell som innehaller primimplikanter och de mintermer vilka innehaller dessa primim-
plikanter som delprodukter:

0000 0001 0010 1000 0011 1100 0111

-000 | x X

1-00 X X

0-11 X X
00-- X X X X

(15.18) Definition. Man séger att en primimplikant dr visentlig om det finns en minterm
som har bara denna implikant som delprodukt. ]
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Man kan inte uteldmna en vésentlig implikant ur representationen av f som summa av prim-
implikanter (da féréndrar man funktionen). I vart fall 4r alla implikanter utom -000 vésentliga.
Resultatet ar

f(z1, 2,23, 24) = T1T2 + T1T3T4 + T12324

Vi tar ett exempel till. Lat oss tdnka oss en sadan hér tabell:

m1 Mo M3 1My

P1 X X
D2 X X X
P3 X X X

Har ar p; primimplikanter och m; mintermer. Ingen av pi,p2,ps ar vasentlig — p; ar inte
vasentlig for my (p2 duger ocksd), p; ar inte vésentlig for my (ps duger), po ar inte vésentlig
for ms (ps finns ocksé) osv.

Hur kan man vélja p1, po, p3 sa att man far alla m1, mo, ms3, my?

Man resonerar sa har:

mq fasur p; eller po
me fasur po eller ps
mg3 fasur po eller p3
my fasur pp; eller p3

Alltsa

m1 och my och mg3 och my

far man ur

(p1 eller pa) och (p2 eller ps3) och (p2 eller p3) och (py eller p3).

Vi kan skriva det genom att anvinda de logiska konnektiven:

mi1 Amg Amz Amy < (p1Vp2) A(p2Vp3) A(p2Vps)A(p1Vps)
dvs
m1 Amg Amg Amy < (pr Ap2) V (pr Ap3) V (p2 Ap3) V (p1 A p2 Aps3)

Med andra ord kan vi vilja

f(A)=mi+ma+mg+my = pi1+p2
p1+ Dp3
P2 + p3
= p1+p2+p3

Bland dessa framstéllningar véljer vi den som innehéller minsta antalet “+” och minsta antalet
bokstéaver i de ingdende termerna.
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OVNINGAR

15.1. Visa att i varje Boolesk algebra giller foljande likheter:
(a) z+ 2y =z +y,
(b) zy + 2z + yz = xy + Zz,
(€ (z+ 7y +2)(z+7T) = (T +y)(F+2)(z+ ),
(d) zg+zy + 2y + 2y = 1.
Formulera duala likheter i varje fall.
15.2. Visa att i varje Boolesk algebra giller foljande pastaenden:
(a) om x,y € B &ar sddana att x +y =1 och xy = 0, s& ar y = 7,
(b)
(¢) om z,y € Boch x +y =y och zy =0, s& ar = = y,
d)

(

15.3. Visa att om z,y,2,t € B och x = yz + §t, sd &r T = yz + gyt

omz,y,z € Bochx+y+z=uzyz, sddrx =y = z,

omx,y,z € Bochaxz4+yz=1,sdédrc+y=1.

15.4. Ar det sant att i varje Boolesk algebra giller att zy + yz + 22 = Ty + §z + 227

15.5. Konstruera kretsar som bestar av OR, AND, NOT och realiserar féljande Booleska

funktioner:
(a) z1(xg + x3), (b) (z1 + x2)ZT3 + 122,
(C) T1 + T2T3 + 1374, (d) T (532 + 1,‘3)
15.6. Visa att varje Boolesk funktion f(z1,z2,...,z,) kan skrivas med hjélp av z1, za,..., 2,
och
<a> 77+77 OCh 77777; <b) 77.77 OCh 77777.

15.7. Bestédm alla viarden pa z1,x2, 3, 24 € {0, 1} som uppfyller ekvationerna (zix2+Z3)T4 =
1 och (zg + x4 + x2)x3 = 0.

15.8. Bestdm den disjunktiva normalformen for féljande Booleska funktioner:

(a) f(z,y,2) =x+y+y(z+2), (b)f(z1,22,73,74) = (21 + ZTa)(T2 + 73),

(c) f(z,y,2) =1, (d) f(z,y,2) =z +yz,
(e) f(z,y,2) =z, () f(z,y,2) =2y +y(z + 2),
(g> f(x,y,z):yé, (h) f(l’,y,Z):.’L'—i-y—i-Z.

Bestdm den disjunktiva normalformen for f i alla dessa fall.
15.9. (Den konjunktiva normalformen och maxtermer). Med en maxterm menar man
2 xR 4 4 alr dér i = 0 eller 1.
(a) Lat m = 222 ...zl vara en minterm. Visa att 7 &r en maxterm.

Sats (15.7) séger att varje Boolesk funktion &r en summa av mintermer:

flz1, 29, .. 2n) = Zf(il,ig, .. ,in)xilx? . xf{l
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15.10.

15.11.

15.12.

15.13.

Vi konjugerar den likheten och utnyttjar de Morgans lag samt (a):

f(xl,a:g,...,a:n) = Zf(il,ig,...,in)xillx?...a}%":

dvs
) flav e, an) = [[(Flida, o in) + 20 425+ 37)

Liagg mérke till att bland faktorerna finns det enbart sddana som svarar mot f(i1, io,
o in ) =0 (dvs f(i1,12,...,iy) = 1). De 6vriga & = 1. Formeln (x) kallar man fér den

konjunktiva normalformen. Bestam den for funktioner ur Ovning 8.

(a) Hur manga olika Booleska funktioner f :Z5 — B finns det?

(b) En (Boolesk) funktion f(x1,xa, ..., x,) kallas symmetrisk om den antar samma vérde
oberoende av ordningsfoljden av x1,xo, ..., T,. Hur manga olika symmetriska Booleska
funktioner finns det?

Forsok minimera antalet ”+” och ”-” i representationen av de givna funktionerna
(a) f(z,y,2) = 2yz + yz + a2,

(b) f(z,y,2) = (x +y)(z+7) + v,

(¢) flz,y,2) = xz + zy + Zy.

(NAND grindar). Funktionen NAND (NAND=NOT AND och betecknas med ”1”) &r
definierad genom tabellen:

x| @ | @1 T @
1

_ =0 O

0

1 1
0 1
1 0
Visa att man kan realisera NOT, AND och OR grindar med hjilp av NAND.

(NOR grindar). Funktionen NOR (NOR=NOT OR och betecknas med ”|”) dr definierad
genom tabellen:

Visa att man kan realisera NOT, AND och OR grindar med hjilp av NOR.
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15.14.

15.15.

15.16.

15.17.

15.18.

(INHIBITOR grind). Funktionen INH é&r definierad genom tabellen och betecknas med

77*

7

1'1‘1'2‘1‘1*1'2
0

=0 O

0

1 0
0 1
1 0
Visa att man kan realisera NOT, AND och OR med hjélp av INH och en konstant kélla
av signalen 1.

Ledning. T.ex. dr £ = 1 x x.

(Generatorer for en Boolesk algebra). Om B &r en Boolesk algebra och z1,z2,...,z, € B
s& kan man med hjéilp av dessa element och operationerna +,-,~ bilda alla méjliga ut-
tryck t.ex. x1+x9, x1+x2T3 osv. Om varje element i B kan skrivas som ett sddant uttryck

s& sdger man att x1,x9,...,x, genererar B och z1,xo,...,z, kallas generatorer for

B.

(a) Motivera att funktionerna f;(x1xz2o,...,x,) = x; genererar den Booleska algebran
Fan.
(b) Visa att om x1, z2,...,x, genererar den Booleska algebran B s& kan varje element i

B skrivas som summa av mintermer zi'x% ... xé dir 2! = z och 2° = 7.

Vilka av foljande delméngder till U = {a, b, ¢, d} bildar en Boolesk algebra (med avseende
pa N,U och ~):

(a) 0, {a}7 {a? b}: U;
(b) 0,{a,b},{c,d},U;
(c) 0,{a,b},{b,c}, U;

Lat U = {a,b}. Skriv ut tabellerna for addition (U), multiplikation (M) och konjugat (7)
i den Booleska algebra som bestar av alla delméngder till U (dvs. § =0, {a} = o, {b} =

BU=1)

Bestam den Booleska funktion som realiseras av:

e ) o—

RO

Te—-
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15.19.

15.20.

15.21.

15.22.

15.23.

Lat B, By vara tva Booleska algebror. Med produkten av B; och B2 menar man méngden
av alla par (by,bs), dér by € By och by € By och med addition (by,bs) + (b],b5) = (b1 +
|, by + b)), multiplikation (b, b)(b],b5) = (b1b],bab) och konjugat (b1, bs) = (b1, ba).

Visa att produkten B; och By dr en Boolesk algebra. Den betecknas med By x Bs.

En (allmén) Boolesk funktion definieras som funktion f : Z5 — B™, dar B™ =B x B x

.. xB (m stycken faktorer). Vi vet (se (15.2)(c)) att sadana funktioner bildar en Boolesk
algebra. Med halvadderare menar man funktionen f(x,y) = (s,c), dir f : Z3 — B?
ges av tabellen:

Man kan betrakta f som tva funktioner s = fi(x,y) och ¢ = fa(x,y). Konstruera en
krets som realiserar f (dvs f; och f3) och bestar av OR, AND och NOT-grindar.

Los samma uppgift som i forra 6vningen for fulladderare f(x,y,c) = (s,c):

Q\

= === 0 0O 0OoOln
RO ORrR R OOIS
—_ O = O = O = O
—_ O Ok O = Olw
= =0 = OO OO

Konstruera en fulladderare ur tva halvadderare och en OR-grind.

Minimera:
) f(z1, @2, 23) = 12223 + T1T123 + T1T2T3,

b) f(x1,22,x3) = T1T2T3 + T122x3 + T1T2T3 + T122,

(a
(
(c) (xl,xg,xg,x4) = T1T2X3T4+T 1220324 +T1T223T4+T1T203T4+2122T304+ 2122237 4,
(d) f(z1,z2,23) = T122 + T2T3 + T1X9T3,

(

e) f(z1,x2,x3) = x1 + T123 + T273.
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Kapitel 16

LINJARA ANDLIGA AUTOMATER

Andliga automater dr abstrakta modeller av komponenter och moduler i datorer. De har en
stor praktisk betydelse for analys och syntes av sekvensnét, dvs natverk bestaende av olika
binéra grindar (t.ex. NAND-grindar — se exempel (16.2) (¢)) och fordréjningsenheter. Intuitivt
kan en automat uppfattas som en lada med en ingang och en utgang (se fig. 16.1). Ingangen
paverkas av insignaler i vissa tidsintervall. De resulterar i att ladans tillstand kan 6verga i ett
annat samt att man far en utsignal. Nésta tillstand och utsignal kan bero p& bade insignalen
och det narmast foregaende tillstandet. En formell definition ar foljande:

1el

fordrojning T (i, s) € g

o(,58)

se S

Figur 16.1
(16.1) Definition. Med en dndlig automat A menar man en uppsittning av tre dndliga
méangder:
S — tillstandsméngden,*
I — méngden av insignaler,

U — mangden av utsignaler,

samt tva funktioner:

*S frén “state”.

129
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o:IxS— S (nista tillstandsfunktionen),
7:IxS— U (utsignalfunktionen).

En adndlig automat kallas linjar om S, I, U ar dndligt-dimensionella vektorrum 6ver en édndlig
kropp och o, 7 ar linjdra avbildningar. O

(16.2) Exempel. (a) En vippa (eller ett d-element’) D #r en linjir automat for vilken:
I={0,1}, S={0,1}, U={0,1}

och funktionerna o, 7 ar definierade med hjalp av féljande tabell:

Insignal: o
Tillstand:

D fungerar som fordréjning med 1 tidsenhet, dvs utsignalen &r lika med insignalen ett tidsin-
tervall* tidigare. Vi har o(i,s) = 4 (insignalen bestdmmer nista tillstand) och 7(i,s) = s
(tillstandet bestammer utsignalen). Det &ar klart att o : Zg X Zg — Zg och T : Zg X Ly — Zs
ar linjara avbildningar.

Man kan beskriva D med dess graf. Varje vertex svarar mot ett tillstand (se fig. 16.2). Pilarna

b
S % s’ séger att vid insignalen a #r utsignalen b och néasta tillstand s'.

1/0
o0 Lo
0/1

Figur 16.2

Varje andlig automat har en motsvarande graf som kallas tillstAndsgrafen for automaten.

(b) Lat A= (I,S,U,o,7) vara adderaren dvs

I=73=1{00,01,10,11}, S = Zy = {0,1}, U = Zy = {0,1}.

och funktionerna o, 7 ar definierade pa foljande sétt:

teq fran “delay”
YEtt tidsintervall dr tiden mellan tva pa varandra f5ljande insignaler.
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Insignal: o T
Tillstand: 00 01 10 11700 01 10 11
0 0o 0 o0 10 1 1 0

1 0 1 1 1 1 0 0 1

Adderaren fungerar sa att insignalen &r tva motsvarande siffror a; och b, av tva tal (i binéra
systemet):

a = Qaplp-—-1...0a9,

b = bpbp—1...bo.

Som resultat far man utsignalen a; + by + ¢ = t dar ¢; 4r minnessiffran som svarar mot
tillstandet av automaten (c¢p = 0). Detta betyder att utsignalerna ger siffrorna i a + b. Vi
lamnar som 6vning en motivering att A inte &r en linjar automat.

(c) Lat NAND = (1, S,U, 0, 1) dér

I =172=1{00,01,10,11}, S = {0}, U = {0,1}.

Automaten har hela tiden samma tillstand (ty S = {0}) s& att funktionen o &r ointressant
(0(i,0) = 0 for varje i) och 7 avbildar I i U. Funktionen 7 &r definierad s& att

1 Xy ‘ T(z1,22)
0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 0
T ar inte linjar, ty en linjar avbildning maste avbilda 00 pa 0. ([l

(16.3) Anmaéirkning. (a) Om o eller 7 dr oberoende av I (t.ex. I = {0}), dvs o(i,s) eller
7(i,s) antar samma viarde da s ar fixerad och i godtycklig, sa skriver vi o : S — S eller
7:85 — U. Om 7 dr oberoende av I kallar man automaten for en Moore-automat. En
automat i definitionens (16.1) mening kallas vanligen for Mealy-automat. Om S = {0}, dvs
automaten har enbart ett tillstand, kallas den kombinatorisk.

(b) Man kan visa ganska latt (det gor man i kurser i digitalteknik) att varje dndlig automat
kan realiseras med hjilp av ett sekvensnét, dvs ett nét bestdende av linjara logiska grindar
(NAND-grindarna #r tillriickliga) och férdréjningsenheter (t.ex. av typen (16.2) (a)). Aven
omvant, kan varje sekvensnét tolkas som en dndlig automat. O
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Vi skall dgna resten av detta avsnitt at en mycket viktig klass av adndliga automater som
kallas linjart aterkopplade skiftregister. Automater av den typen dyker upp mycket naturligt
nédr man studerar rekurrenssekvenser. Sddana sekvenser har en stor betydelse i samband med
radarkommunikation, kryptering och slumptalsgenerering. Linjart aterkopplade skiftregister
anviands ocksa i samband med kodning och avkodning. Vi boérjar med nagra exempel pa
rekurrenssekvenser.

(16.4) Exempel. (a) Lat s9 = 1,51 = 2 och Sp42 = Spt+1 + Sp d& n > 0. Dessa villkor
definierar en oandlig foljd av heltal: 1,2,3,5,8,.... Den kallas Fibonacciféljden och &r en
av de mest berémda talsekvenserna i vetenskap och teknik.

(b) Lat sp =1 och sp41 = 2s, dd n > 0. Nu far vi foljden 1,2,4,8,... dvs s, = 2", n > 0.

(c) Lat so = 1,s1 = 0 och sp42 = Spt1+ sp, ddn > 0 men 14t s; € Zo. Vi far Fibonacciféljden
over Zo :1,0,1,1,0,1,1,.... Féljden ar tydligen periodisk med perioden 1,0,1 av langden 3.

O
(16.5) Definition. Lat c¢1,co,...,¢ och sg,s1,...,s-1 vara givna element i en kommutativ
ring R. Lat
Sp4l = C1Sp41-1 + C2Spypi—2+ ...+ s, da n>0.
Sekvensen sg, 1, S2, . .. kallas da for en linjar rekurrensféljd och ekvationen som definierar

den for en linjar rekurrensekvation (eller differensekvation). Polynomet
p(X)=X— Xt - —¢g

kallar man for karakteristiska polynomet av foljden (eller kopplingspolynomet av folj-
den). Man séger att foljden dr periodisk om det finns p > 0 sa att s,4, = s, fOr varje n > 0.
p kallas da perioden av foljden. O

(16.6) Matrisrepresentation av rekurrensfoljder. Lat s = (s, s1, S2,...) vara en rekur-
rensfoljd dar

Sn+l = C18p+i—1 + ...+ CisSn

och 1at 8, = (Sn, Snt1, -+, Spti—1). D& har vi:
Snil 0 1 0O ... 0 Sn
s 0 0 1 ... 0
B n+2 Sn+1 B
Sntl = : =1 ... ... .. ... : = M,s,
: 0 0 0 1

Sn—l—l o Cl—1 Cl—92 . Cq1 5n+l—1
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dvs Sp41 = MgS,. Matrisen M eller kortare M, dar

0 1 0 0
0 0 1 ... 0
(16.7) M= ... ... ... ... ...,
0 0 0o ... 1
c C-1 C—2 ... (C
kommer att kallas foljdens matris. Vi har 5,.1 = M5, = M?5, 1 =...= M"t15.

Vidare forutsétter vi att R = F ar en adndlig kropp.

(16.8) Sats. Lat so,s1, S2,... vara en rekurrensfoljd som i definitionen (16.1) med ¢; # 0.
Da dr sekvensen periodisk och dess kortaste period dr en delare till varje annan period.

Bevis. Vi har det(My) = +¢; # 0 sa att My = M tillhor gruppen av alla inverterbara [ x -
matriser med element ur F. Men den gruppen &r dndligt (ty F ar éndlig) sa att M har en
andlig ordning T' dvs M7 = E, dir E betecknar enhetsmatrisen. D& #r Sp+T = MtT5, =
MTM"5y = 5, for varje n > 0. Detta visar att T #r en period av rekurrenssekvensen. Bevis
av det faktum att den kortaste perioden av en helt godtycklig periodisk foljd &r en delare till
varje annan period lamnar vi som 6vning (se 6vn. 16.6). O

(16.9) Linjara automater och rekurrensfoljder. Det finns ett mycket néra samband
mellan linjara rekurrensfoljder och linjéara automater. Lat c1,co,...,¢ € F och lat

I={0}, S=F, U=F.
Lat vidare
o:F — Fl,
dar

o(z) = Mz, = (x1,...,1)" eF

och M ar matrisen ovan.

Definiera 7 : F! — F. Vi skall beteckna den automaten med A(cy, ca, ..., ¢;). Om starttillstan-
det av den &r 59 = (sq,...,51-1) € Fl sa dr 5, = M™30 = (Sn, Sni1, -+ Snpi—1) dvs 7(5,) = sp
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D

~— klocksignal

~— S0 §S1 —r— Si-2 Si—1
Figur 16.3
(se (16.6)). Detta betyder att utsignalerna bildar sekvensen sg, s1, S2,.... Automaten repre-

senteras grafiskt (och realiseras) som i fig. 16.3.%

Automaten kallas linjart Aterkopplat skiftregister. Vart syfte ar att undersoka for vilka val
av ci, ¢, . .., ¢ man far langa icke-periodiska sekvenser av utsignaler. Déarfor dr vi intresserade

av den kortaste perioden av s, s1, s2, ... (den skall vara lang!).

Nu kan vi visa huvudsatsen i detta avsnitt. Men vi borjar forst med ett hjdlpresultat som vi
utnyttjar i beviset.

(16.10) Lemma. Ldt sg, s1,S2,... vara en rekurrenssekvens som i definitionen (16.5). Dd
dar karakteristiska polynomet av matrisen M (se (16.6)) lika med karakteristiska polynomet av

rekurrenssekvensen.

Bevis. Vi méaste visa att p(X) = det(XE — M), diar E ar enhetsmatrisen med [ rader och [
kolonner. Likheten kan visas med induktion med avseende pa [. Om [ = 1 har man p(X) =
X —¢1 och M = [c1] s& att likheten géller. Lat D; = det(XE — M). Observera nu att en
utveckling av determinanten D; efter forsta kolonnen ger

X -1 0 0
0 X -1 ... 0
Dy=det(XE—-—M)=| ... =XD;_1—q.
0 0 0 -1
—¢ —C¢-1 —C—og ... X—q
Om D;_; =X"1—e X2 — g q,sair D =X — e XL — o1 X — ¢ O

Vi behover ocksa ett viktigt begrepp.

(16.11) Definition. Med exponenten av ett polynom p(X) € F[X] menas det minsta
naturliga talet e sddant att p(X)|X€¢ — 1 (se vidare 6vn. 16.7). O

80 betecknar ett d-element, (© betecknar en grind som multiplicerar med ¢ om c ersétter punkten, och
ar en grind som adderar (alla operationer i F).
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(16.12) Sats. Lat sg, s1, S2, . .. vara en rekurrensfoljd éver F sadan att

Spl = C1Sp4i—1 + C28pyi—2 + ...+ ¢sp, 5i €F, ¢ #0.

Om karakteristiska polynomet X' —c1 X'=1 — ... — ¢ dr irreducibelt sa dr den kortaste perioden
av s, S1, S2, - - - lika med exponenten av detta polynom.

Bevis. Lat e beteckna exponenten av karakteristiska polynomet p(X) och T den kortaste
perioden for den givna sekvensen. Alltsa &r e den minsta naturliga exponenten sddan att
p(X)|X€—1 och T #&r den minsta positiva exponenten sadan att M7T 5y = s = 3¢, dir M #r
sekvensens matris.

Lat K = F[X]/(p(X)) = F[a], dir o! — ¢ja!™' — -+ —¢; = 0. Som vi vet kan varje element i
K skrivas som en entydig linjir kombination av 1, «, ..., al! dvs K &r ett linjart rum 6ver F
med dessa element som bas.

Multiplikation av elementen i K med « &r en linjar avbildning 6ver F vars matris ar den
transponerade matrisen till f6ljdens matris M:

[ 0 0 0 ¢ |
1 00 ... 0 ¢
Mt=10 1 0 ... 0 ¢_o
| 000 ... 1T ¢ |

tya-af=atdii<l—locha-a'=¢g+- - +cah

Observera nu att det karakteristiska polynomet av M? och M #r identiska (det giller alltid
for en godtycklig kvadratisk matris M). Detta visar att p(X) ar karakteristiska polynomet for
Mt

Forst visar vi att T > e. Lat T vara den kortaste perioden. D& #r 57 = M7T55 = 5y sa att
50 ar en egenvektor till M7 horande till egenviirdet 1. Alltsa &r 1 ett egenviirde till matrisen
(M*T. Denna matris svarar mot multiplikation av elementen i K med o”. Lat v € K vara
en egenvektor horande till egenvirdet 1 for multiplikation med o dvs a’v = v och v # 0.
Alltsa dr (a” — 1)v = 0 och eftersom K &r en kropp och v # 0 far man o’ — 1 = 0. Detta
visar att X7 — 1 #r delbart med p(X) dirfor att o ér ett nollstille till p(X) och p(X) &r ett
irreducibelt polynom. Definitionen av e ger att T' > e.

Nu visar vi olikheten e > T'. Eftersom p(X) delar X¢ — 1 och p(a)) = 0 sa dr o = 1. Alltsa &r
multiplikation av elementen i K med o® den identiska avbildningen. Detta siiger att (M?!)¢ = E
och saledes M°¢ = E. Vi far M¢5y = 5. = 50, vilket visar att e &r en period av den givna
sekvensen. Definitionen av T" ger nu att e > T O

Vi avslutar med en sats som sammanfattar vara tidigare resultat:
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(16.13) Sats. Lait sg, s1, 82, ... vara en rekurrensfoljd éver F med matrisen M och karakter-
istiska polynomet p(X). Lat o vara ett nollstille till p(X) i en kropp K som innehdller F. Om
p(X) dar irreducibelt over F sa dr foljande tal lika:

(a) Den kortaste perioden av sg, S1,S2, .. ..
(b) Ezponenten av karakteristiska polynomet p(X).

(¢) Ordningen av matrisen M i gruppen GLi(F) av alla | x | matriser med nollskild deter-
minant och element i kroppen F, dvs den minsta positiva exponent T sidan att MT = E, E
enhetsmatrisen.

(d) Ordningen av « i den multiplikativa gruppen av kroppen K dvs den minsta exponent T > 0
siadan att o’ =1.

Bevis. Likheten mellan talen i (a) och (b) visades i forra satsen. Likheten mellan talen i (b)
och (c) foljer direkt fran beviset av olikheten e > T' i samma sats. Vi visade dér att M€ = F
s& att exponenten e ar storre an eller lika med ordningen o(M) av M. Men M°M) = E s4
att MMz, = So(m) = 80, dvs o(M) &r perioden av sekvensen. Enligt definitionen av e far
man att o(M) > e. Alltsa far man e = o(M). Likheten mellan (a) och (d) foljer ur ett mera
allmént resultat nedan. t

(16.14) Lemma. Lat f(X) vara ett irreducibelt polynom med koefficienter i kroppen F och
lat K vara en kropp som innehdller F och ett nollstdlle o till f(X). Da dr exponenten av f(X)
lika med ordningen av o © den multiplikativa gruppen av K.

Bevis. Lat e vara exponenten av f(X) och lat T vara ordningen av « i K. Da dr of =1, sa
att X7 — 1 har o som sitt nollstélle. f(X) &r ett irreducibelt polynom med detta nollstélle s
att f(X) delar X7 — 1. Detta visar att T > e. Men f(X) delar X¢ — 1 sa att dven a® = 1.
Detta visar att e > T'. Tillsammans far vi likheten e = T'. OJ

(16.15) Anmaéirkning. For vilka polynom far man en maximallingdsekvens? Lat oss repetera
att ett polynom p(X) kallas primitivt d& potenserna av dess nollstélle o i K = F[X]/(p(X)) =
Fla] ger alla nollskilda element. Detta betyder att exponenten av p(X) &r lika med antalet
nollskilda element i K. Nér graden av p(X) &r fixerad dr detta det storsta mojliga vérdet
av polynomets exponent. Notera att om graden av p(X) ar lika med n och kroppen F har ¢
element sa &r antalet element i K lika med ¢". Alltsa ar storsta mojliga exponenten av p(X)
lika med ¢ — 1. Detta intréaffar precis da p(X) &r primitivt. O

(16.16) Exempel. Lat sp44 = Spt43+5n, n > 0och s; € Zy. Da ér karakteristiska polynomet
X4t —X3-1=X*+X3+1 € Zy[X]. Vi vet redan att detta polynom &r primitivt. Alltsa har
foljden sg, 51, 52, . .. kortaste perioden 2* — 1 = 15 om (sg, 51, 52,53) # 0. Det finns 15 olika
val av starttillstandet sy for A(1,0,0,1). 0
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OVNINGAR

16.1.

16.2.

16.3.

16.4.

16.5.

Bestam kortaste perioden av foljande rekurrensfoljder:
(a) Sp+3 = Spt2 + S, So = (0,1, 1) 6ver Za,

(b)

(€) Sntd = Sn+3 + Snt2 + Snt1 + Sn, So = (1,1,1,1) 6ver Zg,
d)

(

Lat s = (so, s1, 82, . . .) vara en periodisk sekvens 6ver F (dvs det finns p sa att s, = sy,
da n > 0). Lat I(s) vara mingden av alla polynom p(X) € F[X], p(X) = coX' +
a1 X714+ ..+ ¢ sadana att

Sp+5 = Spt2 + Sn, So = (0,1,0,1,0) dver Zo,

Sn42 = 28y, So = (1,2) over Zs.

coSn+l + C1Sn+i—1 + ...+ ¢sp, =0  for varje n > 0.

Visa att I(s) &r ett ideal i F[X] (notera att X? — 1 &r ett sddant polynom i I(s)).

Anmairkning. Idealet I(s) dr principalt (som alla ideal i F[X]). Lat I(s) = (m(X)),
dér m(X) har hogsta koefficienten 1. Da kallas m(X) minimipolynomet for s. Det &r
en delare till varje polynom p(X) € I(s) och bland annat till X? — 1. Detta ger en moj-
lighet att berdikna m(X). Notera att polynomen i /(s) kan beskrivas som karakteristiska
polynomen av s.

Bestam alla rekurrensfoljder som definieras av den givna rekurrensekvationen 6ver Zs.
Bestam deras kortaste perioder:

(a) Sn+2 = sp, n >0,

(b) Sp+3 = Spt2, n > 0.

Bestam det kortaste linjart aterkopplade skiftregister som genererar den periodiska
sekvensen s = (sg, $1, $2, . . .) med perioden p da:

(a) s =(1,1,0,1,1,...), p =5 Over Za,

(b) s =1(2,1,1,2,1,1,...), p = 6 6ver Zs,

(c) s=1(1,2,3,1,1,2,...), p = 6 6ver Zs.

Lat A vara en éndlig automat som ges av foljande:

I1=1{0,1}, § = {20.21}, U = {0,1}

Insignal: o T
Tillstand: 0 110 1
20 | 20 <1 0 1
Z1 21 20 0 1

(a) Rita grafen av A,
(b) Forsok beskriva hur A fungerar (studera utsignalsekvensen);

(c) Ar A en linjir automat?
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16.6.

16.7.

Lat sg, $1, S2, - - . vara en periodisk foljd med kortaste perioden p*. Visa att p*|p om p ar
en period.

Ledning: p=p*g+r, 0 <7 <p*. Visa att d&ven r &r en period.
Lat p(X) vara ett irreducibelt polynom av grad n éver en dndlig kropp F. Visa att p(X)
ar en delare till polynomet X~ — 1 for ett naturligt tal N.

Ledning: Betrakta den dndliga kroppen F[X]/(p(X)) = Fla], dér p(a) = 0, och mo-
tivera att oV =1 for ett lampligt N.



Chapter 17

FAST FOURIER TRANSFORM

(17.1) The Fourier transform of a periodic function. The development of a function
in its harmonics has many applications in physics and engineering. The Fourier series of a
function f with period 1 looks like

(o]
f(z) =ap+ Z(an cos 2nmx 4 by, sin 2nmx) .
n=1
The formulas simplify if we use complex numbers:
© .
)= Y e

n=—oo

where the Fourier coefficients ¢,, can be computed as

1
Cn = / f(z)e 2™ gy |
0

When computing numerically one approximates an integral like fol ¢(x) dz by a finite sum.
A simple method would be to divide the interval [0, 1] in N equally long subintervals and to
compute

N

—_

1
N

).

Zf~

o(
j=0

In particular we have approximations

139
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=

—2njmi

(17.2) Cp ~ Cp = % f(%)e

J

I
o

Note that the coefficients ¢, depend only on the value of f in the N points 0, %, L, ML

Note also that there are only N different numbers ¢,, as ¢y1, = ¢,. So our formula (1?2)
can be seen as a linear transformation which associates a vector* (¢y, ..., ¢x—1) to the vector
(f(0), ..., f(%)) We can apply the transformation to any vector in CV. This leads us to
the definition of the discrete Fourier transform.

(17.3) Definition. Let K be a field. An element o € K with o = 1 is called an Nth
root of unity. An Nth root of unity w is primitive if w®¥ =1 but w/ # 1 for 0 < j < N. [

Example. Let K = C. A primitive Nth root of unity is e N . In particular, for N = 8 we
have w = €7 = 2v2(1+4). The element w? = i is not a primitive 8th root of unity (but it is
a primitive 4th root of unity). The primitive 8th roots of unity are w, w3, w® and w7, ([

Example. Let K = Zjg;. Then 10 is a primitive 4th root of unity: as 102 = —1 (mod 101),
we have that 10* =1 (mod 101). In particular, 10 is a square root of —1 in Zq;. O

(17.4) Definition. Let w € K be a primitive Nth root of unity. Let © be the linear
transformation Q: KV — K% with matrix Qn; = w™ for 0 < m,j < N. This matrix
depends on the chosen root of unity w and to emphasise this dependence we sometimes write
Q. The discrete Fourier transform F(f) of the vector f = (fo,, ..., fnv—1) is the vector
Qf. Its mth component is Z;V:_Ol Qnifj = Z;V:_Ol fiw™. O

Example. Let K =C, N =4 and w = —i, f = (2,1+414,2i,0). Then

1 1 1 1 2 3+ 3
1 — -1 4 141 3—3¢
2f = 1 -1 1 -1 2 | 1+
1+ -1 — 0 1—1

The matrix 2 is invertible, as detQ # 0: it is a Vandermonde determinant. One easily
computes that det {2 = 16i. The columns of the matrix are hermitian orthogonal and we have
Q0 = 41, so the inverse of Q is %ﬁ. The matrix € is of the same type as €2, but formed with
the primitive root of unity w™! =1, so Q_; = Q;. O

This holds in general: Q! = %qu (see Exercise 17.4). A more symmetric formula would
be obtained by taking \/%Qw as matrix (with inverse ﬁﬁw—l) but that choice complicates

the computations.

“We consider vectors always as column vectors, but in running text it is easier to write them as rows. It
would be more correct to write here (co, ..., wal)t.
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Example. Let K = Zj01, N =4 and w = —10, f = (2,11,20,0) Then

1 1 1 1 2 33

1 -10 -1 10 11 —27
2f = 1 -1 1 -1 20 | 11

1 10 -1 -10 0 -9

(17.5) The Fast Fourier Transform (FFT) algorithm. To compute the discrete Fourier
transform using matrix multiplication as above uses O(N?) multiplications. The FFT algo-
rithm reduces this to O(N log N) operations. It first appeared in a paper by C. Runge from
1903, but it was completely forgotten as the difference becomes only important for large N.
The modern history begins with a paper of J.W. Cooley and J.W. Tukey [Math. Comput. 19
(1965), 297-301]. Actually there are several related algorithms which all go under the name
FFT.

The strategy used is ‘divide and conquer’: split a problem into two subproblems of approxi-
mately half size, recursively solve each subproblem and combine the solutions of the subprob-
lems to form the solution of the given problem. The FFT works best if we take N = 2",
Variants exist for other values of N, but we concentrate on this case.

The algorithm is based on the observation that the mth component «,, := Zj 0 f] W™ of

F(f) is the value at X = w™ of the polynomial f(X) = fo+ fiX +---+ fn 1 XV As N
is even we can write N = 2M and collect terms whose exponent differ by M. So

F(X) = (fo+ fu XM+ -+ (far1 + fora XM X M1

Now we note that w™ = —1 and that w? is a primitive Mth root of unity. For even m = 2h
we find
M—1 M—1
an = > (fr+ Fora) XF[xmpon = D X xooyn
k=0 k=0

which amounts to computing a discrete Fourier transform for a different vector f/, with M =
N/2 and w? as root of unity. For odd m = 2h + 1 we have a similar, slightly more complicated
formula:

M—-1 M—1

M-1
it = > (fo = Frran) X [x—wmmer = Y (Fo = Frann)0") X [x_pon = D X [x_uop
k=0

k=0 k=0
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Again we have the problem of computing a discrete Fourier transform with M = N/2 and w?
as root of unity, but now starting from the vector f”. So indeed we have divided our problem
into two subproblems of approximately half the size. Each of these subproblems can be solved
in the same way: we compute the Fourier transform recursively. We formulate an explicit
computation scheme.

(17.6) Theorem. Set féz) = fr fork=0,1,, ..., N —1 and define recursively
-1
= i o o
_1 n—r
O = = £ W
forr=nn—-1,...,1, m=0,...,2" ", k=0, ..., 2"\ The coefficients of the discrete
Fourier transform satisfy cjon—r iy, = 2T ! f )(w2n_r)jk for all r and in particular o, =
0)

Fo:

Proof. By induction on n; the induction start is the computation preceeding this theorem.
For j = 2h + 1 we compute apon—rt1yon—rpm = Qjon—rpy t0 be

2r—1 ( 2r—1-1
2n r QnN—="\ L 2n—r+1 hk
Z = Z (f fm J42r— 1)(w ) (w ) )
k=0
which indeed equals f2n rm, k(wwirﬂ)hk . For j = 2h the computation is similar. [J

As to the practical realisation of this algorithm, one needs only an array f[(): N —1] of length

N to store the N quantities f i if one replaces the pair £ (r) i and f (r) by the pair ffrfk_ b

r—1)
andf mA2n—T

s(r, m, k) recursively defined by

k4271
after computation. So one stores fmk. as the sth component of the array f with

s(n,0,k) = k
s(r—1,m,k) = s(r,m,k)
s(r—1,m+2"" k) = s(r,mk+2"1).

Using the binary representations m = 3,1+ Bn—22+...5,2" " Land k = Bg+---+Fp_12" !
one has

s(rym k) = Bo+ -+ Bro12 B2 A B2
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In particular, s(0,m,0) = p(m) with p the so-called bit-reversal map

p(Bo+ .+ Bn12" ) = Bur+... +Bo2"

We write a pseudo program:

for r :=n step —1 until 1
do for k =0 step 1 until 27! — 1
do w:= (w?"")¥; for m = 0 step 2" until 2" — 1
do u := fim+k); v ::f[m +k+2r1;
fim+Ek :=u+v; flm+k+2""Y = (u—v)w
od
od

od;

Example. N =4, w=—i, f=(2,1+14,2¢,0). We get

floo] = 2 —> 242 ——= 343i = a
flo1] = 1+ 14 X 1+i = a
fl10] = 2i 292 —= 3-3 =
] = 0 — 1—i >§> 1—i = a3

0

In the second column of arrows one has to use the powers of w?, not of w. In the example
above one might fail to notice this, because only the zeroth power occurs.

To compute the inverse transformation one can either use the same algorithm, but now applied
to w™!, or go backwards, i.e., compute the inverse of each step. This leads to the original
algorithm of Cooley and Tucker. To formulate it we observe that «,, may be computed as the
remainder of f(X) upon division by X —w™. The linear term is a factor of (X —w™)(X+w™) =
X2 —w?™ We can first divide by X2 —w?™ and then divide the remainder by X —w™, which
again leads to a recursion. We use the following easily proved result.

(17.7) Lemma. Let R be a commutative ring with unit. Let p = pipa be the product of two
monic polynomials in R[X]. Let f € R[X]| give remainder r upon division by p: f =qp+r
with degr < degp. Let r = qip1 + r1 with degry < degpi. Then r1 is the remainder of f
upon division by p1.
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The numbers 1 = w°, ..., wV~! are the roots of the polynomial XV — 1. We can factorise
XN —1 = XN — w" in steps, again using that N = 2". Given X* — w! with s = 25 and
t = 2t' even we factorise X* — w! = (X*¥ —w!)(X¥ + ) = (X% — 0! (X¥ —w?*+M), where
N =2M.

Example. N =4, w= —i.

X4 -1
/ AN
X2 -1 X2 —(-1)
VEERN VEERN
X—-1 X—(-1) X—i X— (=i

Consider as before f =2 + (1 +4)X + 2iX2. We write the remainders in the same tree.

2+ (1+i)X +2iX?

/ AN
1+D)X +(2+2) (149X +(2—2i)
7N\ 7N\
343 14 1—i  3-3i

0

In the steps of the division we always divide a polynomial of degree at most 2s — 1 by one
of the form X?® — ¢. This is particularly simple: replace every occurrence of X* by c. If
f=ass 1 X* 4. +a1X +ag then r = (a5_1 + cags_1)X* 1 4+ ... + (ap + cas). We can
therefore compute the coefficients with a similar recursion as in the first algorithm.

(17.8) Theorem. Set f,g% = fm form=0,, ..., N —1 and define recursively

r—1 r r n—r
f7(nk )= fr(nll + f'r(n—)i—2"7T<w2 ¥

r—1 r r n—r
fr(n,k—l—)ZT*l = (fr(nll - f’r(n-)&-Q"*T,kwa )*
orr=1,...,n,m=0,...,2" ", k=0, ..., 2L Thenozk:f(n).
0k

Again we can use one array of length N to store the numbers involved. As the recursion goes
in the other direction we have to place the f,, in bit reversed order in the array. Our pseudo
program becomes:
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for 7 :=1 step 1 until n
do for k =0 step 1 until 27! — 1
do w := (w?" ")¥; for m = 0 step 2" until 2" — 1
do u:= flm+k]; v:i= flm+k+ 2" 1w;
fim+kl:=u+v; flm+k+2":=u—v
od
od

od;

We count the number of operations: for each step in the innermost loop we have two additions

and

one multiplication, and for each r there are N/2 such steps, with r running till n =

log N. The values of w* can be computed at the start, so the number of operations needed is
O(Nlog N). The transform deserves its name.

EXERCISES

17.1.

17.2.

17.3.

17.4.

17.5.
17.6.

Show that the Nth roots of unity in a field K form an Abelian group under multiplica-
tion.

Let uxn be the group of Nth roots of unity in C. Show that it is isomorphic to (Zy,+).
Show that under this isomorphism the primitive roots of unity are mapped to Z}.

Verify that 3 is a primitive 6th root of unity in Z7;. With N = 6, w = 3 write out the
matrix € from Def. (17.4).

a) Let w be a primitive Nth root of unity in a field K. Show that ij:_ol wim = N if
N|m and 0 otherwise.

b) Prove that €, - Q NI.

w1l =
Prove Lemma (17.7).

Explain the following MAPLE session. (Hint: use the online help.)

N~/ Maple V Release 4 (Chalmers University of Tech)
I\ |/1_. Copyright (c) 1981-1996 by Waterloo Maple Inc. All rights
\ MAPLE / reserved. Maple and Maple V are registered trademarks of
S - > Waterloo Maple Inc.
| Type ? for help.
> readlib(FFT) ;

proc(m, x, y) ... end

> x:=array([2,1,0,0]);y:=array([0,1,2,0]);
X = [2, 1’ 0; O]

(o, 1, 2, 0]

<
i
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FAST FOURIER TRANSFORM

> FFT(2,x,y);

> print(x) ;print(y);

> iFFT(2,x,y);

> print (x) ;print(y);

(3, 3., 1, 1.]

(3, -3., 1, -1.1]

[2.000000000, 1.000000000, 0, 0]

[0, 1.000000000, 2.000000000, 0]



Chapter 18

FAST MULTIPLICATION

In this chapter we describe algorithms to perform exact multiplication of large integers. The
asymptotically fastest algorithm is due to Schonhage—Strassen [Schnelle Multiplikation grofer
Zahlen, Computing 7 (1971), 281-292|, but it is difficult to implement. Several algorithms
were tested by D.H. Bailey in his computations of digits of the number 7, see [J.M Borwein,
P.B. Borwein and D.H. Bailey, Ramanujan, modular equations, and approximations to pi, or
How to compute one billion digits of pi. Amer. Math. Monthly 96 (1989), 201-219]. All have
in common that they are based on the Fast Fourier Transform.

(18.1) An integer a written in base b can be considered as a special polynomial a = 3 a;b’
where all coefficients a; lie between 0 and b—1. In the decimal system 27 = 2-10' +7-10° while
in binary notation the same number is represented as 11011 = 1-244+1.2340-2241-21 +1.20,
The difference between numbers > a;b° and polynomials in Z[b] becomes only apparent after
adding two such: for numbers we can have carries, whereas for polynomials the coefficients
just will become larger than b — 1. To come to a number we have to release the carry, which
is done by evaluating the polynomial at the point b.

Given an integer we divide its binary or decimal expansion in equally long chunks, e.g., of word
length L. This determines b (e.g., b = 2&). With b now fixed we consider two integers f =
3 fibt and g = 3 g;b" and the corresponding polynomials f(X) = Y fiX?, g(X) = > ¢: X"
Let Y. hi X' = h(X) := f(X)g(X). The coefficients satisfy

hm = Z fm—igi .
=0

To multiply in this way the product of two polynomials of degree N requires O(N?) multipli-
cations and additions, but here the FFT will come in.

(18.2) Definition. Let K be a field and f = (fo,..., f1,0,...,0), g = (90,---,41,0,...,0)
be two vectors in KV with f,, = g, = 0 for m > N/2. The convolution f x g of f and g is
the vector h with coefficients h,, = > fr—i9- O
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(18.3) Definition. Let f = (fo, ..., f1,0,...,0), 9= (90, ---, 91,0, ..., 0) be two vectors
in KV. The component-wise multiplication f®g of f and g is the vector h with coefficients

him = fmGm- O

(18.4) Theorem. Let F be a discrete Fourier transform on KN. Let f and g be vectors for
which the convolution is defined. Then F(f *g) = F(f) ® F(g).

Proof. Denote by f(X) =Y fiX’ € K[X] the polynomial corresponding to the vector f.
Then the mth coefficient of F'(f) equals f(w™), that of F(g) equals g(w™) and that of F'(f*g)

is (fg) (™) = f(w™)g(w™). O

Example. N =4, K = C, w = —i (as in the example in (17.4)), b = 10. We multiply
f =97 with g = 99. We have

7 16 9 18

9 7—9¢ 9 9—9%
2 0] -2 ’ @ 0] 0

0 7T+ 9% 0 9+ 9%

So F(f*g) = F(f) ® F(g) is the column vector (288, —18 — 144i,0, —18 4 1444) and the
inverse Fourier transform is obtained by multiplying with %ﬁ, yielding i(252, 576,324,0) =
(63,144,81,0) or fg = 63+1440+8100 = 9603, which is indeed the correct answer (9700—97).

O

Example. Use K = Zj91, N =4 and w = —10 on the same numbers, now using multiplica-
tion in Zyp1, so the answer is (—2) - (—4) = 8. We get

11 1 1 79 16 18
1 —10 —1 10 9 9] |18 20
1 -1 1 -1 floofl -2 o
1 10 -1 —10/) \0 0 —4 =2

Then F(f * g) = (—15,—44,0,8); multiplication with Q gives (50, —30,21,0). To divide
by 4 we multiply with —25, yielding (63,43,81,0). Now 10> = —1 (mod 101), so we get
63 4+ 430 — 81 = 8. To obtain the product of the polynomials f and g in Z[X] instead of
Z101|X] we note that only the second coefficient can be bigger than 101, but is at most 162.
So therefore it is either 43 or 144, which can be decided by computing f(X)g(X) mod 2: we
get f(X)g(X)=(1+X)1+X)=1+X2 (mod 2), and the coefficient is 144, in agreement
with the computation over C. O

In these examples the release of the carry leads to three additions, one more than in the
classical algorithm, and the multiplications are also not easier. But for large numbers there
will be considerable savings, especially when the discrete Fourier transform is computed with
the FFT algorithm. The disadvantage of working over C is that the Nth roots of unity for
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large N = 2™ are irrational complex numbers, which requires floating point arithmetic and a
careful control of rounding errors. But as the end result consists of integers, rounding to the
nearest integer will give the correct result. Computation over a finite field has the advantage
that the computation always stays exact. In his computation of 7 the current record holder*
Yasumasa Kanada (University of Tokyo) actually used a C-based algorithm. Supercomputer
architecture is geared to floating point computations.

(18.5) To use the FFT algorithm over a finite field we need a Z, with an N = 2"th root of
unity.

Lemma. A field Z, contains a primitive Nth root of unity if and only if N divides p — 1.

Proof.  The order of an element of Z; divides the order of the group, which is p — 1.

Conversely, Z, is cyclic so has an element « of order p — 1. Then o has order N. O

We list some primes smaller than 23! — 1, which is suitable for use in 32-bit machines (1 bit
used for sign):

2013265921 = 227.15+41, 31 is a primitive 227th root of unity
2113929217 = 2% .63+1, 5 is a primitive 22°th root of unity
2130706433 = 2% .127+1, 3 is a primitive 2?4th root of unity

We now describe an algorithm due to Pollard and analysed by Lipson (see |Lipson, Elements
of algebra and algebraic computing]). Write again f and g as polynomials of degree N — 1 in
base b with b < 23! —1; with word size 32 this allows storage of the b-ary digits as one machine
word, which is important for the speed of the algorithm. If we suppose that we have input
and output given as string of decimal digits, a good choice for b is 10°. By grouping those
in equally long chunks, i.e., in working in a base which is a power of ten, we avoid having
first to convert the number to binary. Choose k primes p; > b of the form p = 2°/ 4+ 1, each
smaller than word size. We shall shortly determine which value of k is needed. Now compute
hi(X) = f(X)g(X) (mod p;) in Zy,[X] using FFT. Determine h(X) := f(X)g(X) € Z[X]
with the Chinese Remainder Theorem.

To correctly use the FFT for the convolution of two vectors we need that 2N — 1 < 2F where
FE is the smallest exponent e; of our primes p;. To choose k we note that the coefficients
hun of h(X) satisfy hy,, < Nb?, so we can recover h with the Chinese Remainder Theorem if
[Tp: > Nb?. As N < 2E~1 < b and p; > b we see that three primes suffice, for which we can
take the primes listed above. Then E = 24 and we can only multiply numbers of maximally
31 - 223 binary digits, or approximately 800 million decimal digits. The number of operations
needed is clearly dominated by the FFT and its inverse, giving a bound O(N log N), but only
for finitely many N.

*206,158,430,000 decimal digits, computed in 1999.
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(18.6) We come to the Schonhage-Strasssen algorithm, which gives an asymptotic bound.
Consider two binary N-digit numbers. The first idea is the following. Write N = KL with
K and L approximately equal (~ v/N). We use base b = 2¥, and apply a FFT polynomial
multiplication as above. Now the digit in base b are still large integers, so for arithmetic
in base b we have to use a fast multiplication, but with much smaller base. This yields a
nested system of fast multiplications, which ends with multiplication of small numbers with
the school method. If the product of two large natural numbers f and g is less than p, then
it makes no difference if we consider the multiplication in Z or in Zj,. Therefore the goal is to
describe multiplication in Z, in terms of arithmetic over Z, with ¢ a smaller prime.

The second idea is to use only Fermat primes F}, = 22" 41 for optimal use of the binary number
system. Not all F,, are prime (see exercise 3 in the chapter Restgrupper). The observation
is that this is not needed for the FFT algorithm to work. For a field ¥ = Zg, we worked
with vector spaces k"; if F}, is not prime then Zg, is only a ring, which we now write R. One
computes with matrices over R in the same way as usual, except that one has to be careful
with division. The vector space kY is now replaced by RY, which is called a free R-module
of rank N; we write as before elements as column vectors.

(18.7) Proposition. The number 2 is a primitive 2" th root of unity in Zg, . In particular
2 is invertible. The matriz Qo with entries 27 has inverse 2*(”“){21/2.

The first statement follows directly from the congruence 22" = —1 (mod F,), once we have
extended the definition of roots of unity from fields to commutative rings with unit. For the
remaining statements we refer to the exercises.

(18.8) Example. As an example of the reduction step in the algorithm we consider multi-
plication in Zp, = Zgs7, which will be reduced to arithmetic in Z;7. We also need reduction
modulo 22 = 4. We use the hexadecimal system to write numbers, with digits 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6,7,8,9,A B, C, D, EandF. For the residue classes in Zi7 we use also the numbers —8, ..., 8.

We multiply f = BE with g = 6F (or 190 - 111 in decimal notation). Write the numbers in
base 4:

BE 2.434+3.424+3.4+42
6F = 1-43+4+2.424+3.4+3

The corresponding polynomials in Z[X] are

f(X) =2X3+3X%+3X+2
g(X) =1X3+2X?+3X+3
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To find the product h(X) = f(X)g(X) it suffices to compute it modulo 17 and 4, provided
the coefficients of the product are less than 68. But each term hy,, = > figm—; consist of at
most four non-zero terms, each at most 3 - 3. Therefore the coefficients are at most 36, which
shows that reduction modulo two is not sufficient, but modulo four does the trick.

We first compute over Zi7. The powers of w =2 are 1, 2, 4,8, 10 = -1, -2 =F, —4 =D,
—8 =9 and 1. We write the tree for division by factors of X% — 1:

X8 —1
/ AN
X4—-1 X% —-10
/ AN / AN
X2-1 X2-10 X2—-4 X2 -
/N VAN /N /N
X-1 X—-10 X—-4 X-D X—-2 X—-F X-8 X-9

We apply the FFT algorithm to f(X) and g(X). We write the coefficients of the polynomials
sequentially for each step. The transform stands in the last row in bit reversed order. For
f(X) we obtain:

2 3 3 2 0 0 0 O
2 3 3 2 2 3 3 2
5 5 -1 1 -3 -6 7 =5
-7 0 3 -5 2 -8 1 -4
and for g(X):
3 3 2 1 0 0 0 0
3 3 2 1 3 3 2 1
5 4 1 2 -6 7 =5 -1
-8 1 -8 -7 8 -3 4 3

We multiply the elements of the last row and apply the inverse transform, with w=! = 9, using
the first algorithm of the previous section, see (17.6). This means going up in the tree. We
find:

5 0 -7 1 -1 7 4
5 5 -6 -2 6 —4 -8
-1 3 -6 7 -2 -2 -5
-3 1 6 =3 1 5 -1

S NNt

Finally we have to divide by N = 8, or multiply with —2, yielding (6,—2,5,6,—2,7,2,0) as
convolution. The corresponding polynomial in Zq7[X] is
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6 +FX +5X2 1+ 6X3+FX*+7X5+2X6 .

As four is small compared to 17 we easily compute the product f(X)g(X) mod 4 directly
(without FFT):

2+ 3X +2X2%+3X3+3X*+3X°%+2X6.

The coefficient hg of X3 satisfies h3 =6 (mod 17) and h3 =3 (mod 4), so it is equal to 17
( = 23 decimally), and hy = 16. We conclude that in Z[X]

h(X)=6+FX +16X2 +17X3 + FX* + 7X5 + 2X6

We set X = 4 to obtain fg € Z:

6 + 3C + 160 + 5C0 + FO0 + 1C00 + 2000 = 5262 (= 21090 decimally).

Our goal was to compute fg mod 257. Reduction is easy, because 100 = —1 (mod 257), so
fg =62—52 =10 (mod 257). In fact, to compute fg mod 257 it would have sufficed to
compute the remainder of 2(X) upon division by X* + 1, which is the polynomial

r(X)=—-9+8X +14X? +17X3.

Its reduction modulo 17 can be computed using only the right half of our division tree. In
the third line of the inverse Fourier transform we find the sequence (-2, —2, —5,7), which we
have to divide by 4, i.e., multiply by —4: the sequence (8,8,3,6) consists of the coefficients
of 7(X) mod 17. In the expression h,, — hmta = > (figm—i — figm+a—q) still only four terms
appear, so the range of possible values is less than 68, and the Chinese Remainder Theorem
still applies. So we can save half of work in the FFTs. O

We now describe the multiplication algorithm. Given two large integers f and g we choose an
m with F,,, > fg. The product h = fg will be computed in Zp,,. We suppose that m = 2n—1
is odd (the case m = 2n — 2 can be handled similarly; alternatively we consider only m of
the form 2¢ 4+ 1). We suppose that a fast algorithm for multiplication in Zp, is available.
We represent the numbers 0, ..., F,, — 2 (multiplication by —1 = 22" (mod F,,) is easy)
as numbers with N = 27 places in base 22" '. Let f(X) and g(X) be the corresponding
polynomials. Let A(X) = f(X)g(X) and set 7(X) the remainder of h(X) upon division by
XN 41 e, h(X) = q(X)(XY +1) +r(X) for some ¢(X) and degr(X) < N. The steps in
the algorithm are now:
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1. Compute r(X) mod F,, using the fast Fourier transform for Z g, with w = 2 the primitive
2Nth root of unity and its inverse.

2. Compute r(X) mod 2".

3. Find r(X) with the Chinese remainder theorem and compute h = r(22"").

The Chinese remainder theorem can be applied because all coefficients of r(X) lie in a range
which is bounded by 2" - 22" 92" < on . F,, and F), is odd, so relatively prime to 2".
As 2™ is much smaller than F), the computation of 7(X) mod 2" can be done with standard
algorithms.

Finally we analyse the cost of the algorithm. The main work is in the first step, so we
concentrate on that. There are three FFTs, each needing O(N log N) operations in Zp, .
Some of them involve multiplications, but only multiplication by powers of 2, which can be
realised by shifts and subtractions (see exercise 18.6). We operate on sequences of 2"~ ! bits,
so the transforms cost O(N2log N). Let M(n) be the cost in bit operations of multiplication
in Zp, . The component-wise multiplication of two sequences of N = 2" elements has therefore
a cost of NM(n). All together we find

M(2n —1) = O(2%"n) +2"M (n) .

We write ¢(n) = 27" M (n) and try to solve the equation ¢(2n — 1) = 2An + 2¢(n) for some
constant A. We first note that ¢(2n) = 2A4n + 2¢(n) is easy to solve; indeed write n = 2F
and ¢(n) = nd(k), then d(k+ 1) = A+ d(k) so d(k) = Ak + B and ¢(n) = O(nlogn). Note
that also our original ¢(n) grows less than quadratic, so in replacing ¢(2n — 1) by ¢(2n) we
make an error which is less than a linear function of n. We conclude that ¢(n) = O(nlogn)
and M(n) = O(22"nlogn). The bit length of the binary numbers we multiply is at most
N := 2272 50 our multiplication costs M(N) = O(N log N loglog N).

EXERCISES

18.1. Compute 189 - 124 in Zsos7 using the methods of Example (18.8).

18.2. Show that w = 3 is a primitive 4th root of unity in the ring Z5. Compute Z?:O w4 for
i=0,...,3.

18.3. Let w be an Nth root of unity in the ring R. Show that w has a multiplicative inverse.
Show that (wM)~t = WN=™ for all m € Z.

18.4. Let w = 2 € Zg,, and let N = 2""!. Show that w°, w!, ..., w21 are represented in
Zr, as powers of 2. Show that w is a primitive Nth root of unity.
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18.5. Let N = 2"+l Show that in any ring

N

—_

ol = (1—1—04)(1—}—@2)---(14—04%)
=0
Hint: use the binary representation of j.
In the situation of Prop. 18.7, with w = 2, consider w?®. Write s = 2%t with ¢ odd and

show that (w®)?"™" = —1 in Zp,. Conclude that Z;V:_OI WSl = 0.
Show that 92_1 is as stated.

18.6. Represent elements of Zp, in binary notation. Let a be an arbitrary element of Zp,.
Show how to compute the product a - 2¢.



APPENDIX: LOGISKA
KONNEKTIV OCH KVANTORER

Varje vetenskap, liksom varje yrke, har sitt eget sprak som ofta &ar en blandning av vardagliga
ord och speciella termer. En instruktionshandbok for ett kylskap eller for en dator ar full
av olika termer som man maéaste forsta for att kunna ha anvindning av apparaten. Ibland
kan yrkestermer Oversattas till vardagliga uttryck da man vill férklara nagot for den oinvig-
da. Men ofta &r en sadan Gversdttning omdojlig. Det &ar tédnkbart att nya vetenskapliga roén i
biologi om t ex vixternas liv, eller nya forskningsresultat om ldakemedel, kan forklaras utan
komplicerade facktermer. Nér det géller matematik &r situationen annorlunda. Det &r mycket
svart och egentligen omdjligt att forklara matematiska problem utan det matematiska spréket
dven pa en mycket lag niva. Precis som man lar sig fraimmande sprak for att t ex kunna
kommunicera pa engelska, maste man lira sig det matematiska spraket for kunna anvinda
matematik och diskutera matematik med andra. Precis som med fraimmande sprak lar man
sig det matematematiska spraket successivt. Samtidigt maste man hela tiden vara medveten
om att det dr oerhort viktigt att forstd vad orden betyder for att undvika missférstand och
kunna uttrycka sig korrekt. Det matematiska spraket bestar av olika termer och beteckningar.
Dessa termer paminner ibland om vardagliga uttryck. Men man méste vara mycket forsiktig
darfor att vardagliga termer kan leda vara associationer i fel riktning. Vi far se i detta avsnitt
att t ex sadana ord som “eller” eller “och” anvéinds i matematiska sammanhang i en mycket
bestdmd mening som ibland avviker fran var vardagliga anvindning av dessa ord. Samma sit-
uation féorekommer med frammande spréak — vi tror ibland att ett engelskt ord betyder nagot
annat dn vad det verkligen gor darfor att ordet paminner om ett svenskt ord. I matematiska
sammanhang introduceras nya termer och begrepp i form av definitioner. Ofta i sidana sam-
manhang skriver man uttryckligen ordet “definition”. Men ibland definieras nya matematiska
begrepp i den 16pande texten. Vi skall forsoka anvinda fet stil da en ny term introduceras.
Detta avsnitt dgnas at de logiska konnektiven som t ex “eller”, “och”, “om ..., sd ...” samt
“da och endast dd” som mycket ofta anvinds i det matematiska spraket. Vi diskuterar ock-
sa uttrycken “for alla” och “det finns”. Samtidigt introducerar vi nagra vanliga matematiska
beteckningar.

Lat oss borja med ett exempel som visar att betydelsen av ordet “eller” i vardagliga situationer
kan variera.
(A.1) Exempel. Lat oss betrakta tva meningar:
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“I kvall liser jag eller gar pa bio”

Detta pastaende bestar egentligen av tva meningar: p = “I kvdll ldser jag” och q = “I kvdll gar
jag pad bio”. I matematiska sammanhang brukar man anvinda symbolen V i stéllet for “eller”.
Vi kan skriva vart pastaende pa formen

pVyq.

Nér ar detta pastaende sant? Det &ar klart att det dr sant om jag ldser i kvall. Det ar ocksa
sant om jag gar pa bio i kvéll. Men det ar ockséa sant da jag bade ldaser och gar pa bio under
kvéllen.

Betrakta nu ett annat pastaende:
“I kvdll flyger jag till New York eller till Kairo”

Har har vi ocksa tva bestandsdelar p = “I kvdll flyger jag till New York” och q = “I kvall
flyger jag till Kairo”. Men bindeordet “eller” betyder har snarare “antingen p eller ¢” — enligt
vara kunskaper om véarlden endast en av mojligheterna kan intréaffa, dvs meningen ar sann om
exakt en av utsagorna visar sig vara sann. I matematiska sammanhang tolkas betydelsen av
“eller” alltid i enlighet med det forsta exemplet. Vi formulerar en exakt definition om en liten
stund. O

I fortsattningen betecknar vi meningar eller vad man kallar i matematiska sammanhang ut-
sagor med olika bokstaver a, b, ¢, ..., p,q,r. Nu ger vi foljande definition:

(A.2) Definition. Om p och ¢ ar tva utsagor sa kallas utsagan “p eller ¢” for disjunktion.
Den betecknas med p V ¢g. Disjunktionen p V ¢ &r sann da minst en av utsagorna p eller ¢ ar
sann. 0

Detta visar att i matematiska sammanhang kommer man 6verens att sanningen av en utsaga
“p eller q” tolkas i enlighet med den forsta mojligheten i exempel (A.1).

Vart intresse dr snarare inriktat pa matematiska utsagor som t ex 242 =4 eller 2+2 = 5. Vi
sysslar endast med utsagor som antingen &r sanna eller falska. Den férutséttningen géller
inte alla utsagor i vardagliga situationer. T ex kan vi inte sdga om foljande utsaga ar sann
eller falsk: “Kanske har jag lust att ga pa bio". Om en matematisk utsaga p &r sann sa séger
vi att p har logiska vérdet eller kortare (sannings)vérdet S (eller ibland 1). Om p &r falsk
sa sager vi att p har logiska virdet F' (eller ibland 0). Utsagan 2+ 2 = 4 har sanningsvéardet S,
déremot har 2 4+ 2 = 5 sanningsvirdet F'. Ibland kommer vi att skriva v(p) = S om utsagan
p ar sann, och v(p) = F om den &r falsk.

Nu kan vi beskriva virdet av disjunktionen p V ¢ beroende pa viardena av p och ¢ med hjalp
av foljande tabell:
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N n e
N nn <

Nu o6vergar vi till ordet “och”. Har finns det inte nagon skillnad mellan den vardagliga bety-
delsen och den matematiska. Om vi séger

I kvall ldser jag och gar pa bio
sa ar den utsagan sann precis da bade utsagan p = “I kvdll ldser jag” och utsagan q = “I kvall

gar jag pa bio” ar sanna. En formell definition &r féljande.

(A.3) Definition. Om p och ¢ ar tva utsagor sa kallas utsagan “p och ¢” for konjunktion.
Den betecknas med p A g. Konjunktionen p A ¢ ar sann exakt d& bade p och ¢ &r sanna. [

En tabell som visar sanningsvardet av pAq beroende pa sanningsvardena av p och ¢ ar foljande:

p la |pAg
F|F| F
F|S F
S| F| F
S|S S
Det ar nagot svarare att hantera en annan mycket vanlig konstruktion: “om ... sd ...”. T ex

Om vddret dr bra i kvdll, sa tar vi en lang promenad”

Har har vi tva utsagor p = “Vddret dr bra ¢ kvall” och ¢ = “ Vi tar en lang promenad”. Med
hjalp av p och ¢ konstruerar vi den nya utsagan “Om p sd ¢” som kallas implikation och
betecknas med p = q. I stéllet for “Om p sd ¢” anvinder man ofta andra uttryck som t ex

p medfor (att) q
eller
p implicerar (att) q.

Innan vi formulerar den exakta definitionen lat oss betrakta foljande exempel:
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(A.4) Exempel. Lat n beteckna ett heltal, p(n) utsagan “6 delar n” och ¢(n) utsagan “3
delar n”. Varje utsaga

6 delar n implicerar att 3 delar n

dvs p(n) = ¢q(n) ar onekligen sann. Men 14t oss testa den utsagan for olika viarden pa n. Om
n = 12 sa sdger den:

6 delar 12 implicerar att 3 delar 12,
om n = 13 far vi
6 delar 13 implicerar att 3 delar 13,
och for n = 15:
6 delar 15 implicerar att 3 delar 15.
Observera att alla dessa utsagor &r sanna. Men i forsta fallet dr bade p(12) och ¢(12) sanna, i

det andra &r bade p(13) och ¢(13) falska, daremot i det tredje &r p(15) falsk, men ¢(15) sann.
g

Observera att i det sista exemplet saknas endast fallet d& en sann utsaga implicerar en falsk.
Detta &r ocksa grunden for den exakta definitionen av sanningsvérdet av en implikation nedan
—en implikation &r falsk endast d& en sanning implicerar en osanning. Daremot kan en osanning
implicera vad som helst — bade sanning och osanning.

(A.5) Definition. Om p och ¢ ar tva utsagor sa kallas utsagan “om p, sd ¢” for implikation.
Den betecknas med p = ¢. Implikationen p = ¢ &r falsk enbart d& p &r sann och ¢ ar falsk. [J

Tabellen for sanningsvéirdet av implikationen p = ¢ &r saledes foljande:

| p

LRGELEIS
N W» R
NN n |

(A.6) Anmirkning. Observera att implikationen p = ¢ alltid 4r sann da p ar falsk. Saledes
ar t ex implikationen:

sann. Men om en implikation p = ¢ &r sann och p dr sann sa maste dven ¢ vara sann. Den
observationen spelar en mycket viktig roll i logiska resonemang bade i vardagliga situationer
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och i matematiska sammanhang. Ofta kallar man p fér férutsédttning eller antagande. Man
kallar ¢ for slutsats eller pastaende. Alltsd om forutsdttningen dr sann och implikationen

forutsdttning = slutsats
ar sann, sa ar slutsatsen sann. ]

(A.7) Anmirkning. Vi har redan noterat att man uttrycker implikationen p = ¢ pa flera
olika satt

om p sd q,
p medfor (att) q,
p implicerar (att) q.
Men det finns tva andra sitt. Man sédger ocksa att
p ar tillrackligt for (att) q
eller
q ar nodvandigt for (att) p.

Forsok formulera dessa utsagor med p och ¢ i exempel (A.4) och tank igenom de s& konstruer-
ade meningarna for att inse att &ven i det vardagliga spraket 6verensstdmmer detta uttrycksétt
med uttrycken “medfor att” eller “implicerar”. O

En annan viktig konstruktion ar “p dr ekvivalent med q”, vilket betecknas med p < ¢. Uttrycket
“ekvivalent med” betyder i vardagliga termer att p och ¢ séger samma sak (fast for det mesta
pa olika sétt). Lat oss dven den hér gangen borja med ett exempel:

(A.8) Exempel. Latn vara ett godtyckligt heltal, p(n) utsagan “3 delarn”, och g(n) utsagan
“3 delar summan av siffrorna i n”.
3 delar n dr ekvivalent med att 3 delar summan av siffrorna i n
ar en mycket vilkdnd egenskap. Lat oss testa den da n = 12 och n = 13. I forsta fallet har vi
3 delar 12 dr ekvivalent med att 3 delar summan av siffrorna i 12,
medan i det andra
3 delar 13 dr ekvivalent med att 3 delar summan av siffrorna i 13.

Bégge utsagorna ar sanna, men i det forsta fallet &r bade p(12) och ¢(12) sanna, medan i det
andra ar bade p(13) och ¢(13) falska. Detta svarar mot en riktig forestéllning om en ekvivalens:
sanning ar ekvivalent med sanning, och osanning ar ekvivalent med osanning. Daremot sanning
och osanning ar inte ekvivalenta. Detta exempel &r grunden for var nasta definition. O
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(A.9) Definition. Om p och ¢ ar tva utsagor si kallas utsagan “p dar ekvivalent med q” for
ekvivalens. Den betecknas med p < ¢. Ekvivalensen p < ¢ &r sann enbart da p och ¢ har
samma sanningsvérde. ]

Detta betyder att sanningstabellen for ekvivalens ar foljande:

| p

GRS
n o »n g
o wn

(A.10) Anmirkning. Ekvivalens p < ¢ utlases ocksa pa flera olika sétt. I stéllet for “p dr
ekvivalent med ¢’ séger man t ex

p da och endast da q
eller

p om och endast om q
eller

p dar tillrdckligt och nodvindigt for q.

Vi avslutar med en mycket enkel konstruktion — man tar en utsaga och man formulerar en ny

“ej p” eller “det dr inte sant att p (gdller)”. Den kallas for negation.

(A.11) Definition. Om p dr en utsaga si kallas utsagan “ej p” for negationen av p. Den
betecknas med —p. Utsagorna p och —p har motsatta sanningsvérden. O

Den sista meningen betyder att sanningstabellen fér negation ar foljande:

-p

n

S
F

De fem symboler som vi har introducerat: Vv, A, =, <, = kallas for de logiska konnektiven.
Vanligen har man att gora med mera sammansatta utsagor i vilka fler &n ett av dessa konnektiv
ingar. T ex
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[(pAq)Vr]=[(=pV—q) ATl
Uttryck av den hér typen kallas allmént for satsformer. Precis som tidigare kan man under-

soka det logiska virdet av en satsform beroende pa sanningsvirdena av de ingaende satserna.
Lat oss betrakta nagra exempel:

(A.12) Exempel. (a) Satsformen

(p=4q)=(¢=p)

har olika sanningsvirden beroende pa sanningsvirdena av p och g. Vi kan studera dessa san-
ningsviarden med hjélp av foljande tabell:

p|lp=9=(=p

=
S
F
S
S

N nhg NS

=
S
F
S
S

Vi ser att satsformen &r falsk enbart om p &r falsk och ¢ &r sann.

Man kunde komma fram till den slutsatsen mycket snabbare. Man kan ndmligen fraga sig nér
implikationen ovan &r falsk. Vi vet att detta intréffar exakt da v(p = ¢) = Sochv(¢ = p) = F.
Men den sista likheten géller exakt da v(p) = F och v(q) = S. Detta ar just resultatet av var
studie med hjalp av tabellen ovan.

(b) Nu skall vi undersoka sanningsvirdena av satsformen

—(p=q) & (pA—q).

Vi gor det med hjilp av en tabell. Du kan férsoka gora det utan tabellen genom att stélla
fragan nér satsformen &r falsk (eller sann, men det gar snabbare med den forsta fragan).

| pA—g | =(p=q) < (PA—q)

N @ 0l

=
F S
F S
S S
F S

RIS

I detta exempel har vi en ekvivalens av tva uttryck: —=(p = ¢) och p A —~¢. Vi kan uppfatta
den ekvivalensen sa att implikationen p = ¢ ar falsk precis da p ar sann och ¢ ar falsk. Detta

visste vi redan tidigare i samband med var definition av sanningsvérdet hos en implikation.
O
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Som vi ser dr satsformen i exempel (A.4) (b) alltid sann helt oberoende av vilka sanningsvér-
den tillskriver man p och ¢. Sddana satsformer &r mycket viktiga darfor att de representerar
tankemonster som alltid dr sanna. Vi antar féljande definition:

(A.13) Definition. En satsformel som &r sann for alla mojliga uppséttningar av sanningsvér-
dena av de ingiende variablerna kallas en tautologi (ibland en logisk sanning). En sats-
formel som &r falsk for alla mojliga uppséttningar av sanningsvirdena av de ingéende vari-
ablerna kallas en kontradiktion.

O

Ett exempel pa en kontradiktion ar

PP

— en sanning kan inte vara ekvivalent med en osanning.

Mojligheten att kontrollera tautologierna som i exempel (A.4) kan anvéndas for att kontrollera
om vissa utsagor ar korrekta, t ex da man vill bilda negationen av ett pastaende. Betrakta
foljande exempel.

(A.14) Exempel. Olikheten 1 < 2 < 5 kan betraktas som en konjunktion p A ¢ om

p: ééx > 177

och

q: (£$< 577

Vad betyder att 1 < z < 5 inte géller? Forsok formulera ett svar pa denna fraga! Formellt vill
vi omformulera utsagan —(p A ¢). En stunds eftertanke séger att om x inte befinner sig mellan
1 och 5 sa maste x vara mindre an eller lika med 1, eller ocksa storre an eller lika med 5 dvs

Sl<z)AN(z<d)])<=[(1<z)Va(r<d)]<= (z<1Vazx>5).

Vart resonemang foljer foljande tautologi: =(p A ¢) < (—p V —q) som &r en av de s& kallade
de Morgans lagar (se nedan). O
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Vi ldmnar som 6vningar bevisen av nagra enkla och viktiga tautologier som anvénds i liknande
situationer da man vill bilda negationen av en satsformel. Fler tautologier finns i vningar och
i avsnittet om deduktion och induktion.

Den dubbla negationens lag:

TP =D,
De Morgans lagar (negationen av en disjunktion och negationen av en konjunktion):
—(pVvq) & (-pA—g),
~(pAq) & (mpV ).

Negationen av en implikation (se Exempel (A.4)):

~(p=4q) & (pA ).

Negationen av en ekvivalens:

~(peq) < [(pA-q) V(g D).

Tautologier anvéinds ofta i samband med logiska resonemang savil i matematiska sammanhang
som i vardagliga situationer. Vi skall studera flera exempel i avsnittet om deduktion och
induktion, men redan nu kan vi betrakta foljande (kriminal-)fall:

(A.15) Exempel. Tre missténkta personer A, B och C' beréttar var sin version av en hén-
delse. Om A talar sanning s& gor det B ocksa det. Om C' ljuger sa ljuger d&ven A. Minst en av
A, B, C ljuger. Slutsatsen &r att A ljuger. Varfor?

Lat p = “A talar sanning”, ¢ = “B talar sanning”, r = “C talar sanning”. Vart pastaende
sidger att implikationen

(p= @) A(=r=-p)A(=(pAgAT))] = (-p)

ar sann samtidigt som vi vet att vara forutsattningar galler. Om vi lyckas visa att implikationen
dr en tautologi si visar vi att —p maste vara sant dvs A ljuger (se (A.6)).

Ar implikationen ovan en tautologi? Vi skall inte studera satsformen med hjilp av sanningsta-
beller som i exempel (A.4). Lat oss i stéllet anta att implikationen ovan &r falsk. Detta intraffar
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precis da v(—p) = F och v((p = q¢) A (—r = —p) A(=(pAgAr))) =S. Alltsd v(p) = S och
v(p=q) =15, v(-r= —p) =S samt v(-(pAgATr)) =S dvsv(pAgAr)=F.

Likheten v(p = ¢q) = S séger att v(q) = S ty v(p) = S. Likheten v(—r = —p) = S séger
att v(—-r) = F ty v(-p) = F. Alltsa ar v(r) = S. Nu vet vi att v(p) = v(q) = v(r) = S dvs
v(p AgAr)=S.Vihar fatt en motségelse — om implikationen ovan inte ar en tautologi s ar
v(pAgAr)=Sochv(pAgAr)=F. Alltsa ar implikationen en tautologi.

Om Du tycker att vart resonemang &ar svart kan du férscka kontrollera tautologin med hjalp

av en tabell (det blir 8 rader i tabellen!). O

Vi avslutar detta avsnitt med nagra kommentarer om tva mycket vanliga uttryck som anvéands
i matematiska sammanhang — “det finns” och “fér alla”.
(A.16) Exempel. Betrakta tva pastaenden:

det finns en reell losning till ekvationen x> —3 =0
och

det finns ett heltal som ligger mellan 1/2 och 3/2.
Dessa pastaenden nedtecknas pa foljande satt:

Jper 22-3=0

och

eez 3<z<

N

Symbolen 3 betyder just “det finns”. Observera att vi skriver nagot nersankt, liksom index,
var vi befinner oss — i forsta fallet sdger vi att det finns ett reellt tal x, och i det andra, att
det finns ett heltal . Anvindningen av bokstaven x har ingen betydelse. Vi kunde lika gérna
byta  mot en annan bokstav. Nar man utléser symbolen 3 med efterféljande text sa anvinder
man vanligen frasen “det finns ... sidant att ...”. T ex séger forsta pastaendet att

“det finns ett reellt tal x sidant att 2> —3 =0"
och det andra att
3 »

“det finns ett heltal x sddant att % <x <y

Som Du sdkert mérker avviker det formella spraket fran vara ursprungliga uttryck som dock
siger exakt samma sak. Symbolen 3 kallas existenskvantor. O
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(A.17) Exempel. Betrakta nu tva pastaenden som anvénder frasen “for alla” (ibland “for
varje” eller “varje”):

for varje reellt tal x gdéller det att > +1 >0
och
alla heltal dr delbara med 2

(det andra pastaendet &r helt enkelt inte sant, men det har inte nagon betydelse for vara
exempel). Nu anvénder vi en annan symbol: V som utlédses “for alla” (ibland “for varje) och
kallas allkvantor. Med hjélp av denna kvantor skriver vi:

Voer 224+1>0
och
Vnen  2[n

Rent formellt utléser vi dessa symboler s& hér:

for alla reella tal x gdller det att 22 +1 >0
och

for alla heltal n gdller det att 2 dividerar n
Det ar bara ett annat sétt att sdga samma sak som tidigare, att alla heltal ar jamna. Vi har

dndrat formuleringen for att skriva det hela kortare med hjéalp av en matematisk symbol. [

Hur bygger man negationer av uttryck som innehéaller allkvantorn eller existenskvantorn?
Betrakta ett exempel.

(A.18) Exempel. (a) Lat X vara méngden av alla elever i en skola. Om vi séger att det
finns en elev i skolan, sig x, som pratar franska, vad &r negationen av detta pastaende? Man
kan sdga att ingen av eleverna i skolan pratar franska. Om vi vill anvinda det matematiska
uttrycket “for varje” (eller “for alla”) sa kan vi formulera oss sa att “for varje elev x i skolan
X, x pratar inte franska”. Vi kan g ett steg langre i vara formaliseringsstravanden. Lat f(z)
betyda just att “x pratar franska”. Da hade vi

El:L‘GX f(.%‘)

och

_‘EleX f (l‘)

betyder att
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erX —|f(33‘)

Detta ar just den allménna metoden att bilda negationen av uttrycket J,cx f(x) dvs vi har
tautologin:

“Teex  f(@) = Veex ~f(@).

(b) Vi behaller samma beteckningar och pastar att alla elever i skolan X pratar franska. Med
samma beteckningar som ovan nedtecknar vi vart pastaende som

\V/IGX f(l‘)

Vad betyder negationen av detta pastaende? Helt klart betyder det att det finns (minst) en
elev i skolan som inte pratar franska. Alltsa betyder:

_‘V:pEX f(l‘)
att
Ela:EXﬁf(w)‘
Vi antecknar den allménna tautologin:
Veex f() — Jrex f(x).

O

Vi skall avsluta detta avsnitt med exempel som visar att man maste vara mycket forsiktig da
man kastar om uttrycken “det finns” och “for alla’.

(A.19) Exempel. Lat X vara méngden av alla gifta kvinnor i Géteborg och Y méngden av
alla gifta mén i samma stad. Lat x € X och y € Y. Beteckna med f(x,y) utsagan “x dr gift
med y”. Vad sédger pastaendet

v:ceXE|y€Y f(fE, ?/) ?

Det séger att for varje gift kvinna i Goteborg finns en gift man i Goteborg sa att de ar gifta
— ett rimligt pastaende som dock inte behéver vara sant. Vad sédger

ElyEYva:EX f(l', Z/) 7

Den hér gangen far vi att det finns en man i Géteborg som &r gift med alla kvinnor i staden.
Alltsa var forsiktig d& kvantorerna skall placeras! O
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OVNINGAR

A.1. Visa att foljande satsformer ar tautologier:

(a) =(—p A p) (motsigelselagen),
(b) (p = q) & (—q = —p) (transpositionslag),
(¢) =p = (p = q) (Duns-Scotus lag),

(d) (pAg) = p,

(e) (pAg=r)e[p=(g=7)

() [pA(gvr)lelprg VpAr)

A.2. Vilka av foljande satsformer &r tautologier?

A3.

A4

A5,

(&) [(pVq) A—p] = g;
b)) (p=aA(@=p]=(Vaq),
© =N (@=7)]={@=r).

Man definierar Sheffers streck “|” med hjélp av sanningstabellen:

(a) Motivera att plg < —(p A q).

(b) Uttryck —p, pV ¢ och p A ¢ med hjélp av Sheffers streck.

Bilda negationen av foljande meningar och anvind kvantorer for att nedteckna bade
dessa meningar och deras negationer:

(a) Applen ir roda;

(b) Varje pojke tycker om en flicka;

(c) Varje hund har en svans;

Ar foljande resonemang riktiga?

(a) Lat I, m,p vara tre rita linjer i planet. Om det inte &r sant att [ ar parallell med m
eller p inte ar parallell med m, s& ar [ parallell med m eller p ar parallell med m.

(b) Kajsa kan logik d& och endast da det &r inte sant att det ar inte sant att Kajsa kan
logik.



