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Sammanfattning

Jag bor i Géteborg och kidnner mig nidra Anne, som bor i Frankrike. Vad menar
jag med ordet “néra”? I matematik anvinder man oftast det “reella” avstandet
|z — y| men det finns dven andra, sa kallade “p-adiska”, som bygger pa hur stora
gemensamma delare tva tal har. Jag forklarar definitionen for sidana avstand och
visa vad som hinder geometriskt nidr man riaknar “p-adiskt”. Bland annat ar alla
trianglar likbenta och varje punkt innanfor en cirkel ligger i mitten av cirkeln. P-
adiska tal anvinds i forskning i talteori, geometri, analys och dven i vissa modeller
i fysik. Att fundera pa sadana variationer i begreppen ger en béttre forstaelse for
vad man menar matematiskt med “avstand”.

Inledning

Mitt ambition hér dr att visa lite av matematikens flexibilitet och kreativitet.
Jag skall ge exempel pa hur vi rédknar i olika talsystem med &ndligt manga
tal eller med en ovanlig matt istéillet for det vanliga avstandet. Det kanske
kidnns konstigt i bérjan, men jag hoppas att ni kommer att anse, med hjilp
av nagra analogier, att det ar helt naturligt.

Jag skulle egentligen pasta att de flesta matematiska begrepp som verkar
artificiella i bérjan motsvarar (medvetet eller omedvetet) naturliga begrepp.
Annars skulle vi inte kunna hitta pa dem. Problemet &r att hitta en bra
bild foér att forsta, och vaga dndra pa bilden nir man sedan ldr sig mer om
objekten.

Modular aritmetik

Som uppvirming vill jag foresla att vi rdknar med bara dndligt manga tal.
Nar vi natt det sista talet kan vi helt enkelt komma tillbaka till det forsta.



Later det artificiellt?

Hér dr nagra exempel fran vardagslivet:

En strombrytare rdknar med 2 tillstand. Den dr antigen pa eller av. Det
spelar ingen roll hur manga ganger den har dndrats sedan den installerats,
bara om det var ett jamt eller udda antal ganger.

Man dansar vals i 3 takt, sedan borjar man om igen... ... ...

Arstiderna #r 4, tills det bérjar om igen, sasom takter i mycket musik, mo-
torer, gaende histar....

Hela var liv regeras av de 7 veckodagarna, 12 manaderna, 52 veckor (un-
gefdr) om aret, 365 dagar (ungefir) mellan fodelsedagar, av de 12 timmar pa
klockan, de 24 timmar per dag. Och varfor tycker vi att ar 2000 kanske &r
lite speciellt?

I aritmetik har vi svart att hantera ordet “ungefir” sa vi anvéinder alltid
samma “modul” inom ett system. Daremot kan vi ga langt genom att upprepa
det “moduléra” processen, som man gor nidr man rdknar 60 sekunder per
minut, 60 minuter per timma, alltsd 3600 = 60 * 60 = 60? sekunder per
timma. Det kan matematiker gora dnda till odndligheten...

Med sadana “tal” kan man goéra operationer “4” och “-” (10 dagar efter
onsdag blir det l6rdag, 10 dagar fére var det séndag), ibland multiplikation
och till och med division.

Att mita avstand p-adiskt

Nu gar vi tillbaka till ett odndligt talsystem (de positiva heltal) men vi skall
dndra var uppfattning av hur stora de ar.

Alla har kanner till absolutbeloppet, som méter avstandet mellan tva punkter
och har féljande grundlaggande egenskaper :

(0) la]=0<=a=0
(1) la-bf=lal - [b]
(2) |a+0b| <|a|l+ |b] (triangelolikhet)

Men vad menar vi egentligen med ordet ‘avstand’? Vad betyder ‘néra’?
Jag kénner mig ganska nédra min bror som bor i Paris, och mycket nirmare
min skolkompis i Lille &n min granne i G6teborg. Vi kan séiga att tva personer
dr ndra varandra om de har mycket gemensamt

Ménniskornas liv har manga olika aspekter, olika narhetskriterier.
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Och heltal da? De bestar av produkter av potenser av olika primtal.

Vad har talen 5,10, 15,25 gemensamt? Jo, de dr delbara med 5.

Och 25, 75,1257 Lite mer : delbarhet med 5.

Och 125,250 da? Annu mer : 5°.

Hér har vi rdknat med avseende pa p = 5, alltsa 5-adiskt, men vi kan ta
vilket primtal p som helst och definiera

vp(a) = max{i : p'|a}

for heltal a # 0, med v,(0) = oo; alltsa &r v,(a) antalet ganger p delar a. Talet
vp(a) kallas for den p-adiska valuationen av a. Vi har v5(5) = v5(10) =
vs(15) = 1, v5(25) = v5(75) = 2, v5(125) = v5(250) = 3, v5(6) = v5(36792) =
0.

En valuation v, uppfyller, fér samtliga heltal a, b,

0y(ab) = v,(a) + v, ()

vp(a + b) > min(vy(a), v,(D))

(med likhet om v(a) # v(b)), till exempel v5(10+25) = 1, v5(10+15) = 2. Om
valuationen av skillnaden mellan tva tal &r stor, da har de mycket gemensamt.
Vi kan ldgga mirke till att det ar viktigt att ta ett primtal som bas : om jag
forsoker ta 10 som bas funkar det inte ty till exempel 10 delar varken 5 eller
4 men delar deras produkt.

Vi definierar ett p-adiskt avstand genom

al, = pivp(a)

sa att ett tal med stor valuation, alltsa med “mycket gemensamt” med 0, far
en liten vérde, alltsa “ligger nidra” 0 Man kollar att det har de egenskaper
som ndmndes ovan for absolutbeloppet. Triangelolikheten kan t.o.m. erséttas
av det striangare villkoret : (2') |a + b|, < max{|a|,, |b],}. Ett avstand som
uppfyller detta krav kallas icke-arkimediskt (det vanliga absolutbeloppet
kallas arkimediskt).

Vi kan utvidga valuationen (och |.|,) till de rationella talen : v,(%) = v,(a) —

b

vp(b) och far ¢ =z = p»(®) . £ med c, d heltal och c- d inte delbar med p.

Att skriva ett tal i bas p

Vi brukar skriva heltal (och &ven rationella och reella tal) i bas 10, dvs vi delar
upp talet i potenser av 10. Basen 10 kommer férmodligen fran hur manga
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fingrar vi har, men vilket tal som helst kan anvéindas (och andra kulturer har
anvént bas 12 eller 60, som vi nér vi rdknar sekunder och minuter). I talteori
viljer vi gérna ett primtal som bas. Till exempel &r 7=6+1=2x341 och
det kan skrivas [21]3ibasp = 3,25 =18 +6+1 =2x 3?2 +2x3'+1x 3" som
skrivs [221]3 och 152 = 81+544+9+6+2 = 1x344+2x33+1x3%2+2x3!+2x3° =
[12122]s.

Addition och multiplikation gérs med samma metod som vanligt men man
far en minnessiffra varje gang summan blir mer an p. Till exempel dr 25+7 =
[221]5 + [21]5 = [1012]5 = 27+ 3 + 2 = 32 och 152 + 25 = [12122]5 + [221]5 =
[20120]3 = 162 + 9 + 6 = 177.

Detta sétt att skriva tal visar hur nira varandra talen &r : tva tal med
samma siffror till héger, till exempel [2121]3 och [1121]3, #r niira varandra ty
skillnaden mellan de (hdr [1000]3) &r “liten” (hdr 3 ganger delbar med 3, dvs
har valuation 3). Ett tal som 3° = [100000]; som slutar med manga 0-or har
hog valuation, dvs ar nédra 0, alltsa “litet”.

p-adisk geometri

Nu vill jag nimna nagra fakta om p-adisk geometri som skiljer sig fran den
vanliga arkimediska geometrin.

For det forsta ritar man inte tal pa samma plats som nir man anviander det
arkimediska avstand, pa tallinjen eller pa ett plan, eftersom 0,1,2 inte &r
nira varandra, utan det dr de héga potenser av p som ligger néra 0.

Ett sdtt att framstélla tal som tar hansyn till det p-adiska avstand ar att
rita ett “trad” dar varje tal sitter pa en 16v. Vid “roten” borjar p grenar som
motsvarar mdjliga antal enheter (dvs p%), var och en av dem delas i p grenar
motsvarande antalet p, som delas i p grenar fér antalet p?... Figuren visar
tridet for p = 3, upp till 3%. Loven gar upp till [222]3 = 26 = 3% — 1. Talen
som har gemensama delare hamnar pa samma gren.

(HAR TILLHOR BILDEN AV ETT 3-ADISKT TRAD)

Foljande konstiga egenskap foljer nu fran det icke-arkimediska villkoret och
kan tolkas geometriskt med hjélp av tradet.

e Samtliga trianglar dr likbenta : en triangel ges av tre punkter a,b,c.
Antag att det finns tva sidor med olika lingd. Att den tredje sidan
(alltsa summan av de tva forsta) har samma lingd som den lingsta
foljer fran det icke-arkimediska villkoret. Kolla med tre 16v fran tridet.



e len (sluten) p-adisk cirkelskiva kan samtliga punkter riknas som “cent-
rum”: Lat D(c,r) ={z: |z —¢|, <p "} ={z : v,(x —¢) > r}, dvs
méngden av punkter som dr ndra punkten c¢. Den motsvarar en gren
pa tradet som innehaller 16ven ¢ och 7 snitt mot roten. Om d ar en
godtycklig punkt i D, sa dr v,(z — d) = vp(z — ¢ — (d — ¢)) > r for alla
z€D.

e Tag tvaslutna diskar. Antingen skér de inte varandra, eller sa innehaller
den ena den andra. Ténk pa grenar!

p-adisk Analys

Vi kan komplettera Q pa samma sidtt som man konstruerar de reella talen.
Betrakta alla Cauchy foljder av rationella tal, (dvs foljder som uppfyller :
Ve > 0 finns en gréins s.a. avstandet (hir det p-adiska avstandet) mellan tva
element som ligger efter grinsen dr mindre &n €). Vi siger att tva foljder ar
ekvivalenta om skillnaden mellan de konvergerar mot 0 och later Q, besta
av alla ekvivalensklasser av Cauchy foljder. Da har vi en fullstdndig kropp
och kan bedriva (p-adisk) analys.

Hur ser ett p-adiskt tal ut da? Pa triddet skulle man rita grenar ut till
odndligheten. Som ovan skrivs varje tal som summa av potenser av p. Nar
man skriver ett reellt tal kan det finnas odndligt manga siffror efter deci-
maltecknet (t.ex. 3,14159...). De motsvarar mindre och mindre tal, som sa
smaningom blir férsumbara. For p-adiska tal dr det de stora potenser av p
som blir férsumbara, sa man kan ha oéndligt manga siffror till hoger!

Vi tar nagra exempel av 5-adiska tal :

36=14+2+x54+1x%25

—1=44+4%54+4%x25+4%125+4*5* +4 %55 +4 %55+ ...

ty om man ldger till 1 till det som stor ovan, sa far man en godtyckligt hogt
potens av 5, dvs ett godtyckligt litet tal, alltsa 0.

Varfor dr detta nyttigt? Déarfor att de p-adiska kropparna Q, speglar arit-
metiska egenskaper, dvs faktoruppdelning i primtal, mer &n R gor. Det &r
faktiskt ofta lattare att rikna med de &n att rikna i Q.

Nér man vill 16sa en diofantisk ekvation, till exempel hitta heltal a, b, ¢ sadana
att a™ + 0" = ™ (eller visa att det inte finns sadana), kan man till en borjan
leta efter 16sningar modulo p. Da arbetar man i en dndlig kropp, och det gar



att prova pa alla mojligheter. Om man hittar en 16sning kan man fortsitta
modulo p?, sedan modulo p?... och si smaningom bygga en f6ljd, t.o.m. en
16sning i Q,. Da aterstar det “bara” att gora likadant med alla andra primtal,
och att se om de lokala 16sningar man far i varje Q, hérstammer fran en
global 16sning i Q. Det svara steget hér &r det senaste, men for vissa typer
av problem &r detta en vildigt framgangsrik strategi.

Kan man hitta pa vad man vill?

Det var den tyske matematikern Kurt Hensel som forst definierade de p-
adiska tal i 1920-talet, i analogi med polynomringen och ringen av odndliga
serier, med Ernst Kummer hade redan anvént sig av liknande tal 1894.
Finns det andra typer av avstand man kan hitta pa?

For de rationella tal Q finns det ett avstand till, ndmligen det “triviala”, déar
0 har storlek 0 och alla andra element har storlek 1 (det &r ldtt att kolla att
det uppfyller villkoren (0), (1), (2’)). Men man kan bevisa att varje funktion
over Q som uppfyller (0), (1) och (2) &r ekvivalent med antigen det vanliga
euklidiska avstandet, eller det p-adiska avstandet fér nagot primtal p, eller
ocksa det triviala avstandet.

For de dndliga talsystem vi ndmnde i borjan finns det bara det triviala av-
standet. Varfor?
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