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Monte-Carlo integration

Antag att man vill bestamma [j f(z)dx, dar 0 < f(x) < b for alla z € (0,a),
men tyvarr ar integralen alltfor kranglig att berdkna exakt. En metod for att
approximativt bestdmma en integral ar sa kallad Monte-Carlo integration. Den
gar i stora drag ut pa att med hjalp av simulerade viarden pa oberoende likformigt
fordelade stokastiska variabler skatta integralen man vill berdkna. Har kommer en
mycket kort introduktion till skattningar, mer far man veta i kursen Statistikteori
1.

Lat X vara en stokastisk variabel vars fordelning &r mer eller mindre okénd
(man kanske vet att X #r normalférdelad, men ej dess véntevirde och varians).
Om Xy,..., X, ar oberoende stokastiska varibler med samma férdelning som X,
sdger man att Xy, ..., X, ar ett stickprov pa X. Antag nu att vi ar intresserade av
nagon speciell egenskap hos fordelningen for X, t.ex. vantevéirdet. En skattning
av denna egenskap, som vi kallar 6, d&r da en funktion f av ett stickprov, och
betecknas ofta med 6, = f(X1,..., Xn).

Tva onskvirda egenskaper hos en skattning ér

e Vintevirdesriktighet: E[f,] = 0
e Att variansen gar mot 0: Var(f,) — 0 da n — oo

Exempel. Vanliga skattningar av viintevirdet p och variansen o2 ir stickprovsme-
delvérdet
fin = (X1 4 X) .

respektive stickprovsvariansen

P = — S (X — ).

=1

I exempel 2c respektive 3a i kapitel 7 visas att bégge dessa skattningar &r vinte-
viirdesriktiga, dvs. E[ji,] = p och E[02,] = ¢2. T ex 3a visar man dessutom att
Var(fi,) — 0 dan — oo.

Vi ska nu studera tva olika sitt att approximativt bestdmma integralen [j' f(x) dz,
dir 0 < f(z) < b for alla x € (0,a).



1. Antag att Uy,...,U, ar att stickprov pa U, som &r likformigt fordelad pa
(0,a). Da &r

en skattning av [ f(z) dz.

2. Lat Y vara likformigt fordelad i rektangeln (0,a) x (0,b), och lat

7 _ 1 om Y ligger under kurvan f(z), z € (0,a),
~ | 0 annars.

Om Zi,...,Z, ar ett stickprov pa Z, sa ar

~ ab

en skattning av [ f(x) dz.

Del 1

a) Vilj nagra integraler och utnyttja de tva olika metoderna ovan for att skatta
integralernas virde med hjélp av simulering.

b) Anvind nagon numerisk metod, tex. Simpsons, for att bestimma integralerna.
Jamfor med resultaten i a).

Del 11 X
c¢) Visa att 6,, dr en véntevardesriktig skattning av 6.
d) Anvénd stora talens lag for att motivera att skattningen verkar rimlig.

e) Upprepa c) och d) ovan for skattningen 6,,. Beriikna dessutom dess varians.



