Tackar for inbjudan att prata har om matematikerns syn pa larande i
matematik i forskolan och skolan. Eftersom jag saknar egentlig sakkun-
skap om detta kommer det mest att handla om nagra egna reflexioner
och ideer. Som foregaende talare (Elisabeth Dov..) pa ett utmérkt sétt
redogjort for, dr det mycket olyckligt ndr matematiken uppfattas mer
som ett skolimne &n nagot man utnyttjar for att forsta sin omvérld.
Det hir ska vil mest handla om forskolan och grundskolan, men jag
kom, efter exemplet om att rdkna knappar i tamburen, att tinka pa
hur vuxna ibland méter matematik. Om man i t ex A-ekonomi tar upp
att mjolkpriset h6jts med en krona per liter, och vill belysa hur detta
paverkar barnfamiljerna sa kallar man in en familjeekonom som utfor
en multiplikation baserad pa nagon uppgift om normalférbrukning av
mjolk, istillet for att tittaren sjidlv gér samma kalkyl med utgangs-
punkt fran sin egen verkliga forbrukning. Man kan fundera 6ver om
sadant paverkar fordldrarnas syn pa matematik och om detta i sa fall
mojligen overfors till barnen.

Matematik och matematisk formaga

Att sdga precis vad som dr matematik dr svart eller kanske omdojligt,
jag ska i alla fall inte forsoka, men kanske man kan siga att matematisk
verksamhet och matematik uppstar fran samhélleliga behov av att kun-
na hantera antal, area, volym etc, for att skota ekonomi, for att gora
kalendrar, tillverka maskiner, i militdra syften med mera. Den mate-
matiska verksamheten har ocksa renodlats i rent kulturella syften; och
det finns massvis med kopplingar till filosofi, konst, musik och annan
kulturell verksamhet.

Om man alls ska tala om matematisk formdga sa bor det da vara den
medfodda formaga vi alla har att forsta iden med t ex antal och volym,
och i tanken och kanske med symboler (t ex i sanden eller pa papper)
reflektera 6ver och genomféra resonemang och dra slutsatser om dessa
fenomen. Det forefaller som alla barn i tidiga ar utvecklar forstaelse
for dessa mycket avancerade abstraktioner, (forsok sjilva att “forklara”
eller definiera vad antal innebér eller vad volym &r). Det fantastiska &r
alltsa att vi 6verhuvudtaget har denna férmaga och inte att nagra av
oss lir sig lite snabbare &n andra; pa samma sétt som att det fantastis-
ka inte ar att nagon kan springa 100 meter pa 10 sekunder utan att vi
overhuvudtaget kan ga och springa. Detta ar sarskilt viktigt att under-
stryka eftersom olyckligtvis matematik i jamforelsvis hog grad felaktigt
kringgirdas av en syn att vara svar (dessutom trakig och oanvindbart
utanfor skolans viggar) och endast tillgénglig for utvalt fatal.

Matematisk kunskap dr i hog grad kumulativ, dvs det ar mycket
mycket lattare att tilligna sig saker som andra redan tankt ut &n att

komma pa det sjilv. Som exempel kan vi ta en symbol for talet 0 som
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inférdes ritt sent i Europa ' men som alla sma barn utan att tveka han-
terar idag. Matematiken &r alltsa stadd i standig utveckling och en stor
del av den kiinda matematiken ar utvecklad under 1900-talet; for under
detta arhundrade har det funnits mdéjlighet for manga fler &n nagonsin
tidigare att dgna betydande tid at forskning i matematik. Vidare har
det uppstatt behov av helt ny matematik, t ex for att kunna utnyttja
datorer. Det ar vart att ndmna i detta sammanhang att matematiken
ar helt internationell och star 6ver alla eventuella kulturella och etniska
grinser, 2 den finns Sverallt och vi alla har del i och rétt till den.

Det vi stoter pa i skolan ar en utvald del av detta stora kunskaps-
och kulturarv; det finns alltsa ingen speciell skolmatte, det dr bara sa
att vissa delar av matematiken traditionellt tas upp i skolans kurser,
t ex aritmetik och viss geometri. Det finns mycket annan skojig, nyttig
och lattillgdnglig matematik som ocksa mycket val skulle kunna tas

upp.

En studie av sma barn

Lat mig ndmna en longitudinell studie som jag nyligen tog del av li-
te, av en grupp barn och deras matematiska utveckling. Nér studien
inleddes var barnen sex ar; studien har nu 16pt over 12 ar. Man valde
ut barn som inte hade en stampel pa sig att vara speciellt “begavade”
eller sa, man valde dock i nagon man barn som inte var alltfor blyga;
detta for att det skulle vara lidttare att studera dem. Vid den episoden
jag berdttar om hédr var de 9 ar, men slutsatserna &r likartade fran
episoderna fran yngre aldrar. De far tillgang till réda och vita (lat oss
sdga vanliga) legobitar med kvadratisk ovansida och uppgiften att byg-
ga sa manga olika torn som mdjligt. De videofilmas medan de bygger
och samtalar med varandra om hur de tinker, och de har ocksa till-
gang till papper och penna. Genom att noggrant studera videofilmen
samt barnens anteckningar kan man notera bl a att: barnen kan l6sa
uppgiften, att de presenterar olika 16sningar, svarande mot principiellt

IPA medeltiden tror jag, men tycks ha funnits langt mycket tidigare flera andra
kulturer.

2For ett par ar sedan skrev jag ett arbete ihop med en koreansk matematiker;
vi hade bara haft kontakt brevledes. Arbetet flét pa bra men jag kunde inte avgora
om det var en kvinna eller en man, och jag fann inget naturligt satt att fa reda pa
detta heller. Jag antar att denna ovisshet var 6msesidig men hade han (som det
senare visade sig vara) haft nagon kinnedom om det det ringa antalet kvinnliga
matematiker i Sverige hade han kunnat gissa att jag var man. I Sydeuropa &r
andelen kvinnliga matematiker markant mycket storre &n i vart land; orsakerna till
detta &r inte plats for att spekulera 6ver hir, men detta forhallande stodjer den for
mig sjdlvklara uppfattningen att matematik &r nagot for bade kvinnor och mén.
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olika sitt att ga till viiga; 3 att de hittar pa sitt att symboliskt lista
de olika mgjligheterna pa ett papper, och inte minst att de uppvisar
en spontan Onskan att overtyga sig (och de andra) om att de med si-
na respektive metoder far med all olika tdnkbara torn. Néar de var sex
och sju ar arbetade de med uppgifter som handlade om att bilda olika
drikter genom att para ihop trdjor och byxor av olika firger; man kan
dra liknande slutsatser fran dessa studier.

Resultaten stddjer tanken att de sdtt att tdnka som forekommer i
matematik, inklusive abstrakt symbolnotation, dr medfédda och visar
sig redan i tidiga ar, liksom inneboérden av ett matematiskt bevis. Det
ar ocksa vért att notera den stora gliadjen och tillfredstillelsen som
barnen visar infor sin kreativa matematiska aktivitet. Jag provade pa
mina smapojkar (7 och 8 ar) och de betedde sig pa liknade sétt (jag
hade forstas ingen mojlighet till ett sa noggrant studium) men glad-
jen, onskan att resonera, samt symbolnotationen var latt att observera.
Préva giarna sjalva pa barn i er omgivning, men kom ihag: inget facit,
inga “ritta losningar” etc; det dr barnens inneboende formaga som ska
stimuleras.

Matematik i forskolan och skolan

De flesta kéinner sikert igen uttalanden som “matte dr svart”, “trakigt”,
“bara for sadana dér snillen”, “bara en massa trakiga tal” etc. Jag tror
att den attityd till &mnet som lyser fram hér accentueras uppemot hog-
stadiet, men embryot finns sékert tidigt, och sannolikt spelar lararnas
(och fordldrarnas) attityd till matematik en betydande roll, och inte
bara innehallet och uppldggningen av undervisningen som sadan.

Det finns ingen anledning att tro att orsaken till denna attityd star
att finna i Amnet sjilv; det ar t ex inte sirskilt svart att gora studi-
er musik eller sprak eller tom fotboll mordande trakiga, med sannolik
konsekvens att hela &mnet upplevs som trist och svart och bara pas-
sar for nagra utvalda. Forvisso finns ett betydande behov av 6vning i
alla dessa verksamheter, men den blir vil ldttare att sta ut med om
de skapande, upptickande och fascinerande sidorna lyfts fram. Vem
skulle t ex komma pa iden att lata 7-aringar bara dgna sig at att tra-
na passningar, komma ur passningsskugga etc, utan att i betydande
omfattning fa spela fotboll.

Man ska ha stor respekt for allt det sidkert oftast mycket goda arbete
som ldggs ned i forskola och skola, men min erfarenhet (bl a genom
mina barn) dr att det &nda ofta verkar glidjelost och utan s& mycket
fascination som borde kunna finnas. Man kan ana att lirare ibland

3T ex kan man forst 16sa problemet for ligre torn och utnyttja detta for att
klara fallet med “tretorn” (dvs anvénda induktion 6ver héjden), eller analysera pa
hur manga olika sitt en av firgerna kan distribueras ut i ett “tretorn”.
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fokuserar for mycket pa métbara prestationer hos barnen, och mind-
re pa vikten av att det naturliga intresse som jag menar vi har, inte
forstors under de tidiga skolaren. En negativ attityd tar man med sig
till hogstadiet och gymnasiet, den dr rimligen till forfang for studierna
dér, och sannolikt féor man den vidare till sina egna barn och eventuella
elever.

Vad har/behdver man matematik till?

Att matematik behovs for att forutsiga vadret och for att bygga bilar
och interkontinentala missiler dr val ganska vilként; eller i snart sagt
alla vetenskapliga och tekniska discipliner.* Men vad har den vanliga
medborgaren, som inte dr ingenjor eller matematiker, for anledning att
lara sig matematik? Jag har hér listat fyra saker utan rangordning:

e Vardagsnytta, (t ex uppskattningar och tverslagsberikningar

e Kultur(arv)

e Noje

e ['or forstaelse av omvérlden (t ex fysik, medicin, ekonomi, politik,
sannolikheter, stort och smatt)

Det ar inte sa dumt att da och da inte bara uppskatta mjolkkostna-
derna i hushallet, utan kanske gora en 6verslagskalkyl av hur mycket
man manatligen spenderar pa t ex godis eller liknande. Kanske goér man
en omvéirdering nir man ser inte bara varje utgift for sig utan hur myc-
ket de blir ihop. ® Skulle jag inda rangordna dessa skulle jag nog halla
den sista som viktigast. Matematiken kan absolut inte forklara allting
och gor inte ansprak pa detta, men det finns en hel del saker som man
kan forsta och se ett sammanhang i med hjilp av matematik. Lat mig
bara ta ett enda exempel: Det kan behovas viss matematisk vana att
t ex orientera sig i alla de sannolikheter/risker som vi dagligen méots
av, och dessa kan paverka olika val vi gor, val av mat etc men &ven t ex
politiska val. Om man utsitts for det eller detta sa okar risken med
40% att fa den eller den allvarliga sjukdomen; om & andra sidan risken
fran borjan ar forsumbar sa spelar det hela liten roll. Andra saker som

“Det finns de som hivdar att det gar att skriva en lirobok i naturkunskap utan
att blanda in matematik, men betyder nog snarast att de blandar ihop begreppet
matematik med “formler och rékning”.

"En kollega sa nyligen till mig att det statliga spelbolagets verksamhet fungerar
som en extra skatt for lagutbildade. Det later cyniskt men, menar han, skilet till
att manga spelar dr att varje utgift kinns ganska liten men att chansen hela tiden
finns att bli rik. De som har reflekterat lite Gver sannolikheter finner att summan
av utgifterna ldtt blir mycket stor men att chansen att bli rik &r praktiskt taget
obefintlig. Enda fornuftiga séttet att motivera ett spelande dr da att man beddmer
att njutningen i stunden ar véird det den kostar.
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ndmns kan vara all anledning att ta pa stort allvar, och kan motivera
att man allvarligt 6verviger om man ar beredd att dndra vissa vanor.
Om nagon grupp i skolan eller i tjdnsten utsitts for en forhojd stral-
ning (om jag inte missminner mig var det nagot sddant med de svenska
FN-soldaterna i Bosnien) sa vill och bor massmedia redovisa detta; det
ar inte sikert att de ddremot ndmner att man kanske far tusen ggr mer
stralning av samma slag genom att tillbringa ett veckoslut i Sotends
kommun (dir bakgrundsstralningen ar jimforelsevis hog).

Matematik i forskolan och skolan (igen)

Om vi nu ar Gverens om att matematik dr nagot som ar bra for alla
sa finns all anledning att redan i férskolan striva efter att utveckla det
naturliga intresse och den formaga somredan finns.

Man kan misstianka att det ibland saknas en kinsla av sidkerhet in-
for &mnet hos manga ldrare. Som jag redan namnt dr det nog viktigt
att inte stirra sig for blind pa métbara formagor och vad som (man
tror) ar “ratt” och “fel”, utan att vara 6ppen for och uppmuntra bar-
nens spontana fragor och tankar, och vaga syssla med en upptickande
kreativ verksamhet i klassrummet. Detta kan kanske ta sig uttryck i en
6dmjukhet infor sin egen formaga och att man vagar visa att man inte
vet allting. Om nagot barn t ex undrar varfor (7-9)-13 =7-(9-13)
sa far man absolut inte sdga “det bara ar sa”; man ser alltfér manga
ungdomar som tror att matematiken utgors av en samling godtyckliga
regler om vad man “far” och inte “far” gora. Jag tycker ocksa man bor
undvika att sdga “det dar ar for svart att forklara for dig” eller “det dar
ar du for liten for”. Hellre da gora ett forsok; da har man i alla fall visat
pa att det finns forklarbara orsaker. Om man inte har en bra forklaring
till hands (det &r forstas inte en ovanlig situation) sa far man vil séiga
att man maste fundera pa eller ta reda pa det, och sedan ocksa helst
gora det (4ven om det inte star i kursplanen!). Exemplet med tornen
som jag namnde ovan, antyder att barn kan resonera meningsfullt och
intresserat om manga fragor som skulle leda alldeles for langt att ta in
och formalisera i kursplanerna; det dr alltsa inte nédvindigtvis nagot
fel pa dessa. Vidare ska man inte ga omkring och tro att man kan allt
man behéver for att undervisa barn i matematik for det kan ingen; for
vem som helst av oss finns alltid nya saker att ldra som kan berika un-
dervisningen. ¢ Slutligen bor man undvika att siiga “det &r sjilvklart”
for det &r det (néstan) aldrig.

6Ut6ver en professionell formaga att hjilpa barn att tilligna sig de grundliggande
fardigheterna i matematik, tror jag att goda allminna kunskaper i matematik,
dess tillampningar, historia, samhélleliga roll, filosofiska grund, problemlésning, etc,
egentligen ar lika viktiga for ldrare pa alla skolstadier.



Héar har jag nagra losa exempel pa fragor som kan komma upp eller
vickas i klassrummet;:

e Finns det odndligt manga naturliga tal 0,1,2,3...7

e Varfor ar multiplikation associativ, dvs varfor ar 7-(9-13) = (7-9)-13
etc.

e Om klass 1a och klass 1b har lika manga elever, samt 1b och lc,
foljer det da att 1a och 1c har lika manga? Maste man rikna dem forst?

e Hur manga torn som ovan kan man bygga med héjden 4, eller 5,
etc?

e Varfor kan en katt hoppa fran ett hogt trad utan att sla sig medan
en elefant dor om den trillar en halvmeter? Eller som variant: varfor
har elefanten si stora 6ron?

e Varfor ar det sa att. . .,

dér ... star for vilken som helst av de fragor som dyker upp i akti-
vitetsforslagen som kommer langre fram.

De tva forsta © har jag tagit fran en artikel av Peter Sjogren, |[PS],
och de har autentisk bakgrund. Den tredje dr tidnkat att leda in pa
skillnaden mellan “visst antal” och “lika antal”; dr det nodvindigt att
rikna tva méingder for att bli siker pa att de har lika manga element
eller finns det andra satt? Hur vet man t ex att antalet dkta makar
ar lika stort som antalet dkta makor? Den med elefanten handlar att
en forandring av lingdskalan paverkar area och volym olika. Det ar
inte alls sikert man kan forsta den till fullo i lagstadiet men man kan
reflektera over skalning®. Ser t ex langa personer annorlunda ut iin
korta?

Hur kan man da skaffa sig eller utveckla en sidkerhet i och positiv
nyfiken attityd till Amnet utan att underkasta sig mangariga ytterligare
studier? Jag tror att man kan komma mycket langt genom att aktivera
sitt inneboende intresse t ex genom att fundera 6ver och forsoka forsta
saker man inte kidnner till sedan tidigare. Det &r svart att tro att man
kan sprida en positiv nyfiken attityd till barnen om man inte har det
sjalv. ® Materialet balblaa Uppslagsboken balbalba det dir andra baba
kan vara till stor hjilp.

7Frégan huruvida det finns odndligt manga tal dr inget matematiker kan avgora,
det ar vésentligen filosofisk fraga eller en trosfraga. Diremot har matematikerna
utvecklat olika sétt att hantera problem som involverar odndlighetsfragor.

8Eftersom elefanten dr si stor har den mycket stor kroppsmassa i forhallande
till hudens area. Virmen som genereras i kroppen maste avledas genom huden, och
arean av denna “Okas” genom att elefanten filler ut sina stora 6ron.

9Ett viktigt skil till att undervisande lirare i hogskolan bér fgna sig at forsk-
ning, vid sidan av att férhoppningsvis forskningsresultaten ar bra till nagot, ar just
forskningens och det fortsatta lirandets kompetenshdjande effekt, och att bevara
den understkande intresserade attityden till &mnet. Jag menar inte alls att alla till
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Jag tankte avsluta med att ge (ytterligare) nagra 16st valda exempel
pa saker jag tror att man kan syssla med i laga aldrar (jag har provat
samtliga pa mina egna barn), och som syftar till att stimulera bar-
nen (och deras larare) att testa, gissa, diskutera, argumentera, forsoka
forklara, rita, symbolisera etc; obs, inget “réitt” eller “fel” i onédan.

e Volymer, mer eller mindre i olika glas, gissa, testa; nar dr detta
(t ex koniska) glas halvfullt?

e Far alla barn (flickor) i klassen plats att stad pa samma matta (i
samma sing, pa samma stol)? Om inte, hur manga far plats? Forsok
gora en uppskattning och testa sedan.

e Tag ett schackbride (kan rdcka med 4 x 4 rutor) och paxa tva
rutor. Gar det att tdcka de dvriga med dominobrickor (dir varje bricka
tacker tva rutor som ligger bredvid varandra).

e Bygga torn med legobitar som ovan.
e Bulers sats om plana grafer.

e Har varje papper tva olika sidor? Klistra Mébiusband. Vrid, klistra,
tank, gissa, klipp och se hur det blev. Vrid lite mer och klistra igen,
etc.

Det forsta ar roligt redan foér mycket sma barn, man kan sedan sprida
sma ledande fragor om vilket glas som innehaller mest etc, och storre
barn kan fundera ¢ver hur man kan avgdra nér ett glas med mérklig
form &ar halvfullt, om man har ett par extra likadana glas att spara
vatten i.

Den andra handlar om att gora uppskattningar; desto roligare som
man sedan kan testa pa ndsta barnkalas.

Schackbréden kan anvéndas till mycket annat &n att spela schack pa;
har man inget brade tillgiangligt kan man 14tt rita ett pa ett papper,
och istéllet fé6r dominobrickor som man naturligtvis inte hittar, kan

man ta t ex rektanguldra legobitar.
10

varje pris behdver dgna sig at forskning, men ett ldroséte dar ingen gor det blir fort
forstelnat.

ODet &r ldtt att se att man inte kan tiicka bridet med 31 brickor sa att tva
motstaende horn blir kvar; skilet dr att varje bricka tacker en svart och en vit ruta
sa det masta bli kvar en svart och en vit. Detta dr ett av de elegantaste bevis jag
vet, for slutsatsen dr absolut inte sjilvklar utan innebér en dkta ny kunskap, men
argumentet dr sa litt att forsta att man kan séilja det tom under en béttre middag.
Det &r svarare att visa att det alltid verkligen gdr att ticka om man paxar en svart
och en vit ruta; det kan dock géras utan nagon sirskild matematisk kunskap och
jag uppmanar alla att forscka knapa ihop ett eget argument.



Rita forst ett dndligt antal punkter pa ett papper. Dra ett antal linjer
mellan par av punkter. Vi far da en graf. Punkterna kallas hdrn, linjerna
mellan hornen kallas kanter och varje inhdngnat omrade i grafen kallas
en sida till grafen. Vidare kréver vi att grafen dr sammanhangande;
detta innebér att varje punkt direkt eller indirekt ar férbunden med
alla de andra, se figur. Om antalet hérn, kanter och sidor betecknas
med H, K respektive S, sa giller Eulers formel,

H+S-K=1.

Man kan t ex lata varje barn rita sin egen graf, lata de rikna efter
och skriva upp resultaten i en tabell pa tavlan, och sedan be dem att
forsoka hitta ett samband.!!

Mébiusband brukar fascinera dven stérre barn. Man far ett Mdobi-
usband genom att ta ett rektangulirt ganska avlangt pappersark och
tejpa ihop kortdndarna efter att forst ha vridit arket ett halvt varv.
Man ser nu att Mobiusbandet pa sétt och vis bara har en sida och en
kant for om man borjar firdas fran en punkt sdg mitt pa pappret sa
kan man efter ett tag befinna sig “mitt emot” denna punkt. Man kan
fundera Over vad man far om man klipper Mébiusbandet 1langs mitt-
linjen pa det ursprungliga arket, sedan klippa och kolla om man ténkt
ratt. Man kan sedan generalisera genom att vrida t ex ett helt varv
eller tre halva varv etc innan man tejpar ihop, och fundera 6ver vad
man far.

|PS| Peter Sjogren En matematikers syn pa svensk skolmatematik Nam-
naren nr 3 (1992)

[MM1] Carolyn A. Maher and Amy M. Martino Teachers Building on
Students’ Thinking , Arithmetic Teacher, March 1992, pp. 32-37.

[MM1]| Carolyn A. Maher and Amy M. Martino The Development of the
Idea of Mathematical Proof: a 5-Year Case Study , Joournal of Research
in Mathematics Education (JRME), v. 27, no. 2,(1996) 194-214.

Namnaren balblabla

[WWW]| http://www.learner.org/channel /workshops/pupmath /support/

UDet dr inte sa ldtt att ge ett strikt bevis for Eulers formel, men det #r roligt
dven for mindre barn att forsoka; t ex fundera 6ver hur H, K och S dndras om man
i en given graf lagger till ett eller annat horn och nagon extra kant.



