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چکیده

معادلۀ از حدی حالت در می توان را معادله این است. مختلف علوم در زیادی کاربردهای دارای فرمی معادلۀ
فضاهای در انتقال جملۀ و پخش جملۀ که معنی این به است تباهیده معادله این آورد. دست به بولتزمان
اجزای روش های پایان نامه این در است. کوچک پخش جمله ضریب همچنین و هستند متفاوت فیزیکی
شده اند. طراحی معادله این حل برای hp و h نوع از ناپیوسته گالرکین و جریان مسیر جهت در پخش محدود
جواب تابع همواری درجۀ به توجه با همگرایی نرخ که می دهیم نشان فرمی معادلۀ حل در روش ها این برای
شده بررسی دلخواه مقطع سطح با طولانی تونل در رقیق گاز جریان پایان نامه این دوم قسمت در است. بهینه

بعد سه در بولتزمان معادلۀ عددی حل که آنجا از است. بولتزمان معادلۀ سیال، جریان این حاکم معادلۀ است.
بر را معادله این می توان جریان، این به مربوط فیزیکی شرایط به توجه با است، پیچیده محاسباتی لحاظ از
دیفرانسیلی-انتگرالی معادله یک حاکم معادلۀ نهایت در کرد. خطی سازی سپس و مدل BGK معادلۀ اساس
معادله این برای جریان مسیر جهت در پخش و قائم گسسته مدل ترکیبی روش است. بعدی دو فضای در
همواری به توجه با L۲ نرم در بهینه خطای کران و پایداری ترکیبی، روش این برای است. شده برده کار به

می دهیم. نشان را جواب

در پخش روش BGK؛ شده خطی معادلۀ رقیق؛ گاز ذرات؛ تشعشع فرمی؛ معادلۀ کلیدی: واژه های
همگرایی پایداری؛ قائم؛ گسستۀ روش ناپیوسته؛ گالرکین روش جریان؛ مسیر
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١ ف  ص  ل

م  ق  دم  ه

م  ی ش  ون  د. اس  ت  ف  اده آن از ب  ع  د ف  ص  ل ھ ای در ک  ه م  ی ش  ون  د ارائ  ه ق  ض  ای  ائ  ی و ت  ع  اری  ف ن  م  ادگ  ذاری، ف  ص  ل درای  ن
ی  اف  ت. [١] م  ان  ن  د ت  اب  ع  ی آن  ال  ی  ز ب  ه م  رب  وط م  راج  ع در م  ی ت  وان را ف  ص  ل ای  ن م  ط  ال  ب

لازم ق  راردادھ ای و ت  ع  ری  ف ھ ا ١-١

ت  اب  ع اس  ت. ح  ق  ی  ق  ی ض  رائ  ب ب  ا ب  رداری ف  ض  ای ی  ک V ک  ن  ی  د ف  رض خ  ط  ی دو ال  گ  وی ١-١-١ ت  ع  ری  ف
ب  اش  د، خ  ط  ی ع  م  ل  گ  ر ی  ک م  ت  غ  ی  ر دو ھ ر ب  ه ن  س  ب  ت ھ رگ  اه اس  ت خ  ط  ی دو ال  گ  وی ی  ک A : V × V −→ R

ب  اش  ی  م، داش  ت  ه λ, µ ∈ R و u, v, w ∈ V ھ ر ب  رای ی  ع  ن  ی

A(λu+ µv, w) = λA(u,w) + µA(v, w),

A(w, λu+ µv) = λA(w, u) + µA(w, v).
(١-١)

ھ ر ب  رای ھ رگ  اه گ  وی  ن  د م  ت  ق  ارن را A(·, ·) خ  ط  ی دو ال  گ  وی م  ت  ق  ارن خ  ط  ی دو ال  گ  وی ١-١-٢ ت  ع  ری  ف
،u, v ∈ V

A(u, v) = A(v, u). (١-٢)

م  ث  ب  ت ن  ی  م  ه-م  ع  ی  ن را A(·, ·) خ  ط  ی دو ال  گ  وی م  ث  ب  ت ن  ی  م  ه-م  ع  ی  ن خ  ط  ی دو ص  ورت ١-١-٣ ت  ع  ری  ف
،v ∈ V ھ ر ب  رای گ  اه ھ ر م  ی گ  وی  ن  د

A(v, v) ≥ ۰. (١-٣)

١
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گ  اه ھ ر م  ی گ  وی  ن  د م  ث  ب  ت م  ع  ی  ن را A(·, ·) خ  ط  ی دو ال  گ  وی م  ث  ب  ت م  ع  ی  ن خ  ط  ی دو ص  ورت ۴-١-١ ت  ع  ری  ف
،v ̸= ۰ و v ∈ V ھ ر ب  رای

A(v, v) > ۰. (۴-١)

ی  ک را v روی م  ث  ب  ت م  ع  ی  ن و م  ت  ق  ارن خ  ط  ی دو ال  گ  وی ای ن  رده ض  رب ی  ا داخ  ل  ی ض  رب ۵-١-١ ت  ع  ری  ف
گ  وی  ن  د. V روی ن  رده ای ض  رب ی  ا داخ  ل  ی ض  رب

آن روی داخ  ل  ی ض  رب ی  ک (·, ·) و ب  رداری ف  ض  ای ی  ک V اگ  ر داخ  ل  ی ض  رب ف  ض  ای ن  رم ۶-١-١ ت  ع  ری  ف
م  ی ش  ود، ت  ع  ری  ف چ  ن  ی  ن v ∈ V ھ ر ب  رای م  ت  ن  اظ  ر ن  رم آن  گ  اه ب  اش  د،

∥v∥ = (v, v)۱/۲. (۵-١)

(·, ·) داخ  ل  ی ض  رب ب  ا داخ  ل  ی ض  رب ف  ض  ای ی  ک V ک  ن  ی  د ف  رض ش  وارت  ز – ک  ش  ی ن  ام  س  اوی ١-١-٧ ق  ض  ی  ه
داری  م، v, w ∈ V ھ ر ب  رای آن  گ  اه اس  ت. ∥ · ∥ م  ت  ن  اظ  ر ن  رم و

|(w, v)| ≤ ∥w∥ ∥v∥, (۶-١)

.λ ∈ R ب  رخ  ی ب  رای v = λw ی  ا w = λv ک  ه اس  ت ب  رق  رار زم  ان  ی ب  راب  ری و

آن  گ  اه اس  ت. ∥ · ∥ م  ت  ن  اظ  ر ن  رم ب  ا داخ  ل  ی ض  رب ف  ض  ای ی  ک V ک  ن  ی  د ف  رض م  ث  ل  ث  ی ن  ام  س  اوی ١-١-٨ ق  ض  ی  ه
داری  م، v, w ∈ V ھ ر ازای ب  ه

∥v + w∥ ≤ ∥v∥+ ∥w∥. (١-٧)

ھ رگ  اه، م  ی گ  وی  ن  د م  ت  ع  ام  د را V داخ  ل  ی ض  رب ف  ض  ای از v, w ع  ن  ص  ر دو ت  ع  ام  د ١-١-٩ ت  ع  ری  ف

(v, w) = ۰. (١-٨)

را اس  ت ھ م  گ  را ک  ش  ی دن  ب  الۀ ھ ر آن در ک  ه V داخ  ل  ی ض  رب ف  ض  ای ھ ی  ل  ب  رت ف  ض  ای ١-١-١٠ ت  ع  ری  ف
م  ی ن  ام  ی  م. ھ ی  ل  ب  رت ف  ض  ای
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ھ ر آن  گ  اه اس  ت. V ھ ی  ل  ب  رت ف  ض  ای از ب  س  ت  ه زی  رف  ض  ای ی  ک V۰ ک  ن  ی  د ف  رض ت  ص  وی  ر ق  ض  ی  ه ١-١-١١ ق  ض  ی  ه
ب  رای ی  ع  ن  ی اس  ت، ع  م  ود V۰ ب  ر w و v۰ ∈ V۰ آن در ک  ه ک  رد ت  ف  ک  ی  ک v = v۰ + w ب  ص  ورت م  ی ت  وان را v ∈ V

ی  ع  ن  ی اس  ت، V۰ در v ب  ه ع  ن  ص  ر ن  زدی  ک  ت  ری  ن v۰ ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر ع  ن  ص  ر .(w, v) = ۰ داری  م v ∈ V۰ ھ ر

∥v − v۰∥ = min
u∈V۰

∥v − u∥. (١-٩)

م  ی ش  ود. ن  ام  ی  ده V۰ ب  ه v ق  ائ  م ت  ص  وی  ر v۰

روی A(·, ·) دوخ  ط  ی ص  ورت اس  ت. ∥.∥ ن  رم ب  ا ھ ی  ل  ب  رت ف  ض  ای ی  ک V ک  ن  ی  د ف  رض ١-١-١٢ ت  ع  ری  ف
ب  ط  وری  ک  ه، ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود α م  ث  ب  ت ث  اب  ت گ  اه ھ ر گ  وی  ن  د (ت  راک  م پ  ذی  ر) V-ب  ی  ض  وی را V × V

A(v, v) ≥ α∥v∥۲, ∀v ∈ V. (١-١٠)

دارای و ا x = (x۱, . . . , xd) ∈ Rd از اس  ک  ال  ری ت  اب  ع ی  ک f ک  ن  ی  د ف  رض گ  رادی  ان ب  ردار ١-١-١٣ ت  ع  ری  ف
داده ن  م  ای  ش ∇f ب  ا ک  ه f گ  رادی  ان اس  ت. ۱ ≤ i ≤ d آن در ک  ه xi ب  ه ن  س  ب  ت اول م  رت  ب  ه از ج  زی  ی م  ش  ت  ق  ات

زی  ر، ب  ردار ص  ورت ب  ه م  ی ش  ود

∇f = (
∂f

∂x۱
, · · · , ∂f

∂xd
), (١-١١)

م  ی ش  ود. ت  ع  ری  ف

،fi م  ول  ف  ه ن  ی  ز و اس  ت ب  رداری ت  اب  ع ی  ک f = (f۱, . . . , fd) ک  ن  ی  د ف  رض دی  ورژان  س ١۴-١-١ ت  ع  ری  ف
در f دی  ورژان  س ص  ورت ای  ن در اس  ت. xi ب  ه ن  س  ب  ت اول م  رت  ب  ه از ج  زی  ی م  ش  ت  ق دارای ۰ ≤ i ≤ d

م  ی ش  ود، ت  ع  ری  ف زی  ر اس  ک  ال  ر ک  م  ی  ت ص  ورت ب  ه (x۱, . . . , xd)

∇ · f =
d∑
i=۱

∂fi
∂xi

. (١-١٢)

f لاپ  لاس  ی  ن آن  گ  اه اس  ت Rd در دام  ن  ه ی  ک Ω آن در ک  ه f ∈ C۲(Ω) اگ  ر لاپ  لاس ع  م  ل  گ  ر ١۵-١-١ ت  ع  ری  ف
م  ی ش  ود، ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه م  ی ش  ود داده ن  ش  ان ∆f ب  ا ک  ه x = (x۱, . . . , xd) در

∆f = ∇ · ∇f =
d∑
i=۱

∂۲fi
∂x۲i

. (١-١٣)
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اس  ت. خ  ط  ی ع  م  ل  گ  ر ی  ک لاپ  لاس ع  م  ل  گ  ر ک  ه م  ی ش  ود دی  ده آس  ان  ی ب  ه

f و ح  ق  ی  ق  ی ع  دد ی  ک ۱ ≤ p < ∞ و Rd در دام  ن  ه ی  ک Ω ک  ن  ی  د ف  رض Lp ف  ض  اھ ای ١۶-١-١ ت  ع  ری  ف
اگ  ر، اس  ت. Ω روی ش  ده ت  ع  ری  ف و ان  دازه پ  ذی  ر ت  اب  ع ی  ک

∥f∥p =
(∫

Ω

|f(x)|pdx
)۱/p

, ۱ ≤ p <∞. (١۴-١)

.∥f∥p <∞ ک  ه اس  ت fھ ای  ی ھ مۀ م  ج  م  وعۀ LP (Ω) ص  ورت ای  ن در

ف  ض  ای اس  ت. ن  ام  ن  ف  ی و ص  ح  ی  ح ع  دد ی  ک m ک  ن  ی  د ف  رض Hm س  وب  ول  ف ف  ض  ای ١-١-١٧ ت  ع  ری  ف
ھ مۀ ف  ض  ای اس  ت، Rd در دام  ن  ه ی  ک Ω آن در ک  ه م  ی ش  ود داده ن  ش  ان Hm(Ω) ب  ا ک  ه m م  رت  بۀ از س  وب  ول  وف

ی  ع  ن  ی، اس  ت L۲(Ω) در mام م  رت  ب  ه ت  ا ض  ع  ی  ف م  ش  ت  ق  ات ت  م  ام ک  ه اس  ت L۲(Ω) در ت  واب  ع

Hm = Hm(Ω) = {f :
∑

۰≤|α|≤m

∥Dαf∥ <∞}. (١۵-١)

ض  ع  ی  ف م  ش  ت  ق ع  م  ل  گ  ر Di اگ  ر ھ م  چ  ن  ی  ن اس  ت. |α| =
∑d

j=۱ αj ب  ط  وری  ک  ه α = (α۱, . . . , αd) آن در ک  ه
زی  ر ص  ورت ب  ه ف  ض  ا ای  ن در داخ  ل  ی ض  رب اس  ت. Dα = Dα۱

۱ . . . Dαd
d آن  گ  اه ب  اش  د iام م  ت  غ  ی  ر ب  ه ن  س  ب  ت

م  ی ش  ود، ت  ع  ری  ف

(f, g)m = (f, g)Hm =
∑
|α|≤m

∫
Ω

DαfDαgdx ∀f, g ∈ Hm(Ω). (١۶-١)

ب  ص  ورت، داخ  ل  ی ض  رب ای  ن ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ن  رم درن  ت  ی  ج  ه

∥f∥۲m,Ω =
∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαf |dx ∀f ∈ Hm(Ω), (١-١٧)

م  ی ش  ود، ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ص  ورت آن ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ش  ب  ه-ن  رم ی  ک و

|f |۲m,Ω =
∑
|α|=m

∫
Ω

|Dαf |dx ∀f ∈ Hm(Ω), (١-١٨)

آن  گ  اه اس  ت. ∂Ω ل  ی  پ-ش  ی  ت  س پ  ی  وس  ت  ه م  رز ب  ا ک  ران  دار دام  نۀ Ω ک  ن  ی  د ف  رض اث  ر ق  ض  یۀ ١-١-١٨ ق  ض  ی  ه
.f ∈ Hs(Ω) ∩ C ۰(Ω) ھ ر ب  رای γ۰f = f |∂Ω ب  ط  وری ک  ه دارد وج  ود γ۰ : Ω −→ ∂Ω خ  ط  ی ن  گ  اش  ت

،f ∈ H ۱(Ω) ھ ر ب  رای ب  ط  وری ک  ه دارد وج  ود C م  ث  ب  ت ث  اب  ت اث  ر ق  ض  یۀ ب  ه ت  وج  ه ب  ا ن  ت  ی  ج  ه، در

∥f∥L۲(∂Ω) ≤ C∥f∥H ۱(Ω). (١-١٩)
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رس  ال  ه ف  ص  ل ھ ای م  ع  رف  ی ١-٢

اول ف  ص  ل دی  دی  م ک  ه ھ م  ان ط  ور داش  ت. خ  واھ ی  م رس  ال  ه ای  ن ف  ص  ل ھ ای ب  ر ک  ل  ی و م  خ  ت  ص  ر م  روری ب  خ  ش ای  ن در
اس  ت. رس  ال  ه در لازم ن  م  ادھ ای و ت  ع  ری  ف ھ ا ش  ام  ل

روش ب  ه م  رب  وط ت  ع  اری  ف و م  ق  دم  ات ھ م  چ  ن  ی  ن و اس  ت ش  ده ت  وص  ی  ف و م  ع  رف  ی ف  رم  ی م  ع  ادل  ه دوم ف  ص  ل در
اس  ت. ش  ده آورده م  ت  ن  اھ ی اج  زای

م  ی پ  ردازی  م. (SD) ج  ری  ان خ  ط ج  ه  ت در پ  خ  ش م  ت  ن  اھ ی اج  زای روش ب  ررس  ی و م  ط  ال  ع  ه ب  ه س  وم ف  ص  ل در
ب  رای ب  ه  ی  ن  ه خ  ط  ای ک  ران و پ  ای  داری ف  ص  ل ای  ن در اس  ت. [١٠] و [٣۴] م  ق  ال  ه ھ ای ن  ت  ای  ج ف  ص  ل ای  ن م  ط  ال  ب

اس  ت. ش  ده داده ن  ش  ان hp و h ن  وع از SD روش

م  ط  ال  ب م  ی پ  ردازی  م. ف  رم  ی م  ع  ادلۀ ب  رای hp و h ن  وع از ن  اپ  ی  وس  ت  ه گ  ال  رک  ی  ن روش ت  ش  ری  ح ب  ه چ  ه  ارم ف  ص  ل در
م  ع  ادلۀ ب  رای DG روش خ  ط  ای ت  خ  م  ی  ن و پ  ای  داری ف  ص  ل ای  ن در اس  ت. [١٠] م  ق  ال  ه از ب  رگ  رف  ت  ه ف  ص  ل ای  ن

اس  ت. ش  ده داده ن  ش  ان ف  رم  ی

س  پ  س و ش  ده م  ع  رف  ی ط  ولان  ی ت  ون  ل در گ  از ج  ری  ان ب  رای (BGK) ج  ن  ب  ش  ی ان  رژی م  دل ی  ک پ  ن  ج  م ف  ص  ل در
و پ  ای  داری س  پ  س اس  ت. ش  ده ب  رده ک  ار ب  ه م  ع  ادل  ه ای  ن ب  رای SD م  ت  ن  اھ ی اج  زای روش و ق  ائ  م گ  س  س  تۀ م  دل

اس  ت. آم  ده [١١] م  ق  ال  ه در ن  ت  ای  ج ای  ن اس  ت. ش  ده ب  ررس  ی گ  از ج  ری  ان ح  ل در روش ای  ن ھ م  گ  رای  ی

ش  ده آورده پ  ن  ج  م ف  ص  ل در ج  ن  ب  ش  ی ان  رژی ای  س  ت  ای م  دل ب  ه م  رب  وط ع  ددی ن  ت  ای  ج ش  ش  م ف  ص  ل در ن  ه  ای  ت در
آم  ده [١١] م  ق  ال  ه در ن  ت  ای  ج ای  ن اس  ت. ش  ده ت  ح  ق  ی  ق ق  ب  ل ف  ص  ل در آم  ده دس  ت ب  ه ن  ظ  ری ن  ت  ای  ج م  ورد در و اس  ت

اس  ت.

در ک  ه م  س  ائ  ل م  ه  م ت  ری  ن از ب  رخ  ی پ  ای  ان  ن  ام  ه، ای  ن در آم  ده ب  ه دس  ت ن  ت  ای  ج ج  م  ع ب  ن  دی ض  م  ن ھ ف  ت  م ف  ص  ل در
م  ی ش  ود. ارائ  ه اس  ت ان  ج  ام دس  ت در ک  ه ک  ارھ ای  ی و آورده را دارد وج  ود ان  ت  ق  ال م  ع  ادلات ع  ددی ح  ل زم  ی  ن  ه



٢ ف  ص  ل

روش م  ق  دم  ات و ف  رم  ی-ف  وک  ر-پ  لان  ک م  ع  ادلۀ
م  ح  دود اج  زای

ف  رم  ی-ف  وک  ر-پ  لان  ک م  ع  ادلۀ ٢-١

ک  ه ن  ق  ط  ه ای در ذرات اس  ت. ش  ده گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در م  ت  ن  اھ ی ض  خ  ام  ت ب  ا ق  ط  ع  ه ی  ک روی ب  ر ذرات ت  ش  ع  ش  ع م  ع  ادلۀ
ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ف  رض م  ی ش  ون  د. وارد x م  ح  ور م  ث  ب  ت ج  ه  ت در ن  ام  ی  م م  ی ،(x, y, z) = (۰, ۰, ۰) ی  ع  ن  ی م  ب  دا را آن
م  ان  ن  د ب  اردار ذرات ب  رای ف  رض ای  ن م  ی ک  ن  ی  م. چ  ش  م پ  وش  ی ب  زرگ زوای  ای از و اس  ت ک  وچ  ک ذرات ت  وزی  ع زاویۀ
ب  زرگ ق  ط  ع  ه ع  م  ق در ح  رک  ت ب  ا ت  ش  ع  ش  ع ذرات زاویۀ اس  ت. م  ع  ت  ب  ر س  ن  گ  ی  ن ی  ون ھ ای و پ  روت  ون ھ ا ال  ک  ت  رون ھ ا،
ش  د. م  ط  رح ف  رم  ی ت  وس  ط ١٩٩٠ س  ال در اب  ت  دا م  ی ش  ود گ  س  ت  رده ت  ش  ع  ش  ع زاویۀ چ  گ  ون  ه ک  ه م  س  ال  ه ای  ن م  ی ش  ود.
ن  ت  ای  ج آورد. دس  ت ب  ه ت  ح  ل  ی  ل  ی ج  واب ی  ک ب  ا ان  رژی ت  ک م  ع  ادلۀ ی  ک ف  ی  زی  ک  ی ت  ع  ب  ی  رھ ای از اس  ت  ف  اده ب  ا اب  ت  دا او
ک  ارب  ردھ ای دارای ف  ی  زی  ک  ی م  س  الۀ ای  ن ب  ود. ف  ض  ا در ک  ه  ک  ش  ان  ی ت  ش  ع  ش  ات روی ب  ر ت  ح  ق  ی  ق ی  ک ب  راس  اس ف  رم  ی
از م  ی ت  وان را ف  رم  ی م  ع  ادلۀ اس  ت. رادی  وت  راپ  ی و ال  ک  ت  رون  ی م  ی  ک  روس  ک  وپ  ه  ای م  واد، ع  ل  م س  ت  اره ش  ن  اس  ی، در زی  ادی
م  ی  ل ص  ف  ر س  م  ت ب  ه ت  ش  ع  ش  ع  ات م  ق  ط  ع س  ط  ح ک  ه ھ ن  گ  ام  ی آورد دس  ت ب  ه ح  دی ح  ال  ت در خ  ط  ی ب  ول  ت  زم  ان م  ع  ادلۀ
م  ع  ادلۀ ب  ا ان  رژی ب  ه واب  س  ت  گ  ی ب  دون و ج  ذب ب  دون ت  اب  ش ان  ت  ق  ال م  س  الۀ ب  رای ب  رل  ت  زم  ان م  ع  ادلۀ .[١۶] م  ی ک  ن  د

م  ی ش  ود، داده زی  ر

µ
∂ψ

∂ψ
+η

∂ψ

∂y
+ ξ

∂ψ

∂z
=

∫
۴π
σs(Ω · Ω′) [ψ(x,Ω′)− ψ(x,Ω)] d۲Ω′,

۰ < x < ۱,

ψ(۰, y, z,Ω) = δ(y)δ(y)
δ(۱− µ)

۲π , ۰ < µ ≤ ۱,

ψ(۱, y, z,Ω) = ۰, −۱ ≤ µ < ۰.

(٢-١)

اس  ت. واح  د ق  ط  ع  ه ع  رض ک  ه ش  ده ان  د ب  ع  د ب  دون ای گ  ون  ه ب  ه م  ک  ان ب  ه م  رب  وط م  ت  غ  ی  رھ ای م  ع  ادل  ه ای  ن در
م  ع  ادل  ه ای  ن در .σt = ۲π

∫ ۱
−۱ σs(µ۰)dµ۰ آن در ک  ه اس  ت σ−۱

t ب  رخ  ورد م  س  ی  ر م  ی  ان  گ  ی  ن ح  س  ب ب  ر ق  ط  ع  ه ع  رض

۶



٧ م  ح  دود اج  زای روش م  ق  دم  ات و ف  رم  ی-ف  وک  ر-پ  لان  ک م  ع  ادلۀ .٢ ف  ص  ل

آن در ک  ه م  ی دھ د ن  ش  ان را س  رع  ت ب  ردار Ω = (µ, η, ξ)

η =
√

۱− µ۲ cosϕ, ξ =
√

۱− µ۲ sinϕ.

اس  ت، زی  ر ت  وزی  ع دارای ن  دارد وج  ود ج  ذب ک  ه ھ ن  گ  ام  ی ت  وزی  ع دی  ف  ران  س  ی  ل  ی م  ق  ط  ع س  ط  ح

σs(µ۰) = σt

∞∑
n=۰

۲n+ ۱
۴π fnPn(µ۰), f۰ = ۱, f۱ = µ̄۰. (٢-٢)

زی  ر راب  طۀ ب  ا ب  ول  ت  رم  ان م  ع  ادلۀ ب  رای ف  وک  ر-پ  لان  ک ت  ق  ری  ب اس  ت. ل  ژان  در چ  ن  دج  م  ل  ه ای nام ج  م  لۀ Pn آن در ک  ه
اس  ت، ش  ده داده

µ
∂ψ

∂ψ
+ η

∂ψ

∂y
+ ξ

∂ψ

∂z
=
σtr
۲

[
∂

∂µ
(۱− µ۲)

∂

∂µ
+

۱
۱− µ۲

∂۲

∂ϕ۲

]
ψ(x,Ω), ۰ < x < ۱,

ψ(۰, y, z,Ω) = δ(y)δ(z)
δ(۱− µ)

۲π , ۰ < µ ≤ ۱,

ψ(۱, y, z,Ω) = ۰, −۱ ≤ µ < ۰.
(٢-٣)

ای  ن ب  ا م  ی آی  د دس  ت ب  ه ان  ت  ق  ال م  ع  ادلۀ از ع  م  وم  اً ف  وک  ر-پ  لان  ک م  ع  ادلۀ اس  ت. σtr = σt(۱ − µ̄۰) آن در  ک  ه
٢-٣ م  ع  ادلۀ در ψ زاوی  ه ای ش  ار س  پ  س و اس  ت غ  ال  ب ب  زرگ ت  وزی  ع زوای  ای ب  ه ک  وچ  ک ت  وزی  ع زوای  ای ک  ه ف  رض
در ت  ش  ع  ش  ع ب  رای را زی  ر م  ع  ادلۀ ف  رم  ی م  ی ش  ود. داده ب  س  ط دوم درجۀ ت  ا Ω′ = Ω ح  ول ت  ی  ل  ور س  ری از اس  ت  ف  اده ب  ا

داد، پ  ی  ش  ن  ه  اد σtr ≪ ۱ ح  ال  ت

∂ψ

∂x
+η

∂ψ

∂y
+ ξ

∂ψ

∂z
=
σtr
۲

(
∂۲

∂η۲
+

∂۲

∂ξ۲

)
ψ(x,Ω), ۰ < x < ۱,

ψ(۰, y, z, η, ξ) = δ(y)δ(z)δ(η)δ(ξ).

(۴-٢)

از اس  ت  ف  اده ب  ا و ح  ق  ی  ق  ی اع  داد ھ مۀ ب  ه ξ و η دام  ن  ه ت  وس  ی  ع ب  ا ک  ه اس  ت ای  ن ف  رم  ی م  ع  ادلۀ وی  ژگ  ی ھ ای از ی  ک  ی
ب  دس  ت σtr = σtr(x) ح  ال  ت در ت  ح  ل  ی  ل  ی ج  واب ی  ک م  ی ت  وان ξ و y, z, η م  ت  غ  ی  رھ ای ب  ه ت  وج  ه ب  ا ف  وری  ه ت  ب  دی  ل
م  ع  رف  ی ب  ا آورد. ب  دس  ت ن  م  ی ت  وان σtr = σtr(x, y, z) ب  رای ت  ح  ل  ی  ل  ی ج  واب ک  ل  ی ح  ال  ت در ح  ال ای  ن ب  ا آورد.

م  ت  غ  ی  رھ ای

v۱ =
η

µ
=

η√
۱− η۲ − ξ۲

, v۲ =
ξ

µ
=

ξ√
۱− η۲ − ξ۲

, (۵-٢)

زی  ر ب  ص  ورت v ∈ Ωv ⊂ R۲ س  رع  ت ب  ردار ب  ا Ωx ⊂ R۳ ک  ران  دار چ  ن  دوج  ه  ی ی  ک در ب  ع  دی س  ه ف  رم  ی م  ع  ادل  ه
اس  ت،

∂f
∂x

+ v · ∇⊥f = σtr

۲ (∆vf), (۰, L]× Ω ,در
f(۰, x⊥, v) = f۰(x⊥, v), Ω = Ωx⊥ × Ωv ,در
f(x, x⊥, v) = ۰, (۰, L]× ([Γ−

v × Ωv] ∪ [Ωx⊥ × ∂Ωv]) ,در
(۶-٢)



٨ م  ح  دود اج  زای روش م  ق  دم  ات و ف  رم  ی-ف  وک  ر-پ  لان  ک م  ع  ادلۀ .٢ ف  ص  ل

اس  ت، زی  ر ب  ص  ورت v ∈ Ωv ھ ر ب  رای خ  ارج  ی ش  ارش ب  ا م  رز و f۰ ∈ L۲(Ω) ب  ط  وری ک  ه

Γ−
v = {x⊥ ∈ ∂Ωx⊥ : n(x⊥) · v < ۰}. (٢-٧)

ب  ط  وری  ک  ه اس  ت x⊥ ∈ ∂Ωx⊥ ن  ق  ط  ه در ∂Ωx⊥ ی  ع  ن  ی Ωx⊥ م  رز ب  ر خ  ارج  ی ی  ک  ه ن  رم  ال n(x⊥) ای  ن  ج  ا در
اس  ت. ان  ت  ق  ال م  ق  ط  ع س  ط  ح σtr = σtr(x, y, z) و ∇⊥ = ( ∂

∂y
, ∂
∂z
) ،v = (v۱, v۲) ،x⊥ = (y, z)

م  ح  دود اج  زای روش ن  ی  ازھ ای پ  ی  ش و ت  ع  ای  ف ٢-٢

ھ ر ب  رای ھ رگ  اه م  ی ش  ود ن  ام  ی  ده م  رج  ع ال  م  ان را K̂ ث  اب  ت ل  ی  پ-ش  ی  ت  س دام  نۀ م  رج  ع ال  م  ان ٢-٢-١ ت  ع  ری  ف
ب  ط  وری  ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود FK م  ع  ک  وس پ  ذی  ر آف  ی  ن ن  گ  اش  ت K ال  م  ان

FK(K̂) = K. (٢-٨)

ال  م  ان ب  ا K ∈ Th ال  م  ان ھ ر ھ رگ  اه اس  ت آف  ی  ن خ  ان  وادۀ ی  ک Th م  ث  ل  ث ب  ن  دی آف  ی  ن خ  ان  واده ٢-٢-٢ ت  ع  ری  ف
ب  اش  د. ھ م ارز م  رج  ع

h از م  س  ت  ق  ل C۰ ث  اب  ت اگ  ر گ  وی  ن  د م  ن  ظ  م را {Th}h>۰ اف  رازھ ای خ  ان  وادۀ م  ن  ظ  م خ  ان  وادۀ ٢-٢-٣ ت  ع  ری  ف
ب  ط  وری  ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود

C۰hK ≤ ρ(K), ∀K ∈
∪
h>۰

{Th}, (٢-٩)

اس  ت. K ال  م  ان در م  ح  اط دای  رۀ ق  ط  ر از ت  اب  ع  ی ρ(K) آن در ک  ه

اگ  ر گ  وی  ن  د ش  ب  ه-ی  ک  ن  واخ  ت را {Th}h>۰ اف  رازھ ای خ  ان  وادۀ ش  ب  ه-ی  ک  ن  واخ  ت خ  ان  وادۀ ۴-٢-٢ ت  ع  ری  ف
،h > ۰ ھ ر ب  رای ب  ط  وری  ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود τ ث  اب  ت

hK ≥ τh, ∀K ∈
∪
h>۰

{Th}. (٢-١٠)



٩ م  ح  دود اج  زای روش م  ق  دم  ات و ف  رم  ی-ف  وک  ر-پ  لان  ک م  ع  ادلۀ .٢ ف  ص  ل

درون  ی  اب  ی خ  ط  ای ت  خ  م  ی  ن ٢-٢-١

IK : Hk+۱ −→ XK ⊂ Hm(K) ع  م  ل  گ  ر اس  ت. K ال  م  ان روی ب  ر ϕK
i پ  ای  ه ای ت  واب  ع ف  ض  ای XK ک  ن  ی  د ف  رض

ب  ا

IK(v) =
N∑
i=۱

v(xKi )ϕ
K
i , (٢-١١)

ب  ط  وری  ک  ه، ھ س  ت  ن  د K ال  م  ان در گ  ره ای ن  ق  اط xKi آن در ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف

ϕK
i (x

K
j ) = δij. (٢-١٢)

،v ∈ Hk+۱(K) ھ ر ب  رای آن  گ  اه

|v − IK(v)|m,K ≤ Chk+۱
K |v|k+۱,K , (٢-١٣)

ت  خ  م  ی  ن K ∈ Th ھ ر ب  رای آن  گ  اه ب  اش  د م  ن  ظ  م Th ش  ب  ک  ه اگ  ر ع  لاوه ب  ه اس  ت. K از م  س  ت  ق  ل C ث  اب  ت آن در ک  ه
اس  ت، ب  رق  رار زی  ر خ  ط  ای

∥v − IK(v)∥m,K ≤ Chk+۱−m
K |v|k+۱,K . (١۴-٢)

Ω از اف  رازھ ا از م  ن  ظ  م آف  ی  ن خ  ان  واده ی  ک {Th}h>۰ ک  ن  ی  د ف  رض س  راس  ری خ  ط  ای ت  خ  م  ی  ن ۵-٢-٢ ق  ض  ی  ه
،k > و۰ v ∈ Hk+۱(Ω) ھ ر ب  رای ب  ط  وری  ک  ه دارد وج  ود h از م  س  ت  ق  ل C ث  اب  ت آن  گ  اه اس  ت.

∥v − Ih(v)∥m,Ω ≤ Chk+۱−m|v|k+۱,Ω, m = ۰, ۱. (١۵-٢)

Ω از اف  رازھ ا از ش  ب  ه-ی  ک  ن  واخ  ت خ  ان  واده ی  ک {Th}h>۰ ک  ن  ی  د ف  رض م  ع  ک  وس ن  ام  س  اوی ۶-٢-٢ ق  ض  ی  ه
،vh ∈ Vh ھ ر ب  رای ب  ط  وری  ک  ه دارد وج  ود CI ث  اب  ت آن  گ  اه اس  ت.

∥∇vh∥۲ ≤ CIh
−۲∥vh∥۲. (١۶-٢)

ف  رم  ی م  ع  ادلۀ ب  رای م  ت  ن  اھ ی اج  زای روش م  ق  دم  ات ٢-٣

از اف  راز ی  ک T x⊥
h = {τx⊥} ک  ن  ی  د ف  رض اس  ت: زی  ر ب  ص  ورت Ωx⊥ × Ωv دام  نۀ روی ب  ر گ  س  س  ت  ه س  ازی ی  ک

۰ = x۰ < x۱ < . . . < xM = L اس  ت. τ v اج  زای ب  ه Ωv از اف  راز ی  ک T v
h = {τv} و τx⊥ اج  زای ب  ه Ωx⊥



١٠ م  ح  دود اج  زای روش م  ق  دم  ات و ف  رم  ی-ف  وک  ر-پ  لان  ک م  ع  ادلۀ .٢ ف  ص  ل

Ch ک  ن  ی  د ف  رض اس  ت. Im = (xm−۱, xm), m = ۱, ...,M ب  ازه ھ ای زی  ر ب  ه I = (۰, L] ب  ازۀ از اف  راز ی  ک
ک  ن  ی  د ف  رض اس  ت. h = diam K ش  ب  کۀ ان  دازۀ ب  ا K = Im × τ اج  زای ب  ه QL := (۰, L] × Ω اف  راز
اس  ت. v و x⊥ ،x م  ت  غ  ی  رھ ای در K ال  م  ان روی ب  ر p ح  داک  ث  ر درجۀ از ج  م  ل  ه ای ھ ای چ  ن  د م  ج  م  وعۀ Pp(K)

م  ی ک  ن  ی  م، ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ص  ورت را م  ت  ن  اھ ی ب  ع  د از ت  اب  ع  ی ف  ض  ای

Vh = {g ∈ H̃۰ : g ◦ FK ∈ Pp(K̂); ∀K ∈ Ch}, (٢-١٧)

ب  ط  وری  ک  ه،

H̃۰ =
M∏
m=۱

H ۱
۰(Sm), Sk = Ik × Ω, k = ۱, . . . ,M, (٢-١٨)

و

H ۱
۰(Sm) = {g ∈ H ۱(Sm) : g ≡ ۰ ∂Ωv روی .{ب  ر (٢-١٩)

م  ی ش  ود، اس  ت  ف  اده L۲ ن  رم در ت  واب  ع داخ  ل  ی ض  رب ب  رای زی  ر ن  م  ادھ ای از ب  ه ع  لاوه

(f, g)m = (f, g)Sm, ∥g∥۲m = (g, g)m,
⟨f, g⟩m = (f(xm, ., .), g(xm, ., .))Ω, |g|۲m = ⟨g, g⟩m,
⟨f, g⟩Γ− =

∫
Γ− fg(β · n)ds, ⟨f, g⟩Γ−

m
=
∫
Im

⟨f, g⟩Γ−ds,

⟨f, g⟩Γ−
I
=
∫
I
⟨f, g⟩Γ−ds,

(٢-٢٠)

ب  ط  وری  ک  ه،

Γ− = {(x⊥, v) ∈ Γ = ∂(Ωx⊥ × Ωv) : β · n < ۰}.

∂Ωx⊥ م  رز خ  ارج ب  ه ن  رم  ال ب  ردارھ ای ت  رت  ی  ب ب  ه nv و nx⊥ ک  ه n = (nx⊥ ,nv) و β = (v,0) راب  ط  ه ای  ن در
اس  ت ت  واب  ع ھ م  چ  ن  ی  ن و پ  ارام  ت  رھ ا از م  س  ت  ق  ل ک  ه اس  ت ع  م  وم  ی ث  اب  ت ی  ک C ث  اب  ت ادام  ه در ھ س  ت  ن  د ∂Ωv و
ب  ر ق  ط  ع  ه ای ج  م  ل  ه ای ھ ای چ  ن  د ب  رای ن  ه  ای  ت در ش  ود. ب  ی  ان م  ت  غ  ی  ری ب  ه آن واب  س  ت  گ  ی ص  ری  ح ط  ور ب  ه ای  ن  ک  ه م  گ  ر

ن  م  اد از C ′
h ⊂ Ch ب  ا C ′

h = {K} ش  ب  کۀ روی

(D۱w۱, D۲w۲)Q′ =
∑
K∈C′

h

(D۱w۱, D۲w۲)K , Q′ =
∪

K∈C′
h

K, (٢-٢١)

L۲(Q) ف  ض  ای در داخ  ل  ی ض  رب ی  ک (·, ·)Q و اس  ت دی  ف  ران  س  ی  ل  ی ع  م  ل  گ  ر ی  ک Di آن در ک  ه م  ی  ش  ود اس  ت  ف  اده
اس  ت. ∥ · ∥Q داخ  ل  ی ض  رب ای  ن ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ن  رم اس  ت.



٣ ف  ص  ل

ج  ری  ان م  س  ی  ر در پ  خ  ش م  ت  ن  اھ ی اج  زای روش
ف  رم  ی م  ع  ادلۀ ب  رای (SD)

SD ج  ری  ان م  س  ی  ر در پ  خ  ش م  ت  ن  اھ ی اج  زای روش ٣-١

از گ  ره ای ن  ق  اط در x م  ت  غ  ی  ر در اس  ت م  م  ک  ن ک  ه م  ی ك  ن  ی  م اس  ت  ف  اده v و x⊥ در پ  ی  وس  ت  ه ت  ق  ری  ب ت  واب  ع از م  ا ای  ن  ج  ا در
م  ی ك  ن  ی  م، ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ص  ورت را ج  ه  ش x م  ت  غ  ی  ر در ب  اش  ن  د. ن  اپ  ی  وس  ت  ه [۰, L] از Th اف  راز

[g] = g+ − g−, (٣-١)

ب  ط  وری  ك  ه

g± = lims→۰± g(x+ s, x⊥, v), (x⊥, v) ∈ Int(Ωx⊥)× Ωv, x ∈ Iب  رای,
g± = lims→۰± g(x+ s, x⊥ + sv, v), (x⊥, v) ∈ ∂Ωx⊥ × Ωv, x ∈ Iب  رای. (٣-٢)

L۲ ف  ض  ای در م  رزی ش  رای  ط ب  ا (۶-٢) م  ع  ادل  ه ت  غ  ی  ی  رات  ی ف  رم .Int(Ωx⊥) = Ωx⊥ − ∂Ωx⊥ آن در ک  ه
اس  ت، زی  ر ب  ص  ورت

ب  ط  وری  ک  ه g ∈ Vh ھ ر و m = ۰, ۱, . . . ,M − ۱ ب  رای fh ∈ Vh اس  ت ∑م  ط  ل  وب
K∈Im×Th

[
(fh

x + v · ∇⊥f
h, g + δ(gx + v · ∇⊥g))K + σ(∇vf

h,∇vg)K

−δσ(∆vf
h, gx + v · ∇⊥g)K

]
+ ⟨fh

+, g+⟩m − ⟨fh
+, g+⟩Γ−

m
= ⟨fh

−, g+⟩m.
(٣-٣)

ب  ا g + δ(gx + v · ∇⊥g) ش  ك  ل ب  ه آزم  ون ت  واب  ع از اس  ت  ف  اده ب  ا ،h ن  وع از SD م  ت  ن  اھ ی اج  زای روش در
0 آن در ک  ه م  ی ش  ود ای  ج  اد (۱, v,0) ج  ری  ان خ  ط ج  ه  ت در hα م  رت  بۀ از پ  خ  ش ج  م  لۀ ی  ك ،α ≥ ۱ ،δ ∼ hα

دس  ت ب  ه h∥gx + v · ∇⊥g∥ ج  م  لۀ ب  رای ك  ران ی  ك م  ی ت  وان ن  ت  ی  ج  ه در اس  ت. س  رع  ت ف  ض  ای در ص  ف  ر ب  ردار
ھ ر ب  رای ،hp روش در ن  ت  ی  ج  ه در دارد، ب  س  ت  گ  ی p و h م  وض  ع  ی پ  ارام  ت  رھ ای ب  ه δ ان  ت  خ  اب hp روش در آورد.

م  ی ش  ود. ت  ع  ری  ف م  وض  ع  ی ص  ورت ب  ه δ ال  م  ان،

١١



١٢ ف  رم  ی م  ع  ادلۀ ب  رای (SD) ج  ری  ان م  س  ی  ر در پ  خ  ش م  ت  ن  اھ ی اج  زای روش .٣ ف  ص  ل

h ن  وع از SD روش ٣-١-١

x م  ت  غ  ی  ر در گ  ره ای ن  ق  اط در ن  اپ  ی  وس  ت  ه پ  ای  ه ای ت  واب  ع ب  ا (۶-٢) ف  رم  ی م  ع  ادلۀ ب  رای h ن  وع از SD ع  ددی روش  ی
م  ی ك  ن  ی  م، ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه را B̃ خ  ط  ی دو ف  رم اب  ت  دا م  ی ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف ادام  ه در را

B̃(f, g) = B(f, g) +
M−۱∑
m=۱

⟨[f ], g+⟩m + ⟨f+, g+⟩۰ − ⟨f+, g+⟩Γ−
I
, (۴-٣)

آن در ك  ه

B(f, g) =
∑
K∈Ch

[
(fx + v · ∇⊥f, g + δ(gx + v · ∇⊥g))QL

+ σ(∇vf,∇vg)K

− δσ(∆vf, gx + v · ∇⊥g)K
]
+ ⟨f, g⟩۰ − ⟨f, g⟩Γ− .

(۵-٣)

م  ی ك  ن  ی  م، ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه را L̃ خ  ط  ی ف  رم ھ م  چ  ن  ی  ن

L̃(g) = ⟨f۰, g+⟩۰,

م  ی ش  ود، ب  ازن  وی  س  ی زی  ر ت  غ  ی  ی  رات  ی ف  رم ص  ورت ب  ه (٣-٣) م  ع  ادلۀ

B̃(fh, g) = L̃(g), ∀g ∈ Vh. (۶-٣)

م  ی آی  د، ب  دس  ت زی  ر ن  رم در h ن  وع از SD روش خ  ط  ای

[||g||]۲ = ۱
۲

[
|||g|||۲ + δ ∥ gx + v.∇⊥g ∥۲QL

+
M−۱∑
m=۱

|[g]|۲m

]
, (٣-٧)

آن در ك  ه

|||g|||۲ =
[
σ∥∇vg∥۲QL

+ |g|۲M + |g|۲۰ +
∫
I×∂Ω

g۲ | β · n |dvds
]
. (٣-٨)

.[٣۴] اس  ت ش  ده آورده h ن  وع از SD روش ب  ه م  رب  وط اص  ل  ی ن  ت  ای  ج زی  ر در

م  ی ك  ن  د، ص  دق زی  ر راب  طۀ در B̃ خ  ط  ی دو ف  رم ٣-١-١ ل  م

B̃(g, g) ≥ [||g||]۲ ∀g ∈ Vh.

 

آن  گ  اه ك  ن  ن  د، ص  دق (۶-٣) و (۶-٢) م  ع  ادلات در ت  رت  ی  ب ب  ه fh و f ت  واب  ع ك  ن  ی  د ف  رض ٣-١-٢ ق  ض  ی  ه

[||f − fh||] ≤ Chk+۱/۲∥f∥k+۱,QL
. (٣-٩)



١٣ ف  رم  ی م  ع  ادلۀ ب  رای (SD) ج  ری  ان م  س  ی  ر در پ  خ  ش م  ت  ن  اھ ی اج  زای روش .٣ ف  ص  ل

hp ن  وع از SD روش ٣-١-٢

ت  خ  م  ی  ن ھ ا ای  ن ب  ط  وری  ك  ه م  ی ش  ون  د آورده دس  ت ب  ه hp ن  وع از SD روش ب  ه م  رب  وط  ه ت  خ  م  ی  ن ھ ای ب  خ  ش ای  ن در
اج  زای روش ھ م  گ  رائ  ی ب  ه م  رب  وط ن  ت  ای  ج ح  ق  ی  ق  ت در ھ س  ت  ن  د. ب  ه  ی  ن  ه p و h پ  ارام  ت  رھ ای در ھ م  زم  ان ط  ور ب  ه
ف  رم م  ن  ظ  ور ای  ن ب  ه م  ی ی  اب  د. گ  س  ت  رش hp ن  وع از SD م  ت  ن  اھ ی اج  زای روش ب  ه h ن  وع از SD م  ت  ن  اھ ی

زی  ر، خ  ط  ی دو ت  غ  ی  ی  رات  ی

B̂δ(f, g) =
∑
K∈Ch

[(fx + v · ∇⊥f, g + δ(gx + v · ∇⊥g))K + σ(∇vf,∇vg)K

− δσ(∆vf, gx + v · ∇⊥g)K ] +
M−۱∑
m=۱

⟨[f ], g+⟩m + ⟨f, g⟩۰ − ⟨f, g⟩Γ−

خ  ط  ی، ف  رم و

L̂δ(g) = ⟨f۰, g+⟩۰,

اس  ت، زی  ر ب  ص  ورت ث  اب  ت ق  ط  ع  ه ای ب  ط  ور پ  ارام  ت  ر ی  ك δ آن در ك  ه م  ی ش  ون  د ت  ع  ری  ف

δ|K = δK δK = ث  اب  ت K ∈ Ch .ب  رای

زی  ر ب  ص  ورت م  وض  ع  ی ح  ال  ت در (۶-٣) ت  غ  ی  ی  رات  ی ف  رم  ول ش  ود. ت  ع  ی  ی  ن ب  ای  د ع  ددی روش در δ دق  ی  ق م  ق  دار
اس  ت،

اس  ت م  ط  ل  وب p ح  داك  ث  ر درجۀ از ج  م  ل  ه ای ھ ای چ  ن  د از م  ت  ن  اھ ی ب  ع  د ب  ا ت  واب  ع ف  ض  ای در fh ∈ V p
h ت  اب  ع

ب  ط  وری  ك  ه

B̂δ(f
h, g) = L̂(g) ∀g ∈ V p

h , (٣-١٠)

ن  ش  ان δK ب  ا ک  ه م  ی ك  ن  د ت  غ  ی  ی  ر ال  م  ان س  ط  ح در م  وض  ع  ی ب  ط  ور δ ت  اب  ع ،hp ن  وع از SD م  ت  ن  اھ ی اج  زای روش در
اس  ت، زی  ر ص  ورت ب  ه م  ی آی  د دس  ت ب  ه δK ب  ا δ(h) ج  ای  گ  زی  ن  ی ب  ا (٣-٧) راب  طۀ از ك  ه [||.||]δ ن  رم م  ی دھ ی  م.

[||g||]۲δ =:
۱
۲

[
|||g|||۲ +

∑
K∈Ch

δK ∥ gx + v.∇⊥g ∥۲K +
M−۱∑
m=۱

|[g]|۲m

]
. (٣-١١)

ب  ازۀ در δK ،SD پ  ارام  ت  ر ك  ه ك  ن  ی  د ف  رض ٣-١-٣ ل  م

۰ < δK ≤ h۲K
σC۲

Ip
۴ , ∀K ∈ Ch, (٣-١٢)

در B̂δ(., .) خ  ط  ی دو ف  رم آن  گ  اه اس  ت. (١۶-٢) م  ع  ك  وس ن  ام  س  اوی ب  ه م  رب  وط CI ث  اب  ت ب  ط  وری  ك  ه اس  ت
ی  ع  ن  ی، اس  ت ت  راک  م پ  ذی  ر V p

h × V p
h ف  ض  ای

B̂δ(g, g) ≥
۱
۲ [||g||]

۲
δ, ∀g ∈ V p

h . (٣-١٣)



١۴ ف  رم  ی م  ع  ادلۀ ب  رای (SD) ج  ری  ان م  س  ی  ر در پ  خ  ش م  ت  ن  اھ ی اج  زای روش .٣ ف  ص  ل

 

زی  ر ن  ام  س  اوی ب  رھ ان.

δKσ(∆vg, gx + v · ∇⊥g)K ≤ ۱
۲CIh

−۱
K p

۲
√
σδK

[
σ∥∇vg∥۲K + δK∥gx + v · ∇⊥g∥۲K

]
≤ ۱

۲
[
σ∥∇vg∥۲K + δK∥gx + v · ∇⊥g∥۲K

]
,

■ م  ی دھ د. ب  دس  ت را ن  ظ  ر م  ورد ن  ت  ی  جۀ م  ی آی  د، ب  دس  ت م  ع  ك  وس ن  ام  س  اوی و ك  ش  ی-ش  وارت  ز ن  ام  س  اوی از ك  ه

ب  اش  د. K روی ب  ر س  وب  ول  ف ن  رم ی  ک ∥.∥s,K و g ∈ Hs(K) ك  ن  ی  د ف  رض درون  ی  اب ن  ام  س  اوی ۴-٣-١ ل  م
p درجۀ از Πpg چ  ن  دج  م  ل  ه ای ب  ط  وری  ك  ه دارد وج  ود hK و g از م  س  ت  ق  ل ول  ی r و s ب  ه واب  س  ت  ه C ث  اب  ت آن  گ  اه

ب  ط  وری  ك  ه دارد وج  ود

∥g − Πpg∥r,K ≤ C
hµ−r
K

ps−r
∥g∥s,K , ۰ ≤ r ≤ s ,ب  رای µ = min(p+ ۱, s). (١۴-٣)

 

اس  ت. ن  ی  از ك  ن  د ت  ض  م  ی  ن را دام  ن  ه ك  ل ب  ر پ  ی  وس  ت  گ  ی ك  ه درون  ی  اب ت  ق  ری  ب ی  ك ب  ه ھ م  چ  ن  ی  ن

آن در ک  ه g |K∈ Hs(K) ب  ط  وری  ك  ه g ∈ H ۱
۰(QL) ∩ L۲(I,Hr(Ω)), r > ۲ ك  ن  ی  د ف  رض ۵-٣-١ ل  م

ب  ط  وری  ك  ه، دارد وج  ود اس  ت پ  ی  وس  ت  ه Ω روی ب  ر ك  ه g از Πpg ∈ V p
h درون  ی  اب آن  گ  اه .K ∈ Ch و s ≥ r

∥g − Πpg∥۱,K ≤ C
hµ−۱
K

ps−۱ ∥g∥s,K . (١۵-٣)

 .µ = min(p+ ۱, s) و اس  ت p و h از م  س  ت  ق  ل ث  اب  ت ی  ك C > ۰ ای  ن  ج  ا در

اس  ت  ف  اده ١-١-١٨ اث  ر ق  ض  یۀ از ھ م  چ  ن  ی  ن ادام  ه در م  ی دھ ی  م. ارج  اع [١٨] و [٢٩] ب  ه ل  م ای  ن اث  ب  ات ب  رای
م  ی ک  ن  ی  م،

∥η∥۲∂K ≤ C(∥∇η∥K∥η∥K + h−۱
K ∥η∥۲K), ∀K ∈ Ch. (١۶-٣)

م  ع  ادل  ه دق  ی  ق ج  واب f و QL روی ب  ر م  ن  ظ  م ش  ك  ل ب  ا اف  رازھ ا از خ  ان  واده ی  ك Ch ك  ن  ی  د ف  رض ۶-٣-١ ق  ض  ی  ه
(٣-١٠) م  ع  ادلۀ از ج  واب ی  ك fh ك  ن  ی  د ف  رض . م  ی ك  ن  د ص  دق ۵-٣-١ ل  م ش  رای  ط در ك  ه اس  ت (۶-٢) ف  رم  ی

آن  گ  اه .۰ < δK ≤ h۲
K

σC۲
Ip

۴ ،K ∈ Ch ھ ر ب  رای ك  ن  ی  د ف  رض و اس  ت

[||f − fh||]۲δ ≤ C
∑
K∈Ch

h۲µ−۱
K

p۲s−۲

( ۱
p۲

+
۱
p
+ σh−۱

K + δKh
−۱
K +

hK
δKp۲

)
∥f∥۲s,K . (٣-١٧)



١۵ ف  رم  ی م  ع  ادلۀ ب  رای (SD) ج  ری  ان م  س  ی  ر در پ  خ  ش م  ت  ن  اھ ی اج  زای روش .٣ ف  ص  ل

م  ث  ل  ث  ی ن  ام  س  اوی ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  رھ ان.

[||f − fh||]δ ≤ [||η||]δ + [||ξ||]δ, (٣-١٨)

۵-٣-١ ل  م در درون  ی  اب ع  م  ل  گ  ر Πpf ∈ V p
h راب  ط  ه ای  ن در .ξ = fh − Πpf و η = f − Πpf ب  ط  وری  ك  ه

داری  م، B̂δ(e, ξ) = ۰, ی  ع  ن  ی گ  ال  رك  ی  ن ت  ع  ام  د راب  طۀ و ۴-٢ ل  م از اس  ت  ف  اده ب  ا اس  ت.

۱
۲ [||ξ||]

۲
δ ≤ B̂δ(ξ, ξ) = B̂δ(η, ξ)− B̂δ(e, ξ) = B̂δ(η, ξ)

= σ(∇vη,∇vξ)QL
− σ

∑
K∈Ch

δK(∆vη, ξx + v · ∇⊥ξ)K

+ (ηx + v · ∇⊥η, ξ)QL
+
∑
K∈Ch

δK(ηx + v · ∇⊥η, ξx + v · ∇⊥ξ)K

+
M−۱∑
m=۱

⟨[η], ξ+⟩m + ⟨η+, ξ+⟩۰ − ⟨η, ξ+⟩Γ−
I
=

۷∑
i=۱

Ti.

(٣-١٩)

ب  ا ،T۲ ج  م  لۀ ب  رای م  ی ش  ون  د. زده ت  ق  ری  ب آس  ان  ی ب  ه م  ت  داول روش  ه  ای از اس  ت  ف  اده ب  ا T۳ − T۷ و T۱ ج  م  لات
داری  م، δK و σ ب  ر م  ف  روض  ات و م  ع  ك  وس ن  ام  س  اوی از اس  ت  ف  اده

|T۲| ≤ CIδKσp
۲h−۱

K (∥∇vη∥K)(∥ξx + v · ∇⊥ξ∥K) ≤ ۲σ∥η∥۲K +
δK
۸ ∥ξx + v · ∇⊥ξ∥۲K .

م  ی  آی  د، در زی  ر ص  ورت ب  ه (٣-١٩) راب  طۀ ن  ه  ای  ت در

[||ξ||]δ ≤ C(I۱ + I۲), (٣-٢٠)

م  ی ش  ون  د، ت  ع  ری  ف زی  ر رواب  ط ب  ا I۲ و I۱ آن در ك  ه

I۱ =
∑

K∈Ch

(
δ−۱
K ∥η∥۲K + δK∥ηx + v · ∇⊥η∥۲K + σ∥∇vη∥۲

)
,

I۲ =
M−۱∑
m=۱

|η−|۲m +

∫
I×∂Ω

η۲|β · n|dvds.

داری  م، δK ب  ه م  رب  وط ف  رض  ی  ات و ۵-٣-١ ل  م از اس  ت  ف  اده ب  ا I۱ ت  ق  ری  ب ب  رای

I۱ ≤ C
∑
K∈Ch

h۲µ−۲
K

p۲s−۲ (δ
−۱
K

h۲K
p۲

+ δK + σ)∥f∥۲s,K . (٣-٢١)

داری  م، (١۶-٣) اث  ر ن  ام  س  اوی از اس  ت  ف  اده ب  ا I۲ ت  ق  ری  ب ب  رای

I۲ ≤
∑
K∈Ch

(
hµ−۱
K

ps−۱
hµK
ps

+ h−۱
K

h۲µK
p۲s

)∥f∥۲s,K =
∑
K∈Ch

h۲µ−۱
K

p۲s−۱ (۱+
۱
p
)∥f∥۲s,K . (٣-٢٢)

داری  م، (٣-٢٢) ت  ا (٣-٢٠) رواب  ط ب  ه ت  وج  ه ب  ا ن  ت  ی  ج  ه در

[||ξ||]۲δ ≤ C
∑
K∈Ch

h۲µ−۱
K

p۲s−۲ (
۱
p۲

+
۱
p
+ σh−۱

K + δKh
−۱
K +

hK
δKp۲

)∥f∥۲s,K . (٣-٢٣)



١۶ ف  رم  ی م  ع  ادلۀ ب  رای (SD) ج  ری  ان م  س  ی  ر در پ  خ  ش م  ت  ن  اھ ی اج  زای روش .٣ ف  ص  ل

زد، ت  ق  ری  ب زی  ر ص  ورت ب  ه را [||η||]δ م  ی ت  وان م  ش  اب  ه روش ب  ا ن  ه  ای  ت در

[||η||]۲δ ≤ C
∑
K∈Ch

h۲µ−۱
K

p۲s−۲ (
۱
p
+ σh−۱

K + δKh
−۱
K )∥f∥۲s,K . (٢۴-٣)

■ م  ی آی  د. دس  ت ب  ه ن  ظ  ر م  ورد ن  ت  ی  جۀ (٣-١٨) راب  طۀ در (٢۴-٣) و (٣-٢٣) رواب  ط ج  ای  گ  ذاری ب  ا

ص  ورت  ی ب  ه δK ك  ن  د. م  ی ت  غ  ی  ی  ر م  وض  ع  ی ص  ورت ب  ه K ∈ Ch ھ م  ه ب  رای δK ،۴-٢ ق  ض  ی  ه در ٣-١-٧ ت  ب  ص  ره
۱/p و hK ب  ه ن  س  ب  ت σ ص  ورت  ی  ك  ه در ن  ت  ی  ج  ه در ك  ن  د. ص  دق ۶-٣-١ ق  ض  ی  ه م  ف  روض  ات در ك  ه م  ی ش  ود ان  ت  خ  اب

ك  ران ب  اش  د، ك  وچ  ك

[||f − fh||]۲δ ≤ C
∑
K∈Ch

h۲µ−۱
K

p۲s−۱ ∥f∥
۲
s,K . (٢۵-٣)

خ  ط  ای ک  ران ای  ن آوردن ب  دس  ت در σ ب  ر م  ف  روض  ات م  ی دھ د. دس  ت ب  ه hp ن  وع از SD روش خ  ط  ای ب  رای را
اس  ت. اس  اس  ی ب  ه  ی  ن  ه

ب  ا ول  ی اس  ت ك  ن  ن  ده م  ح  دود دام  ن  ه ك  ل در ج  واب ھ م  واری م  ورد در ۵-٣-١ ق  ض  ی  ه م  ف  روض  ات ٣-١-٨ ت  ب  ص  ره
ب  رداش  ت  ن ل  ذا ھ س  ت  ن  د پ  ی  وس  ت  ه (x⊥, v) م  ت  غ  ی  رھ ای در آزم  ون ت  واب  ع م  ی ك  ن  ی  م ف  رض SD روش در ای  ن  ك  ه ب  ه ت  وج  ه
ك  اھ ش ش  رای  ط ای  ن ن  اپ  ی  وس  ت  ه گ  ال  رك  ی  ن م  ت  ن  اھ ی اج  زای روش در ن  ی  س  ت. ام  ك  ان پ  ذی  ر روش ای  ن در ش  رای  ط ای  ن

م  ی ی  اب  د..

ھ مۀ ب  رای s و p پ  ارام  ت  رھ ای ن  م  ادگ  ذاری در س  اده س  ازی دل  ی  ل ب  ه آم  د، دس  ت ب  ه ك  ه ن  ت  ای  ج  ی در ٣-١-٩ ت  ب  ص  ره
چ  ن  د درجۀ ك  ه ی  اب  د گ  س  ت  رش ح  ال  ت  ی ب  ه م  ی ت  وان  د ن  ت  ای  ج ای  ن ش  دن  د. ان  ت  خ  اب ی  ك  س  ان ب  ط  ور ش  ب  ك  ه ال  م  ان ھ ای
م  وض  ع  ی ص  ورت ب  ه s ھ م  واری درجۀ ھ م  چ  ن  ی  ن و pK ب  ه ال  م  ان ھ ر س  ط  ح در م  وض  ع  ی ص  ورت ب  ه ،p ج  م  ل  ه ای ھ ا
م  وض  ع  ی پ  ارام  ت  ر ب  ه µ = min(p+ ۱, s) ع  م  وم  ی پ  ارام  ت  ر ص  ورت ای  ن در ك  ن  د. ت  غ  ی  ی  ر sK ب  ه ال  م  ان ھ ر س  ط  ح در

م  ی ك  ن  د. ت  غ  ی  ی  ر µK = min(pK + ۱, sK)



۴ ف  ص  ل

(DG) ن  اپ  ی  وس  ت  ه گ  ال  رک  ی  ن م  ح  دود اج  زای روش
ف  رم  ی م  ع  ادلۀ ب  رای

(DG) ن  اپ  ی  وس  ت  ه گ  ال  رک  ی  ن روش ١-۴

ت  ق  ری  ب ت  واب  ع ھ م  چ  ی  ن و ب  اش  ن  د k ≥ ۱ درجۀ از K ال  م  ان ھ ر ب  ر ت  ق  ری  ب ت  واب  ع م  ی ک  ن  ی  م ف  رض ب  خ  ش ای  ن در
م  ی ک  ن  ی  م، ت  ع  ری  ف ب  اش  ن  د. ن  اپ  ی  وس  ت  ه م  ت  غ  ی  رھ ا ھ مۀ در ال  م  ان  ه  ا ب  ی  ن م  رزھ ای در اس  ت م  م  ک  ن

∂K±(β̃) = {(x, x⊥, v) ∈ ∂K : β̃ · n = nx(x, x⊥, v) + nx⊥(x, x⊥, v) · v ≷ ۰}, K ∈ Ch,

ب  رای اس  ت. k ب  ی  رون ج  ه  ت در ∂K ب  ه ع  م  ود ی  کۀ ب  ردار n = (nx,nx⊥ ,nv) و β̃ = (۱, v,0) ب  ط  وری  ک  ه
ب  ه ت  وج  ه ب  ا را R ع  م  ل  گ  ر ن  اپ  ی  وس  ت  ه، ت  ق  ری  ب ت  واب  ع از اس  ت  ف  اده ب  ا دی  ف  ران  س  ی  ل، م  ع  ادلۀ در پ  خ  ش ج  م  لۀ گ  س  س  ت  ه س  ازی
ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ص  ورت را Wh و Ṽ , Vh ف  ض  اھ ای اب  ت  دا م  ن  ظ  ور ای  ن ب  ه م  ی ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف [١٩] [٧]و م  راج  ع

م  ی ک  ن  ی  م،

Ṽ =
∏
K∈Ch

H ۱(K),

Vh = {w ∈ L۲(QL) : w |K∈ Pk(K) : ∀K ∈ Ch; w = ۰ on ∂Ωv},

Wh = {w ∈ [L۲(QL)]
۲ : w |K∈ [Pk(K)]۲; ∀K ∈ Ch}.

(١-۴)

م  ی ش  ود، ت  ع  ری  ف زی  ر ض  ع  ی  ف ف  رم ب  ا R : Ṽ → Wh ع  م  ل  گ  ر ش  ده داده g ∈ Ṽ ت  اب  ع ب  رای آن  گ  اه

(R(g),w) = −
∑

Im×τx⊥

∫
Im×τx⊥

∑
e∈Ev

∫
e

[[g]]nv · (w)۰dv, ∀w ∈ Wh.

از خ  ارج  ی ی  ک  ه ن  رم  ال ب  ردار nv و Ωh
v دام  نۀ از T v

h م  ث  ل  ث ب  ن  دی از درون  ی ی  ال  ه  ای ت  م  ام م  ج  م  وعۀ Ev آن در ک  ه
ک  م  ی  ت ھ ای χ ت  اب  ع ب  رای دارن  د. اش  ت  راک e ی  ال در τj ال  م  ان و τi ال  م  ان آن در ک  ه اس  ت i > j ب  ا τj ب  ه τi ال  م  ان

م  ی ک  ن  ی  م، زی  رت  ع  ری  ف

(χ)۰ :=
χ+ χext

۲ , [[χ]] := χ− χext, (٢-۴)

١٧



١٨ ف  رم  ی م  ع  ادلۀ ب  رای (DG) ن  اپ  ی  وس  ت  ه گ  ال  رک  ی  ن م  ح  دود اج  زای روش .۴ ف  ص  ل

ب  ه اس  ت. e ∈ Ev م  ش  ت  رک ی  ال دارای τv ال  م  ان ب  ا ک  ه اس  ت τ extv ال  م  ان در χ ت  اب  ع ب  ا م  ت  ن  اظ  ر χext ب  ط  وری  ک  ه
اس  ت. م  ج  اور ال  م  ان دو ب  ی  ن در ت  اب  ع م  ق  دار م  ی  ان  گ  ی  ن (χ)۰ و e ی  ال در ت  اب  ع پ  رش م  ق  دار [[χ]] دی  گ  ر ع  ب  ارت
را ھ س  ت  ن  د م  ش  ت  رک e ∈ Ev ی  ال در ک  ه اس  ت ال  م  ان  ه  ای  ی ب  ه R ت  ح  دی  د ک  ه re ع  م  ل  گ  ر e ∈ Ev ی  ال ھ ر ب  رای س  پ  س

م  ی ک  ن  ی  م، ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه

(re(g),w)QL
= −

∑
Im×τx⊥

∫
Im×τx⊥

∫
e

[[g]]nv · (w)۰dv, ∀w ∈ Wh.

،τv ال  م  ان ھ ر روی ب  ر ک  ه م  ی ش  ود ن  ت  ی  ج  ه R و re ع  م  ل  گ  رھ ای ت  ع  اری  ف ∑از
e⊂∂τv∩Ev

re = R. (٣-۴)

م  ی آی  د، ب  دس  ت زی  ر راب  طۀ آن از ک  ه

∥R(g)∥۲K ≤ κ
∑

e⊂∂τv∩Ev

∥re(g)∥۲K , (۴-۴)

re ع  م  ل  گ  ر ھ ر م  ح  م  ل ای  ن  ک  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا اس  ت. ث  اب  ت ی  ک κ > ۰ و K ال  م  ان ب  ا م  ت  ن  اظ  ر τv راب  ط  ه ای  ن در
داری  م، دارن  د اش  ت  راک e ی  ال در ک  ه اس  ت ∑ال  م  ان ھ ائ  ی

e∈Ev

∥re(g)∥۲QL
=
∑
K∈Ch

∑
e⊂∂τv∩Ev

∥re(g)∥۲K . (۵-۴)

h ن  وع از DG روش ١-١-۴

اس  ت، زی  ر ب  ص  ورت (۶-٢) م  ع  ادلۀ ب  رای h ن  وع از DG روش ت  غ  ی  ی  رات  ی ف  رم

ک  ن  د، ص  دق زی  ر راب  ط  ه در ک  ه fh ∈ Vh ت  اب  ع م  ط  ل  وب  س  ت

Bδ,θ(f
h, g) = ⟨f۰, g+⟩۰, ∀g ∈ Vh, (۶-۴)

آن در ک  ه

Bδ,θ(f, g) = Aδ(f, g) +Dθ(f, g). (٧-۴)

اس  ت، زی  ر ب  ص  ورت ف  رم  ی م  ع  ادلۀ پ  خ  ش ج  م  لۀ و ان  ت  ق  ال ج  م  لۀ ب  ا م  ت  ن  اظ  ر Dθ و Aδ خ  ط  ی دو ف  رم  ه  ای

Aδ(f
h, g) =

∑
K∈Ch

(fh
x + v · ∇⊥f

h, g + δK(gx + v · ∇⊥g))K + ⟨f+, g+⟩۰

+
∑
K∈Ch

∫
∂K−(β̃)′

[f ]g+|β̃ · n|, ∂K−(β̃)
′ = ∂K−(β̃)\{۰} × Ω,

(٨-۴)



١٩ ف  رم  ی م  ع  ادلۀ ب  رای (DG) ن  اپ  ی  وس  ت  ه گ  ال  رک  ی  ن م  ح  دود اج  زای روش .۴ ف  ص  ل

Dθ(f
h, g) =σ(∇vf

h,∇vg)QL
+ σ(∇vf

h, R(g))QL
+ σ(R(fh),∇vg)QL

+ λσ
∑
e∈Ev

(re(f
h), re(g))QL

−
∑
K∈Ch

θKσ(∆vf
h, gx + v · ∇⊥g)K .

(٩-۴)

ث  اب  ت ی  ک δK > ۰ ای  ن  ج  ا در م  ی ش  ود. ت  ع  ری  ف (٣-٢) راب  طۀ از fh
± ب  ط  وری  ک  ه [fh] = fh

+ − fh
− ای  ن  ج  ا در

دو ف  رم  ه  ای ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ن  رم  ه  ای اس  ت. ش  ده داده ث  اب  ت ی  ک λ > ۰ و ۰ ≤ θK ≤ δK ،K ال  م  ان روی ب  ر م  ث  ب  ت
م  ی ش  ون  د، ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ص  ورت Dθ و Aδ خ  ط  ی

|||g|||۲Aδ
=

۱
۲

[∑
K∈Ch

δK∥gx + v.∇⊥g∥۲K + |g|۲M + |g|۲۰ +
∫
I×∂Ω+

g۲|v · nx⊥ |

+
∑
K∈Ch

∫
∂K−(β̃)′

[g]۲|β̃ · n|

]
,

و

|||g|||۲Dθ
=

۱
۲

[
σ∥∇vg∥۲QL

+ ۲σ
∑
e∈Ev

∥re(g)∥۲QL

]
.

م  ی ک  ن  ی  م، ت  ع  ری  ف را زی  ر ع  م  وم  ی ن  رم ن  ه  ای  ت در

|||g|||۲δ,θ = |||g|||۲Aδ
+ |||g|||۲Dθ

. (١٠-۴)

ش  ب  ک  ه در ال  م  ان ھ ا ب  ی  ن م  رز در (β̃ · n) ن  ت  ی  ج  ه در اس  ت، ص  ف  ر β̃ = (۱, v,0) دی  ورژان  س ای  ن  ک  ه ب  ه ب  ات  وج  ه
ھ مۀ ب  رای θK := h و δK := h ص  ورت  ی  ک  ه در اس  ت. خ  وش ت  ع  ری  ف ∂K± ن  ت  ی  ج  ه در و اس  ت پ  ی  وس  ت  ه Ch

ن  وش  ت، زی  ر ب  ص  ورت (۶-۴) ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  الۀ م  ی ت  وان آن  گ  اه ،K ∈ Ch

B∗(f
h, g) = ⟨f۰, g+⟩۰, ∀g ∈ Vh, (١١-۴)

ب  ط  وری  ک  ه

B∗(f
h, g) = A(fh, g) +D(fh, g). (١٢-۴)

K ∈ Ch ھ م  ه ب  رای Dθ از θ ان  دی  س از و Aδ از δ ان  دی  س از θK := h و δK := h ک  ه ھ ن  گ  ام  ی ادام  ه در
م  ی دھ د. ب  دس  ت را Dθ و Aδ ع  م  ل  گ  رھ ای م  ج  م  وع ت  راک  م پ  ذی  ری زی  ر ل  م م  ی ش  ود. ص  رف  ن  ظ  ر

K ∈ Ch ھ مۀ ب  رای (٣-١٢) راب  طۀ در δK ث  اب  ت ک  ه ک  ن  ی  د ف  رض ی  اف  ت  ه ت  ع  م  ی  م ت  راک  م پ  ذی  ری ل  م ١-١-۴ ل  م
ب  ط  وری  ک  ه دارد وج  ود ۰ < α < ۱/۲ ث  اب  ت آن  گ  اه .λ > max(۲, ۲κ) و ک  ن  د ص  دق

Aδ(g, g) +Dθ(g, g) ≥ α(|||g|||۲Aδ
+ |||g|||۲Dθ

), ∀g ∈ Vh.

 



٢٠ ف  رم  ی م  ع  ادلۀ ب  رای (DG) ن  اپ  ی  وس  ت  ه گ  ال  رک  ی  ن م  ح  دود اج  زای روش .۴ ف  ص  ل

داری  م، (٨-۴) راب  طۀ در Aδ ت  ع  ری  ف ب  ه ب  ات  وج  ه ب  رھ ان.

Aδ(g, g) =(gx + v · ∇⊥g, g)QL
+
∑
K∈Ch

δK∥gx + v · ∇⊥g∥۲K + |g|۲۰

+
∑
K∈Ch

∫
∂K−(β̃)′

[g]g+|β̃ · n|.
(١٣-۴)

اس  ت، ب  رق  رار زی  ر راب  ط  ه گ  ری  ن ف  رم  ول ب  ه ت  وج  ه ب  ا ع  لاوه ب  ه

(gx+v · ∇⊥g, g)QL
=

۱
۲
∑
K∈Ch

∫
∂K

g۲β̃ · n

=
۱
۲

[
−
∑
K∈Ch

∫
∂K−(β̃)′

g۲+|β̃ · n|+
∑
K∈Ch

∫
∂K+(β̃)′

g۲−|β̃ · n|

]
.

(١۴-۴)

ن  ت  ی  ج  ه، در

(gx + v · ∇⊥g, g)QL
+
∑
K∈Ch

∫
∂K−(β̃)′

[g]g+|β̃ · n|+ |g|۲۰

=
۱
۲

[∑
K∈Ch

∫
∂K−(β̃)′

[g]۲|β̃ · n|+
∫
I×∂Ω+

g۲|v · nx⊥ |+ |g|۲۰ + |g|۲M

]
.

(١۵-۴)

داری  م، (٧-۴) راب  طۀ از اس  ت  ف  اده ب  ا و Dθ ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا م  ش  اب  ه ب  ط  ور

Dθ(g, g) =σ∥∇vg∥۲QL
+ ۲σ(∇vg,R(g))QL

+ λσ
∑
K∈Ch

∑
e∈Ev∩∂τv

∥re(g)∥۲K

−
∑
K∈Ch

θKσ(∆vg, gx + v · ∇⊥g)K .
(١۶-۴)

م  ی آوری  م، دس  ت را زی  ر ن  ام  س  اوی ۰ < ε < ۱
۲ ب  رخ  ی ب  رای (۴-۴) راب  طۀ ب  ه ت  وج  ه ب  ا ن  ه  ای  ت در

۲σ(∇vg,R(g))QL
≤ σ

∑
K∈Ch

[
ε∥∇vg∥۲K +

κ

ε

∑
e∈Ev∩∂τv

∥re(g)∥۲K

]
. (١٧-۴)

ب  ن  اب  رای  ن،

۲σ(∇vg,R(g))QL
+ λσ

∑
K∈Ch

∑
e∈Eh∩∂τv

∥re(g)∥۲K

≥ σ
∑
K∈Ch

[
−ε∥∇vg∥۲K + (λ− κ

ε
)
∑

e∈Ev∩∂τv

∥re(g)∥۲K

]
.

(١٨-۴)

δK و σ پ  ارام  ت  رھ ای روی ب  ر م  ف  روض  ات و θK ≤ δK ای  ن  ک  ه و م  ع  ک  وس ن  ام  س  اوی از اس  ت  ف  اده ب  ا ن  ت  ی  ج  ه در
داری  م،

∑
K∈Ch

σθK(∆vg, gx + v · ∇⊥g)QL
≤ ۱

۲

(
σ∥∇vg∥۲QL

+
∑
K∈Ch

δK∥gx + v · ∇⊥g∥۲K

)
.



٢١ ف  رم  ی م  ع  ادلۀ ب  رای (DG) ن  اپ  ی  وس  ت  ه گ  ال  رک  ی  ن م  ح  دود اج  زای روش .۴ ف  ص  ل

ب  ه م  ط  ل  وب ن  ت  ی  جۀ اس  ت م  ث  ب  ت ک  م  ی  ت ی  ک κ
λ
< ε < ۱

۲ ب  رای ک  ه α = min[ ۱۲ − ε, λ − κ
ε
] ان  ت  خ  اب ب  ا
م  ی آی  د. دس  ت

■

م  ی ک  ن  د، ص  دق زی  ر ت  ح  دب راب  طۀ در (١٢-۴) راب  طۀ در B∗ دوخ  ط  ی ف  رم ١-٢-۴ ن  ت  ی  ج  ه

B∗(g, g) ≥ α|||g|||۲∗, ∀g ∈ Vh, (١٩-۴)

اس  ت. |||g|||۲∗ =: |||g|||۲A + |||g|||۲D آن در ک  ه

ھ م  چ  ن  ی  ن اس  ت. (۶-٢) ف  رم  ی م  ع  ادلۀ ج  واب f و (۶-۴) ت  غ  ی  ی  رات  ی م  ع  ادلۀ ج  واب fh ∈ W h ک  ن  ی  د ف  رض
داری  م، آن  گ  اه اس  ت. f از درون  ی  اب ی  ک f̃h ∈ Vh ک  ن  ی  د ف  رض

e := f − fh = (f − f̃h)− (fh − f̃h) ≡ η − ξ. (٢٠-۴)

ک  ن  د ص  دق (٣-١٢) راب  طۀ در ک  ه δK ھ ر ب  رای ک  ه دارد وج  ود h ش  ب  ک  ه ان  دازۀ از م  س  ت  ق  ل C ث  اب  ت ١-٣-۴ ل  م
اس  ت، ب  رق  رار زی  ر ت  خ  م  ی  ن ھ ای

Aδ(η, ξ) ≤
۱
۸ |||ξ|||

۲
Aδ

+ C
∑
K∈Ch

(δ−۱
K ∥η∥K + δK∥∇η∥K)

+
∑
K∈Ch

|[η]|∂K−(β̃)′ + |η|Γ+ + |η|۰ + |η|M ,

Dθ(η, ξ) ≤
۱
۸ |||ξ|||

۲
Aδ

+
۱
۸ |||ξ|||

۲
Dθ

+ Cσ∥∇vη∥۲QL
.

(٢١-۴)

 

ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ی  اوری  م. دس  ت ب  ه را م  رز و ج  ه  ش ب  ه م  رب  وط ج  م  لات ب  رای خ  ط  ا ک  ران ھ ای ب  ای  د ل  م ای  ن در ب  رھ ان.
داری  م، Aδ ت  ع  ری  ف

Aδ(η, ξ) =
∑
K∈Ch

(ηx + v · ∇⊥η, ξ + δK(ξx + v · ∇⊥ξ))K

+ ⟨η+, ξ+⟩۰ +
∑
K∈Ch

∫
∂K−(β̃)′

[η]ξ+|β̃ · n|.
(٢٢-۴)

م  ی آوری  م، دس  ت ب  ه را زی  ر ت  س  اوی ج  زء ب  ه ج  زء گ  ی  ری ان  ت  گ  رال ب  ا

(ηx+v · ∇⊥η, ξ)QL
+ ⟨η+, ξ+⟩۰ +

∑
K∈Ch

∫
∂K−(β̃)′

[η]ξ+|β̃ · n|

= −(η, ξx + v · ∇⊥ξ)QL
−
∑
K∈Ch

∫
∂K−(β̃)′

η−[ξ]|β̃ · n|

+ ⟨η−, ξ−⟩M +

∫
I×∂Ω+

η−ξ−|β̃ · n|.

(٢٣-۴)



٢٢ ف  رم  ی م  ع  ادلۀ ب  رای (DG) ن  اپ  ی  وس  ت  ه گ  ال  رک  ی  ن م  ح  دود اج  زای روش .۴ ف  ص  ل

داری  م، ک  ش  ی-ش  وارت  ز ن  ام  س  اوی از اس  ت  ف  اده و (٢٢-۴) در (٢٣-۴) ج  ای  گ  ذاری ب  ا

Aδ(η, ξ) ≤
۱
۸ |||ξ|||

۲
Aδ

+ C
∑
K∈Ch

(
δ−۱
K ∥η∥۲K + δK∥∇η∥۲K

)
+
∑
K∈Ch

|[η]|۲
∂K−(β̃)′

+ |η|۲Γ+
+ |η|۲۰ + |η|۲M .

(٢۴-۴)

داری  م، Dθ خ  ط  ی دو ف  رم ب  رای م  ش  اب  ه ط  ور ب  ه

Dθ(η, ξ) =σ(∇vη,∇vξ)QL
+ σ(∇vη,R(ξ))QL

+ σ(R(η),∇vξ)QL

+ λσ
∑
e∈Ev

(re(η), re(ξ))QL
−
∑
K∈Ch

θKσ(∆vη, ξx + v · ∇⊥ξ)K :=
۵∑
i=۱

Ti.

ب  رای ک  ران ی  ک و زد ت  ق  ری  ب ش  د اس  ت  ف  اده ق  ب  ل  ی ق  ض  ای  ای در ک  ه روش ھ ای  ی ب  ا ت  وان م  ی را T۵ و T۱ راب  ط  ه ای  ن در
R ع  م  ل  گ  رھ ای ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا اس  ت، پ  ی  وس  ت  ه η ت  اب  ع ک  ه آن  ج  ا از م  ی آوری  م. دس  ت ب  ه T۴ و T۲, T۳ ج  م  لات
ب  دس  ت را زی  ر ن  ام  س  اوی (۵-۴) و (۴-۴) رواب  ط ب  ه ت  وج  ه ب  ا T۲ ت  ق  ری  ب ب  رای .T۳ = T۴ = ۰ داری  م re و

م  ی آوری  م،

|T۲| ≤
∑
K∈Ch

σ∥∇vη∥K∥R(ξ)∥K ≤
∑
K∈Ch

(
Cσ∥∇vη∥۲K +

σ

C۱
∥R(ξ)∥۲K

)
. (٢۵-۴)

اس  ت، ب  رق  رار زی  ر ن  ام  س  اوی σ پ  ارام  ت  ر ب  ر م  ف  روض ش  رای  ط و ک  ش  ی-ش  وارت  ز ن  ام  س  اوی ب  ه ت  وج  ه ب  ا ن  ت  ی  ج  ه در

Dθ(η, ξ) ≤
۱
۸ |||ξ|||

۲
Aδ

+
۱
۸ |||ξ|||

۲
Dθ

+ Cσ∥∇vη∥۲QL
, (٢۶-۴)

■ ش  ود. م  ی ک  ام  ل اث  ب  ات ن  ت  ی  ج  ه در و

م  ی دھ ی  م. ارج  اع [٧] ب  ه آن اث  ب  ات ب  رای ک  ه ش  ود م  ی اس  ت  ف  اده زی  ر ل  م از ادام  ه در

آن  گ  اه w ∈ Vh و ∆vu ∈ L۲(QL) ب  ا u ∈ L۲(I × Ωx⊥ , H
۱(Ωv)) اگ  ر ۴-١-۴ ل  م

∑
K∈Ch

∫
Im×τx⊥

∫
∂τv

w
∂u

∂nv

=
∑

Im×τx⊥

∫
Im×τx⊥

∑
e∈Ev

∫
e

[[w]]nv.(∇vu)
۰. (٢٧-۴)

 

ب  اش  ن  د (۶-٢) و (١١-۴) ج  واب  ه  ای ت  رت  ی  ب ب  ه f و fh ∈ V h ک  ن  ی  د ف  رض ھ م  گ  رای  ی ق  ض  یۀ ۵-١-۴ ق  ض  ی  ه
اس  ت، ب  رق  رار زی  ر خ  ط  ای ت  خ  م  ی  ن ط  وری  ک  ه ب  ه دارد وج  ود h ش  ب  ک  ه ان  دازۀ از م  س  ت  ق  ل C ث  اب  ت آن  گ  اه

|||f − fh|||∗ ≤ Chk+۱/۲∥f∥k+۱,QL
. (٢٨-۴)



٢٣ ف  رم  ی م  ع  ادلۀ ب  رای (DG) ن  اپ  ی  وس  ت  ه گ  ال  رک  ی  ن م  ح  دود اج  زای روش .۴ ف  ص  ل

داری  م، ٢٠-۴ و ١-١-۴ ل  م از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  رھ ان.

α|||ξ|||۲∗ ≤ B∗(ξ, ξ) = B∗(η − e, ξ) = B∗(η, ξ)−B∗(e, ξ). (٢٩-۴)

م  ی ک  ن  ی  م، ت  ف  ک  ی  ک زی  ر ب  ص  ورت را B∗(e, ξ) خ  ط  ی دو ف  رم

B∗(e, ξ) = A(e, ξ) +D(e, ξ). (٣٠-۴)

ای  ن  ک  ه، ب  ه ت  وج  ه ب  ا

D(e, ξ) = D(f, ξ)−D(fh, ξ). (٣١-۴)

داری  م، R(f) = re(f) = ۰ ای  ن  ک  ه و D ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

D(f, ξ) =
∑
K∈Ch

∫
Im×τx⊥

∫
τv

σ∇vf∇vξ − σ
∑

Im×τx⊥

∫
Im×τx⊥

∑
e∈Ev

∫
e

[[ξ]]nv.(∇vf)
۰

=
∑
K∈Ch

∫
K

−σ(∆vf)ξ + σ
∑
K∈Ch

∫
Im×τx⊥

∫
∂τv

ξ
∂f

∂nv

− σ
∑

Im×τx⊥

∫
Im×τx⊥

∑
e∈Ev

∫
e

[[ξ]]nv.(∇vf)
۰ =

∑
K∈Ch

∫
K

−σ(∆vf)ξ,

ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  الۀ ن  ت  ی  ج  ه در ش  د. اس  ت  ف  اده ۴-١-۴ ل  م از ب  الا راب  طۀ در م  س  اوی آخ  ری  ن آوردن ب  دس  ت در ک  ه
م  ی رس  ی  م، زی  ر ن  ام  س  اوی ب  ه (٢٩-۴) راب  طۀ از ع  لاوه ب  ه .B∗(e, ξ) = ۰ داری  م و اس  ت (١١-۴) س  ازگ  ار

α|||ξ|||۲∗ ≤ B∗(η, ξ) = A(η, ξ) +D(η, ξ). (٣٢-۴)

در درون  ی  اب ع  م  ل  گ  رھ ای ب  رای خ  ط  ا ت  خ  م  ی  ن و (١۶-٣) اث  ر ن  ام  س  اوی ،١-٣-۴ ل  م از اس  ت  ف  اده ب  ا ن  ه  ای  ت در
داری  م، (١۵-٢) راب  ط  ه

A(η, ξ) ≤ ۱
۸ |||ξ|||

۲
A + Ch۲k+۱∥f∥۲k+۱,QL

, (٣٣-۴)

و

D(η, ξ) ≤ ۱
۸ |||ξ|||

۲
∗ + Ch۲k+۱∥f∥۲k+۱,QL

. (٣۴-۴)

م  ی آوری  م، دس  ت ب  ه را زی  ر ن  ت  ی  ج  ه (٣٢-۴) راب  طۀ در (٣۴-۴) و (٣٣-۴) ج  ای  گ  ذاری ب  ا

|||ξ|||۲∗ ≤ Ch۲k+۱∥f∥۲k+۱,QL
. (٣۵-۴)

داری  م، م  ش  اب  ه ط  ور ب  ه درون  ی  اب  ی خ  ط  ای از اس  ت  ف  اده ب  ا ط  رف  ی از

|||η|||۲∗ ≤ Ch۲k+۱∥f∥۲k+۱,QL
. (٣۶-۴)

ب  ه (٢٨-۴) م  ط  ل  وب ن  ت  ی  ج  ه م  ث  ل  ث  ی ن  ام  س  اوی ھ م  چ  ن  ی  ن و (٣۶-۴) و (٣۵-۴) ھ ای ن  ام  س  اوی ب  ک  ارگ  ی  ری ب  ا
■ م  ی آی  د. دس  ت



٢۴ ف  رم  ی م  ع  ادلۀ ب  رای (DG) ن  اپ  ی  وس  ت  ه گ  ال  رک  ی  ن م  ح  دود اج  زای روش .۴ ف  ص  ل

گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا ی  ع  ن  ی ،θK = ۰ خ  ص  وص ب  ه ،(٩-۴) راب  طۀ در ۰ ≤ θK < δK ان  ت  خ  اب ب  ا ۶-١-۴ ت  ب  ص  ره
ب  اع  ث ای  ن و ب  ود ن  خ  واھ د ب  رق  رار دی  گ  ر گ  ال  رک  ی  ن ت  ع  ام  د راب  طۀ ان  ت  ق  ال، ج  م  لۀ ب  رای x م  ت  غ  ی  ر در پ  خ  ش ج  م  لۀ ی  ک
ب  اع  ث س  ازگ  اری خ  ط  ای ای  ن ش  ود. ت  ب  دی  ل ن  اس  ازگ  ار ت  غ  ی  ی  رات  ی ف  رم ی  ک ب  ه (۶-۴) ع  ددی روش ک  ه م  ی ش  ود

زی  را، ب  ی  ای  د ب  وج  ود روش ھ م  گ  رائ  ی ت  ح  ل  ی  ل در O(h۳) م  رت  بۀ از اض  اف  ی ج  م  لۀ ی  ک ک  ه م  ی ش  ود

Bδ,θ(f − fh, ξ) =
∑
K∈Ch

(δK − θK)σ(∆vf, ξx + v · ∇⊥ξ)K = T۶, (٣٧-۴)

م  ی آی  د، ب  دس  ت زی  ر ص  ورت ب  ه س  ازگ  اری خ  ط  ای ک  ران و

|T۶| ≤ CδKσ
۲∥∆vf∥۲QL

+
۱
۸ |||ξ|||

۲
δ,θ. (٣٨-۴)

از ھ م  گ  رائ  ی م  رت  بۀ ای  ن و ش  ود ب  ه  ت  ر O(h۳) م  رت  بۀ از ھ م  گ  رائ  ی از ن  م  ی ت  وان  د روش ای  ن ھ م  گ  رای  ی ن  ت  ی  ج  ه در
ھ م  گ  رائ  ی م  رت  بۀ ک  ه م  ی ش  ود ب  اع  ث ح  ال  ت ای  ن در پ  ای  دارس  از ج  م  لۀ ن  ت  ی  ج  ه در اس  ت. م  س  ت  ق  ل چ  ن  دج  م  ل  ه ای درجۀ

ن  ش  ود. ح  اص  ل ب  ه  ی  ن  ه

hp ن  وع از DG روش ١-٢-۴

ب  رای p و h پ  ارام  ت  رھ ای در ب  ه  ی  ن  ه خ  ط  ای ک  ران ی  ک ،[۴٢] در ش  ده اس  ت  ف  اده روش ک  ارگ  ی  ری ب  ه ب  ا ب  خ  ش ای  ن در
ب  ه ت  وج  ه ب  ا {Ch} اف  رازھ ا خ  ان  وادۀ ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ف  رض م  ی آوری  م. دس  ت ب  ه DG ت  غ  ی  ی  رات  ی ف  رم در ف  رم  ی م  ع  ادلۀ
R۵ ف  ض  ای در م  ک  ع  ب ی  ک ب  ا آف  ی  ن ارز ھ م K ∈ Ch ال  م  ان ھ ر و اس  ت م  ن  ظ  م ش  ک  ل دارای (٢-١٠) راب  طۀ
م  م  ک  ن ال  م  ان ھ ا ک  ه م  ع  ن  ی ای  ن ب  ه ب  اش  د اول ن  وع از غ  ی  رم  ن  ظ  م ش  ب  کۀ ی  ک ت  وان  د م  ی ش  ب  ک  ه ح  ال  ت ای  ن در اس  ت.

م  ی گ  ی  ری  م، ن  ظ  ر در را زی  ر دوخ  ط  ی ف  رم اب  ت  دا ب  اش  ن  د. م  ع  ل  ق گ  ره ھ ای دارای اس  ت

D̃δ = Dδ(f, g) +Ds(f, g), (٣٩-۴)

م  ی ش  ود، ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ص  ورت Ds پ  ای  دارس  از ع  م  ل  گ  ر و اس  ت (٩-۴) راب  طۀ از Dδ آن در ک  ه

Ds(f, g) = σ
∑

Im×τx⊥

∫
Im×τx⊥

∫
Ev
γ(he)[[f ]][[g]]. (۴٠-۴)

را B̃δ خ  ط  ی دو ف  رم م  ی ش  ود. م  ش  خ  ص ع  ددی روش ب  ا ادام  ه در ک  ه اس  ت ن  اپ  ی  وس  ت  گ  ی م  ق  ی  اس ت  اب  ع γ(he)
ک  ن  ی  م، م  ی ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ص  ورت

B̃δ = Aδ + D̃δ. (۴١-۴)

اس  ت، زی  ر ص  ورت ب  ه (۶-٢) م  ع  ادل  ه ب  رای hp ن  وع از DG ت  غ  ی  ی  رات  ی ف  رم آن  گ  اه



٢۵ ف  رم  ی م  ع  ادلۀ ب  رای (DG) ن  اپ  ی  وس  ت  ه گ  ال  رک  ی  ن م  ح  دود اج  زای روش .۴ ف  ص  ل

ب  ط  وری  ک  ه، fh ∈ V p
h اس  ت م  ط  ل  وب

B̃δ(f
h, g) = ⟨f۰, g+⟩۰ ∀g ∈ V p

h . (۴٢-۴)

ف  ض  ا ای  ن در چ  ن  دج  م  ل  ه  ای  ه  ا ک  ه م  ی  دھ د ن  ش  ان ک  ه م  ی  ش  ود اس  ت  ف  اده م  ت  ن  اھ ی اج  زای ف  ض  ای ب  رای V p
h ن  م  اد از

اس  ت ص  ف  ر ب  ا ب  راب  ر γ(he) ک  ه ھ ن  گ  ام  ی داش  ت ت  وج  ه ب  ای  د ھ س  ت  ن  د. h ان  دازۀ ب  ا ش  ب  ک  ه روی ب  ر p درجۀ از
(١١-۴) ت  غ  ی  ی  رات  ی ف  رم ب  ا م  ع  ادل (۴٢-۴) راب  طۀ K ∈ Ch ھ مۀ ب  رای δK ≈ h ،SD پ  ارام  ت  ر ب  رای و
اس  ت ھ م  وار ک  اف  ی ان  دازۀ ب  ه Ωv روی ب  ر (۶-٢) م  ع  ادل  ه از f ج  واب ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ف  رض ادام  ه در اس  ت.
Ωv داخ  ل  ی م  رزھ ای روی ب  ر f ب  ن  اب  رای  ن . f ∈ L۲(I,Ωx⊥ , H

۱
۰(Ωv)) ∩ L۲(I,Ωx⊥ , H

۲(Ωv)) ب  ط  وری  ک  ه
گ  ال  رک  ی  ن، ت  ع  ام  د راب  طۀ ت  رت  ی  ب ب  دی  ن .g ∈ V p

h ھ مۀ ب  رای Ds(f, g) = ۰ ن  ت  ی  ج  ه در و اس  ت پ  ی  وس  ت  ه
م  ی آی  د، دس  ت ب  ه زی  ر ن  رم در (۴٢-۴) روش پ  ای  داری اس  ت. ب  رق  رار ،g ∈ V p

h ھ مۀ ب  رای B̃δ(f − fh, g) = ۰

|||g|||۲γ,δ = |||g|||۲Aδ
+ |||g|||۲Dδ

+ σ
∑

Im×τx⊥

∫
Im×τx⊥

∫
Ev
γ(he)[[g]]

۲. (۴٣-۴)

ط  وری  ک  ه، ب  ه دارد وج  ود C ث  اب  ت ١-٧-۴ ل  م

B̃δ(g, g) ≥ C|||g|||۲γ,δ, ∀g ∈ V p
h . (۴۴-۴)

 
داری  م، (٣٩-۴) و (۴١-۴) رواب  ط از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  رھ ان.

B̃δ(g, g) = Aδ(g, g) +Dδ(g, g) +Ds(g, g), (۴۵-۴)

آن در ک  ه

Ds(g, g) = σ
∑

Im×τx⊥

∫
Im×τx⊥

∫
Ev
γ(he)[[g]]

۲. (۴۶-۴)

■ م  ی آی  د. دس  ت ب  ه ن  ظ  ر م  ورد ن  ت  ی  جۀ ١-١-۴ ل  م از اس  ت  ف  اده و (۴۵-۴) در (۴۶-۴) ج  ای  گ  ذاری ب  ا

ت  خ  م  ی  ن ب  رای زی  ر ن  ت  ای  ج ب  ی  اوری  م دس  ت ب  ه را hp ن  وع از DG روش خ  ط  ای ت  خ  م  ی  ن ھ ای ای  ن  ک  ه از ق  ب  ل
ب  ا چ  ن  دج  م  ل  ه ای ھ ا ھ مۀ ف  ض  ای Qk(K) ک  ن  ی  د ف  رض .[٣٠] م  ی ک  ن  ی  م ب  ی  ان را vPH ف  ض  ای در درون  ی  اب  ی خ  ط  ای

اس  ت. K ال  م  ان در k ح  داک  ث  ر درجۀ

ب  رای آن  گ  اه .s ≥ ۱ ص  ح  ی  ح ع  دد ب  رخ  ی ب  رای g ∈ Hs(K) ھ م  چ  ن  ی  ن و K ∈ Ch ک  ن  ی  د ف  رض ١-٨-۴ ل  م
داری  م، p ≥ ۰ آن در ک  ه µ = min(p+ ۱, s) ص  ح  ی  ح ع  دد

∥g − Pg∥L۲(∂K) ≤ C

(
hK
p+ ۱

)µ− ۱
۲

∥g∥µ,K , (۴٧-۴)



٢۶ ف  رم  ی م  ع  ادلۀ ب  رای (DG) ن  اپ  ی  وس  ت  ه گ  ال  رک  ی  ن م  ح  دود اج  زای روش .۴ ف  ص  ل

روی ب  ر p درجۀ از L۲ ت  ص  وی  ر P : L۲(K) → Qp(K) و اس  ت p و hK از م  س  ت  ق  ل ث  اب  ت ی  ک C ب  ط  وری  ک  ه
اس  ت.  K ال  م  ان

اس  ت. τv ال  م  ان در L۲ ت  ص  وی  ر τv ∈ T v
h ال  م  ان ھ ر ب  ه آن ت  ح  دی  د ک  ه اس  ت درون  ی  اب ع  م  ل  گ  ر ی  ک Pv گ  ی  ری  م

داری  م، K ∈ Ch ھ ر ب  رای ح  ق  ی  ق  ت در آورد. دس  ت ب  ه ١-٨-۴ ل  م از ت  وان م  ی را f − Pvf م  وض  ع  ی خ  ط  ای

∥f − Pvf∥L۲(Im,τx⊥ ,∂τv) ≤ C

(
hK
p+ ۱

)µ− ۱
۲

∥f∥L۲(Im,τx⊥ ,Hµ(τv)). (۴٨-۴)

ص  ورت  ی  ک  ه، در ۵-٣-١ ل  م ب  ه ت  وج  ه ب  ا ھ م  چ  ن  ی  ن .K := Im × τx⊥ × τv ب  ط  وری  ک  ه

f ∈ L۲(I,Ωx⊥ , H
۱
۰(Ωv)) ∩ L۲(I,Ωx⊥ , H

۲(Ωv)), (۴٩-۴)

و s ≥ ۲ ای  ن  ک  ه ف  رض ب  ا و

f |K ∈ Hs(K), ∀K ∈ Ch, (۵٠-۴)

ب  ا ھ م  چ  ن  ی  ن اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه Ωv روی ب  ر ک  ه دارد وج  ود Πpf ∈ L۲(I,Ωx⊥ , H
۱
۰(Ωv)) درون  ی  اب ت  اب  ع آن  گ  اه

داری  م، r = ۱ ب  ا (١۴-٣) م  وض  ع  ی خ  ط  ای ت  خ  م  ی  ن ب  ه ت  وج  ه

∥f − Πpf∥۱,K ≤ C
hµ−۱
K

ps−۱ ∥f∥s,K , µ = min(p+ ۱, s). (۵١-۴)

م  ی ک  ن  ی  م، ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه را γ ن  اپ  پ  وس  ت  گ  ی م  ق  ی  اس ت  اب  ع ،he ∈ Ev ھ ر ب  رای ١-٩-۴ ق  ض  ی  ه

γ(he) =
p۲

he
. (۵٢-۴)

آن  گ  اه ک  ن  ن  د. ص  دق (۴٩-۴)-(۵٠-۴) ھ م  واری رواب  ط در f ت  اب  ع و (٣-١٢) راب  طۀ در δK ک  ه ک  ن  ی  د ف  رض
،µ = min(p+ ۱, s) ب  رای ب  ط  وری  ک  ه دارد وج  ود p و h از م  س  ت  ق  ل C ث  اب  ت

|||f − fh|||۲γ,δ ≤ C
∑
K∈Ch

h۲µ−۱
K

p۲µ−۱ ∥f∥
۲
µ,K

+
∑
K∈Ch

h۲µ−۱
K

p۲s−۲

(
۱
p۲

+
۱
p
+ σh−۱

K + δKh
−۱
K +

hK
p۲δK

)
∥f∥۲s,K .

(۵٣-۴)

زی  ر ص  ورت ب  ه را خ  ط  ا ج  م  لۀ ح  ال  ت ای  ن در ک  ه ت  ف  اوت ای  ن ب  ا اس  ت، ۵-١-۴ ق  ض  ی  ه م  ش  اب  ه اث  ب  ات ب  رھ ان.
م  ی ک  ن  ی  م، ت  ف  ک  ی  ک

e := f − fh = (f − f̃h) + (f̃h − fh) ≡ η + ξ, (۵۴-۴)

ی  ع  ن  ی م  ی ک  ن  د، ص  دق (۵١-۴) راب  طۀ در ک  ه اس  ت f از hp درون  ی  اب ت  اب  ع ی  ک f̃h ∈ V p
h ب  ط  وری  ک  ه

داری  م، ١-٧-۴ ل  م از اس  ت  ف  اده ب  ا .f̃h := Πpf

CI |||ξ|||γ,δ ≤ B̃δ(ξ, ξ) = B̃δ(e− η, ξ) = B̃δ(−η, ξ), (۵۵-۴)



٢٧ ف  رم  ی م  ع  ادلۀ ب  رای (DG) ن  اپ  ی  وس  ت  ه گ  ال  رک  ی  ن م  ح  دود اج  زای روش .۴ ف  ص  ل

از B̃δ(e, ξ) = ۰ ی  ع  ن  ی گ  ال  رک  ی  ن ت  ع  ام  د ح  ق  ی  ق  ت در اس  ت. ش  ده اس  ت  ف  اده گ  ال  رک  ی  ن ت  ع  ام  د راب  طۀ از آن در ک  ه
ن  ت  ی  ج  ه f روی ب  ر م  ف  روض ھ م  واری درجۀ ب  ه ت  وج  ه ب  ا ت  غ  ی  ی  رات  ی م  س  ال  ه ت  ع  ری  ف و g = ξ ب  ا (۴٢-۴) راب  طۀ

ن  ت  ی  ج  ه در م  ی  ش  ود.

CI |||ξ|||γ,δ ≤ |B̃δ(η, ξ)| ≤ |Aδ(η, ξ)|+ |D̃δ(η, ξ)|. (۵۶-۴)

داری  م، η ∈ L۲(I,Ωx⊥ , H
۱
۰(Ωv)) ای  ن  ک  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا

[[η]] = ۰ ،Ev روی ,ب  ر (۵٧-۴)

ھ م  چ  ن  ی  ن،

R(η) = ۰ ،Ωروی ب  ر و re(η) = ۰ ،Ωروی ب  ر ∀e ∈ Ev. (۵٨-۴)

ب  ن  اب  رای  ن،

|D̃δ(η, ξ)| ≤ I + II + III, (۵٩-۴)

ب  ط  وری  ک  ه،

I = σ|(∇vη,∇vξ)QL
|, II = σ|(∇vη,R(ξ))QL

|,

III =
∑
K∈Ch

σδK |(∆vη, ξx + v · ∇⊥ξ)K |. (۶٠-۴)

دھ د، م  ی ن  ت  ی  ج  ه L۲(QL) ب  ه م  ت  ع  ام  د ت  ص  وی  ر ش  ود. م  ی زده ت  ق  ری  ب ١-٣-۴ ل  م ت  وس  ط I

σ(∇vη,R(ξ))QL
= σ(∇vη − Pv∇vη,R(ξ))QL

+ σ(Pv∇vη,R(ξ))QL

= σ(∇vη − Pv∇vη,R(ξ))QL
+ σ(∇vη,R(ξ))QL

= T۱ + T۲.
(۶١-۴)

داری  م، اس  ت م  ن  ظ  م ش  ک  ل دارای اف  راز ای  ن  ک  ه و R ع  م  ل  گ  ر ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا

T۱ = σ
∑

Im×τx⊥

∫
Im×τx⊥

∑
e∈Ev

∫
e

[[ξ]]nv · (∇vη − Pv∇vη)
۰

≤ σ∥√γ[[ξ]]∥Ev∥γ−
۱
۲ (∇vη − Pv∇vη)

۰∥Ev

≤ Cσ∥√γ[[ξ]]∥Ev

 ∑
Im×τx⊥

∑
τv∈T v

h

p−۲hτK∥∇vη − Pv∇vη∥۲L۲(Im,τx⊥ ,∂τv)

۱/۲

,

ن  م  اد، از ف  وق راب  طۀ در

∥g∥Ev =
∑

Im×τx⊥

∫
Im×τx⊥

∑
e∈Ev

∫
e

gdv.
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اس  ت، چ  ن  دج  م  ل  ه ای ح  اف  ظ L۲ ت  ص  وی  ر و ∇v(Πpf) ∈ V p
h × V p

h آن  ج  اک  ه از ع  لاوه ب  ه اس  ت. ش  ده اس  ت  ف  اده

∇vη − Pv∇vη = ∇vf −∇vΠpf − Pv∇vf + Pv∇vΠpf = ∇vf − Pv∇vf.

ن  ت  ی  ج  ه، در

T۱ ≤ Cσ∥√γ[[ξ]]∥Ev

 ∑
Im×τx⊥

∑
τv∈T v

h

p−۲hK∥∇vf − Pv∇vf∥۲L۲(Im,τx⊥ ,∂τv)

۱/۲

.

م  ی ش  ود، زده ت  ق  ری  ب زی  ر ص  ورت ب  ه T۲ ج  م  لۀ ،(۵-۴) و (۴-۴) از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  ه ع  لاوه

T۲ ≤
√
σ∥(∇vη)∥QL

(
σ
∑
e∈Ev

∥re(ξ)∥۲QL

)۱/۲
.

داری  م، (٣-١٢) م  ف  روض  ات و م  ع  ک  وس ن  ام  س  اوی ب  ه ت  وج  ه ب  ا م  ی ش  ود. زده ت  خ  م  ی  ن III ج  م  لۀ زی  ر در ن  ه  ای  ت در

σδK |(∆vη, ξx + v · ∇⊥ξ)K | ≤
√
σδK∥∇vη∥K∥ξx + v · ∇⊥ξ∥K . (۶٢-۴)

ج  ای  گ  ذاری و (۶٢-۴) راب  ط  ه از اس  ت  ف  اده س  پ  س و (۶١-۴) در T۲ و T۱ ب  رای ب  الا ت  ق  ری  ب  ه  ای ج  ای  گ  ذاری ب  ا
م  ی آوری  م، دس  ت ب  ه ک  ش  ی-ش  وارت  ز ن  ام  س  اوی از اس  ت  ف  اده ب  ا (۵٩-۴) در (۶٠-۴)

|D̃δ(η, ξ)| ≤ C۱|||ξ|||۲γ,δ+Cσ

(
∥(∇vη)∥۲QL

+
∑

Im×τx⊥

∑
τv∈T v

h

p−۲hK∥∇vf − Pv∇vf∥۲L۲(Im,τx⊥ ,∂τv)

)
,

(۶٣-۴)

دادن ق  رار ب  ا و ١-٣-۴ ل  م از اس  ت  ف  اده ب  ا |Aδ(η, ξ)| ج  م  ل  ه ب  رای ت  رت  ی  ب ھ م  ی  ن ب  ه .C۱ ≤ ۱
۳CI ب  ط  وری  ک  ه

داری  م، C۲ ≤ ۱
۳CI

|Aδ(η, ξ)| ≤ C۲|||ξ|||۲γ,δ + C
∑
K∈Ch

(
δ−۱
K ∥η∥۲K + δK∥ηx + v.∇⊥η∥۲K + ∥η∥۲∂K

)
. (۶۴-۴)

و (۴٨-۴) و ت  خ  م  ی  ن ھ ای(۴-۵١) ک  ارگ  ی  ری ب  ه و (۵٣-۴) راب  ط  ه در (۶۴-۴) و (۶٣-۴) ج  ای  گ  ذاری ب  ا
م  ی آوری  م، دس  ت ب  ه اث  ر ن  ام  س  اوی

|||ξ|||۲γ,δ ≤ C
∑
K∈Ch

h۲µ−۱
K

p۲s−۲

(
δKh

−۱
K + σh−۱

K +
hK
p۲δK

)
∥f∥۲s,K +

h۲µ−۱
K

p۲µ−۱ ∥f∥
۲
µ,K . (۶۵-۴)

ب  دس  ت را زی  ر ن  ام  س  اوی درون  ی  اب  ی خ  ط  ای ب  رای (۵٨-۴) و (۵٧-۴) رواب  ط ب  ه ت  وج  ه ب  ا م  ش  اب  ه ط  ور ب  ه
م  ی آوری  م،

|||η|||۲γ,δ ≤ C
∑
K∈Ch

(
h−۱
K ∥η∥۲K + σ∥∇vη∥۲K + δK∥ηx + v.∇⊥η∥۲K

)
. (۶۶-۴)
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داری  م، (١۶-٣) اث  ر ن  ام  س  اوی و (۵١-۴) درون  ی  اب  ی راب  طۀ از اس  ت  ف  اده ب  ا ن  ه  ای  ت در ب  ن  اب  رای  ن

|||η|||۲γ,δ ≤ C
∑
K∈Ch

h۲µ−۱
K

p۲s−۲

(
δKh

−۱
K +

۱
p۲

+
۱
p
+ σh−۱

K

)
∥f∥۲s,K . (۶٧-۴)

ب  ه ن  ظ  ر م  ورد ن  ت  ی  جۀ (۵۶-۴) راب  طۀ در (۶۵-۴) راب  طۀ ج  ای  گ  ذاری و |||η|||γ,δ ب  رای خ  ط  ا ک  ران ج  ای  گ  ذاری ب  ا
■ م  ی آی  د. دس  ت

١-١٠-۴ ت  ب  ص  ره

،K ∈ Ch ھ مۀ ب  رای δK =
h۲
K

σC۲
Ip

۴ ان  ت  خ  اب ب  ا و ۲ ≤ s ≤ p + ۱ ک  ن  ی  م م  ی ف  رض ١-٩-۴ ق  ض  یۀ در
|||.|||γ,δ ن  رم در hp ن  وع از DG روش ١-٩-۴ ق  ض  ی  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا ،K ∈ Ch ھ م  ه ب  رای O( σ

hK
) ∼ ۱ ف  رض

پ  ارام  ت  ر ھ س  ت  ن  د. ب  ه  ی  ن  ه p و h م  ت  غ  ی  رھ ای در خ  ط  ا ک  ران ھ ای ن  ت  ی  ج  ه در ش  د. خ  واھ د ھ م  گ  را O(h
(µ− ۱

۲ )

p(µ−۱) ) ن  رخ ب  ا
ص  ورت، ب  ه اس  ت م  م  ک  ن δK

δK = Cδ
hK
p
, ∀K ∈ Ch. (۶٨-۴)

در م  ی ش  ود. ان  ت  خ  اب ١-٩-۴ ق  ض  ی  ه در δK روی ب  ر م  ح  دودی  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا Cδ ث  اب  ت آن در ک  ه ش  ود ان  ت  خ  اب
O(h

(µ− ۱
۲ )

p
(µ− ۱

۲ )
) م  رت  بۀ از DG روش خ  ط  ای و ب  ود خ  واھ د ۱

p
ب  ا ب  راب  ر (۵٣-۴) در δKh−۱

K پ  ارام  ت  ر ح  ال  ت ای  ن
اس  ت. ب  ه  ی  ن  ه p و h در ھ م  زم  ان ب  ط  ور ک  ه اس  ت



۵ ف  ص  ل

اج  زای روش ب  ا BGK ش  ده خ  ط  ی م  ع  ادلۀ ح  ل
ق  ائ  م گ  س  س  ت  ه م  دل و SD م  ت  ن  اھ ی

م  ق  دم  ه ١-۵

ج  ری  ان ای  ن ح  اک  م م  ع  ادلۀ . م  ی پ  ردازی  م دل  خ  واه م  ق  ط  ع س  ط  ح ب  ا ت  ون  ل در گ  از ج  ری  ان ع  ددی ح  ل ب  ه ب  خ  ش درای  ن
ق  ائ  م گ  س  س  ت  ه م  دل ب  ا اب  ت  دا م  ع  ادل  ه ای  ن اس  ت. (BGK) ب  ه  ت  ن  گ  ر-گ  راس-ک  روک ش  دۀ خ  ط  ی ب  ع  دی دو م  ع  ادلۀ
م  ی ش  ود. زده ت  ق  ری  ب SD م  ت  ن  اھ ی اج  زای روش ب  ا م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر در س  پ  س و ش  ده گ  س  س  ت  ه س  رع  ت ف  ض  ای در
و م  اک  روت  ورب  ی  ن ھ ا اس  ت. ال  ک  ت  روم  ک  ان  ی  ک و ن  ان  و ف  ن آوری در م  ت  ف  اوت  ی ک  ارب  ردھ ای دارای ف  ی  زی  ک  ی م  س  ألۀ ای  ن
در گ  از ج  ری  ان آن  ه  ا در ک  ه ھ س  ت  ن  د ص  ن  ع  ت  ی وس  ائ  ل از م  ث  ال  ه  ای  ی م  ی ش  ون  د اس  ت  ف  اده خ  لأ ف  ض  ای در ک  ه ت  ج  ه  ی  زات  ی
ھ ن  دس  ی ن  اح  ی  ه ی  ک ب  ر ب  ول  ت  زم  ان م  ع  ادلۀ ع  ددی ح  ل ک  ه آن  ج  ای  ی از دارد. وج  ود دل  خ  واه ن  ادس  ون ب  اع  دد ت  ون  ل
دارد، ن  ی  از س  رع  ت) ب  ردار در ب  ع  د س  ه و ف  ی  زی  ک  ی م  ک  ان ب  ردار در ب  ع  د (س  ه ب  ع  دی ش  ش ش  ب  ک  ه ی  ک ب  ه دل  خ  واه
ک  م  ی ب  ه  ی  ن  ه س  ازی اس  ت لازم ب  ن  اب  رای  ن، اس  ت. پ  رھ زی  ن  ه و گ  ران ب  س  ی  ار م  ح  اس  ب  ات  ی ل  ح  اظ از روش ای  ن از اس  ت  ف  اده
ب  ا ف  ی  زی  ک  ی دس  ت  گ  اه ھ ای از ب  س  ی  اری در پ  ذی  رد. ص  ورت ع  ددی روش ھ م و ن  ظ  ر م  ورد م  ع  ادل  ه در ھ م ک  ی  ف  ی و
ف  ی  زی  ک  ی م  ک  ان در م  ت  غ  ی  رھ ا ت  ع  داد و ک  رد خ  ط  ی س  ازی را ح  اک  م ج  ن  ب  ش  ی م  ع  ادلۀ ت  وان م  ی ج  ری  ان، ش  رای  ط ب  ه ت  وج  ه
ک  ه ک  رد ط  راح  ی ک  ارا ع  ددی روش ی  ک م  ی ت  وان ح  ال  ت  ی چ  ن  ی  ن در ب  ن  اب  رای  ن داد. ک  اھ ش را س  رع  ت م  خ  ت  ص  ات و
ی  ک  ی ع  ن  وان ب  ه ق  ائ  م گ  س  س  تۀ م  دل از م  ن  ظ  ور، ھ م  ی  ن ب  ه ک  ن  د. پ  ی  دا ک  اھ ش ج  ری  ان ن  وع ای  ن م  ح  اس  ب  ات  ی م  ش  ک  لات
اس  ت  ف  اده ھ م  گ  ن ف  ض  ای در م  ش  اب  ه ج  ن  ب  ش  ی م  ع  ادلات و ب  ول  ت  زم  ان م  ع  ادلۀ ع  ددی ح  ل در اس  اس  ی روش ھ ای از
واک  ن  ش  ه  ای ب  ا ات  م  ی چ  ن  د گ  از م  دل  ه  ای ح  ل و [٢٣] م  خ  ل  وط م  س  ائ  ل ح  ل ب  رای روش ای  ن .[٢٠ ،١۵] م  ی ش  ود
ع  م  ل  گ  ر ی  ک ب  ا ب  رخ  ورد ع  م  ل  گ  ر ج  ای  گ  زی  ن  ی اس  اس ب  ر ق  ائ  م گ  س  س  تۀ م  دل اس  ت. ش  ده اس  ت  ف  اده [١۴] ش  ی  م  ی  ائ  ی
ب  رق  رار ان  ت  گ  رال  ی ن  ق  اط در ح  اک  م م  ع  ادلۀ ک  ه اس  ت ن  ی  از ف  ق  ط ل  ذا و اس  ت، ان  ت  گ  رال ن  ق  اط در م  ج  م  وع گ  س  س  ت  ه
م  ان  ن  د س  ازگ  ار روش ی  ک ب  ا ف  ی  زی  ک  ی م  ک  ان ف  ض  ای در س  رع  ت، ف  ض  ای در ش  ده گ  س  س  ت  ه م  دل س  پ  س، ب  اش  د.
ب  رای م  ح  اس  ب  ات  ی ل  ح  اظ از اس  ت م  م  ک  ن روش ای  ن ح  ال  ت ای  ن در م  ی ش  ود. گ  س  س  ت  ه م  ت  ن  اھ ی ت  ف  اض  لات روش
اس  اس ای  ن ب  ر م  ک  ان ف  ض  ای گ  س  س  ت  ه س  ازی در م  ت  ع  ارف روش ھ ای زی  را ب  اش  د، م  ش  ک  ل م  ن  ح  ن  ی م  رز ب  ا دام  ن  ه ھ ای  ی

٣٠
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در ج  ری  ان آن در ک  ه اس  ت م  س  ائ  ل  ی م  ش  ک  ل م  ه  م  ت  ری  ن ای  ن اس  ت. ان  ح  ن  اء ب  دون و م  س  ت  ط  ی  ل  ی ش  ب  ک  ه ک  ه اس  ت
م  ی رس  د ن  ظ  ر ب  ه پ  ی  چ  ی  ده دام  ن  ه ھ ای در ج  ری  ان ھ ا ای  ن ح  ل ب  رای اس  ت. م  ن  ح  ن  ی م  رز دارای ک  ه اس  ت دام  ن  ه ھ ای  ی
غ  ی  رم  س  ت  ط  ی  ل  ی و غ  ی  رم  ن  ظ  م ش  ب  کۀ اس  اس ب  ر س  اخ  ت  ارش  ان ک  ه م  ت  ن  اھ ی اج  زای روش از ک  ه ب  اش  د م  ن  اس  ب ک  ه
دق  ت م  رت  بۀ دارای و پ  ای  دار ھ ذل  ول  وی، م  س  ائ  ل ب  رای SD م  ت  ن  اھ ی اج  زای روش زم  ی  ن  ه درای  ن ش  ود. اس  ت  ف  اده
م  رت  بۀ (از ان  ت  ق  ال ج  م  لۀ از ض  ری  ب ی  ک م  ی ش  ود اس  ت  ف  اده ف  ص  ل درای  ن ک  ه SD م  ت  ن  اھ ی اج  زای روش در ب  الاس  ت.
ج  م  لۀ از ک  ران ی  ک ب  ت  وان ک  ه م  ی ش  ود ب  اع  ث ای  ن م  ی ش  ود. اض  اف  ه آزم  ون ت  واب  ع ب  ه م  ع  ادل  ه در ش  ب  ک  ه) ان  دازه
ای  ن م  ت  داول ع  ددی روش  ه  ای زم  ی  ن  ه در دی  گ  ر م  ش  ک  ل آورد. ب  دس  ت م  ت  ن  اھ ی اج  زای ع  ددی ج  واب ب  اق  ی  م  ان  دۀ
ت  ف  اض  لات روش پ  ای  داری ش  رای  ط پ  ی  وس  ت  ه، ج  ری  ان م  ش  اب  ه ج  ری  ان ھ ای ی  ا و ح  ال  ت ت  ب  دی  ل ج  ری  ان ھ ای در ک  ه اس  ت
در اس  ت. م  ک  ان ف  ض  ای در ش  ب  ک  ه ان  دازه م  رت  بۀ از ک  ه ب  اش  د ک  وچ  ک ب  س  ی  ار زم  ان  ی گ  ام ک  ه م  ی ش  ود ب  اع  ث م  ت  ن  اھ ی
ن  ت  ای  ج و ب  اش  د ب  الا ب  س  ی  ار اس  ت م  م  ک  ن پ  ی  وس  ت  ه ب  ه ن  زدی  ک و ای  س  ت  ا ج  ری  ان ھ ای ب  رای م  ح  اس  ب  ات  ی ھ زی  نۀ ن  ت  ی  ج  ه
اس  اس ب  ر ای  ن  ج  ا در ب  اش  د. اس  ت  ف  اده ق  اب  ل ۵٠ ع  دد ت  ا ف  ق  ط ت  رق  ی  ق پ  ارام  ت  ر ب  ا ج  ری  ان ھ ای ب  رای اس  ت م  م  ک  ن
اع  داد از وس  ی  ع دام  نۀ ی  ک ب  رای ت  ون  ل در پ  وازوی ج  ری  ان ب  رای م  اده ج  ری  ان آھ ن  گ م  ت  ن  اھ ی، اج  زای روش
ح  ل از ھ دف م  ج  م  وع در م  ی ش  ود. م  ح  اس  ب  ه اس  ت، پ  ی  وس  ت  ه ش  ب  ه ج  ری  ان ھ ای ت  ا گ  ازی ج  ری  ان ھ ای از ک  ه ن  ادس  ون
ی  ک ت  ح  ل  ی  ل و ط  راح  ی - ١ اس  ت: زی  ر ت  رت  ی  ب ب  ه SD م  ت  ن  اھ ی اج  زای روش و ق  ائ  م گ  س  س  تۀ م  دل ب  ا ج  ری  ان ای  ن
روش – ٢ . اس  ت م  س  ت  ق  ل ت  ون  ل م  ق  ط  ع س  ط  ح ھ ن  دس  ی ش  ک  ل از ک  ه گ  از ج  ری  ان ح  ل ب  رای ک  ل  ی ع  ددی روش
ج  ری  ان ش  ام  ل ج  ری  ان ھ ا ھ مۀ ب  رای ب  ط  وری  ک  ه ب  اش  د ب  الا دق  ت م  رت  بۀ دارای و ب  وده پ  ای  دار ب  ای  د ش  ده ط  راح  ی ع  ددی

ب  اش  د. داش  ت  ه ک  ارب  رد پ  ی  وس  ت  ه ش  ب  ه و ت  ب  دی  ل  ی ج  ری  ان ھ ای گ  از،

ح  اک  م م  ع  ادلات ٢-۵

ب  ه ت  وج  ه ب  ا اس  ت. ب  ول  ت  زم  ان م  ع  ادلۀ گ  از، م  ول  ک  ول ھ ای ت  وزی  ع ب  ر ح  اک  م م  ع  ادلۀ ف  ی  زی  ک  ی، ش  رای  ط ب  رخ  ی اس  اس ب  ر
س  اده س  ازی ب  رای روش ی  ک اس  ت. م  ش  ک  ل م  ع  ادل  ه ای  ن ح  ل ھ ای  پ  رب  ول  ی  ک، م  ع  ادلۀ ای  ن م  ت  غ  ی  رھ ای زی  اد ت  ع  داد
BGK م  ان  ن  د ج  ن  ب  ش  ی ان  رژی م  دل ی  ک اس  اس ب  ر م  ع  ادل  ه ای  ن در ب  رخ  ورد ع  م  ل  گ  ر ک  ردن ج  ای  گ  زی  ن م  ع  ادل  ه ای  ن
دارد. را اص  ل  ی م  ع  ادلۀ خ  اص  ی  ت ھ ای از ب  س  ی  اری م  ی ک  ن  د، س  اده را ع  ددی م  ح  اس  ب  ات ای  ن  ک  ه ب  ر ع  لاوه ک  ه اس  ت

ب  ط  وری  ک  ه f̃ اس  ت م  ط  ل  وب اس  ت، زی  ر ب  ص  ورت ای  س  ت  ا ج  ری  ان ب  رای م  دل ی  ک

v · ∇f̃(v, x) = J(f̃), (١-۵)

ب  ه ع  لاوه اس  ت. س  رع  ت ب  ردار v = (vx, vy, vz) و ف  ی  زی  ک  ی م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر x = (x, y, z) آن در ک  ه

J(f̃) = ν
(
f̃M − f̃

)
, (٢-۵)

اس  ت  ان  دارد م  اک  س  ول  ی  ن ت  وزی  ع f̃M و ب  رخ  ورد ف  رک  ان  س ν راب  ط  ه ای  ن در اس  ت. x م  ت  غ  ی  ر ب  ه ن  س  ب  ت گ  رادی  ان ک  ه
از ب  رخ  ورد ع  م  ل  گ  ر ب  ودن غ  ی  ر خ  ط  ی دارد. f̃ ت  وزی  ع ت  اب  ع ک  ه م  ی ب  اش  د دم  ای  ی و س  رع  ت چ  گ  ال  ی، دارای ک  ه اس  ت



٣٢ ق  ائ  م گ  س  س  ت  ه م  دل و SD م  ت  ن  اھ ی اج  زای روش ب  ا BGK ش  ده خ  ط  ی م  ع  ادلۀ ح  ل .۵ ف  ص  ل

ت  م  ام دارای BGK م  دل ھ س  ت  ن  د. f̃ ت  وزی  ع ت  اب  ع از ت  واب  ع  ی ھ م  گ  ی گ  از چ  گ  ال  ی و دم  ا س  رع  ت، ک  ه آن  ج  اس  ت
،φ۰ = ۱ ب  ا ک  ه ھ س  ت  ن  د ب  رخ  ورد ن  اورداھ ای φi, i = ۰, . . . ,۴ ت  واب  ع ک  ن  ی  د ف  رض اس  ت. ب  رخ  ورد ن  اورداھ ای
ش  دۀ خ  ط  ی م  دل ای  ن  ک  ه ب  رای م  ی ش  ون  د. ت  ع  ری  ف φ۴ = |v|۲ = |φ۱|۲ + |φ۲|۲ + |φ۳|۲ و (φ۱, φ۲, φ۳) = v

ب  اش  د، ش  ده ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه f̃ ت  اب  ع م  ی ک  ن  ی  م ف  رض آوری  م ب  دس  ت را BGK

f̃ = f۰(۱+ εg), (٣-۵)

ھ م  چ  ن  ی  ن و س  رع  ت و ج  رم ب  رای م  ن  اس  ب ب  ع  دھ ای ان  ت  خ  اب ب  ا ک  ه اس  ت م  ط  ل  ق م  اک  س  ول  ی  ن ت  وزی  ع f۰ ب  ط  وری  ک  ه
م  ی ش  ود، ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه راب  ط  ه ای ب  ا گ  ال  ی  ل  ه ت  ب  دی  ل از اس  ت  ف  اده ب  ا

f۰ =
۱

π۳/۲ e
−|v|۲ , (۴-۵)

در (٣-۵) راب  طۀ ج  ای  گ  ذاری ب  ا م  ی ش  ود. ت  ع  ری  ف ادام  ه در ک  ه اس  ت خ  اص ت  اب  ع ی  ک g ، (٣-۵) راب  طۀ در
داری  م، (١-۵)

v · ∇g = ν۰

[ ۴∑
i=۰

φ′
i(φ

′
i, g)f۰ − g

]
, (۵-۵)

م  ی ش  ود، ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ص  ورت وزن دار داخ  ل  ی ض  رب راب  ط  ه ای  ن در ک  ه

(f, g)f۰ =

∫
R۳
f(v)g(v)f۰dv. (۶-۵)

م  ی ب  اش  د ث  اب  ت ک  م  ی  ت ی  ک ک  ه اس  ت ت  ع  ادل ح  ال  ت در ب  رخ  ورد ف  رک  ان  س ν۰ راب  ط  ه ای  ن در
و (φ′

۱, φ
′
۲, φ

′
۳) =

√
۲v ،φ′

۰ = ۱ ب  ا ک  ه ھ س  ت  ن  د ب  رخ  ورد ن  اورداھ ای φ′
i, i = ۰, · · · ,۴ و

داخ  ل  ی ض  رب ب  ه ن  س  ب  ت و م  ی ش  ون  د ت  ع  ری  ف ،φ′
۴ = ۱√

۶(|φ
′
۱|۲ + |φ′

۲|۲ + |φ′
۳|۲ − ۳) =

√
۲
۳(|v|۲ − ۳

۲ )

راب  طۀ، ب  ا ک  ه ب  رخ  ورد ع  م  ل  گ  ر ش  ده ان  د. ن  رم  ال

C(g) =

[ ۴∑
i=۰

φ′
i(φ

′
i, g)f۰ − g

]
, (٧-۵)

ی  ع  ن  ی اس  ت م  ع  ی  ن ن  ی  م  ه-م  ن  ف  ی ع  م  ل  گ  ر ی  ک و اس  ت م  ت  ق  ارن (۶-۵) داخ  ل  ی ض  رب ب  ه ن  س  ب  ت ش  ود، م  ی ت  ع  ری  ف
داری  م، ب  ه ع  لاوه م  ی ک  ن  د. ص  دق (C(g), g)f۰ ≤ ۰

Ker C =

{ ۴∑
i=۰

ciφ
′
i : ci ∈ R

}
, (٨-۵)

ب  ا ط  ولان  ی ت  ون  ل ی  ک در گ  از ج  ری  ان ی  ع  ن  ی پ  وازوی ج  ری  ان اس  ت. C ع  م  ل  گ  ر پ  وچ ف  ض  ای Ker C آن در ک  ه
ب  ا م  ی ت  وان را ک  وئ  ت ج  ری  ان م  ان  ن  د اس  ت، ش  ده ای  ج  اد چ  گ  ال  ی ی  ا دم  ا ف  ش  ار، اخ  ت  لاف ت  وس  ط ک  ه م  ت  ن  اھ ی ع  رض
داده ش  رح پ  وازوی م  ع  ادل  ه ب  رای ع  ددی روش م  ح  اس  ب  ات س  اده س  ازی، ب  رای ک  رد. م  دل BGK ش  ده خ  ط  ی م  ع  ادلۀ
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ب  ازن  وی  س  ی زی  ر ب  ص  ورت را آن و ک  رده ت  ف  ک  ی  ک g ت  اب  ع از را z م  ت  غ  ی  ر م  ی ت  وان ج  ری  ان، خ  واص اس  اس ب  ر م  ی ش  ود.
ک  رد،

g(x, y, z, v) = z + ψ(x, y, v). (٩-۵)

را زی  ر م  ع  ادلۀ ت  وان م  ی ھ س  ت  ن  د، ص  ف  ر دی  وار ب  ر ع  م  ود س  رع  ت ھ ای و اس  ت ھ م دم  ا ج  ری  ان ای  ن  ک  ه ب  ا ت  وج  ه ب  ا
آورد، ب  دس  ت ψ ب  رای

vx
∂ψ

∂x
+ vy

∂ψ

∂y
= δ(۲vzu− ψ(x, y, v))− vz. (١٠-۵)

ب  ه ع  لاوه، اس  ت. ν۰ ب  رخ  ورد ف  رک  ان  س ب  ا م  ع  ادل ح  ال  ت ای  ن در ک  ه دارد ن  ام ت  رق  ی  ق پ  ارام  ت  ر δ ای  ن  ج  ا در

u(x, y) =
۱
π

۳
۲

∫
R۳
vze

−|v|۲ψ(x, y, v)dv, (١١-۵)

ک  ه، ک  ردی  م ف  رض ھ م  چ  ن  ی  ن

۱
π

۳
۲

∫
R۳
e−|v|۲gdv = z. (١٢-۵)

ھ س  ت  ن  د م  ت  داول ش  ده ان  د ای  ج  اد ف  ش  ار اخ  ت  لاف ت  وس  ط ت  ون  ل ھ ا در ک  ه س  ی  ال  ی ج  ری  ان ھ ای ب  رای م  ف  روض  ات ای  ن
و vz√

π
e−v۲z در (١٠-۵) م  ع  ادلۀ ض  رب ب  ا ک  رد. م  راج  ع  ه [۴١] ب  ه م  ی ت  وان ب  ی  ش  ت  ر ت  وض  ی  ح  ات ب  رای ک  ه

داری  م، vz م  ت  غ  ی  ر ب  ه ن  س  ب  ت ان  ت  گ  رال گ  ی  ری

vx
∂ϕ

∂x
+ vy

∂ϕ

∂y
= δ(ũ− ϕ(x, y, vx, vy))−

۱
۲ , (١٣-۵)

ب  ط  وری  ک  ه،

ϕ(x, y, vx, vy) =
۱√
π

∫
R
vze

−v۲zψ dvz, (١۴-۵)

اس  ت گ  از ح  ج  م  ی س  رع  ت اس  ت، س  رع  ت ب  ع  دی دو ف  ض  ای در (١٠-۵) ع  ب  ارت در u ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ک  ه ũ ای  ن  ج  ا در
ب  ا، ک  ه

ũ(x, y) ≡ u(x, y) =
۱
π

∫
R

∫
R
e−v۲x−v۲yϕ(x, y, vx, vy)dvxdvy. (١۵-۵)

م  ی گ  ی  ری  م، ن  ظ  ر در را زی  ر دی  ف  ران  س  ی  ل  ی–ان  ت  گ  رال  ی م  ع  ادلۀ ب  ن  اب  رای  ن م  ی ش  ود. ت  ع  ری  ف

v · ∇f(v, x) = δC(f) + S(v, x), (١۶-۵)

اس  ت، زی  ر ب  ص  ورت آن داخ  ل  ی ش  ارش م  رزی ش  رای  ط در ک  ه

f(v, x) = ۰, x ∈ Γ−
v . (١٧-۵)
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راب  طۀ، ب  ا ب  رخ  ورد ع  م  ل  گ  ر م  ع  ادل  ه ای  ن در

C(f) = ۱
π

∫
R۲
f(v, x)e−|v|۲dv − f(v, x), (١٨-۵)

،v ∈ R۲ ھ ر ب  رای و م  ی ش  ود ت  ع  ری  ف

Γ−
v = {x ∈ ∂Ω : n · v < ۰}. (١٩-۵)

n و ف  ی  زی  ک  ی م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر دام  نۀ Ω س  رع  ت، ب  ردار v = (vx, vy) و م  ک  ان  ی م  ت  غ  ی  ر ب  ردار x = (x, y) ای  ن  ج  ا در
و x دوب  ع  دی ب  ردارھ ای ش  د گ  ف  ت  ه پ  ی  ش  ت  ر ک  ه ھ م  ان گ  ون  ه اس  ت. x ∈ ∂Ω ن  ق  ط  ه در ∂Ω ب  ه خ  ارج  ی ن  رم  ال ب  ردار
در پ  وازوی ج  ری  ان ب  رای ک  ه اس  ت م  ن  ب  ع ج  م  ل  ه ی  ک S(v, x) ای  ن  ج  ا در م  ی ش  ون  د. ت  ع  ری  ف ت  ون  ل م  ق  ط  ع س  ط  ح vدر
ک  ه اس  ت ب  ع  د ب  دون پ  ارام  ت  ر ی  ک م  ی گ  وی  ی  م، ت  رق  ی  ق پ  ارام  ت  ر آن ب  ه ک  ه δ ن  ه  ای  ت در اس  ت. ث  اب  ت ک  م  ی  ت ی  ک ت  ون  ل،
داخ  ل س  م  ت ب  ه و دی  وار از ک  ه ھ س  ت  ن  د ذرات  ی دھ ن  دۀ ن  ش  ان م  رزی ش  رای  ط م  ی دھ د. ن  ش  ان را گ  از ت  رق  ی  ق درجۀ
م  ی ک  ن  ی  م، ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه وزن دار داخ  ل  ی ض  رب ی  ک ن  م  ادگ  ذاری در س  اده س  ازی م  ن  ظ  ور ب  ه م  ی ک  ن  ن  د. ح  رک  ت

(f, g)f̂۰ =

∫
R۲
fgf̂۰dv, (٢٠-۵)

اس  ت. م  ت  ق  ارن داخ  ل  ی ض  رب ای  ن ب  ه ن  س  ب  ت C ب  رخ  ورد ع  م  ل  گ  ر اس  ت. وزن ت  اب  ع f̂۰(v) = ۱
π
e−|v|۲ آن در ک  ه

ج  ری  ان، ن  وع ای  ن در ف  ی  زی  ک  ی ل  ح  اظ از اس  ت. م  ن  ف  ی م  ع  ی  ن Ker C م  ت  م  م ب  ر C و اس  ت ن  ات  ه  ی Ker C ع  لاوه ب  ه
راب  طۀ، ب  ا و ب  وده ب  ع  د ب  دون ک  م  ی  ت ی  ک ک  ه ش  ارش آھ ن  گ

G =
۲
|Ω|

∫
Ω

u(x)dx, (٢١-۵)

م  خ  ت  ل  ف ت  رق  ی  ق پ  ارام  ت  ر ب  ا ج  ری  ان  ه  ای ب  رای ک  م  ی  ت ای  ن ع  ددی ن  ت  ای  ج ب  خ  ش در اس  ت. م  ه  م م  ی ش  ود، ت  ع  ری  ف
(١۶-۵) ب  رای م  خ  زن ج  ری  ان س  رع  ت u(x) و ت  ون  ل م  ق  ط  ع س  ط  ح م  س  اح  ت |Ω| راب  ط  ه ای  ن در م  ی ش  ود. م  ح  اس  ب  ه

م  ی ش  ود، ت  ع  ری  ف زی  ر راب  طۀ ب  ا ک  ه اس  ت

u(x) = ۱
π

∫
R۲
f(v, x)e−|v|۲dv. (٢٢-۵)

ک  رد، خ  واھ ی  م اس  ت  ف  اده زی  ر ف  رم  ول  ی ت  ع  ری  ف ھ ای از ادام  ه در

⟨f, g⟩Γ±
v
=

∫
Γ±

v

fg(v · n)ds, (٢٣-۵)

ب  ط  وری  ک  ه،

Γ±
v = {x ∈ Γ := ∂Ω : v · n ≷ ۰}. (٢۴-۵)
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SD م  ت  ن  اھ ی اج  زای روش و ق  ائ  م گ  س  س  ت  ه م  دل ٣-۵

در ب  رخ  ورد ع  م  ل  گ  ر در ان  ت  گ  رال اب  ت  دا ،SD م  ت  ن  اھ ی اج  زای روش و ق  ائ  م گ  س  س  تۀ م  دل روش ط  راح  ی ب  رای
ت  ق  ری  ب ع  ددی ان  ت  گ  رال گ  ی  ری روش ی  ک از اس  ت  ف  اده ب  ا و ن  م  وده گ  س  س  ت  ه س  رع  ت ف  ض  ای در را (١٨-۵) م  ع  ادلۀ

ان  ت  گ  رال گ  ی  ری، روش از م  ن  ظ  ور ای  ن ب  ه ∫م  ی زن  ی  م.
R۲
F (v)dσ ∼

∑
v∈∆

ωvF (v), (٢۵-۵)

∆ و
∑

v∈∆ ωv ≡ ۱ ب  ط  وری  ک  ه ھ س  ت  ن  د ع  ددی ان  ت  گ  رال گ  ی  ری ن  ام  ن  ف  ی وزن  ه  ای ωv آن در ک  ه م  ی ک  ن  ی  م اس  ت  ف  اده
ب  ردار ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات از اس  ت  ف  اده ب  ا م  ی ش  ود. ت  ع  ری  ف ادام  ه در ک  ه اس  ت گ  ره ھ ا از گ  س  س  ت  ه م  ج  م  وع  ه ی  ک

داری  م، ع  ددی ان  ت  گ  رال گ  ی  ری راب  طۀ در ج  ای  گ  ذاری و c = |v| آن در ک  ه v = (c cos θ, c sin θ) س  رع  ت

∫ ۲π

۰

∫ ∞

۰
F (c, θ)e−c۲cdc dθ ∼

∑
v∈∆

ωvF (v). (٢۶-۵)

راب  ط  ه ای  ن در

∆ = {vij : vij = ci(cos(θj), sin(θj)), ۱ ≤ i ≤ N, ۱ ≤ j ≤M}, (٢٧-۵)

ی  ک  ن  واخ  ت ط  ور ب  ه θ زاوی  ه ای م  ت  غ  ی  ر از آن در ک  ه ھ س  ت  ن  د ع  ددی ان  ت  گ  رال گ  ی  ری ب  رای گ  ره ای ن  ق  اط
ب  ا ب  راب  ر گ  وس  ی ع  ددی ان  ت  گ  رال گ  ی  ری ن  ق  اط ش  ع  اع  ی، م  ت  غ  ی  ر در ھ م  چ  ن  ی  ن ش  ده ان  د. گ  س  س  ت  ه س  ازی θj = ۲πj/M

ب  ر dσ(r) = ۱
۲πre

− ۱
۲ r

۲
dr ت  اب  ع ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ھ رم  ی  ت م  ت  ع  ام  د چ  ن  د ج  م  ل  ه ای ص  ف  رھ ای ri آن در ک  ه ci = ri/

√
۲

m ح  داک  ث  ر درج  ه از ج  م  ل  ه ای ھ ای چ  ن  د ب  رای ک  ه (٢۶-۵) ان  ت  گ  رال گ  ی  ری روش ب  رای ھ س  ت  ن  د. (۰,∞) ب  ازۀ روی
ک  ه، ک  رد ث  اب  ت [٢] ب  ه ت  وج  ه ب  ا م  ی ت  وان اس  ت ∣∣∣∣∣دق  ی  ق

∫
R۲
F (v)dσ −

∑
v∈∆

ωvF (v)
∣∣∣∣∣ ≤ Cm−α∥F∥α, ∀F ∈ Hα(R۲), α ≥ ۱. (٢٨-۵)

ع  م  ل  گ  ر ب  اش  د. م  ث  ب  ت ص  ح  ی  ح غ  ی  ر ع  دد ی  ک ت  وان  د م  ی ک  ه اس  ت F ت  اب  ع ھ م  واری ب  ی  ش  ی  نۀ درج  ه α راب  ط  ه ای  ن در
م  ی زن  ی  م، ت  ق  ری  ب زی  ر ب  ص  ورت Ĉ ش  ده گ  س  س  ت  ه ع  م  ل  گ  ر ب  ا را (١٨-۵) در C ب  رخ  ورد

Ĉ(f) = −f(c, θ, x) +
N∑
i=۱

M∑
j=۱

ωijf(ci, θj, x). (٢٩-۵)

ک  رد، گ  س  س  ت  ه زی  ر ص  ورت ب  ه م  ی ت  وان س  رع  ت ف  ض  ای در را (١۶-۵) م  ع  ادلۀ ،(١٨-۵) راب  طۀ ب  ه ت  وج  ه }ب  ا
vij.∇f ij = δĈ(f ij) + Sij, ∆× Ω ,در
f ij = ۰ Γ−

ij روی .ب  ر (٣٠-۵)
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از vij ای  ن  ج  ا در اس  ت. داخ  ل  ی ش  ارش ب  ا م  رز Γ−
ij =: Γ−

vij
و اس  ت f(vij, ·) ت  اب  ع ت  ق  ری  ب f ij آن در ک  ه

اول م  رت  بۀ از ھ ذل  ول  وی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ی  ک (٣٠-۵) م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه اس  ت. ش  ده ت  ع  ری  ف (٢٧-۵) راب  طۀ
ی  ا g := {gij}i,j ب  ه ع  لاوه م  ی  ک  ن  ی  م. گ  س  س  ت  ه م  ت  ن  اھ ی اج  زای روش ب  ا را آن ک  ه اس  ت ف  ی  زی  ک  ی م  ت  غ  ی  ر ف  ض  ای در

ک  ن  ی  م، م  ی ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه را W ف  ض  ای زی  ر و g := {gij} س  اده ط  ور ب  ه

W = {g : gij(x) ∈ L۲(Ω), vij · ∇gij(x) ∈ L۲(Ω), with gij |Γ−
ij
= ۰}. (٣١-۵)

م  ی ک  ن  ی  م، ت  ع  ری  ف را زی  ر ن  رده ای ض  رب f, g ∈ W ب  رای

⟨⟨ f, g⟩⟩ =
N∑
i=۱

M∑
j=۱

ωij

∫
Ω

f ijgijdx. (٣٢-۵)

داری  م، g ∈ W و f ∈ W ت  وزی  ع دو ھ ر ب  رای ،Ĉ ع  م  ل  گ  ر ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا

⟨⟨Ĉ( f), g⟩⟩ = ⟨⟨ f, Ĉ(g)⟩⟩. (٣٣-۵)

داری  م،
∑
i,j

ωij ≤ ۱ ای  ن  ک  ه و ک  ش  ی-ش  وارت  ز ن  ام  س  اوی ب  ه ب  ات  وج  ه

⟨⟨Ĉ( f), f⟩⟩ =
∑
i,j

ωij

∫
Ω

Ĉ(f ij)f ijdx

=

∫
Ω

(
−
∑
i,j

ωij(f
ij)۲ +

∑
i,j

ωijf
ij
∑
i,j

ωijf
ij
)
dx ≤ ۰.

(٣۴-۵)

م  ی دھ د. ن  ش  ان را گ  س  س  ت  ه ب  رخ  ورد ع  م  ل  گ  ر ب  ودن م  ع  ی  ن ن  ی  م  ه-م  ن  ف  ی خ  اص  ی  ت ح  ق  ی  ق  ت در (٣۴-۵) راب  طۀ

اس  ت. ن  ام  ث  ب  ت و م  ت  ق  ارن Ĉ ب  رخ  ورد گ  س  س  ت  ه ع  م  ل  گ  ر ک  ه م  ی دھ د ن  ش  ان (٣۴-۵) و (٣٣-۵) رواب  ط ب  ن  اب  رای  ن
داری  م، آن  گ  اه اس  ت، Ĉ ب  رخ  ورد گ  س  س  تۀ ع  م  ل  گ  ر پ  وچ ف  ض  ای م  ت  م  م روی ب  ر م  ت  ع  ام  د ت  ص  وی  ر Π̂ ک  ن  ی  د ف  رض

Ĉ( f) = Ĉ(Π̂ f). (٣۵-۵)

ھ مۀ ب  رای ک  ش  ی–ش  وارت  ز، ن  ام  س  اوی ک  ارگ  ی  ری ب  ه ب  ا ،(٣۵-۵) راب  طۀ و ⟨⟨., .⟩⟩ ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا
داری  م، f, g ∈ W

−⟨⟨Ĉ( f), g⟩⟩ ≤ ۲⟨⟨Π̂ f, Π̂ f⟩⟩۱/۲⟨⟨g, g⟩⟩۱/۲. (٣۶-۵)

م  ع  ادلۀ ت  غ  ی  ی  رات  ی ف  رم ای  ن  ج  ا در اس  ت. ک  ران  دار W ف  ض  ای در Ĉ ب  رخ  ورد گ  س  س  ت  ه ع  م  ل  گ  ر ک  ه م  ی دھ د ن  ش  ان ک  ه
ف  ض  ای روی ب  ر ان  ت  گ  رال گ  ی  ری ب  ا و م  ن  اس  ب ت  اب  ع  ی ف  ض  ای در g آزم  ون ت  اب  ع در م  ع  ادل  ه ض  رب ب  ا را (٣٠-۵)
روش در g آزم  ون ت  اب  ع ج  م  ل  ه از م  ت  ش  ک  ل آزم  ون ت  واب  ع ،SD روش در م  ی دھ ی  م. ت  ش  ک  ی  ل ف  ی  زی  ک  ی م  ک  ان
اس  ت، ج  ری  ان خ  ط ج  ه  ت در ان  ت  ق  ال ج  م  لۀ ک  ه ،γ(v · ∇g) ش  ک  ل ب  ه اض  اف  ی ج  م  لۀ ی  ک و گ  ال  رک  ی  ن م  ت  ع  ارف
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ت  رت  ی  ب ای  ن ب  ه م  ی ش  ود. م  ع  ادل  ه در م  ص  ن  وع  ی پ  خ  ش ج  م  لۀ ی  ک ای  ج  اد ب  اع  ث ج  م  ل  ه ای  ن ک  ردن اض  اف  ه م  ی ب  اش  د.
ب  ه پ  ی  وس  ت  ه ت  غ  ی  ی  رات  ی ف  رم ن  ت  ی  ج  ه در ھ س  ت  ن  د. م  ت  ف  اوت ھ س  ت  ن  د، م  ت  ن  اھ ی ب  ع  د از ک  ه ت  ق  ری  ب و آزم  ون ت  واب  ع ف  ض  ای

زی  راس  ت، ص  ورت

،{gij} ∈ W ھ مۀ ب  رای ب  ط  وری  ک  ه γ(v · ∇g) اس  ت م  ط  ل  وب

(vij · ∇f ij, gij + γij(vij · ∇gij))Ω − δ(Ĉ(f ij), gij + γij(vij · ∇gij))Ω

= (Sij, gij + γij(vij · ∇gij))Ω,
(٣٧-۵)

ب  ا اس  ت. ش  ب  ک  ه ان  دازۀ م  رت  بۀ از ھ ذل  ول  وی م  س  ائ  ل ب  رای م  ع  م  ولا ک  ه اس  ت م  ث  ب  ت پ  ارام  ت  ر ی  ک γij ب  ط  وری  ک  ه
ان  ت  گ  رال ع  ددی، گ  ره ھ ای م  ج  م  وعۀ روی ب  ر ج  م  ع ب  ن  دی و ع  ددی ان  ت  گ  رال گ  ی  ری وزن ھ ای در ت  غ  ی  ی  رات  ی ف  رم ض  رب

م  ی آی  د، ب  دس  ت ص  ورت ب  ه ق  ائ  م گ  س  س  تۀ م  دل در ن  ی  م  ه-گ  س  س  ت  ه روش

∑
i,j

ωij

{
(vij · ∇f ij, gij + γij(vij · ∇gij))Ω − δ(Ĉ(f ij), gij + γij(vij · ∇gij))Ω

}
=
∑
i,j

ωij(S
ij, gij + γij(vij · ∇gij))Ω.

(٣٨-۵)

ب  ه Ω از م  ت  ن  اھ ی اج  زای اف  راز ی  ک Ch = {K} ک  ن  ی  د ف  رض م  ک  ان  ی، م  ت  غ  ی  ر ف  ض  ای در گ  س  س  ت  ه س  ازی ب  رای
چ  ن  دج  م  ل  ه ای ھ ای م  ج  م  وعۀ Pk(K) ک  ن  ی  د ف  رض ب  ه ع  لاوه اس  ت. h = diam K ش  ب  ک  ه ان  دازه ب  ا K ال  م  ان ھ ای
ق  ط  ع  ه ای چ  ن  دج  م  ل  ه ای ت  واب  ع از م  ت  ن  اھ ی اج  زای ف  ض  ای اس  ت. x م  ت  غ  ی  ر در K ال  م  ان روی ب  ر k ح  داک  ث  ر درجۀ از

م  ی ک  ن  ی  م، ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه را پ  ی  وس  ت  ه

Vh = {g : اس  ت پ  ی  وس  ت  ه g, g ∈ Pk(K); ∀K ∈ Ch}. (٣٩-۵)

م  ی ک  ن  ی  م، ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه را ق  ائ  م گ  س  س  تۀ م  دل ب  ا م  ت  ن  اظ  ر م  ت  ن  اھ ی اج  زای ف  ض  ای ب  ه ع  لاوه

Vh = {{gij} ∈ (Vh)
NM : gij |Γ−

ij
= ۰}. (۴٠-۵)

اس  ت، زی  ر ص  ورت ب  ه fh, g ∈ Vh ھ مۀ ب  رای م  ت  ن  اظ  ر خ  ط  ی دو ف  رم ف  ض  ا ای  ن در

B( fh, g) =
∑
i,j

ωij

{
(vij · ∇f ij

h , g
ij + γij(vij · ∇gij))Ω

− δ(Ĉ(f ij
h ), gij + γij(vij · ∇gij))Ω

}
.

(۴١-۵)

اس  ت، زی  ر ت  غ  ی  ی  رات  ی ش  ده گ  س  س  ت  ه م  س  أل  ه ح  ل م  ا ھ دف اک  ن  ون

ب  ط  وری  ک  ه، fh ∈ Vh اس  ت م  ط  ل  وب

B( fh, g) = L(g), ∀g ∈ Vh, (۴٢-۵)
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م  ی ش  ود، ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه (٣٨-۵) راب  طۀ راس  ت ط  رف از ک  ه اس  ت خ  ط  ی ع  م  ل  گ  ر ی  ک L آن در ک  ه
:(٣٨-۵)

L(g) =
∑
i,j

ωij(S
ij, gij + γij(vij · ∇gij))Ω. (۴٣-۵)

ک  ران ھ ای و م  ی آوری  م ب  دس  ت B خ  ط  ی دو ف  رم ب  رای را زی  ر ت  راک  م پ  ذی  ری راب  طۀ ،(۴٢-۵) روش ب  رای ادام  ه در
م  ی آوری  م، دس  ت ب  ه م  ی ش  ود ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ص  ورت Vh ف  ض  ای روی ب  ر ک  ه |||.||| ن  رم در را خ  ط  ا

(۴۴-۵)
|||g|||۲ =

∑
i,j

ωij

(
∥ √

γij(vij · ∇gij) ∥۲Ω +δ∥Π̂gij∥۲Ω +

∫
Γij

+

(gij)۲(vij · n)ds
)
.

ف  ض  ای ک  ه آن  ج  ا از اس  ت. Vh در ب  رخ  ورد گ  س  س  ت  ه ع  م  ل  گ  ر پ  وچ ف  ض  ای م  ت  م  م روی ب  ر م  ت  ع  ام  د ت  ص  وی  ر Π̂ ای  ن  ج  ا در
م  ع  ی  ن ن  ی  م  ه ب  رخ  ورد گ  س  س  ت  ه ع  م  ل  گ  ر م  ی دھ د ن  ش  ان ک  ه (٣۴-۵) راب  طۀ ب  ه ت  وج  ه ب  ا و اس  ت م  ت  ن  اھ ی ب  ع  د ب  ا Vh

ک  ه، دارد وج  ود λ̂۰ م  ث  ب  ت ث  اب  ت اس  ت ، م  ن  ف  ی

λ̂۰⟨⟨Π̂ f, Π̂ f⟩⟩ ≤ −⟨⟨Ĉ( f), f⟩⟩. (۴۵-۵)

اس  ت. ت  راک  م پ  ذی  ر B خ  ط  ی دو ع  م  ل  گ  ر ک  ه م  ی دھ ی  م ن  ش  ان زی  ر ل  م در

راب  طۀ در γij ،SD پ  ارام  ت  ر ک  ه ک  ن  ی  د ف  رض ٣-١-۵ ل  م

γij ∼
λ̂۰

δ
, (۴۶-۵)

ب  ط  وری  ک  ه، دارد وج  ود λ̂۰ ب  ه واب  س  ت  ه α > ۰ ث  اب  ت آن  گ  اه ک  ن  د، ص  دق

B(g, g) ≥ α|||g|||۲, ∀g ∈ Vh. (۴٧-۵)

 
آن  گ  اه ، fh = g دھ ی  م م  ی ق  رار (۴١-۵) راب  طۀ در ب  رھ ان.

B(g, g) =
∑
i,j

ωij

{
(vij · ∇gij, gij + γij(vij · ∇gij))Ω

− δ(Ĉ(gij), gij + γij(vij · ∇gij))Ω
}
.

(۴٨-۵)

داری  م، ص  ف  ر داخ  ل  ی ش  ارش م  رزی ش  رای  ط ھ م  چ  ن  ی  ن و گ  ری  ن ف  رم  ول از اس  ت  ف  اده ب  ا

(vij · ∇gij, gij)Ω =
۱
۲

∫
Γ+
ij

(gij)۲(vij · n)dv. (۴٩-۵)

داری  م، (۴۵-۵) راب  طۀ ب  ه ت  وج  ه ب  ا ع  لاوه ب  ه

−
∑
i,j

ωij(Ĉ(gij), gij)Ω ≥ λ̂۰
∑
i,j

ωij∥Π̂gij∥۲Ω, (۵٠-۵)
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م  ی آوری  م، دس  ت ب  ه را زی  ر ن  ام  س  اوی (٣۶-۵) راب  طۀ از اس  ت  ف  اده ب  ا

(۵١-۵)∑
i,j

ωij

(
Ĉ(gij), γij(vij · ∇gij)

)
Ω
≤ ۲
(∑

i,j

ωij∥Π̂gij∥۲Ω
) ۱

۲
(∑

i,j

ωij∥
√
γij(vij · ∇gij)∥۲Ω

) ۱
۲
.

∑درن  ت  ی  ج  ه،
i,j

ωijδ(Ĉ(gij), γij(vij ·∇gij))Ω ≤
∑
i,j

ωij(λ̂۰δ∥Π̂gij∥۲Ω+
δ

λ̂۰
∥√γij(vij ·∇gij)∥۲Ω), (۵٢-۵)

دس  ت ب  ه ن  ظ  ر م  ورد ن  ت  ای  ج (۵٢-۵)-(۴٨-۵) رواب  ط ھ م  چ  ن  ی  ن و (۴۶-۵) راب  طۀ از γij ان  ت  خ  اب ب  ا ک  ه
■ م  ی آی  د.

اس  ت. زی  ر ص  ورت ب  ه SD م  ت  ن  اھ ی اج  زای م  س  أل  ه ب  رای ھ م  گ  رائ  ی ق  ض  یۀ

اگ  ر آن  گ  اه ب  اش  ن  د. (۴٢-۵) و (٣٧-۵) م  ع  ادلات ج  واب ت  رت  ی  ب ب  ه fh و {f ij} ک  ن  ی  د ف  رض ٣-٢-۵ ق  ض  ی  ه
راب  طۀ در ،γij ،SD پ  ارام  ت  ر

γij ∼ min
{ λ̂۰

δ
,

h

∥vij∥∞

}
, (۵٣-۵)

ب  ط  وری  ک  ه، دارد وج  ود C = C(Ω) ث  اب  ت آن  گ  اه ک  ن  د، ص  دق

|||{f ij} − fh||| ≤ Chk+۱/۲
(∑

i,j

ωij(δ + ∥vij∥∞)∥f ij∥۲k+۱,Ω

)۱/۲
. (۵۴-۵)

داری  م، م  ث  ل  ث  ی ن  ام  س  اوی از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  رھ ان.

|||{eij}||| ≤ |||{ηij}|||+ |||{ξij}|||. (۵۵-۵)

داری  م، (١۵-٢) درون  ی  اب خ  ط  ای ت  ق  ری  ب و |||.||| ن  رم ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا

|||{ηij}||| ≤ Chk+۱/۲
(∑

i,j

ωij(δ + ∥vij∥∞)∥f ij∥۲k+۱,Ω

)۱/۲
. (۵۶-۵)

راب  طۀ در (۵٣-۵) راب  طۀ از γij ای  ن  ک  ه و ،B({eij}, {ξij}) = ۰ گ  ال  رک  ی  ن ت  ع  ام  د راب  طۀ از اس  ت  ف  اده ب  ا
م  ی آوری  م، ب  دس  ت را زی  ر ن  ام  س  اوی ک  ن  د، م  ی ص  دق (۴۶-۵)

α|||{ξij}|||۲ ≤ B({ξij}, {ξij}) = B({ηij} − {eij}, {ξij}) = B({ηij}, {ξij})

=
∑
i,j

ωij

{
(vij · ∇ηij, ξij + γij(vij · ∇ξij))Ω

− δ(Ĉ(ηij), ξij + γij(vij · ∇ξij))Ω
}
.

(۵٧-۵)
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داری  م، ش  وارت  ز ک  ش  ی– ن  ام  س  اوی گ  ی  ری ان  ت  گ  رال ب  ا ،div v ≡ ۰ ای  ن  ک  ه و ج  زء ب  ه ج  زء گ  ی  ری ان  ت  گ  رال ب  ا ب  ه ع  لاوه

(vij · ∇ηij, ξij)Ω = −(ηij, vij.∇ξij)Ω +
۱
۲

∫
Γ+
ij

ηijξij(vij · n) ds

≤ ∥ ۱
√
γij
ηij∥۲Ω +

۱
۴∥

√
γij vij.∇ξij∥۲Ω

+

∫
Γ+
ij

|ηij|۲(vij · n) ds+
۱
۸

∫
Γ+
ij

|ξij|۲(vij · n) ds.

(۵٨-۵)

ک  ارگ  ی  ری ب  ه و (٣۶-۵) راب  طۀ از اس  ت  ف  اده ب  ا ،(۵٧-۵) در خ  ط  ا ک  ران ی  ک آوردن ب  دس  ت ب  رای م  ش  اب  ه ب  ط  ور
داری  م، (٣٣-۵) راب  طۀ و ک  ش  ی–ش  وارت  ز ن  ام  س  اوی

−
∑
i,j

ωijδ
(
Ĉ(ηij), ξij

)
Ω
≤
∑
i,j

ωij

{
Cδ∥ηij∥۲Ω +

δ

۴∥Π̂ξ
ij∥۲Ω

}
, (۵٩-۵)

و

−
∑
i,j

ωijδ
(
Ĉ(ηij), γij(vij · ∇ξij)

)
Ω
≤
∑
i,j

ωij

{
Cδ∥Π̂ηij∥۲Ω +

δ

۴λ̂۰
∥γij(vij · ∇ξij)∥۲Ω

}
.

(۶٠-۵)

م  ی رس  ی  م، زی  ر ن  ام  س  اوی ب  ه (۵٣-۵) راب  طۀ و (۶٠-۵)-(۵٧-۵) رواب  ط ب  ه ت  وج  ه ب  ا ھ م  چ  ن  ی  ن

|||{ξij}|||۲ ≤ B(η, ξ) ≤ ۱
۴ |||{ξ

ij}|||۲ + C
∑
i,j

ωij

[
∥ ۱
√
γij
ηij∥۲Ω + ∥√γij(vij · ∇ηij)∥۲Ω

+

∫
Γ+
ij

|ηij|۲(vij · n) ds
]
.

(۶١-۵)

م  ی آوری  م، دس  ت ب  ه را زی  ر ن  ام  س  اوی (۵٣-۵) و (١۵-٢) رواب  ط از اس  ت  ف  اده ب  ا ن  ه  ای  ت در

|||{ξij}||| ≤ Chk+۱/۲
(∑

i,j

ωij(δ + ∥vij∥∞)∥f ij∥۲k+۱,Ω

)۱/۲
. (۶٢-۵)

■ م  ی آی  د. دس  ت ب  ه ن  ظ  ر م  ورد ن  ت  ی  ج  ه (۵۵-۵) در (۶٢-۵) و (۵۶-۵) ن  ام  س  اوی ھ ای ک  ردن ج  ای  گ  زی  ن ب  ا

را SD م  ت  ن  اھ ی اج  زای روش و ق  ائ  م گ  س  س  تۀ روش خ  ط  ای ت  خ  م  ی  ن ،٣-٢-۵ ق  ض  یۀ از اس  ت  ف  اده ب  ا زی  ر در
م  ی آوری  م. دس  ت ب  ه

ک  ن  ی  د ف  رض اس  ت. (١٩-۵)-(١۶-۵) م  ع  ادلۀ دق  ی  ق ج  واب f ک  ن  ی  د ف  رض ٣-٣-۵ ق  ض  ی  ه
م  س  ت  ق  ل C > ۰ ث  اب  ت آن  گ  اه ب  اش  د. ب  رق  رار (٢٨-۵) ع  ددی ان  ت  گ  رال گ  ی  ری راب  طۀ و f ∈ Hα(R۲, Hk+۱(Ω))

اس  ت، ب  رق  رار زی  ر راب  طۀ (۴٣-۵)-(۴٢-۵) ش  ده گ  س  س  ت  ه م  س  ألۀ ب  رای ب  ط  وری  ک  ه دارد وج  ود m و h از

|||{f ij
h (x)} − {f(vij, x)}|||۲ ≤ Ch۲k+۱

∑
i,j

ωij(δ + ∥vij∥∞)∥f ij∥۲k+۱,Ω

+m−۲α
∫
Ω

∥f(., x)∥۲αdx + (δZm−α)
(∫

Ω

∥f(., x)∥۲αdx
)۱/۲

.

(۶٣-۵)
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ک  ل  ی خ  ط  ای ش  ود. ل  ح  اظ ب  ای  د م  ح  اس  ب  ات در ع  ددی ان  ت  گ  رال گ  ی  ری از ن  اش  ی خ  ط  ای ق  ض  ی  ه اث  ب  ات ب  رای ب  رھ ان.
م  ی  ک  ن  ی  م، ت  ف  ک  ی  ک زی  ر ب  ص  ورت را م  ت  ن  اھ ی اج  زای روش و ق  ائ  م گ  س  س  ت  ه روش

{f ij
h } − {f(vij, .)} = {f ij

h } − {f ij}+ {f ij} − {f(vij, .)}. (۶۴-۵)

داری  م، م  ث  ل  ث  ی ن  ام  س  اوی از اس  ت  ف  اده ب  ا آن  گ  اه

|||{f ij
h } − {f(vij, .)}||| ≤ |||{f ij

h } − {f ij}|||+ |||{f ij} − {f(vij, .)}|||. (۶۵-۵)

آن ک  ران ب  ای  د ک  ه اس  ت (٢۵-۵) ع  ددی ان  ت  گ  رال گ  ی  ری ب  ه م  رب  وط خ  ط  ای |||{f ij} − {f(vij, .)}||| ای  ن  ج  ا در
م  ی ک  ن  ی  م. ک  س  ر (٣٠-۵) راب  طۀ از را v = vij ازای ب  ه را (١۶-۵) راب  طۀ ط  رف  ی  ن م  ن  ظ  ور ای  ن ب  ه ش  ود. م  ح  اس  ب  ه

ب  ن  اب  رای  ن،

vij · ∇χij − δĈ(χij) = ρ(x), χij = ۰ Γ−
ij روی ,ب  ر (۶۶-۵)

و χij = f ij − f(vij, .) آن در ک  ه

ρ(x) = ۱
π

∫
f(v, x)e−|v|۲dv −

∑
i,j

ωijf(vij, x). (۶٧-۵)

داری  م، {γij(vij · ∇χij)} در (۶۶-۵) م  ع  ادلۀ ض  رب و (۶-۵) راب  طۀ از ای ن  رده ض  رب از اس  ت  ف  اده ب  ا

⟨⟨{vij · ∇χij}, {γij(vij · ∇χij)}⟩⟩ − δ⟨⟨{Ĉ(χij)}, {γij(vij · ∇χij)}⟩⟩

= ⟨⟨ρ, {γij(vij · ∇χij)}⟩⟩.
(۶٨-۵)

م  ی رس  ی  م، زی  ر ن  ام  س  اوی ب  ه (۵٣-۵) و (٣۶-۵) ب  ا ھ م  راه ک  ش  ی–ش  وارت  ز ن  ام  س  اوی ک  ارگ  ی  ری ب  ه ب  ا ای  ن  ج  ا ∑در
i,j

ωijγij∥vij · ∇χij∥۲Ω ≤ C
(
∥ρ)x)∥۲Ω + δ۲

∑
i,j

ωij∥Π̂χij∥۲Ω
)
. (۶٩-۵)

ب  ه ھ م  چ  ن  ی  ن و گ  ری  ن ق  ض  یۀ ک  ارگ  ی  ری ب  ه و {χij} در (۶۶-۵) م  ع  ادلۀ داخ  ل  ی ض  رب ب  ا م  ش  اب  ه ط  ور ب  ه
داری  م، (۶۶-۵) در م  رزی ش  رای  ط ک  ار گ  ی  ری

۱
۲
∑
i,j

ωij

∫
Γ+
ij

(χij)۲vij · n ds−
∑
i,j

ωijδ

∫
Ω

Ĉ(χij)χijdx =
∑
i,j

ωij

∫
Ω

χijρdx. (٧٠-۵)

داش  ت، خ  واھ ی  م را زی  ر ن  ام  س  اوی (۴۵-۵) راب  طۀ و ش  وارت  ز – ک  ش  ی ن  ام  س  اوی ک  ارگ  ی  ری ب  ه ب  ا دوب  اره،

۱
۲
∑
i,j

ωij

∫
Γ+
ij

(χij)۲vij · n ds+ δ
∑
i,j

ωij∥Π̂χij∥۲Ω ≤ CZ∥ρ∥Ω, (٧١-۵)

خ  ط  ای ب  ه ت  وج  ه ب  ا آوری  م. ب  دس  ت ∥ρ∥Ω ب  رای ک  ران ی  ک ب  ای  د ف  ق  ط ای  ن  ج  ا در .Z = maxi,j ∥χij∥Ω آن در ک  ه
داری  م، (٢٨-۵) ع  ددی ان  ت  گ  رال گ  ی  ری

|ρ(x)| ≤ Cm−α∥f(., x)∥α, (٧٢-۵)
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م  ی آوری  م، ب  دس  ت Ω روی ب  ر راب  ط  ه ای  ن م  ج  ذور از ان  ت  گ  رال گ  ی  ری ب  ا آن  گ  اه و

∥ρ∥۲Ω ≤ Cm−۲α
∫
Ω

∥f(., x)∥۲αdx. (٧٣-۵)

داری  م، (٧٣-۵) و (٧١-۵) ، (۶٩-۵) رواب  ط ک  ردن ادغ  ام ب  ا ن  ه  ای  ت در

|||{f ij} − {f(vij, x)}|||۲ ≤Cm−۲α
∫
Ω

∥f(., x)∥۲αdx

+ CδZm−α
(∫

Ω

∥f(., x)∥۲αdx
)۱/۲

.

(٧۴-۵)

دس  ت ب  ه ن  ظ  ر م  ورد ن  ت  ی  جۀ (٧۴-۵) خ  ط  ای ت  ق  ری  ب و ٣-٢-۵ ق  ض  ی  ه ،(۶۵-۵) م  ث  ل  ث  ی ن  ام  س  اوی اس  اس ب  ر
■ م  ی آی  د.

ی  ک ن  ب  ودن ب  خ  اط  ر م  ی پ  ردازی  م: (١٩-۵)-(١۶-۵) م  ع  ادلۀ خ  واص ب  رخ  ی ب  ی  ان ب  ه ای  ن  ج  ا در ۴-٣-۵ ت  ب  ص  ره
ب  ه ج  واب ت  اب  ع L۲ ن  رم ب  رای پ  ای  داری ک  ران ھ ی  چ گ  ون  ه پ  ای  داری ت  خ  م  ی  ن ھ ای ،(١۶-۵) م  ع  ادلۀ در ج  ذب ج  م  ل  ه
ع  م  ل  گ  ر پ  وچ ف  ض  ای روی ب  ر ج  واب م  ت  ع  ام  د ت  ص  وی  ر L۲ ن  رم ب  رای خ  ط  ا ک  ران ی  ک ح  ق  ی  ق  ت در ن  م  ی دھ د. دس  ت
در ج  ذب ج  م  لۀ ی  ک م  ی ت  وان ن  م  ای  ی، م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر ن  وع از م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر ب  ا آوردی  م. دس  ت ب  ه ب  رخ  ورد گ  س  س  ت  ه
ت  خ  م  ی  ن ی  ک vij · ∇ ع  م  ل  گ  ر خ  اص  ی  ت ھ ای ب  ه ت  وج  ه ب  ا م  ی ت  وان دی  گ  ر، ط  رف از آورد. ب  وج  ود ی  اف  ت  ه ت  ب  دی  ل م  ع  ادل  ه
ان  ت  ق  ال ع  م  ل  گ  ر ،[٢۶] ب  ه ت  وج  ه ب  ا ∇ · vij = ۰ ک  ه آن  ج  ا از آورد. ب  دس  ت ج  واب ت  اب  ع ب  رای L۲(Ω) ن  رم در

داری  م، اس  ت، ای  زوم  ورف  ی  س  م vij · ∇ : W → L۲(Ω)

α∥g∥Ω ≤ ∥vij · ∇g∥Ω, ∀g ∈ W, (٧۵-۵)

ج  واب، م  ش  ت  ق  ات ن  رم ی  ع  ن  ی ن  ی  م-ن  رم ف  وق، ت  ق  ری  ب ھ ای در ک  ه داش  ت ت  وج  ه ب  ای  د .α > ۰ ب  رخ  ی ب  رای
،٣-٣-۵ ق  ض  یۀ ھ م  چ  ن  ی  ن و م  وض  وع ای  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا م  ی ش  ود. ظ  اھ ر O(

√
h) م  رت  بۀ از ض  ری  ب ی  ک ب  ا

م  رت  بۀ از ج  واب ھ م  گ  رای  ی ن  رخ ع  ددی ن  ت  ای  ج در ن  ت  ی  ج  ه در م  ی ش  ود. ظ  اھ ر ن  ی  ز ت  اب  ع L۲ ن  رم در γij ض  ری  ب
م  ی ی  اب  د. ک  اھ ش h۱/۲ م  رت  بۀ ب  ا ج  واب ھ م  گ  رائ  ی ن  رخ ی  ع  ن  ی اس  ت، O(hk +m−αh−

۱
۲ )

ت  ق  ری  ب و اس  ت ش  ده ت  ع  ری  ف (٢١-۵) راب  طۀ ب  ا ک  ه اس  ت ج  رم ش  ارش ن  رخ G ک  ن  ی  د ف  رض ۵-٣-۵ ن  ت  ی  ج  ه
م  ی ش  ود، ت  ع  ری  ف زی  ر راب  طۀ ب  ا Gh آن ع  ددی

Gh =
۱
|Ω|
∑
i,j

ωij

∫
Ω

f ij
h (x)dx. (٧۶-۵)

داری  م، آن  گ  اه

|G−Gh| ∼ C−۱
δ O(δ۱/۲hk+۱/۲ +m−α + δ۱/۲m−α/۲). (٧٧-۵)

.Cδ = min{δ, ۱
δ
, γij} آن در ک  ه
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زی  ر، م  ث  ل  ث  ی ن  ام  س  اوی ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  رھ ان.

|G−Gh| ≤ |G− Ĝ|+ |Ĝ−Gh|, (٧٨-۵)

آن، در ک  ه

Ĝ =
۱
|Ω|
∑
i,j

ωij

∫
Ω

f(vij, x)dx, (٧٩-۵)

داری  م، (٢٨-۵) راب  طۀ در ع  ددی ان  ت  گ  رال گ  ی  ری روش خ  ط  ای ب  ه ت  وج  ه ب  ا و

|G− Ĝ| ≤ Cm−α

∫
Ω

∥f(., x)∥αdx. (٨٠-۵)

م  ی آوری  م، ب  دس  ت را زی  ر ن  ام  س  اوی (٧٨-۵) راب  ط  ه در دوم ج  م  ل  ه ب  رای ھ ول  در ن  ام  س  اوی ب  ه ت  وج  ه ب  ا ب  ه ع  لاوه

|Ĝ−Gh| ≤
∑
i,j

ωij∥f(vij, .)− f ij
h ∥Ω. (٨١-۵)

م  ی گ  ی  ری  م، ن  ت  ی  ج  ه ۴-٣-۵ ت  ب  ص  رۀ و ٣-٣-۵ ق  ض  یۀ ب  ه ت  وج  ه ب  ا

|Ĝ−Gh| ∼ C−۱
δ O(δ۱/۲hk+۱/۲ +m−α + δ۱/۲m−α/۲), (٨٢-۵)

ب  ه ت  وج  ه ب  ا و (٧٨-۵) در (٨٢-۵) و (٨٠-۵) رواب  ط ک  ردن اض  اف  ه ب  ا .Cδ = min{δ, ۱
δ
, γij} ب  ط  وری  ک  ه

■ م  ی آی  د. ب  دس  ت م  ط  ل  وب ن  ت  ی  جۀ f ت  اب  ع ب  رای م  ف  روض ھ م  واری
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ع  ددی ن  ت  ای  ج

ش  ارش آھ ن  گ ب  خ  ش ای  ن در ع  ددی، ج  واب ھ م  گ  رائ  ی ن  رخ م  ورد در ن  ظ  ری ن  ت  ای  ج ب  ررس  ی و ت  ح  ق  ی  ق م  ن  ظ  ور ب  ه
دای  ره ای و م  ث  ل  ث  ی م  س  ت  ط  ی  ل  ی، م  ق  ط  ع س  ط  ح ب  ا ت  ون  ل  ه  ای ب  رای δ ت  رق  ی  ق پ  ارام  ت  ر از وس  ی  ع دام  ن  ه ی  ک ب  رای ج  رم
م  ق  ای  س  ه [۴۵] و [۴۴] ،[٣۶] ، [٣۵] م  راج  ع در ع  ددی ن  ت  ای  ج ب  ا آم  ده ب  دس  ت ع  ددی ن  ت  ای  ج م  ی ش  ود. م  ح  اس  ب  ه
ش  ده ت  ع  ری  ف (۴۴-۵) راب  طۀ در ک  ه |||·||| ن  رم در ش  ده ارائ  ه روش ھ م  گ  رای  ی م  رت  بۀ درب  ارۀ ھ م  چ  ن  ی  ن م  ی ش  ود.
م  ث  ل  ث  ی و م  س  ت  ط  ی  ل  ی دای  ره ای، م  ق  ط  ع س  ط  ح ب  ا ت  ون  ل  ه  ای ب  رای و (١۶-۵) م  س  ئ  ل  ه ب  رای م  ی ک  ن  ی  م. ت  ح  ق  ی  ق اس  ت
(٢١-۵) راب  طۀ در ک  ه G ج  رم ش  ارش ن  رخ م  ح  اس  بۀ از ش  ده ارائ  ه روش ن  ت  ای  ج ت  رت  ی  ب ب  ه ٣-۶-١-۶ ج  داول
ق  ط  ع  ه ای ب  ط  ور ت  واب  ع ب  رای را ب  ه  ی  ن  ه ھ م  گ  رای  ی ن  رخ ۶-۶-۴-۶ ج  داول م  ی دھ د. ن  ش  ان را اس  ت ش  ده ت  ع  ری  ف
ب  ه م  رب  وط ج  زی  ی  ات ادام  ه در م  ی دھ د. ن  ش  ان ش  ک  ل م  س  ت  ط  ی  ل دام  نۀ روی ب  ر ١-۴ م  ث  ال ب  رای چ  ن  د ج  م  ل  ه ای
ان  دازۀ ب  ا ش  ب  کۀ روی ب  ه چ  ن  د ج  م  ل  ه ای ق  ط  ع  ه ای ب  ط  ور ت  واب  ع از ای  ن  ج  ا در م  ی ک  ن  ی  م؛ ب  ی  ان را ع  ددی م  ح  اس  ب  ات
ن  ق  طۀ ۲۲۵ از ی  ع  ن  ی ،N = ۱۵ و M = ۱۵ ع  ددی ان  ت  گ  رال گ  ی  ری روش در اس  ت. ش  ده اس  ت  ف  اده h = ۰٫ ۰۷

ع  م  ل  گ  ر ک  ه آن  ج  ا از اس  ت. ش  ده اس  ت  ف  اده (١۶-۵) م  س  أل  ه ک  ردن گ  س  س  ت  ه ب  رای ع  ددی ان  ت  گ  رال گ  ی  ری ب  رای گ  ره ای
از ری  ل  ی خ  ارج ق  س  م  ت ک  س  ر ب  ا (۵٣-۵) راب  طۀ در λ̂۰ پ  ارام  ت  ر اس  ت، م  ث  ب  ت ن  ی  م  ه-م  ع  ی  ن ع  م  ل  گ  ر ی  ک −Ĉ

ص  ورت، ب  ه (۴۵-۵)

λ̂۰ ≤ min
Π̂ f ̸=٠

−⟨⟨Ĉ( f), f⟩⟩
⟨⟨Π̂ f, Π̂ f⟩⟩

. (١-۶)

،λ̂۰ ≤ mini,j(۱− ωij) داری  م i, j ھ ر ب  رای f = {f ij} در f ij = ۱ ان  ت  خ  اب ب  ا ل  ذا و م  ی ش  ود زده ت  ق  ری  ب
پ  ارام  ت  ر ب  رای م  ح  دودی  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا ھ س  ت  ن  د. (٢۵-۵) راب  طۀ در ع  ددی ان  ت  گ  رال گ  ی  ری وزن ھ ای ωij آن در ک  ه
را γ۰ = ۰٫ ۰۰۱ ع  ددی م  ق  دار δ > ۵ ب  رای و م  ی ک  ن  ی  م ان  ت  خ  اب γ۰ = ۰٫ ۰۱ م  ق  دار δ ≤ ۵ ب  رای ، γ = γ۰h ،SD
م  ق  ادی  ر ب  رای ن  ت  ی  ج  ه در و م  ی ش  ود س  ی  ال ج  ری  ان پ  خ  ش ش  دگ  ی اف  زای  ش ب  اع  ث ت  رق  ی  ق ک  ل  ی ح  ال  ت در م  ی دھ ی  م. ق  رار
دس  ت  گ  اه ب  اش  ن  د. ک  وچ  ک  ت  ر ب  ای  د γ۰ و γ پ  ارام  ت  ر ی  ع  ن  ی اس  ت، ن  ی  از SD پ  ارام  ت  ر از ک  م  ت  ری م  ق  دار ،δ ب  زرگ
ت  وق  ف ش  رط ب  ا SOR روش از اس  ت  ف  اده ب  ا ق  ائ  م گ  س  س  ت  ه روش و SD م  ت  ن  اھ ی اج  زای روش از ح  اص  ل ج  ب  ری
ک  اھ ش ت  ک  راری روش ھ م  گ  رای  ی س  رع  ت δ ≫ ۱ ب  رای آن  ج  ای  ی  ک  ه از م  ی ش  ود. ح  ل ۱۰−۱۲ م  رت  بۀ از ھ م  گ  رای  ی
١-۶ ج  دول در م  ی ش  ود. اس  ت  ف  اده م  س  ت  ق  ی  م روش از ح  اص  ل ج  ب  ری دس  ت  گ  اه ح  ل ب  رای ح  ال  ت ای  ن در م  ی ی  اب  د،

۴۴
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م  ق  ادی  ر و δ م  خ  ت  ل  ف م  ق  ادی  ر ب  رای م  س  ت  ط  ی  ل  ی م  ق  ط  ع س  ط  ح ب  ا ت  ون  ل در G ج  رم ش  ارش آھ ن  گ :١-۶ ج  دول
.a/b ع  رض  ی ب  ه ط  ول  ی ن  س  ب  ت م  خ  ت  ل  ف

G
δ a/b = ١ a/b = ٢ a/b = ١٠

[۴١ ،٣۶] (۴٢-۵) [۴١] (۴٢-۵) [۴١] (۴٢-۵)
٫ ۰۱ ۰٫ ۸۲۸۱ ۰٫ ۸۲۰۱ ۱٫ ۱۳۷ ۱٫ ۱۲۲۹ ۱٫ ۹۱۰ ۱٫ ۹۴۰۷
٫ ۰۲ ۰٫ ۸۲۱۳ ۰٫ ۸۱۶۰ ۱٫ ۱۲۵ ۱٫ ۱۱۴۵ ۱٫ ۸۵۸ ۱٫ ۸۸۹۶
٫ ۰۵ ۰٫ ۸۰۷۶ ۰٫ ۸۰۵۵ ۱٫ ۰۹۹ ۱٫ ۰۹۴۴ ۱٫ ۷۵۹ ۱٫ ۷۸۸۰
٫ ۱ ۰٫ ۷۹۳۴ ۰٫ ۷۹۲۵ ۱٫ ۰۷۳ ۱٫ ۰۷۱۶ ۱٫ ۶۶۵ ۱٫ ۶۸۷۶
٫ ۲ ۰٫ ۷۷۶۶ ۰٫ ۷۷۶۵ ۱٫ ۰۴۶ ۱٫ ۰۴۶۲ ۱٫ ۵۶۳ ۱٫ ۵۷۸۵
٫ ۵ ۰٫ ۷۶۲۲ ۰٫ ۷۶۰۳ ۱٫ ۰۲۶ ۱٫ ۰۲۴۳ ۱٫ ۴۵۴ ۱٫ ۴۵۶۸
٫ ۸ ۰٫ ۷۶۱۴ ۰٫ ۷۶۰۹ ۱٫ ۰۳۱ ۱٫ ۰۲۸۸ ۱٫ ۴۲۵ ۱٫ ۴۲۴۶
۱ ۰٫ ۷۶۷۸ ۰٫ ۷۶۵۲ ۱٫ ۰۴۱ ۱٫ ۰۳۷۷ ۱٫ ۴۲۴ ۱٫ ۴۲۱۳
۱٫ ۵ ۰٫ ۷۸۶۱ ۰٫ ۷۸۲۷ ۱٫ ۰۷۴ ۱٫ ۰۷۰۰ ۱٫ ۴۴۸ ۱٫ ۴۴۱۹
۲ ۰٫ ۸۰۷۶ ۰٫ ۸۰۵۶ ۱٫ ۱۱۵ ۱٫ ۱۱۰۰ ۱٫ ۴۹۱ ۱٫ ۴۸۳۴
۵ ۰٫ ۹۸۸۵ ۰٫ ۹۷۸۷ ۱٫ ۴۱۳ ۱٫ ۳۹۷۷ ۱٫ ۸۷۰ ۱٫ ۸۶۳۳
۱۰ ۱٫ ۳۲۹ ۱٫ ۳۱۶۱ ۱٫ ۹۵۵ ۱٫ ۹۵۵۹ ۲٫ ۵۹۹ ۲٫ ۵۹۸۱
۱۵ ۱٫ ۷۰۵ ۱٫ ۶۵۹۱ ۲٫ ۵۱۱ ۲٫ ۵۱۶۶ ۳٫ ۳۵۷ ۳٫ ۳۶۳۶
۲۰ ۲٫ ۰۰۰ ۲٫ ۰۰۶۶ ۳٫ ۰۷۷ ۳٫ ۰۸۳۱ ۴٫ ۱۲۱ ۴٫ ۱۴۰۵
۳۰ ۲٫ ۷۰۷۱ ۴٫ ۲۲۱۹
۴۰ ۳٫ ۴۱۰۲ ۵٫ ۳۶۱۶ ۷٫ ۲۸۶۱
۵۰ ۴٫ ۱۱۳۶ ۶٫ ۴۹۹۱ ۸٫ ۸۶۷۷
۱۰۰ ۷٫ ۶۱۳۶ ۱۲٫ ۱۲۶۸ ۱۶٫ ۷۹۸۸
۲۰۰ ۱۴٫ ۴۸۲۴ ۲۳٫ ۰۳۲۸ ۳۲٫ ۶۸۹۰

ن  ت  ای  ج ب  ا و اس  ت ش  ده آورده م  س  ت  ط  ی  ل  ی م  ق  ط  ع س  ط  ح ب  ا ت  ون  ل در ج  رم ش  ارش آھ ن  گ م  ح  اس  بۀ از ح  اص  ل ن  ت  ای  ج
x ج  ه  ت در ت  ون  ل م  ق  ط  ع س  ط  ح ع  رض ۲a ک  ه a/b ن  س  ب  ت م  ت  ف  اوت م  ق  ادی  ر ب  رای [۴١] [٣۶]و م  راج  ع در م  ت  ن  اظ  ر
ب  ا ت  ون  ل ب  رای م  ش  اب  ه ن  ت  ای  ج ٢-۶ ج  دول در اس  ت. ش  ده م  ق  ای  س  ه اس  ت y ج  ه  ت در ت  ون  ل م  ق  ط  ع س  ط  ح ط  ول ۲b و
ھ م خ  وان  ی [٣۵] و [٢٨] م  راج  ع از ع  ددی ن  ت  ای  ج ب  ا ن  ت  ای  ج ک  ل  ی ب  ط  ور اس  ت. ش  ده آورده دای  ره ای م  ق  ط  ع س  ط  ح
ت  ف  اوت δ ≪ ۱ و δ ≫ ۱ م  ق  ادی  ر ب  رای ال  ب  ت  ه اس  ت. م  ت  ف  اوت ھ م ب  ا ن  ت  ای  ج ١% ح  دود در ف  ق  ط و دارد خ  وب  ی
در δ ب  ه واب  س  ت  ه ت  ق  ری  ب خ  ط  ای ب  ه م  رب  وط اس  ت م  م  ک  ن ن  ت  ای  ج در ت  ف  اوت ای  ن اس  ت. ب  ی  ش  ت  ر ١% ح  دود از ن  ت  ای  ج
δ ≪ ۱ ب  رای ب  الا م  رت  بۀ ب  ا گ  ی  ری ان  ت  گ  رال روش  ه  ای از ب  ای  د ع  ددی خ  ط  ای از ک  اس  ت  ن ب  رای ب  اش  د. (۶٣-۵) راب  طۀ

ک  رد. اس  ت  ف  اده ک  وچ  ک  ت  ر ان  دازۀ ب  ا ش  ب  ک  ه ھ ای از ب  ای  د δ ≫ ۱ ب  رای و

ب  ا ع  ددی ن  ت  ای  ج م  ی دھ د. ن  ش  ان را م  ث  ل  ث  ی م  ق  ط  ع س  ط  ح ب  ا ت  ون  ل در س  ی  ال ج  ری  ان ب  رای ن  ت  ای  ج ٣-۶ ج  دول
ت  رازھ ای ش  ده ان  د. م  ق  ای  س  ه اس  ت ش  ده آورده ۵۰ ع  دد ت  ا δ ت  رق  ی  ق پ  ارام  ت  ر ب  رای ف  ق  ط ک  ه [۴۴] در م  ت  ن  اظ  ر ن  ت  ای  ج
م  ق  ط  ع س  ط  ح ت  ون  ل در س  رع  ت ت  وزی  ع ١-۶ ش  ک  ل در اس  ت. ش  ده داده ن  ش  ان ش  ک  ل در ع  ددی ن  ت  ای  ج ب  رای ج  واب
در اس  ت. ش  ده داده ن  ش  ان δ = ۱۰ و δ = ۰٫ ۰۱, ۰٫ ۱, ۱ ت  رق  ی  ق پ  ارام  ت  ر م  خ  ت  ل  ف م  ق  ادی  ر ب  رای ش  ک  ل م  س  ت  ط  ی  ل  ی
م  ق  ط  ع س  ط  ح ب  ا و دای  ره ای م  ق  ط  ع س  ط  ح ب  ا ت  ون  ل در ح  ج  م  ی س  رع  ت ت  راز ھ ای م  ن  ح  ن  ی ۴-۶ و ٢-۶ اش  ک  ال
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و δ ت  رق  ی  ق پ  ارام  ت  ر م  خ  ت  ل  ف م  ق  ادی  ر ب  رای ب  ی  ض  وی م  ق  ط  ع س  ط  ح ب  ا ت  ون  ل در G ج  رم ش  ارش آھ ن  گ :٢-۶ ج  دول
a/b ک  وچ  ک ق  ط  ر ب  ه ب  زرگ ق  ط  ر ن  س  ب  ت م  خ  ت  ل  ف م  ق  ادی  ر

G
δ a/b = ١ a/b = ۱٫ ۱ a/b = ٢ a/b = ١٠

(۴٢-۵) [٣۵] [٢٨] (۴٢-۵) [٢٨] (۴٢-۵) [٢٨] (۴٢-۵)
٫ ۰۱ ۱٫ ۴۷۶۰ ۱٫ ۴۶۵۰ ۱٫ ۵۴ ۱٫ ۵۳۶۰ ۲٫ ۰۶۶ ۲٫ ۰۰۲۵ ۳٫ ۳۱۴ ۳٫ ۳۴۱۴
٫ ۰۲ ۱٫ ۴۵۹۸ ۱٫ ۴۵۳۸ ۱٫ ۵۲۹ ۱٫ ۵۲۳۷ ۲٫ ۰۱۵ ۱٫ ۹۸۰۲ ۳٫ ۱۹۸ ۳٫ ۲۲۰۸
٫ ۰۵ ۱٫ ۴۲۹۵ ۱٫ ۴۲۸۰ ۱٫ ۴۹۷ ۱٫ ۴۹۵۸ ۱٫ ۹۸۵ ۱٫ ۹۳۳۵ ۲٫ ۹۹۴ ۳٫ ۰۰۴۸
٫ ۱ ۱٫ ۴۰۲۶ ٨۱٫ ۴۰۱ ۱٫ ۴۶۹ ۱٫ ۴۶۸۰ ۱٫ ۹۳۵ ۱٫ ۸۹۱۲ ۲٫ ۸۱۷ ۲٫ ۸۱۶۹
٫ ۲ ۱٫ ۳۸۱۶ ۱٫ ۳۷۹۰ ۱٫ ۴۴۶ ۱٫ ۴۴۴۷ ۱٫ ۸۹۳ ۱٫ ۸۵۸۷ ۲٫ ۶۵۱ ۲٫ ۶۴۲۷
٫ ۵ ۱٫ ۳۸۶۴ ۱٫ ۳۸۳۵ ۱٫ ۴۹۹ ۱٫ ۴۵۲۵ ۱٫ ۸۸۱ ۱٫ ۸۷۷۷ ۲٫ ۵۳۴ ۲٫ ۵۱۵۸
٫ ۸ ۱٫ ۴۲۵۲ ۱٫ ۴۲۱۴ ۱٫ ۴۹۹ ۱٫ ۴۹۵۸ ۱٫ ۹۵۱ ۱٫ ۹۴۷۳ ۲٫ ۵۶۵ ۲٫ ۵۴۱۹
۱ ۱٫ ۴۵۸۳ ۱٫ ۴۵۴۰ ۱٫ ۵۳۶ ۱٫ ۵۳۲۳ ۲٫ ۰۰۹ ۲٫ ۰۰۴۰ ۲٫ ۶۱۴ ۲٫ ۵۸۷۷
۱٫ ۵ ۱٫ ۵۵۳۲ ۱٫ ۵۴۷۷ ۱٫ ۶۴۱ ۱٫ ۶۳۶۵ ۲٫ ۱۷۰ ۲٫ ۱۶۲۹ ۲٫ ۷۸۰ ۲٫ ۷۴۵۷
۲ ۱٫ ۶۵۷۶ ۱٫ ۶۵۰۷ ۱٫ ۷۵۷ ۱٫ ۷۵۰۵ ۲٫ ۳۴۴ ۲٫ ۳۳۴۵ ۲٫ ۹۷۶ ۲٫ ۹۳۳۷
۵ ۲٫ ۳۴۸۳ ۲٫ ۳۳۰۱ ۲٫ ۵۱۶ ۲٫ ۵۱۳۸ ۳٫ ۴۷۱ ۳٫ ۴۶۷۷ ۴٫ ۳۳۱ ۴٫ ۳۲۴۲
۱۰ ۳٫ ۵۶۳۳ ۳٫ ۵۶۱۹ ۳٫ ۸۵۰ ۳٫ ۸۴۸۸ ۵٫ ۴۳۰ ۵٫ ۴۲۹۹ ۶٫ ۷۳۸ ۶٫ ۷۷۱۷
۲۰ ۶٫ ۰۴۱۱ ۶٫ ۰۴۵۳ ۶٫ ۵۶۵ ۶٫ ۵۶۸۹ ۹٫ ۴۰۲ ۹٫ ۴۱۳۵ ۱۱٫ ۶۵ ۹٫ ۲۶۲۰
۳۰ ۸٫ ۵۳۳۳ ۸٫ ۵۴۱۶ ۹٫ ۲۹۴ ۹٫ ۳۰۱۵ ۱۳٫ ۳۹ ۱۳٫ ۴۰۸۶ ۱۶٫ ۵۸ ۱۶٫ ۷۳۸۷
۴۰ ۱۱٫ ۰۲۹۵ ۱۱٫ ۰۳۷۸ ۱۲٫ ۰۳ ۱۲٫ ۰۳۳۴ ۱۷٫ ۳۹ ۱۷٫ ۳۹۸۳ ۲۱٫ ۵۲ ۲۱٫ ۶۸۱۵
۵۰ ۱۳٫ ۵۲۶۹ ۱۳٫ ۵۳۰۳ ۱۴٫ ۷۶ ۱۴٫ ۷۶۰۸ ۲۱٫ ۳۸ ۲۱٫ ۳۷۷۷ ۲۶٫ ۴۶ ۲۶٫ ۵۸۱۱
۱۰۰ ۲۶٫ ۰۲۱۴ ۲۵٫ ۹۰۲۸ ۲۸٫ ۲۹۷۵ ۴۱٫ ۰۷۷۰ ۵۰٫ ۴۰۰۵
۲۰۰ ۵۱٫ ۰۲۵۴ ۵۰٫ ۱۳۴۸ ۵۴٫ ۸۰۴۹ ۷۹٫ ۴۲۳۳ ۹۴٫ ۸۱۰۸



۴٧ ع  ددی ن  ت  ای  ج .۶ ف  ص  ل

.δ ت  رق  ی  ق پ  ارام  ت  ر م  خ  ت  ل  ف م  ق  ادی  ر ب  رای م  ث  ل  ث  ی م  ق  ط  ع س  ط  ح ب  ا ت  ون  ل در G ج  رم ش  ارش آھ ن  گ :٣-۶ ج  دول

G
δ م  ت  س  اوی الاض  لاع م  ت  س  اوی ال  س  اق  ی  ن م  ت  س  اوی ال  س  اق  ی  ن ق  ائ  م ال  زاوی  ه

[۴۴] (۴٢-۵) [۴۴] (۴٢-۵) [۴۴] (۴٢-۵)
۰٫ ۰۰۱ ۰٫ ۹۲۹ ۰٫ ۹۱۰۹ ۰٫ ۹۳۵ ۰٫ ۹۱۶۲ ۰٫ ۹۶۵ ۰٫ ۹۴۶۴
۰٫ ۰۱ ۰٫ ۹۱۹ ۰٫ ۹۰۵۴ ۰٫ ۹۲۵ ۰٫ ۹۱۰۶ ۰٫ ۹۵۴ ۰٫ ۹۴۰۰
۰٫ ۱ ۰٫ ۸۷۲ ۰٫ ۸۶۹۲ ۰٫ ۸۷۸ ۰٫ ۸۷۳۴ ۰٫ ۹۰۲ ۰٫ ۸۹۸۵
۰٫ ۵ ۰٫ ۸۳۱ ۰٫ ۸۲۷۷ ۰٫ ۸۳۵ ۰٫ ۸۳۰۳ ۰٫ ۸۵۴ ۰٫ ۸۵۰۱
۰٫ ۷۵ ۰٫ ۸۲۹ ۰٫ ۸۲۵۹ ۰٫ ۸۳۳ ۰٫ ۸۲۷۹ ۰٫ ۸۵۱ ۰٫ ۸۴۶۵
۱ ۰٫ ۸۳۴ ۰٫ ۸۳۰۱ ۰٫ ۸۳۷ ۰٫ ۸۳۱۷ ۰٫ ۸۵۴ ۰٫ ۸۴۹۴
۱٫ ۵ ۰٫ ۸۵۱ ۰٫ ۸۴۷۵ ۰٫ ۸۵۵ ۰٫ ۸۴۸۴ ۰٫ ۸۷۰ ۰٫ ۸۶۵۱
۲ ۰٫ ۸۷۶ ۰٫ ۸۷۱۱ ۰٫ ۸۷۹ ۰٫ ۸۷۱۶ ۰٫ ۸۹۴ ۰٫ ۸۸۷۷
۵ ۱٫ ۰۶ ۱٫ ۰۵۸۱ ۱٫ ۰۷ ۱٫ ۰۵۸۴ ۱٫ ۰۸ ۱٫ ۰۷۴۴
۱۰ ۱٫ ۴۱ ۱٫ ۴۰۸۳ ۱٫ ۴۲ ۱٫ ۴۰۹۰ ۱٫ ۴۳ ۱٫ ۴۲۷۸
۲۰ ۲٫ ۱۴ ۲٫ ۱۴۰۸ ۲٫ ۱۴ ۲٫ ۱۴۴۳ ۲٫ ۱۷ ۲٫ ۱۷۰۹
۳۰ ۲٫ ۸۸ ۲٫ ۸۸۵۸ ۲٫ ۸۹ ۲٫ ۸۹۲۹ ۲٫ ۹۲ ۲٫ ۹۲۷۸
۴۰ ۳٫ ۶۲ ۳٫ ۶۳۵۰ ۳٫ ۶۳ ۳٫ ۶۴۵۶ ۳٫ ۶۷ ۳٫ ۶۸۸۹
۵۰ ۴٫ ۳۷ ۴٫ ۳۸۵۷ ۴٫ ۳۸ ۴٫ ۳۹۹۴ ۴٫ ۴۳ ۴٫ ۴۵۱۲
۱۰۰ ۸٫ ۱۳۵۲ ۸٫ ۱۵۶۵ ۸٫ ۲۵۰۱
۲۰۰ ۱۵٫ ۵۵۰۳ ۱۵٫ ۵۴۴۲ ۱۵٫ ۷۱۹۳

و δ = ۰٫ ۱ ت  رق  ی  ق پ  ارام  ت  ر م  خ  ت  ل  ف م  ق  ادی  ر ب  رای و SD ،γ۰ پ  ارام  ت  ر از م  خ  ت  ل  ف م  ق  ادی  ر ب  رای م  ت  س  اوی الاض  لاع
ذک  ر اش  ک  ال در ام  ده ب  دس  ت ع  ددی ج  واب روی ب  ر SD پ  ارام  ت  ر ھ م  واری اث  ر اس  ت. ش  ده داده ن  ش  ان δ = ۱

م  ق  ادی  ر ب  رای و ق  ائ  م ال  زاوی  ه م  ث  ل  ث ب  رای ح  ج  م  ی س  رع  ت ت  راز م  ن  ح  ن  ی ھ ای ٣-۶ ش  ک  ل در م  ی ش  ود. دی  ده ش  ده
ب  ی  ان (١۶-۵) م  رزی م  ق  دار م  س  ال  ه ح  ل ب  رای ع  ددی م  ث  ال ی  ک ای  ن  ج  ا در اس  ت. ش  ده داده ن  ش  ان δ م  خ  ت  ل  ف

م  ی ک  ن  ی  م. ب  ررس  ی را ھ م  گ  رای  ی ن  رخ در روش ک  ارائ  ی و م  ی ک  ن  ی  م

م  ی گ  ی  ری  م ن  ظ  ر در [۰, ۱]× [۰, ۱] م  س  ت  ط  ی  ل  ی ن  اح  یۀ روی ب  ر را (١۶-۵) م  ع  ادلۀ م  ا م  ث  ال، ای  ن در ۶-٠-۶ م  ث  ال
اس  ت، ش  ده داده زی  ر راب  طۀ ب  ا S(v, x) م  ن  ب  ع ج  م  لۀ آن در ک  ه

S(v, x) =w(θ, x) + cw(θ, x) cos(θ)
(
θy sin(πx) sin(πy) + πθxy cos(πx) sin(πy)

)
+ cw(θ, x) sin(θ)

(
θx sin(πx) sin(πy) + πθxy cos(πy) sin(πx)

)
− (

۱
۲π (e

۲πxy sin(πx) sin(πy) − ۱))/(xy sin(πx) sin(πy)),

آن، در ک  ه

w(θ, x) = eθxy sin(πx) sin(πy). (٢-۶)

ب  ص  ورت اس  ت c از م  س  ت  ق  ل ک  ه f م  ث  ال ای  ن ت  ح  ل  ی  ل  ی ج  واب و ن  دارد ب  س  ت  گ  ی c م  ت  غ  ی  ر ب  ه S ت  اب  ع م  ث  ال، ای  ن در



۴٨ ع  ددی ن  ت  ای  ج .۶ ف  ص  ل
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γ۰ = ۰, ۰٫ ۰۰۱ ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ج) - (ال  ف :δ = ۰٫ ۱ ب  ا دای  ره ای ت  ون  ل م  ق  ط  ع س  ط  ح در ت  راز م  ن  ح  ن  ی ھ ای :٢-۶ ش  ک  ل

.۰٫ ۰۱ و



۵٠ ع  ددی ن  ت  ای  ج .۶ ف  ص  ل

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

0.55

(ب)
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

0.55

(آ)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

(د)
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

0.55

(ج)
.١٠ و δ = ۰٫ ۰۱, ۰٫ ۱, ۱ ب  ا م  ت  ن  اظ  ر د) - (ال  ف م  ث  ل  ث  ی: ت  ون  ل م  ق  ط  ع س  ط  ح در ت  راز م  ن  ح  ن  ی ھ ای :٣-۶ ش  ک  ل
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(ج)
ج) - (ال  ف :δ = ۱ ب  ا م  ت  س  اوی الاض  لاع م  ق  ط  ع س  ط  ح ب  ا ت  ون  ل م  ق  ط  ع س  ط  ح در ت  راز م  ن  ح  ن  ی ھ ای :۴-۶ ش  ک  ل

.۰٫ ۰۱ و γ۰ = ۰, ۰٫ ۰۰۱ ب  ا م  ت  ن  اظ  ر



۵٢ ع  ددی ن  ت  ای  ج .۶ ف  ص  ل

اس  ت، زی  ر

f(v, x) = w(θ, x)− ۱. (٣-۶)

م  ح  اس  بۀ ب  رای دارد. ب  س  ت  گ  ی θ م  ت  غ  ی  ر در ع  ددی ان  ت  گ  رال گ  ی  ری ب  ه ف  ق  ط ع  ددی ان  ت  گ  رال گ  ی  ری روش ن  ت  ی  ج  ه در
اس  ت  ف  اده (٢۵-۵) در ب  الا دق  ت م  رت  بۀ ب  ا ان  ت  گ  رال گ  ی  ری روش ی  ک از ،SD م  ت  ن  اھ ی اج  زای روش خ  ط  ای
ن  رم در ھ م  گ  رای  ی م  رت  بۀ ۵-۶ ش  ک  ل و ۵-۶-۴-۶ ج  داول ی  اب  د. ک  اھ ش ق  ائ  م گ  س  س  تۀ م  دل خ  ط  ای ت  ا م  ی ش  ود
م  ح  اس  بۀ خ  ط  ای ھ م  چ  ن  ی  ن م  ی دھ د. ن  ش  ان را اس  ت ش  ده ت  ع  ری  ف (۴۴-۵) راب  طۀ در ک  ه |||.||| ن  رم در و L۲

م  ق  ادی  ر ب  رای ۶-۶ ش  ک  ل و ۶-۶ ج  دول در اس  ت ش  ده ت  ع  ری  ف (٢١-۵) راب  طۀ در ک  ه G ج  رم ش  ارش آھ ن  گ
از ج  واب دق  ت روی ب  ر ب  ررس  ی ان  ت  گ  رال گ  ی  ری اث  ر ی  ررس  ی م  ن  ظ  ور ب  ه اس  ت. ش  ده داده ن  ش  ان γ۰ م  خ  ت  ل  ف

.۶-٠-۶ م  ث  ال در ∥u− uh∥ خ  ط  ای :۴-۶ ج  دول

h γ۰ = ۰ γ۰ = ۰٫ ۰۰۱ γ۰ = ۰٫ ۰۱ γ۰ = ۰٫ ۱ γ۰ = ۰٫ ۵
√
۲
۵ ۰٫ ۲۴۷۲۰۶۹۸۲ ۰٫ ۲۴۴۷۹۸۰۰۶ ۰٫ ۲۲۷۲۱۳۸۰۳ ۰٫ ۱۷۸۰۶۳۷۴۲ ۰٫ ۲۱۶۳۲۷۶۷۵√
۲

۱۰ ۰٫ ۰۲۶۷۱۵۰۰۹ ۰٫ ۰۲۶۵۲۶۶۴ ۰٫ ۰۲۵۶۵۲۰۳۶ ۰٫ ۰۳۰۴۶۶۷۵۷ ۰٫ ۰۷۵۹۲۷۶√
۲

۱۵ ۰٫ ۰۱۱۶۷۰۰۱۶ ۰٫ ۰۱۱۵۰۶۴۸ ۰٫ ۰۱۰۸۲۱۰۸۹ ۰٫ ۰۱۳۷۳۴۴۰۴ ۰٫ ۰۴۵۲۸۱۹۳۵√
۲

۲۰ ۰٫ ۰۰۶۱۶۲۷۷۱ ۰٫ ۰۰۶۰۶۵۳۱۳ ۰٫ ۰۰۵۷۶۶۹۴۴ ۰٫ ۰۰۸۵۹۳۴۹۶ ۰٫ ۰۳۲۹۹۶۷۱۲

.۶-٠-۶ م  ث  ال در |||u− uh||| خ  ط  ای :۵-۶ ج  دول

h γ۰ = ۰ γ۰ = ۰٫ ۰۰۱ γ۰ = ۰٫ ۰۱ γ۰ = ۰٫ ۱ γ۰ = ۰٫ ۵
√
۲
۵ ۰٫ ۳۰۳۰۲۲۹۳۵ ۰٫ ۳۰۴۳۳۳۱۱۶ ۰٫ ۳۱۶۳۰۷۰۰۸ ۰٫ ۴۲۰۴۵۲۴۷۴ ۰٫ ۷۱۸۰۲۲۳۶۵√
۲

۱۰ ۰٫ ۰۲۹۸۹۵۳۲۷ ۰٫ ۰۳۲۶۵۴۳۴۵ ٨۰٫ ۰۵۱۲۸۵۲۷ ۰٫ ۱۳۲۹۲۱۸۵۲ ۰٫ ۲۸۴۵۳۴۹۶۴√
۲

۱۵ ۰٫ ۰۱۳۱۸۵۴۳۶ ۰٫ ۰۱۴۸۲۶۶۶۵ ۰٫ ۰۲۵۴۱۴۰۴۵ ۰٫ ۰۷۰۷۴۲۳۱۵ ۰٫ ۱۶۱۴۴۴۷۸√
۲

۲۰ ۰٫ ۰۰۶۹۲۵۵۸۴ ۰٫ ۰۰۸۲۱۸۳۳۸ ۰٫ ۰۱۵۷۲۲۸۵ ۰٫ ۰۴۵۶۵۲۱۷۷ ۰٫ ۱۰۷۵۳۹۹۸۳
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DotDashed-> Γ0=0.01

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14
0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

h3�2

ÈÈ
È
u-

u h
ÈÈ
È

Dashed-> Γ0=0
Dotted-> Γ0=0.001
DotDashed-> Γ0=0.01

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08
0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

h2

ÈÈ
u-

u h
ÈÈ

(راس  ت). |||u− uh||| ب  رای h۳/۲ ھ م  گ  رای  ی ن  رخ و (چ  پ) ∥u− uh∥ ب  رای h۲ ھ م  گ  رای  ی ن  رخ :۵-۶ ش  ک  ل

م  ث  ال ب  رای م  ی ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده گ  ره  ای ن  ق  طۀ ۲۵ ی  ع  ن  ی ،N = ۵ و M = ۵ ب  ا پ  ای  ی  ن دق  ت ب  ا ع  ددی روش
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.۶-٠-۶ م  ث  ال در |G−Gh| خ  ط  ای :۶-۶ ج  دول

h γ۰ = ۰ γ۰ = ۰٫ ۰۰۱ γ۰ = ۰٫ ۰۱ γ۰ = ۰٫ ۱ γ۰ = ۰٫ ۵
√
۲
۵ ۰٫ ۰۸۶۹۴۲۲۶۸ ۰٫ ۰۸۶۲۵۰۲۶۳ ۰٫ ۰۸۰۳۶۳۸۵۱ ۰٫ ۰۴۴۴۶۹۸۹۲ ۰٫ ۰۰۷۵۹۱۹۷۵√
۲

۱۰ ۰٫ ۰۰۶۸۴۰۳۴۵ ۰٫ ۰۰۶۸۴۳۵۳۴ ۰٫ ۰۰۷۰۱۹۸۷۸ ۰٫ ۰۰۷۹۳۱۹۸۶ ۰٫ ۰۰۷۸۶۰۶۳۶√
۲

۱۵ ۰٫ ۰۰۳۷۶۴۳۳۶ ۰٫ ۰۰۳۶۷۹۱۵۶ ۰٫ ۰۰۳۳۰۰۱۳۶ ۰٫ ۰۰۳۲۳۹۴۷۳ ۰٫ ۰۰۴۵۵۶۷۳۴√
۲

۲۰ ۰٫ ۰۰۱۰۸۴۴۴۷ ۰٫ ۰۰۱۰۹۰۷۴ ۰٫ ۰۰۱۲۱۷۳۶۳ ۰٫ ۰۰۱۵۸۹۵۹۷ ۰٫ ۰۰۲۸۰۷۶۶۶
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.۶-٠-۶ م  ث  ال در |G−Gh| ب  رای h۲ ھ م  گ  رای  ی ن  رخ :۶-۶ ش  ک  ل

ت  رت  ی  ب ب  ه γ۰ پ  ارام  ت  ر م  خ  ت  ل  ف م  ق  ادی  ر ،ب  رای ∥u− uh∥ ،L۲ ن  رم در ع  ددی روش خ  ط  ای h =
√
۲

۲۰ ب  ا م  ت  ن  اظ  ر
ت  رت  ی  ب ب  ه |||u− uh||| ب  رای و ۰٫ ۰۳۳۵۲۱۱۶۶ ،۰٫ ۰۰۹۱۹۹۴۰۸ ،۰٫ ۰۰۶۴۱۶۲۵۹ ،۰٫ ۰۰۶۷۲۲۷۹۱ ،۰٫ ۰۰۶۸۱۸۷۳
ای  ن در ب  ن  اب  رای  ن ھ س  ت  ن  د. ۰٫ ۰۳۷۲۹۵۵۳۴ ،۰٫ ۰۱۰۴۸۵۵۹۱ ،۰٫ ۰۰۷۱۷۳۲۷۱ ،۰٫ ۰۰۷۶۹۹۶۷۹ ،۰٫ ۰۰۷۸۷۱۴۱۴
م  رت  بۀ و اس  ت م  ت  ن  اھ ی اج  زای ب  ه م  رب  وط گ  س  س  ت  ه س  ازی ب  ه م  رب  وط ب  ی  ش  ت  ر ع  ددی ن  ت  ای  ج در خ  ط  اھ ا م  ث  ال
م  ت  ن  اھ ی اج  زای پ  ارام  ت  ر اث  ر اس  ت. O(h۳/۲) م  رت  بۀ از پ  ی  وس  ت  ه چ  ن  دج  م  ل  ه ای ق  ط  ع  ه  ای ب  ط  ور ت  واب  ع ب  رای ھ م  گ  رای  ی
در ک  رده ای  م. ب  ررس  ی را γ۰ م  خ  ت  ل  ف م  ق  ادی  ر ب  رای ع  ددی ج  واب روی ب  ر (۵٣-۵) راب  طۀ در γ = γ۰h ،SD

م  ی ی  اب  د. اف  زای  ش L۲ ن  رم در روش خ  ط  ای γ۰ م  ق  دار اف  زای  ش ب  ا ک  ه م  ی  ش  ود دی  ده ۴-۶ ج  دول



٧ ف  ص  ل

ن  ت  ی  ج  ه گ  ی  ری

ش  د. ط  راح  ی ف  رم  ی م  ع  ادلۀ ب  رای hp و h ن  وع از DG و SD م  ت  ن  اھ ی اج  زای روش رس  ال  ه ای  ن اول ق  س  م  ت در
اس  ت، ت  ب  اھ ی  ده ان  ت  ف  ال-پ  خ  ش م  ع  ادلۀ ی  ک ک  ه ف  رم  ی م  ع  ادل  ه ب  رای روش ھ ا ای  ن ک  ه دادی  م ن  ش  ان ح  ق  ی  ق  ت در
ت  اب  ع ب  رای ھ م  واری ش  رای  ط DG روش در ھ س  ت  ن  د. ب  ه  ی  ن  ه p چ  ن  د ج  م  ل  ه ای درجۀ و h ش  ب  ک  ه پ  ارام  ت  ر ب  ه ن  س  ب  ت
م  ی ت  وان  د ش  ب  ک  ه DG روش در ھ م  چ  ن  ی  ن و اس  ت ب  رخ  وردار ک  م  ت  ری م  ح  دودی  ت از SD روش ب  ه ن  س  ب  ت ج  واب
روش ب  ه ن  س  ب  ت گ  ره ھ ا آزادی درج  ات DG روش در داش  ت ت  وج  ه ب  ای  د ول  ی ب  اش  د. اول ن  وع از م  ن  ظ  م غ  ی  ر
ن  ت  ی  ج  ه در اس  ت. ب  ع  د پ  ن  ج دارای م  ح  دود اج  زای روش از ف  رم  ی ش  ده گ  س  س  ت  ه م  س  الۀ اس  ت. ب  ی  ش  ت  ر SD
ش  ده گ  س  س  ت  ه م  س  الۀ در ب  ع  د ک  اھ ش ب  رای روش ی  ک اس  ت. پ  ی  چ  ی  ده م  ح  اس  ب  ات  ی ل  ح  اظ از روش ای  ن پ  ی  اده س  ازی
اس  ت. س  رع  ت ف  ض  ای در ق  ائ  م گ  س  س  ت  ه م  دل و x م  ت  غ  ی  ر در پ  س رو اوی  ل  ر روش از اس  ت  ف  اده آن پ  ی  اده س  ازی و

اس  ت. گ  رف  ت  ه ق  رار ب  ررس  ی م  ورد [٣۴] م  ق  الۀ در آن ھ م  گ  رای  ی ت  ح  ل  ی  ل و x م  ت  غ  ی  ر در پ  س رو اوی  ل  ر روش

در رق  ی  ق گ  از ج  ری  ان ش  د. پ  رداخ  ت  ه ب  ول  ت  زم  ان م  ع  ادل  ه اس  اس ب  ر س  ی  ال ج  ری  ان ع  ددی ح  ل ب  ه دوم ق  س  م  ت در
و پ  ای  داری پ  ن  ج  م ب  خ  ش در ک  رد. ت  وص  ی  ف BGK م  ع  ادلۀ ب  ا م  ی ت  وان را اس  ت ش  ده ای  ج  اد ف  ش  ار ب  ا ک  ه ت  ون  ل
گ  س  س  ت  ه م  دل ب  راس  اس ع  ددی روش ش  د. ب  ررس  ی BGK ش  ده خ  ط  ی م  ع  ادلۀ ح  ل ب  رای ع  ددی روش ھ م  گ  رای  ی
ب  ه  ی  ن  ه ھ م  گ  رای  ی م  رت  بۀ ی  ک اس  ت. ف  ی  زی  ک  ی م  ک  ان م  ت  غ  ی  ر در SD م  ت  ن  اھ ی اج  زای روش و س  رع  ت ب  ردار در ق  ائ  م
م  رت  ب  ه از چ  ن  دج  م  ل  ه ای ب  ط  ورق  ط  ع  ه ای ت  واب  ع ب  رای O(hk+۱/۲) م  رت  بۀ از م  ع  ادل  ه دق  ی  ق ج  واب ھ م  واری ب  ه ت  وج  ه ب  ا
ب  اش  د. Hk+۱(Ω) س  وب  ول  وف ف  ض  ای ب  ه م  ت  ع  ل  ق f م  ع  ادل  ه دق  ی  ق ج  واب ص  ورت  ی ک  ه در اس  ت آم  ده ب  دس  ت k
اس  ت ع  ب  ارت ع  ددی ان  ت  گ  رال گ  ی  ری روش در گ  ره ای ن  ق  طۀ m ∼ n = NM ب  ا ع  ددی روش دو ب  ی  ن س  ازگ  اری

اس  ت. ت  رق  ی  ق پ  ارام  ت  ر δ و α ≈ k + ۱ آن در ک  ه O(δ۱/۲hk+۱/۲) ∼ O
(
m−α + δ۱/۲m−α/۲

)
از

م  س  ت  ط  ی  ل  ی، ج  م  ل  ه از م  خ  ت  ل  ف ھ ن  دس  ه ھ ای ب  ا دام  ن  ه ھ ائ  ی ب  رای ج  رم ش  ارش آھ ن  گ ب  رای ع  ددی ن  ت  ای  ج
ن  رخ اس  ت. ش  ده آورده ش  ش  م ف  ص  ل در δ ت  رق  ی  ق پ  ارام  ت  ر م  ق  ادی  ر از وس  ی  ع دام  نۀ ی  ک ب  رای م  ث  ل  ث  ی و دای  ره ای
اس  ت. ش  ده ب  ررس  ی |||·||| ن  رم و L۲ ن  رم در م  س  ت  ط  ی  ل  ی ن  اح  یۀ ب  رای م  ث  ال  ی در ش  ده ب  رده ک  ار ب  ه روش ھ م  گ  رای  ی
ج  ری  ان ھ ای ب  رای م  ی ت  وان  د راح  ت  ی ب  ه ع  ددی روش ای  ن ج  ری  ان، ای  ن ح  ل ب  رای ق  ب  ل  ی ع  ددی روش ھ ای ب  رخ  لاف
ت  ف  اض  لات روش از ک  ه ق  ب  ل  ی روش ھ ای در م  ث  ال، ط  ور ب  ه رود. ک  ار ب  ه δ ≫ ۱ ب  رای م  ای  ع ب  ه ن  زدی  ک و ت  ب  دی  ل  ی

۵۴
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ن  ش  ان δ = ۵۰ ت  ا ف  ق  ط ن  ت  ای  ج ع  ددی، روش پ  ای  داری ب  ه م  رب  وط م  س  ائ  ل ب  ه ت  وج  ه ب  ا م  ی ش  ود، اس  ت  ف  اده م  ت  ن  اھ ی
ب  ه م  رب  وط م  دل ھ ای دی  گ  ر ب  رای م  ی ت  وان را ع  ددی روش ای  ن ک  ه م  ی رس  د ن  ظ  ر ب  ه ب  ه ع  لاوه اس  ت. ش  ده داده
گ  س  س  ت  ه م  دل از م  ی ت  وان پ  ی  چ  ی  ده ت  ر ھ ن  دس  ه ب  ا دام  ن  ه ھ ای روی ب  ر م  س  ائ  ل ب  رای گ  رف  ت. ک  ار ب  ه ب  ول  ت  زم  ان م  ع  ادلۀ

م  ی ک  ن  ی  م. م  وک  ول آی  ن  ده ب  ه را آن ک  ه ک  رد اس  ت  ف  اده ن  اپ  ی  وس  ت  ه گ  ال  رک  ی  ن م  ت  ن  اھ ی اج  زای روش ب  ا ق  ائ  م
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ان  گ  ل  ی  س  ی ب  ه ف  ارس  ی واژه ن  ام  ه

mass flow rate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  اده ج  ری  ان آھن  گ
finite element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ت  ن  اھ ی اج  زای
partition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اف  راز
regular triangulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ن  ظ  م اف  راز
electromechanic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ال  ک  ت  روم  ک  ان  ی  ک
electron . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ال  ک  ت  رون
element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ال  م  ان
reference element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  رج  ع ال  م  ان
integration by parts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ج  زء ب  ه ج  زء ان  ت  گ  رال گ  ی  ری
quadrature formula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ع  ددی. ان  ت  گ  رال گ  ی  ری روش
isomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ای  زوم  ورف  ی  س  م
residual . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  اق  ی  م  ان  ده
gradient vector . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ  رادی  ان ب  ردار
Bhatnagar-Gross-Krook . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  ه  ت  ن  گ  ر-گ  راس-ک  روک.
optimal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  ه  ی  ن  ه
elliptic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  ی  ض  وی
rarefaction parameter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  رق  ی  ق پ  ارام  ت  ر
stabilizer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پ  ای  دارس  از
proton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پ  روت  ون.
radiation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  اب  ش
trial function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزم  ون ت  اب  ع
basis function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پ  ای  ه ای ت  اب  ع
test function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  ق  ری  ب ت  اب  ع
discontinuity scaling function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ن  اپ  ی  وس  ت  گ  ی م  ق  ی  اس ت  اب  ع
discontinuous function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ن  اپ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع

۶١
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Galilean transform . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ  ال  ی  ل  ه ت  ب  دی  ل
error estimate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خ  ط  ا ت  خ  م  ی  ن
local error estimate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  وض  ع  ی خ  ط  ای ت  خ  م  ی  ن
coercive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  راک  م پ  ذی  ری.
cosmic rays . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک  ه  ک  ش  ان  ی ت  ش  ع  ش  ع  ات
projection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  ص  وی  ر
orthogonal projection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ق  ائ  م ت  ص  وی  ر
distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  وزی  ع
Maxwellian distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  اک  س  ول  ی  ن ت  وزی  ع
absolute Maxwellian distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ط  ل  ق م  اک  س  ول  ی  ن ت  وزی  ع
channel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  ون  ل
constant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ث  اب  ت
absorption . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ج  ذب
mass . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ج  رم
Poiseuille flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پ  وازوی. ج  ری  ان
transitional flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  ب  دی  ل. ج  ری  ان
Couette flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک  وئ  ت ج  ری  ان
flow of gas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ  از ج  ری  ان
nearly-continuum flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پ  ی  وس  ت  ه م  ش  اب  ه ج  ری  ان
convection term . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ان  ت  ق  ال. ج  م  ل  ه
diffusion term . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پ  خ  ش ج  م  ل  ه
jump . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ج  ه  ش.
density . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چ  گ  ال  ی
piecewise polynomial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ق  ط  ع  ه ای چ  ن  دج  م  ل  ه ای
Legendre polynomia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ل  ژان  در چ  ن  دج  م  ل  ه ای
Hermite polynomial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ھرم  ی  ت. چ  ن  دج  م  ل  ه ای
Rayleigh quotient . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ری  ل  ی. خ  ارج ق  س  م  ت
linearization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خ  ط  ی س  ازی
domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دام  ن  ه
circle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دای  ره
degree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درج  ه
interpolation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درون  ی  اب  ی
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Cauchy sequence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک  ش  ی دن  ب  الۀ
divergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دی  ورژان  س
charged particle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  اردار ذره
radiation therapy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رادی  وت  راپ  ی.
streamline diffusion method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ج  ری  ان م  س  ی  ر در پ  خ  ش روش
finite difference method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ت  ن  اھی ت  ف  اض  لات روش
iterative method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  ک  راری روش
discontinuous Galerkin method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ن  اپ  ی  وس  ت  ه گ  ال  رك  ی  ن روش
standard Galrekin method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ  ال  رک  ی  ن. م  ت  ع  ارف روش
direct method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  س  ت  ق  ی  م روش
successive overrelaxation method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . SOR روش
scattering angle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  ش  ع  ش  ع زاوی  ه
conforming . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . س  ازگ  ار
astrophysics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . س  ت  اره ش  ن  اس  ی.
bulk velocity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ح  ج  م  ی. س  رع  ت
differential cross-section . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دی  ف  ران  س  ی  ل  ی م  ق  ط  ع س  ط  ح
angular flux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زاوی  ه ای ش  ار
mesh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش  ب  ک  ه
1–irregular mesh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول ن  وع از غ  ی  رم  ن  ظ  م ش  ب  کۀ
quasi-uniform . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش  ب  ه-ی  ک  ن  واخ  ت
inflow boundary condition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داخ  ل  ی ش  ارش م  رزی ش  رط
radial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش  ع  اع  ی
linear form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خ  ط  ی ال  گ  وی
bilinear form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوخ  ط  ی ال  گ  وی
weak form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ض  ع  ی  ف ص  ورت
inner product . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داخ  ل  ی ض  رب
Knudsen number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ن  ادس  ون ع  دد
material science . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  واد ع  ل  م
collision operator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  رخ  ورد ع  م  ل  گ  ر
linear operator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خ  ط  ی ع  م  ل  گ  ر
differential operator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دی  ف  ران  س  ی  ل  ی ع  م  ل  گ  ر
Laplace operator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپ  لاس ع  م  ل  گ  ر
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collision frequency . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  رخ  ورد ف  رک  ان  س
Green’s formula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ  ری  ن ف  رم  ول
vector space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  رداری. ف  ض  ای
kernel space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پ  وچ. ف  ض  ای
velocity domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . س  رع  ت ف  ض  ای
Sobolev space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . س  وب  ول  وف ف  ض  ای
Hilbert space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ھی  ل  ب  رت ف  ض  ای
nanotechnology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ن  ان  و ف  ن آوری
trace theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اث  ر ق  ض  یۀ
slab . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ق  ط  ع  ه
polyatomic gas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چ  ن  دات  م  ی گ  از
hanging node . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ع  ل  ق گ  ره
discretization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ  س  س  ت  ه س  ازی
microturbin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  اک  روت  ورب  ی  ن
orthogonal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ت  ع  ام  د
symmetric . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ت  ق  ارن
triangle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ث  ل  ث.
Triangulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ث  ل  ث ب  ن  دی.
polar coordinate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات
mixture . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  خ  ل  وط
discrete velocity model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ق  ائ  م گ  س  س  ت  ه م  دل
outflow boundary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خ  ارج  ی ش  ارش ب  ا م  رز
Lipschitz continuous boundary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ل  ی  پ-ش  ی  ت  س پ  ی  وس  ت  ه م  رز
rectangle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  س  ت  ط  ی  ل
weak derivative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ض  ع  ی  ف. م  ش  ت  ق
transport equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ان  ت  ق  ال م  ع  ادلۀ
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mixture . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  خ  ل  وط
monoenergetic model equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  ک ان  رژی م  ع  ادلۀ
nanotechnology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ن  ان  و ف  ن آوری
nearly-continuum flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پ  ی  وس  ت  ه ج  ری  ان م  ش  اب  ه ج  ری  ان
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negative definite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ع  ی  ن. م  ن  ف  ی
negative semi-definite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ع  ی  ن ن  ی  م  ه-م  ن  ف  ی
node . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ  ره ای ن  ق  ط  ه
positive definite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ث  ب  ت م  ع  ی  ن
optimal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  ه  ی  ن  ه
orthogonal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ت  ع  ام  د
orthogonal projection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ق  ائ  م ت  ص  وی  ر
outflow boundary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خ  ارج  ی ش  ارش ب  ا م  رز
partition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اف  راز
piecewise polynomial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ق  ط  ع  ه ای چ  ن  دج  م  ل  ه ای
Poiseuille flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پ  وازوی. ج  ری  ان
polar coordinate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ق  ط  ب  ی م  خ  ت  ص  ات
polyatomic gas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چ  ن  دات  م  ی گ  از
positive semi-definite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ث  ب  ت ن  ی  م  ه-م  ع  ی  ن
projection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  ص  وی  ر
proton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پ  روت  ون.
quadrature formula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ان  ت  گ  رال. ع  ددی  روش گ  ی  ری
radial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش  ع  اع  ی
radiation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  اب  ش
radiation therapy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رادی  وت  راپ  ی.
rarefaction parameter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  رق  ی  ق پ  ارام  ت  ر
Rayleigh quotient . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ری  ل  ی. خ  ارج ق  س  م  ت
rectangle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  س  ت  ط  ی  ل
reference element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  رج  ع ال  م  ان
regular triangulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ن  ظ  م اف  راز
regularity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ھ م  واری
residual . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  اق  ی  م  ان  ده
scattering angle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  ش  ع  ش  ع زاوی  ه
slab . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ق  ط  ع  ه
space variable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ک  ان
Sobolev space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . س  وب  ول  ف ف  ض  ای
stabilizer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پ  ای  دارس  از
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standard Galrekin method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ  ال  رک  ی  ن. م  ت  ع  ارف روش
streamline diffusion method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ج  ری  ان م  س  ی  ر در پ  خ  ش روش
successive overrelaxation method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . SOR روش
symmetric . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ت  ق  ارن
test function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  ق  ری  ب ت  اب  ع
trace theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اث  ر ق  ض  یۀ
transitional flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت  ب  دی  ل. ج  ری  ان
transport equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ان  ت  ق  ال م  ع  ادلۀ
trial function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزم  ون ت  اب  ع
triangle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ث  ل  ث.
triangle inequality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ث  ل  ث  ی ن  ام  س  اوی
triangulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م  ث  ل  ث ب  ن  دی
vector space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب  رداری. ف  ض  ای
velocity domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . س  رع  ت ف  ض  ای
weak derivative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ض  ع  ی  ف. م  ش  ت  ق
weak form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ض  ع  ی  ف ص  ورت



Abstract
The Fermi equation has diverse applications in different fields of sci-
ence. This equation can be driven as an asymptotic limit of Boltz-
mann equation. This equation is degenerate in both convection and
diffusion in the sense that drift and diffusion are taking place in, physi-
cally, different domains. Besides the problem is convection dominated
since the diffusion term has a very small coefficient. The h and hp

approximation of the streamline diffusion method and discontinuous
Galerkin designed for the finite element analysis of this hyperbolic
problem. We show that optimal convergence can be achieved subject
to the regularity of the solution.
In the second part of the current thesis, flow of rarified gas through a
channel with arbitrary cross section which is governed by the Boltz-
mann equation is studied. Since the numerical effort for the numerical
solution of Boltzmann equation is computationally involved, due to
flow conditions, certain linearization of the governing kinetic equation
are applied to reduce the number of space and velocity coordinates.
The discrete velocity and streamline diffusion finite element method
are combined to yield a numerical scheme. For this method, we derive
stability and optimal error estimates in the L2 norm. The optimality
is due to maximal regularity of the exact solution of the corresponding
hyperbolic pde. The potential of the proposed method is illustrated
trough implementing some numerical examples.
Keywords: Fermi equation; particle beam; rarefied gas; linearized
BGK model; streamline diffusion; discontinuous Galerkin; discrete
velocity; stability; convergence
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