Lésningar TMA682 Tillimpad Matematik K2/Bt2, 5 poing, 03-10-25

1. Betrakta begynnelsevirdesproblemet

—u"=1, z€(0,1), u(0)=u(l)=0.
(a) Los ekvationen analytiskt.
(b) Dela in intervallet [0,1] i tre delintervall och berdkna fér hand den styckvis
linjéra finita element 16sningen U.

Lésning: (a) Vi har att

—u(z) =1 = u/(z) = -z + C = u(z) = —2?
u)=0= -14+C=0=C=1= u(z) = Lz(1 - 2).

(b) Med dem givna homogena randdata och partitionen zg = 0, 1 = 1/3, 22 =
2/3, z3 =1, har vi

79 | u(x)

0 13 23 1

X
0 1 2 3

med endast tva bas funktioner:

3z, 0<z< 1/37
p1(@) = { 3(2/3-=), 1/3<z<2/3,
och
[ 3(z—1/3), 1/3 <2 <2/3,
@2()—{3(?{_3}), 2/3§;S1-

For styckvis linjdra finit element 19sningen géller

U(z) = Urp1(z) + Uapa(z) = u(z1)p1(2) + ulz2)p2(z) =

1
= 5 (0@ +e2(@)).
Insdttningen av ¢;, 1 = 1,2 ger
z/3, 0<2<1/3,
Ul)=< (2/3-2)/3+(x—-1/3)/3=1/9, 1/3<z<2/3,

(1-12)/3, 2/3<z <1
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2. Visa en a priori feluppskattning for en styckvis linjir FEM f6r problemet
—u"+u=f z€(0,1), u(0)=u(l)=0.

Lésning: Varitionsformuleringen blir (efter partiell integration)

1 1 1
(VF) / u'v'dx-{-/ uvdx:/ fvdez, Vv € Hy.
0 0 0
Lat nu
V2 =: {v: v linjir, styckvis kontinuerlig och v(0) = v(1) = 0} C Hy.
Finit element formulering: Finn U € V,? s& att
1 1 1
(FEM) / U'v' dx + / Uvdr = / fvde, YveVyP.
0 0 0

Nu (VF)-(FEM) ger Galerkin ortogonalitet:

1 1
(G J_) / (U—U)’v’d$+/ ('LL—U)’Uda;’:O’ V'UEV’.?
0 0

Relevant norm for uppskattning av felet e = u — U, blir di energinormen:

1 1 1/2
llell& == (/0 (e')2da:+/0 ezdw) i

D4 har vi med v € V)0 att
llell% =[l(w = U)'|I> + |lu - U||?

:/1(u—U)'(u—v+v—U)'dx+/1(u—U)(u—v+v—U)dx
0 0
=/0 (u—=U) (u—v) dw—}—/() (u—U)(u—v)dz
+/ (u—U)'(v—U)'dw+/ (u — U)(v — U) dz{denna rad =0 pga G L}
0 0

1 1
:/ (u—U)’(u—v)’da:+/ (= U)(u —v) da

0 0
<{Cauchy-Schwartz} < ||(u — U)"||[|(u — v)'|| + [lu = Ull||lu — v||

1 1 1 1
<2Mu =TV + 211w — V112 + 2l = T2 + =l — oll2.
<= 0Y I+ Sl = o) I+ Sl = U + Sl

Alltsa
lell = ltw = U)II” + [lu—Ul* < [|(w—=0)'II” + lu—o*, VveVy.

Vilj nu v = mpu. wpu dr den linjdra interpolanten av w. Genom att anvinda
feluppskattningar for interpolanten far vi
/“2

llellE < 1w —mnw) I + [l — mpul|?

2
< G|l |1? + C2llhad P < (Cillha”|| + Cillw'])
Alltsa vi har foljande a priori feluppskattning;:
lellz < G (11hul| + Iu'l]) = O(h).
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3. Betrakta Dirichlets problem for Poissonekvationen, —Au = f,i Q, u = 0, pa
09, dar Q &r ett polygonomrade i R2. Visa stabilitetsuppskattningen

[Vull < Coll£]]-

Losning: Se PDE Lecture Notes Chapter 15.

4. Los med Laplacetransformer integralekvationen

t
y'(t)+2y(t)+5/0 y(r)ydr =3, y(0)=2.

Losning: Laplacetransformer av dem aktuella uttrycken i integralekvationen ar

y(t) DY (s), ' (t) DsY(s)—y(0)=sY(s)—2, /0 y(r)dr O @

Vi tillampar dessa formler och Laplacetransformerar integralekvationen:
SV (s) — 2+ 2V(s) + ZY(s) - g s (s2 4+ 25+ 5)V(s) = 25+ 3.

Alltsa

2s+3 2(s+1) + 1
(s+1)24+4 (s+1)2+4  (s+1)2+4"
Nu invers Laplacetransform ger

y(t) = e (2cos(2t) + %sin(2t)).

Y(s) =

v.g.V.
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5. L&s viarmeledningsekvationen

up = ktgy, O0<z<l, t>0,
u(0,t) = u(1,t) =0,
u(z,0) = z(1 — ).

Lo6sning: Insittning av variabelseparationen u(z,t) = X (z)T'(t) # 0 i differen-
tialekvationen ger att (se Lecture Notes in Fourier analys: Variabelseparation; Ex-
empel 1 med L =1 och f(z) = z(1 — z))
XII TI
med randdata far vi A = —(n7)2 <0, n=1,2,... och
X (z) = Xn(z) = Bpsin(naz), T(t) =T, = T(0)e F"7",

Superposition ger

oo oo
u(z,t) = Z CnXn(2)Tn(t) = Z Cpe™*' ™ tgin nwe,
n=1 n=1

med

C, = 2/1 z(1 — z) sin(nrz) de = [PI]
0

LR e G2 Y P S L P
0

nm 0 nw
_ sin(nmrrz) 1! ! sin(nmx)
L i T e o

_ [—cos(nmz)1t  [1—(=1)"]

B 4[ (nm)3 ]0 =4 (nm)3

Alltsa endast udda n ger koefficienter som &r skilda fran noll, och vi far 16sningen:

8 + 1 —k(2n+1)%7%t
u(a:,t) = F ; me (2n+1) Sin (2n + ].)7T.Z'

6. Antag att f € C?(a,b). Visa att det finns en interpolationskonstant Cj,
oberoende av f och intervallet (a,b), sd att for linjir interpolation II; f har vi
foljande feluppskattning

My f = fllzw(ap < Cilb—a)||f"]|zw(a)-
Losning: See PDE Lecture Notes Chapter 5

7. Visa, att om funktionen f dr 2m-periodisk och styckvis kontinuerlig pa [—, 7]
med de komplexa Fourierkoefficienterna C),, s giller Bessels olikhet

> (Gl < o [ 11

n=—oo

Losning: See Lecture Notes in Fourier Analys; Fourierserier.
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