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1. Los foljande integro-differentialekvation med Laplacetransformation:

y"(t) — o' (8) + () - / y(r)dr =1, y(0)=0, ¢(0)=-L.

Losning: Laplacetransformering ger
1 1
s*Y (s) = sy(0) = y'(0) = sY(s) + y(0) +Y(s) = -V(s) = £
Gemon att ersatta y(0) =0, y'(0) = —1 far vi
1 1 1—s
2 _ —_ = = - — =
(s s+1 s)Y(S) " 1 P
Alltsa
Big(s3—s2+s—1)Y(s)=1—s = Y(s)= 1= .
3 —s24+s5-1
Men eftersom
=l +s—1=5%(s—1)+(s—1)=(s>+1)(s 1),
vi kan skriva
1-s 1
Y(s) = = - = —sin(?).
(s) G 0(s=1) o ) sin(t)
2. Bestdm den linjéra interpolanten av
1
f(m)=—3$3+2sinm, —n<z<m,
™
dar intervallet [—, 7] delas in i 4 lika delintervall.
Losning: f dr udda och vi har
fl=m)=-1, f(-7/2)=-17/8, [f(0)=0, f(7/2)=17/8, f[f(m)=1.
Varfor ar
—%(x+7r)—1 —r<z<-I,
Mif@)=q +io —f<z<i,
—i-(x—m) +1, I<z<m.

3. Funktionerna f(z) = |z|, |z| < 2 och g(z) = |z — 1|, —1 < z < 3 &r periodiska,

bada med period 4.
(a) Det finns ett enkelt samband mellan f(z) och g(z). Vilket?
(b) Utveckla f(z) i Fourierserier.
(c) Anvind resultat fran (a) och (b) for att Fourierutveckla g(x).
Losning: (a) Vi kan skriva f(z —1) = |z —1|, |z —1]| < 2,dvs -1 < z < 3. Alltsa

9(z) = f(z - 1).
b, = 0. Vidare har vi att perioden T' = 4 och dirmed

(b) f(z) &r jgmn =
frekvensen O = 2r/T = Q= 2t =2 Ersiittning i
4 T/2
On = —/ f(z) cosnQzx dz,
T Jo
1
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ger att
4 T/2 4 2 xQ 2
= — = — = — = 2
ap = | f(x)dz 4/0 x dt 5 ‘0
For n # 0 géller
4 [? nmw d
anp = — T cos —zx dx
"y 0 2
2 . nmw |2 29 nw
= g— sin —x‘ — — sin —xz dx
nw 2 lo Jg nmw 2
2 4
=0+ 5,0 cos%m‘ = 27r2(cosmr—l)
_ 7, n=2k+]1
0, n = 2k.

Alltsa
fz) ~ g z (an cosnQz + b, sin an)
2 n=1 ’

leder till (obs! att fér n = 2k + 1 startvirden: n = 1 motsvarar k = 0)

Y~1— sz 2k cos2k+1)2
(c) Genom att anviinda resultat i (a) och (b) vi har att
8 oo

gx)=flz—-1)~1— cos(2k+1)g(:c—1)

2 2
= (2k+1)

1

; cos[(2k+1)2m—(k+2) al

2k+1

8
— (2
- o sin(2k + )2

4. Bestam en a priori feluppskattning {6r

—u'"+bu' +u="Ff, O<z<l, b>0
u(0) = u(1) =0,
i energinormen ||e||% = ||e||*> + ||¢'||?. For vilka b viirden blir felet minimal?

Lésning: We multiply the differential equation by a test function v € HJ(I), I =
(0,1) and integrate over I. Using partial integration and the boundary conditions
we get the following variational problem: Find u € Hg (I) such that

(1) /(u'v' +bu'v +uwv) = / fv, Vv e Hy(I).
I I
A Finite Element Method with ¢G(1) reads as followa: Find U € V}? such that
@) / (U + b0 + 2Uw) = / fo, VoeVPcHVD),
I I

where
V2 = {v : v is piecewise linear and continuous in a partition of I, v(0) = v(1) = 0}.

Now let e = u — U, then (1)-(2) gives that

(3) /(e'v'+be'v+ev):(), Y € V.
I
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A priori error estimate: We note that using e(0) = e(1) = 0, we get

() /Ie'ez/I%%(eQ) — () = 0.

Thus we may write
llel|3: = /(e'e' +ee) = /(e'e' + be'e + ee)
I I
= / (e'(u —U) +be'(u—U) +e(u— U)) ={v=U —mpu in(3)}
I

= /I (e’(u — mpu)’ + be'(u — mpu) + e(u — 7rhu))

< 1w = mnw)'[[lle’l] + bllu — mnullll'l] + [lu — mrull]le]|
< A{llv = mhulle + bllu = wrull el g

this gives that
lellzrr < (b+1)|lu — mhullp
(b) As we see this error is optimal if b = 0.

5. Bestdm l6sningen till foljande inhomogena vagekvation:

Ugy = —1 + Uy, O<zx<l1l, t>0,
u(0,t) =0, u(1,t) =0, t>0,
u(z,0) =0, u(z,0) =0, O<z<l

Lésning. Sitt u(z,t) = S(z) + w(z,t) med
S"(z) =-1, S(0)=5(1)=0.

Vi far att ,
T T
S(.’L’) = —? + 5
D4 blir differentialekvationen for w:
Wey = Wi, 0<.’L’<1,
w(0,t) =0, w(l,t) =0, t >0,

w(:c,O):u(:c,O)—S(av)z’”2—2—‘C wy(z,0) =0, 0<z<l

2
Vi anvinder varibelseparationsteknik genom att i differetialekvationen for w sitta
w(z,t) = X (2)T(t) # 0. Vi far (efter division med X (z)T'(t) # 0) att

X”(Z’) _ T”(t)

X(z)  T(t)

dar A < 0 ar den alternativ som &r konsistent med randdata. Alltsd vi har att
X(z) = AsinvV—Az + BcosvV—\z,

dér X(0) = 0 = B = 0 medan X (1) = 0 = Asinv/—X = 0. Eftersom vi soker
icke triviala 16sningar dr A # 0 och varfoér dr egenviarden och egenfunktionerna

V-A=nm = A= -n’n?, X,(z)=sinnnz, n>1.

=X <0,

P& samma sdtt har vi att
Tn(t) = P, sinnwt + Q,, cos nwt,
och eftermsom wy(z,0) = 0= T} (t) = 0 vi har att P, = 0 och dirmed

oo
w(z,t) = Z Q@ cosnmtsinnwz.
n=1
V.g.V.
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For att bestdmma @, vi sitter ¢t = 0 och far

(5) i =w(z,0) = i Qnsinnmz.

T
n=1

5 -

Genom att multiplicera (5) med sin k7z och integrera 6ver (0, 1) fas

o0 1 1 1
(6) Z Qn / sinnmx sin krx dr = 2 / (22 — z) sin krx d.
n=1 0 0
Nu har vi att vinster ledet (VL) i (6) &r
1
_Qn n==k
i 2 ? ’
(7 VL= { 0. ntk

medam héger ledet (HL) i (6) blir

(H
HL =1 kra| = [ @o—1) =L cosk
5[;5 —az—cos wa:‘o—/o(x— )Ecos m:]
1

1 1 g
(8) = [( — l)k 5 sin km:‘o —/0 22 sin kmc]
1

2
[ 3 Cos kmz] ‘; = _k317r3 ((—1)’c - 1)

Alltsa (8) ger att

T k udda
_ %3730
©) HL= { 0 k jamn.
Med identifiering av (VL) och (HL) far vi att
- - k udda
— k373
(10) @n { 0 k jamn.

och slutligen har vi att

2

1
u(z,t) = —% +3 + — Z m cos(2n + 1)wtsin(2n + 1)z,

6. Betrakta virmeledningsekvationen

U — Uz =0, 0<z <1, t>0
u(0,t) = uz(1,t) =0, u(z,0) = ug(x).

Visa foljande stabilitetsuppskattningar:

d _
Lol + 2| =0, 1T fu(, )] < e™uoll

7. Formulera och bevia Riemann-Lebesgue Lemma.

6. och 7. See foreldsningsanteckningar.



