Fourierserier
Fourierserier for 27-periodiska funktioner:

Antag att f ar Riemann integrerbar (styckvis kontinuerlig), och 27-periodisk. Vi utvecklar
f 1 Fourierserier enligt:

fO0) =3a0+ >0, (an cos nf + by, sin nH), eller
[0) = ¥ Coe™ = (Cucosnb +iCysinnf),

Vi anvénder oss av formlen cos(nf) = (e 4 e~™%) och sin(nf) = 5 (e — e7%) och
identifierar koefficienterna i och .

Da far vi:

—

Cozéao, ané( —iby), C_nzé(an—i-ibn), n=12 ...
GOZQC(), an:C’n-l—C,n, bn:Z(Cn—C,n), 77,:]_,2,...

Att bestimma C,: Multiplicera med e~ [" .. d0, byt f’r L& ST fas

7T 0 T ei(n—k)o
/ f(0)e‘ik9d0=20n/ cin=R gy — Zc { Ry

= 27TCk.

— 1 " —ind
C =5 /_Wf(e)e d.

Dvs. de reella Fourierkoefficienterna for 2m-periodiska funktionen f(x) ar:

—0, n#k
n==k

Byt k£ mot n, =

=2 [ sy
=20, = f o
o 0= 0; ar medelvarden av f pa [—m, 7]

samt i varje interval av langden 27.

a, =Cp+C_, = i/ f(@)e ™ 4 ] = l/ f(@)cos(nf)df, n=0,1,2,...

=i(Cn—Con / F(O)[e™™ —e™] / f(0)sin(nf)dd, n=1,2,...
fjdmn; f(=0) = f(0) = an = ;/0 f(6) cos(n)db, b, =0

f udda; f(—0) =—-f(0) = a, =0, b, = 2 /Wf(H) sin(n#)do
J udda T /s



Lemma 2.1. Om F é&r periodisk med perioden P: F(P +a) = F(a); sa &r fa+P (x)dx
oberoende av a.

Bevis. Vi har att

g(a) = / " P(a)ds = /O " P(a)de — /0 " P@)ds, —
¢'(a) = F(a+ P) — F(a) = F(a) — F(a) = 0.

Exempel 1. f(0) =10, —7 <8 <m, f ar 2w-periodisk.

Losning: f ar jimn — =0, och
/ 6| cos(nB)d / 6 cos(nf)do.
2 [T 21629
n:0:>a0:—/ 0d0:—[9—} —n
T Jo ml2lo
2 1 . ™ 1 .
n>0= a, =[PI|=— [0 - —sin(nf)| — / —sin(nd)dé|.
Tl n o Jo m
2 1 T2 —y, n=2k—1
= — « — = — — n_ fd ﬂ-(2k_1)27
— = [cos(ne)}o — ()" -1 { ; o

Dvs

Aem 1
k=1

Detta ger kvadratisk konvergens. Om 6 = 0 far vi,

T4 1 = 1 w
o=T_2y_° _ 1 Ty
5 w;(zk—w — ;(%-1)2 5(<?

Exempel 2. g¢(0) =0, —7m <0 <7, g ér 2n-periodisk.

Losning: g arudda =— a, =0, och

2 [T 2
b, = —/ 0sin(nf)dd = [PI] = - 9— cos( n9 / — cos(nd dH]
0

m

2 -1 (—=1)n+t (—1)n+1

i cos(n) - g(0) = ; o sin(n@)
Obs! serien konvergerar men som Y &2 Alltsé séimre ér i Exempel 1 for [6).
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3r f(6) = |6 7

g®) =6

Anm. Funktionen f(f) = |f| i Exemple 1 ar kontinuerlig. Déremot g(f) = 0, enligt
Exemple 2 &r styckvis kontinuerlig (detta pga periodicitet, see Figuren ovan). Alltsa f i
Exempel 1 ar mer regular an ¢g i Exemple 2 och regularitet hos f ger snabbare konvergens
av F-serien av f mot f.

Bessel’s olikhet (I):

Funktionen f &r 27-periodisk och Riemann integrerbar pa [—m,7]. C, &r de komplexa
Fourierkoefficienterna till f. Da ar

o0 1 T
> (e <5 [ 1o,

Bevis. Vi skall anviinda partiella summan Y2, Cpe™ av 3°°° e enligt

(1)

N
‘f(e) _ Z Cnemo
-N

N

N
= [fOF =Y (CaT @)™ + Cof (@) ™) + 3" CuCuc™".

—-N m,n=—N



1 T
ez(m—n)adez{ 0 om m# n

o o 1 om m=n.
(3)
1" al
ind |2 _ —
057 ) O~ ;Cne "do = {(1) & (2)} =
1 N B ) N
= o |f(0)|2 - Z(Cncn + CnCy) + Z |Cn‘2
-7 —-N —-N

N
_ i " 2 _ 2
=50 | WOPO=3 IGP

Lat N — oo. [ |

Anm:
|an|2 + |bn|2 = Qnp0n + ann
=(Ch+C ) (Cr+C ) +i(Crp — C ) (=) (Cr — C_)
=2C,C, +2C_,C_,
|aol? = 4|Co|?
anf? + bl = 2(ICaP +[Ca?), > 1.
Bessel’s olikhet (II):

1 2 loo 2 2\ _ = 2 i " 2
7/l +2;(|an| + [ba?) =X (G <5 [ i@

Corollarium: max(ay, b,, |Cy,|) — 0, da n — oc.

Bevis. |a,|?, [b,|?, |Cn|? &r n:te termen i en konvergens serie. [ |

Theorem 2.1. Om f dr 27-periodisk styckvis C' (dvs f’ dr styckvis kontinuerlig) pa R,
sa galler for partiella summan av f:s Fourierserie utveckling att

N
SL(0) =) Cpe™ — %[f(e_) + £(64)], da N — oo.
-N

Speciellt om f &r kontinuerlig i 0 s& &r f(0) = limy_ SZ (6).

Nedan presenterar vi tva olika metoder for att bevisa Theorem 2.1.
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Metod 1. Tillampning av Dirichlet karna:

I de Fourierserie utvieklingar av f:

%ao + Z [an cos(nf) + by, sin(no) ] ZC e

n=1

betecknar vi koefficienterna som
1 [ 1 [7
== [ tweostmoyde, b=~ [ sw)sin)a

och

1 " —in
Cu=sr | fw)e .

Da ar den n:te partiella summan av f:s Fourierserie utveckling:
N 1 N -
— ind _ _— in(6—1) _ .
> = 530 [ f@)enag = {n o —n)
-N _N
1 N & ) db=1—0
- in(yp—0) —
WZ/_ s vy = 67000
Z/ f(p+0)e™ dp = {f &r 2 — periodisk}

— iﬂ;/:f(gb—i—e)emd’dgb — /:f(¢+9) (%zN:eim) do

-N

Dn(e)
- / " [(6+0)Dn(0)dd.  Dw() = Dirichlet kirna.

Villkor hos Dy(¢):
1/ . . . . .
Dy(6) = 5- (e—zw GoemiN-DO L ity G20y 6zN¢>

1 . . )
= N [1 +e 4+ e“2N¢] = {summan av geom. serie}

2w
={p#0} = L e*iN¢>1 — l@NFDe 1 giNFDY _ o iNG
- T or 1—ei¢ 27 et — 1
e~ i/2 1 eiN+3)6 _ o—i(N+3)¢ 1 sin(N +3)¢
= {€7i¢/2} Tor 2 _e w2 o sin(3 )



sF D,4(®) i

o

Lemma 2.2 (Lemma 2.4 i Folland.) VN:

/_i Dy (6)d0 = /OW Dy (6)d0 = %




Bevis av Theorem 2.1 enligt Metod 1.

Theorem 2.1 < S% () — 1 [f(O_) + f(0+)] — 0 ,da N — oo.

2

Men enligt Lemma 2.2:

S40) ~ 5[£0)+ 702)] = [ £6+0Dy(@6 - 5[7(0-)+ £(6.)]

-/ " [10+ ) £0)] Du(o)do + | [r0+6)- 6] Dr(o)io

= (D@ = - T = L [ g (e e ag

27 e — 1 “or o

%‘{(9—), om —7T<0<0
900) =1 1059000 o g<p<n
Obs! g lika regulir some f utom i “0”. L’Hopital =

: o fO+e) —f0L) . f(0+9)  f(E£0)
¢1i>%lig (9) = ¢li>r5li e — 1 _¢li>%li el i

Alltsa g ar styckvis kontinuerlig. Da enligt corollarium for Bessel’s olikhet

1 [" :
Cn(9) / g(¢)e ™dp — 0, da n — £oo.

T o

—T

Men

SL(9) - f(6-) ;‘ f(6+)

= C_(N+1)(g) — CN(g) —-0-0= 0, da N — oo.

Bevis av Theorem 2.1 enligt Metod II

Theorem 2.1. Om [ ar 27-periodisk och f’ &r syckvis kontinuerlig pa R, da
1 N
S(0) — 5 |F(0) + £(0:)], N —roo.  SL(O) =D Calf)e™.
—N

Hjélpsats (Lemma 2. 3): Lat C,(f) = C, = 5= [7_ f(0)e™df, da galler

(a) Cp(af + Bg) = aCy(f) + BCu(g9); «,B konstanter = C,, ar linjart.

L[ o] M) _ g s

1 [T or Lin -7 nm
) Cult) = 5= [ e as = = b0
2 | 1 T
— dd=1, omn=0
2w

-



© e = 1 / 9 £ (g0 — % / 1) = O )

Bevis av Sats 2.1 i kontinuitetspunkter: Antag att f ar kontinuerlig i 6.

Sétt g(6) = W 1O -1(0) ) D3 r

619 e90

0 . f1(@)  fl(6t) . )
li = — = . . ! . tyckvis kont.
Hm, 9(0) = 0 HEIGI()l:t P P (f" styckvis kont.= g styckvis kont.)

(%) <= f(0) = f(0) +€?g(0) — e'Pg(6). Tillampning av Lemma 2.3 =

Cu(f) = Culf(6) + €”g(0) — € g(6)]
= f(60)Cn(1) + Cn-1(g) — ewocn(g) = f(60)dno + Cn-1(g) — ewOCn(g)-

N

S1(60) = ZC e =37 [ £(00)000 + Ca-1(g) — € Ca(g) |
—N
N .
= f(6y) + Z [C’n_l(g)e’”ao —Culg)e’ Hnt1)6o ] = {Teleskope serie}
7N Vv Vv
Tn Tn+1

= f(6o) + (r—n —r—n41) + (Tonv41 — Tons2) + o+ Ty — Tv41)
= f(6o) +7—N — TN41-
Bessel’s olikhet = |r,,| = |C,,_1(g)e™| = |C,,_1(g)| — 0, da |n| — oo.
N\ ¢ st. kont.

ST (60) — f(8y), di N — oco.



Derivator, Primitiva funktioner

Theorem 2.2. Antag f ar 2m-periodisk kontinuerlig, f’' ar styckvis kontinuerlig. Om
A, by, Cp ar F-koeff. for f, och a!,, b, och C! F-koeff. for f'. Da &r

! __ ! ! __
a, = nby, b, = —nay, C,, =1inC,.

Bevis.
o = % /_ :: 7(0) sin(nd)dd = [PI] = %[ £(0) sin(ne)}:r - % /_ 7; F(0)n cos(nf)do

1 ™
= —n—/ f(0) cos(nh)df = —nay,. P.s.s. a, =nb, och C} =1inC,:
™ —T

o = % /_ (6) cos(nd)ds = [P1) = = [ 1(6) cos(nt)] " - % /_ F(6)(=n) sin(nf)

™

= L) cos(nm) — F(—) cos(—n)] + i / " £(0) sin(n6)do

™

= L(C1)(f () — F(=m)] + b, = {f2mperiodisk = f(r) = f(~)} = b,

™

Alternativ bevis for Theorem 2.2. Om f 27-periodisk styckvis kontinuerlig

S0+ £00)]

—0o0 n=1
_ . inf __ . . S ! !
= n;w inCpe™ = ; ( nay, sin n + nb, cos 0) 5 [f 0-)+f (0+)].
n£0 -
identif. av koeff. = C! =inC, (Co =0), a, =nb, och ¥, =—na,. [ ]

Theorem 2.3. Antag att f ar 2m-periodisk, kontinuerlig f, f’, f” ar styckvis kontinuerliga.
Om f(0) 23" cae™ = Lag + Y. (an cosnf + b, sinnd), sa ar

1'(0) = i inCpe'™ = i (nbn cos(nf) — nay, sin(nH)) — %[f’(ﬁ,) + f'(0+)
—00 n=1 T

i f' s diskont. punkter

f" ar F-serie med F-koeff

: ! " :
Bevis. f', f" styckvis kont. Thm 2.1, 2.2 — { nb,. —na,. och inC,.
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Anm. f(0) =1 periodisk; F = [ f(0)df = 6 ej periodisk. En periodisk funktion f har en
periodisk integral F', omm konstanten i F-serien for f ar 0, dvs

1 1 4

Theorem 2.4. f 27-periodisk, st. kont. F(#) = foe f@)dy; och Cy = Zap = 0. Da é&r
F0)=Co+ Y0 e™ =540+ 202, (“7" sin(nf) — b= cos(n@)) med

1 e
Co =

:g .

A F(6)d.

1
2

Bevis av Theorem 2.4. f styckvis kontinuerlig = F' = [ f kontinuerlig, F' = f syckvis
kontinuerlig. Cy = 0 = F' ar 2w-periodisk, ty

F(6+2m) — F(6) = /0 T w)dy - /0 F()dep = /H " w)dy

27
= {f, 2m — periodisk} = / f@)dy =27Cy = 0.
0

Theorem 2.1. = F(f) ~ av sin F-serie utveckling i (6).
Theorem 2.2. = A, = —%‘,Bn = 2 och C, = %(n # 0) ar F-koeff. till F. [ |

Anm. Om Cj # 0, da Theorem 2.4 géller fér F'() — Cof, dvs

. Cr img 1 [ —bn n .
F(0) — Cof = Cy + Z C—eme = §A0 + Z (T cos(nd) + % sm(nﬁ)).

n#0 " n=1
Alternativ bevis av Theorem 2.4. Om 2ay = C; =0, da F(0) = foef(qﬁ)dqﬁ satisfierar

/f(e)dﬁ = {integrera (¥)} = Cy + Z %emo _ + Z (a_n sin nf + “hn cos n@)
n=1

2 n n
n#0
identifiering av koefficienter =,

Ay = 20, A== n>1, B,=% n>1, Chn=5%, (n#0). [ |

in?
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Exempel 3. Fourierserie utveckla integralen av

f(0) = { El 0_; i ;Z 0 f 2m-periodisk.

Losning. f ar udda (f(0) = 0)=a,=0

15

1 i

0.5} f(0) N
of ]

_0.5 = -

-1+ |

-15 | | | | | | | | |

3.5
251 R
2F f(6) =16l 7

15F B

0.5 B

-0.5 I I I I I I I I I

T™Ln 0

b, = %/” f(0)sin(nd) df = %/W sin(nd)df = 22 [l COS(ng)]W
:_i((_l)n_l) :{ G n=2k—1

nmw 0, n = 2k
== f(0) ~ ibn sin(nf) = 4 i ! sin(2n — 1)6.
— T~ (2n — 1)
= F-serie for F(0) = |0], for |0| < « ar
b 4 & cos(2n —1)8
= 1 (7 1 (7 1 (7 ™
Co=— F(6)do = —/ 16|dh = —/ 0dh = —. Jfr. med Exemple 1.
2 ) . 2 J_, T Jo 2
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Fourier serier pa intervall
Antag att f ar def. pa [0,7]. Vi vill gora f till en 27-periodisk funktion, genom

1. Jamn utvidgning: f;(—6) = f(#); 6 € (0,7].

2. Udda utvidgning: f,(—0) = —f(0); 0 € (0,7], fu.(0)=0.

T T T T T T
0.2f g
0.1f g
of (6) R
-0} R
_0.2 - -

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

T T T T T T T T T T T
0.2} R
0.1f g
ol f,(6) J
-01f R
-0.2f R

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 06 0.8 1
0.2} R
0.1f g
ol f,© ]
-01f R
-0.2f R

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

Anm. F-serien for f;:

= %/_ﬂ f1(0) cos(nh)df = %/Ow f(0) cos(nb)do
= %/j f7(0) sin(nf)df =

= F-serien for f; ar Fourier cosinus serie:  fy ~ a0+ Y " | a, cos(nf).

/ fu(0) cos(nf)d
= ;/_W fu(0) sin(nd)do / f(0) sin(nb)d

— F-serien for f, &r Fourier sinus serie:  fy ~ Y. " b, sin(nf).

P.s.s. F-serien for f,:
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Fourier serier, allmint intervall

Antag f ar 2L-periodisk. Variabelsubstitutionen x = L?a ger att

9(0) = f(z) = f(£) &r 2m-periodisk, ty
90 +2m) = F(HE2T) = (K or) = (22 = g0,

™ ™

F-serien for g:

0 ) 1 T )
0) ~> Cpe™, C,= o / g(0)e™™dp, =
{9:%, dﬁz%dx, 0=+ z==+L}

x) ~ Zc’nein%’ / f —znﬂz zdx _ _/ f znﬂcc

Foljaktligen galler

~ —ao + Z (an cos + by, sin @> med

L
/ f(zx) cos @dx / f(z) sin malac
=0 2 [
J jdmn =" flx) ~ —ao-i—Zancos n = 7 i f(zx)cos ?dm
= nne 2 [F nne
dda “= ~ > by sin — by = — in ——dz.
fudda = f(x) nzz:l sin ——, I f(z)sin 74

Exempel 4. Finn Fourier cosinus och sinus utvecklingen for f(x) =z pa [0, L].

F-cos: Utvidga f till en 2L-periodiska jimn funktion f¢ pa [—L, L]:

2 [* 2 [* 2 (a?\L
b, =0, an:Z/O xcos?daj = CLOZZ/O xdxzz(%>0:L

L L mra:d) Q(L)Q( mrx)L
— —sin—dz) = = — CcoS ——
0 o nm L L\nm L /o

(2k—1)272>
0, n = 2k.

2L 2L s, n=2k—1
= 5(cosnm — cos0) = ((—1)” — 1) = { "
m



Vidare ar f(x) = |z| ar styckvis deriverbar = for 0 < z < L

nrx L 4L & 1 T
f( +ZCLHCOS——§—F WCOS(Qn—l)T:fc(J))
n=1
05 i
0.4} -
0.3 b
02f fe) =x .
0.1 b
O - -
| | | _L | | | | | L | | |
01T 08 06 04 w02 0 02 04 06 08 1
0.4l .
02} fg) =x -
O - -
-0.2f -
-0.4f .
_06 i | | _\L | \L | | ]
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
X
F-sin: Utvidga f till en 2L-periodisk udda funktion f, pa [—L, L]:
9 (L
an, =0, b, = z/o Z sin ?dw
2 ( —L nmc‘L /L L mmc)
=—(x—cos —| — ——COos ——
L\ nm L o o nm L
2 —L? 2L
=7 cos(nt) = (—1)”“%
f kontinuerlig pa (0,L) =  f(z) = 2 = 37° by sin 212 = 2L “U g in 212

Observera att bada utvecklingar géller for « € (0, L). Mao, for z € (0, L)

2L & 7z L 4L & 1

3 (=)™ n (2 — 1)
= — 1mn = — - — B — —
o T n > L 2 2 — (2n —1)2 cosien

1
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Detta galler aven for z = 0:

(Den uppmérksamma ldsaren Hej pa Digl, kinner igen detta.)
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