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0 Inledning

Nar man tillimpar matematik for att 16sa konkreta problem stélls man ofta infér ekvationer
av olika slag. Det kan rora sig om ekvationssystem (linjira eller icke-linjdra) med ofta ett
stort antal obekanta eller om differentialekvationer (ordinéra eller partiella).

De forsta fyra kapitlen i detta kompendium handlar om linjér algebra. Detta ar ett &mne
som tillhandahaller en apparat for att hantera och analysera linjdra ekvationer. Nar det
géller linjéra ekvationssystem vill man t.ex. veta om ekvationerna ar oberoende av varand-
ra eller om vissa av dem &ar konsekvenser av de 6vriga, hur manga lésningar det finns, hur
de kan erhallas, osv. For linjira system av ordinédra differentialekvationer 4r man likasa
intresserad av hur manga 16sningar det finns och av metoder att finna dessa losningar. 1
detta kompendium presenteras en begreppsapparat som gor det méjligt for oss att analyse-
ra och besvara sadana fragor. Begrepp och metoder fran linjir algebra anvinds idag inom
allt fler Amnesomraden, inte bara teknik och naturvetenskap utan ocksa t.ex. samhéllsve-
tenskap och ekonomi. Bland tillimpningsdmnen dér linjar algebra anvinds kan ndmnas
Fourier-analys, matematisk fysik, partiella differentialekvationer (ortogonalitet, egenvir-
den), kvantmekanik (linjara operatorer, ortogonalitet, egenvirden), kretsteori, reglerteori
(linjara system), osv.

Vi forutsétter att ldsaren har last en inledande kurs i &mnet, dar man studerat

geometriska vektorer,

matriser,

16sning av ekvationssystem med Gauss-elimination,
determinanter.

Speciellt vill vi paminna om f6ljande tva resultat:

Sats 0.1. Ett homogent linjirt ekvationssystem med fler obekanta dn ekvationer har alltid
icke-triviala lésningar.

Sats 0.2. En n x n-matris A dr inverterbar om och endast om det A # 0.

Den senare delen av kompendiet, kapitel 5-11 behandlar numerisk analys och numeriska
metoder. Vi studerar hur vetenskapliga och tekniska problem fran vitt skilda discipliner
formuleras matematiskt och 16ses (approximativt) med hjialp av algoritmer avsedda for
datorimplementering. Fragor om snabbhet hos metoderna och noggrannhet i den erhallna
approximativa 16sningen spelar en central roll.

Den matematiska analysen klarar bara av mycket speciella, ofta grovt férenklade problem
medan de numeriska teknikerna dr mycket mer generella. Pa sa sidtt utgér den numeriska
analysen en brygga mellan verkligheten och matematiken.

Programsystemet MATLAB anvénds flitigt i samband med exempel och dvningar.
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1 Linjara rum, vektorrum

1.1 Definition, ridkneregler och exempel

I matematiken moter man i olika sammanhang storheter som pa ett naturligt sidtt kan
adderas och multipliceras med tal sa att vissa enkla ridknelagar giller. Nagra exempel
ar geometriska vektorer, vektorer i R™, matriser i R"™*" och funktioner. Trots de yttre
olikheterna har dessa och andra exempel nagonting gemensamt, och for att fanga detta
har man infért det generella begreppet linjart rum.

Definition 1.1. Ett linjdrt rum ar en icke-tom mangd V', vars element kan adderas parvis
och multipliceras med tal. Talen kallar vi skaldrer och de kan vara reella eller komplexa.
Hér behandlar vi nistan enbart fallet att talen &dr reella, dvs sa kallade reella linjdra rum.
For additionen anviinder vi symbolen @ och for multiplikation med tal (skaldr) anviinder
vi symbolen ®. Den exakta inneborden av detta ar foljande:

(1) For allaw € V och v € V finns ett vildefinierat, entydigt element u G v € V.

(2) For allau € V och a € R finns ett vildefinierat, entydigt element a ® u € V.

Dessa tva operationer, addition och multiplikation med tal (eller skaldr) skall uppfylla
foljande riknelagar:

(3) udv=0v&ufor alla u,v € V. (Kommutativ lag)
4) (udv)Pw=ud® (vdw) for alla u,v,w € V. (Associativ lag)
(5) Det finns ett element 0 € V' (nollelementet) sa att 0@ u=u® 0= u for allau € V.

(6) For varje u € V finns ett element —u € V' (additativ invers) sadant att u @ (—u) =
(—u) ®u=0.

(7) a® (Bou)=(af)©uforalla o, f € R, u€ V. (Associativ lag)
8) a®(udv)=a@udaeuv forallaa € R, u, v e V. (Distributiv lag)
9) (a+0)u=a0udfoufforallaa, §€ R, uecV. (Distributiv lag)

(10) 1ou=wufor allau € V.

Notera att vii (7) och (9) har den vanliga multiplikationen respektive additionen i R.

Linjira rum kallas ocksa vektorrum. Elementen i ett linjart rum kallas vektorer.
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Da skaldrerna &r komplexa géller egenskaperna (axiomen) (1) — (10) med C' i stéllet for R
(dér C betecknar méingden av alla komplexa tal) och man talar da om ett komplext linjdrt
rum (vektorrum). Alla resultat som vi presenterar i detta kapitel géller dven for komplexa
linjdra rum. All matris- och determinantkalkyl géller ocksa fér matriser med komplexa
element.

Exempel 1.1. Nagra exempel pa linjara rum.
(a) De geometriska vektorerna i (tvadimensionella) planet eller (tredimensionella) rummet.

(b) R", dvs. méngden av alla n-tipler
x=(x1,29,...,2,)
av reella tal, dar vi definierar, med y = (y1,y2, -+ ,Yn)

x@y:(‘rl +y17x2+y27-~-7xn+yn)a
a®r=(ar,ars,...,or,).

Elementen i R™ representeras som kolonnvektorer, dvs. n x 1-matriser.

Z1

T2
T =

Tn

Motsvarande radvektorer, dvs. 1 x n-matrisen, skriver vi med transponat, dvs z7.

(c) Mangden R™*™ av alla m x n-matriser med reella element och addition och multipli-
kation med skaldr definerade enligt den vanliga matrisalgebran, dvs A ® B = A + B och
a® A= aA.

(d) Méangden F(I) av alla funktioner pa ett intervall 7. Addition och multiplikation med
skalar definieras pa det naturliga séttet, dvs.

(fag)t)=ft)+g@), (ae f)(t)=af(t) forallatel.

Detta ar inget konstigt, bortsett fran kanske ring-operatorerna. Exempelvis dr det up-
penbart att vi med sin®(3 ® cos) € F(I) menar den funktion for vilken det giller att
(sin®(3 ® cos))(t) = sin(t) + 3cos(t), Vte I.

Nollelementet &r nollfunktionen, 0(t) = 0 for alla t € I och —f dr definierad av att
(—=f)(t) = —f(t) for alla ¢ i I. Axiomen (3) — (10) blir uppfyllda fér F'(I) pa grund av att
motsvarande riknelagar géller for reella (eller komplexa) tal.

(e) I (b) kan alla tal fa vara komplexa, sa att C™ (dvs. méngden av alla n-tipler av komplexa
tal) &r ett komplext linjart rum. Om vi emellertid begrénsar oss till reella skaldrer, sa ser
vi att C™ ocksa ar ett reellt linjért rum (dvs. ett linjért rum med reella skaldrer).
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(f) Mingden R*, dvs méngden av positiva reella tal, med operationerna u & v = uv och
a®u = u* for a € R. Vi noterar forst att u @ v och a ® u tillhor RT med de givna
definitionerna. Riknereglerna ir enkla att bekrifta med nollelementet 0 = 1 € R och
additativa inversen —u =u"'€ Rt. W

De tva forsta exemplen kan sédgas ha statt modell for det allménna begreppet linjirt rum.
Dérfor anvinds ett geometriskt sprakbruk, och man kan hela tiden ha en geometrisk bild
i tankarna.

I de konkreta exemplen i Exempel 1.1 &r egenskaperna (1) — (10) mer eller mindre sjilvklara.
Dessutom har man i dessa fall ytterligare egenskaper som kan forefalla lika sjéalvklara. En
del av dessa kan visas vara konsekvenser av egenskaperna (1)  (10) och géller alltsa
for godtyckliga linjara rum, medan andra egenskaper kan vara specifika for det speciella
exemplet och sakna motsvarighet i det allménna fallet. Som en illustration skall vi hirleda
nagra konsekvenser av (1) — (10).

Vi borjar med att konstatera att entydigheten i (1) leder till att

u=veubw=vdw, YweV (1.1)

Vi konstaterar ocksa att nollelementet (nollvektorn) 0 i (5) &r entydigt bestdmd. (Obser-
vera att en formulering som “det finns ett element ... sa att ... ” betyder "det finns minst
ett element ... sa att ... ”.) Om nidmligen (&ven) * uppfyller (5) dvs. F Bu=ud F = u
for alla u, far vi 0* @ uw = 0® w som enligt (1.1) leder till 0* = 0.

Lat oss vidare titta pa en ekvation w @ v = v (u och v givna). Den har den entydiga
l6sningen w = v @& (—u), som vi skriver w = v © u . Att w &r en 16sning foljer av att

w@u:(v@(—u))@u@v@((—u)@u)@v@O(i)v.

A andra sidan ir w den enda tinkbara 1gsningen, ty anta att w* dr 16sning. Da giller:

weu=v & (W du) + (—u) =v® (—u) 9

W+ d(ud(—u) =vd (—u) 9 we0=vd (—u) 8

w'=v® (—u) =w.

Féljande allminna konsekvenser av rédknelagarna lamnas som 6vning:

* Den additativa inversen —u, definierad i (6), &r entydigt bestdmd.

0 ® u = 0, déir nollan i vinsterledet dr det reella talet 0 och nollan i hogerledet &r
nollvektorn i V.

* a® 0= 0 (nollvektorn) Yo € R.

* —u=(-1)0u.

For fullstandighetens skull ger vi ett exempel pa en méngd som inte ar ett linjart rum.
Fler exempel finns bland vningarna.
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Exempel 1.2. Mingden V = R™*" med riknereglerna A @ B = A + B (vanlig matrisad-
dition) och « ® A = A®, « € R &r inte ett linjart rum. Det récker att hitta en rikneregel
som inte giller. For kontroll av (9) finner vi:

(a+B)OA = AP = A*AP medan a©AGBO A = AY+ AP, Eftersom for t.ex. a = 8 =1
och A =TI det giller att A“A® # A~ + AP s giller inte (9) generellt. W

1.2 Underrum
Definition 1.2. Ett underrum M till ett linjdrt rum V &r en delméngd M av V' sadan att
M sjélvt dr ett linjart rum m.a.p. samma operationer.

Eftersom riknelagarna (3) — (10) i Definition 1.1 géller i hela V' géller de ocksa i en
delméngd M under forutséttning att 0 € M. Déarfor behover man bara verifiera (1) och
(2) for M for att inse att M &r ett underrum av V', dvs. man skall verifiera att M &r slutet
under addition och multiplikation med tal. Vi formulerar detta som en sats.

Sats 1.1. En icke-tom delmdingd M av ett linjirt rum V' dr ett underrum av V' om och
endast om M har egenskaperna

u,veM = udveM,
ueM, aeR = abue M,

(1.2)

eller, ekvivalent, egenskapen

wv€E M a,ER = aQudfoOve M.

Anmérkning. Tag ett u; € M (M &r icke-tom) och v = 01 (1.2) sa fas att 00u; = 0 € M.
Dérmed géller (5) for M, om (1.2) giller. Pa samma sidtt med vy € M och o = -1 € R
giller att —uy = (—1) ©uy € M, sa (6) géller.

Exempel 1.3. I det askadliga, tredimensionella rummet, dar vi som vanligt identifierar
punkter och ortsvektorer, ar féljande delméangder underrum:

(a) Origo, dvs den méngd vars enda element dr 0, r underrum av dimension 0.

(b) Réta linjer genom origo #r underrum av dimension 1.

ou

M

(c) Plan genom origo dr underrum av dimension 2.
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Aven i allménnare situationer kan man ha denna figur i tankarna och forestiilla sig ett
underrum som nagonting som ar analogt med ett plan genom origo.

(d) Hela tredimensionella rummet. W

Exempel 1.4. Lat V vara det linjira rummet av alla reella n x n-matriser (jfr Exempel
1.1 (c)), och lat M vara den delmingd som bestar av alla symmetriska n X n-matriser dvs
matriser A € R™*" sadana att AT = A. Da #r M ett underrum av V, ty om A och B ir
symmetriska, sa ir ocksd A + B symmetrisk ty (A + B)T = AT + BT = A+ B, och oA ér
symmetrisk om « ir ett reellt tal ty (ad)? = aAT =aA. W

Exempel 1.5. I tillimpningarna moter man ofta s.k. funktionsrum, dvs. olika underrum
av F(I) (se Exempel 1.1 (d)). Nagra exempel:

C'la,b] = mingden av alla funktioner som &r kontinuerliga pa [a, b].

C*(a,b) = mingden av alla funktioner som #r k ganger kontinuerligt

deriverbara i (a, b).

C*(a,b) = mingden av alla funktioner som har kontinuerliga derivator

av alla ordningar i (a, b).
P = méngden av alla polynom.
P, = méingden av alla polynom av grad hogst n.

L*(a,b) = mingden av alla reellviirda funktioner f sidana att f? &r integrerbar
pa (a,b). (Bokstaven L kommer fran namnet Lebesgue och s.k.

Lebesgueintegrerbara funktioner.)

For att visa att en mangd av funktioner &ar ett linjart rum ricker det att verifiera att
f@goch a® f tillhor mingden sa snart f och g gor det. Mangden C/|a, b] blir ett linjirt
rum, dirfor att f @ g och a ® f dr kontinuerliga, om f och g #r kontinuerliga. For C*
och C* anvénds ocksa att f @ ¢g och a ® f &r deriverbara sa snart f och ¢ dr det. For
att visa att L?(a, b) dr slutet under addition anviinder vi den enkla men nyttiga olikheten
af < L(a? + 3%) for godtyckliga reella tal v och 3. Denna foljer av att a® + 32 — 203 =
(a — 3)? > 0. Vi far ocksa (a + 3)? = o? + % + 2a83 < 2(a? + $%). Om f och g tillhér
L?(a,b), sa ér [f(z)+g(x)]> < 2f%(x) +2¢%(z), vilket medfor att f @ g tillhor L (a, b). Att
a @ f tillhér L2(a,b), om f gor det, inses omedelbart. W
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Exempel 1.6. Lat V vara det linjira rummet C[0, 1] (se Exempel 1.5). Sétt

M ={f€eV:f0)=f(1)=0}.

Da ar M ett underrum av V', ty om f och g tillhér M och a ir ett tal, sa ar f ® ¢
kontinuerlig och satisfierar

(f ®9)(0) = f(0) +9(0) =0+0=0, (f@®g)(1)=f(1)+9(1) =0,

och a ® f &r kontinuerlig och satisfierar

(@ )0)=af(0)=a0=0, (¢® f)(1)=af(l)=ad=0. |

I exemplen ovan rorde det sig om rum av funktioner av en variabel, men naturligtvis géller
motsvarande for funktioner av flera variabler.

Ofta dr det uppenbart hur operationerna ¢ och ® ska definieras och da kommer vi att
utesluta ringarna om missuppfattning inte kan ske. Det géller t.ex. i kommande exempel
dér det egentligen skulle sta @ mellan funktionerna men vi skriver helt enkelt +. Vidare
skriver vi au dér det formellt 4r a ® u.

Exempel 1.7. Ett exempel pa ett randvirdesproblem for partiella differentialekvationer
dr: For en given kontinuerlig funktion f, bestdm en funktion u sadan att

0*u  J*u . o )
@—Fa—y?:f(%y) for 2° +y= <1,
u(z,y) =0 for a? +y? = 1.

Det #r naturligt att kriva att « #r kontinuerlig for 22 + y?> < 1 och har kontinuerliga
partiella derivator av andra ordningen for 22 4+ y? < 1. Lat V beteckna miingden av alla
funktioner u(x,y), som har dessa egenskaper och satisfierar randvillkoret u(z,y) = 0 for
22 4+ y? = 1. Visa att V #r ett linjirt rum.

Lo6sning. Lat v och v tillhéra V' och sitt w = au + [fv. Da géller att w &r kontinuerlig for
r? +y? < 1 och har kontinuerliga andraderivator for 2 + y? < 1 (eftersom detta giller for
u och v). Vidare ar

w(z,y) = oau(z,y) + fu(z,y) =0 for 2 +4* = 1.

Alltsa tillhor ocksa w méngden V), vilket visar att V' dr ett linjart rum. W

Exempel 1.8. Lat V vara méngden av alla reella kontinuerliga funktioner f definierade
pa [0,00) sadana att [~ f?(z)e "dx < co. Visa att V ir ett underrum av C[0, c0).

Losning. Vi maste visa att méngden V ar sluten under addition och multiplikation med
skalér (jfr diskussionen av L?(a,b) i Exempel 1.5). Antag att f och g tillhér V. Vi vill visa
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att [[°[f(z) + g()]e"dx &r konvergent. Vi anviinder olikheten (a+ ()? < 2(a?+ 3%) fran
Exempel 1.5 och far

/O Oo[f () 4 g(z)]*e "dx < 2 /0 OO[ 2z) + ¢*(x)]e “dx =

= 2/ fP(z)e " dr + 2/ g*(z)e "dx < oco.
0 0
Alltsa géller att f+ g € V. Vi har ocksa

/Ooo[af(x)]Qe_””dx =a? /000 fA(x)e "dx < o0,

varfor af € V. Alltsa dr V' ett underrum. W

Adjektivet "linjar” i termen “linjirt rum” &r bildat fran ordet "linje”, och darfor kan det
kanske tyckas konstigt att (rdta) linjer (och likasi plan) i allménhet inte dr linjira rum utan
bara sadana som gar genom origo. I det allménnare fallet anvinder man ofta adjektivet
"affin”. Eftersom en godtycklig rét linje &r en translation (parallellforflyttning) av en linje
genom origo (se fig.), sa gor vi f6ljande definition:

Definition 1.3. En delméngd M till V kallas affin, om det finns en vektor uyg € V' och ett
underrum U av V sa att

M=udU={udu:ueU}.

1.3 Underrum som spanns av en mangd vektorer

Lat méngden vy, vq, ... ,v, vara vektorer i det linjdra rummet V' och betrakta mingden av
alla linjarkombinationer av dessa vektorer dvs vektorer pa formen (som sagts ovan skippar
vi ring-operatorerna)

vy v+ . oy, dira; € R, =1, .0, p.

Denna méngd av linjarkombinationer, H, &r ett underrum till V' och betecknas

H = Span{vy, va, ..., vy} eller H = Span{vj}§=1. Vi séger att underrummet spanns av
de aktuella vektorerna.

Exempelvis vet vi att tva vektorer i R?, som inte dr parallella, spinner upp ett underrum
(ett plan) av dimension 2.
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1.4 Fundamentala underrum i samband med matriser

Den grundliggande teorin for linjara ekvationssystem Az = b, dir A € R™*™, x € R" och
b € R™ far anses bekant men vi paminner dnda om féljande sats:

Sats 1.2. Antag att x, dr en losning till Ax = b (en partikuldrlosning). Dd dr allmdnna
losningen till Ax = b
T = Tp+ Tp,

ddr x;, ar allmdnna lésningen till det homogena ekvationssystemet Ax = 0.
Vid studiet av linjara ekvationssystem spelar tva speciella linjdra underrum en viktig roll.

Definition 1.4. Lat A € R™*".
Nollrummet for A d&r mangden

N(A) ={x e R": Ax = 0},

dvs. alla l6sningar till det homogena ekvationssystemet Az = 0.
Virderummet for A & méngden

V(A) ={y € R™ : det finns ett x € R" sa att Az =y} = {Azr: 2 € R"},

dvs. V(A) dr méngden av alla y for vilka ekvationssystemet Az = y dr losbart.

Att N(A) dr ett underrum till R™ visas genom egenskaperna (1.2) i Sats 1.1 och att

V(A) ar underrum till R™ inses enklast genom att V(A) = Span{ai, as , ..., a,} dér
aj, j =1, ..., nérkolonnernai A. Av denna anledning kallas &ven V' (A) for kolonnrummet
till A.

Pa samma sétt definieras radrummet for A, med beteckninig Row(A), som det underrum av
R™ som spénns av raderna i A. Uppenbarligen dr radrummet till A lika med kolonnrummet
till AT,

Av sats 1.2 framgar att 16sningsméngden till systemet Az = b dr x,+ N (A), en affin mingd
alltsa, enligt Definition 1.3.

I MATLAB far man en ortogonal bas for kolonnrummet till A genom kommandot orth(A)
och en ortogonal bas f6r nollrummet till A genom kommandot null(A).

Det dr pa sin plats att papeka att man kan utfora berikningen "matris ganger vektor” pa
olika sétt. Produkten b = Az, dir A har elementen a;;, kan utféras som "rader i A ganger
x” dvs.

1) b= ayay,

eller som

(2) b= Zj Ljaj,
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dér a;, i =1, ..., n &r kolonnerna i A, dvs b beréknas som en linjirkombination av A:s
kolonner.

Vi vet att Gausselimination (rad-reduktion) bygger pa elementira radoperationer. Meto-
den fungerar eftersom radrummet forblir oférandrat vid dessa elementéira radoperationer,
beviset limnas som 6vning,.

Naturligtvis kan man ocksa utféra motsvarande kolonnoperationer. Vi gor en formell defi-
nition.

Definition 1.5. Lat A vara en matris. En (elementér) kolonnoperation ér en transforma-
tion av A av nagon av foljande tre typer:

(i) Att lata tva kolonner byta plats.

(ii) Att multiplicera en kolonn med ett tal ¢ # 0.

(iii) Att addera en multipel av en kolonn till en annan kolonn.

Eftersom kolonnoperationer pa A motsvarar radoperationer pa A7 sa giiller uppenbarligen
ocksa att kolonnrummet (virderummet) forblir ofériandrat vid elementéira kolonnoperatio-
ner.

I f6ljande exempel anviinder vi begrepp som “linjiart oberoende”, "att spdnna ett rum” och

"bas”. Det forutsitts att dessa begrepp dr bekanta vad géller rummet R™ For allménna
linjara rum tas de upp i avsnitt 1.6.

Exempel 1.9. Tat

13 2 -1 0
o1 1 2 1
A= 12 3 0 5

21 -1 =3 =5
(a) Bestdm en bas for N(A). (b) Bestdm en bas for V(A).

Losning. (a) N(A) bestdms genom att man l6ser det homogena ekvationssystemet
Az = 0. Detta sker genom att koefficientmatrisen undergar elementéira radoperationer

(N kan utlidsas Var radekvivalent med”):

13 2 -1 [1][—2 1 3 2 -1 0

R R T e [0 1 1 2 1] |=5]5]
-12 3 0 0 5 5 -1 5
21—1—3—5 0 -5 =5 —1 -5
132 -10 132 10

re [0 11 21 e 0011 2 1)
000 —11 0 |~{—2%1|-9 000 1o *
000 90 000 00
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En radoperation dndrar inte ekvationssystemets I6sningsméangd, sa Az = 0 ar ekvivalent
med A’z = 0. Av utseendet pa A’ framgar att x3 och x5 bor viljas som parametrar, varefter
21, Ty och x4 blir bestdmda. Man far [6sningen

1 =585+ 3t
Tg=—85—1
T3 = 8§
Ty = 0
Ty =1
eller i vektorform = = su; + tuo, dér
1 3
—1 -1
= 1], wuy= 0
0 0
0 1

Man ser att u; och ws ar linjart oberoende, ty om su; + tus = 0 = x, sa ger tredje och
femte ekvationerna direkt s = x3 = 0, t = x5 = 0. Alltsa dr u; och us en bas for N(A).

(b) V(A) kan bestimmas genom att man utfor elementira kolonnoperationer och stoder
sig pa det faktum att dessa inte fordndrar kolonnrummet. Kolonnekvivalens betecknas med

If\]:i
13 2 -1 0
01 1 2 1 |«ke
A=1_19 3 o 5|~
21 -1 -3 -5
If\]?

cocoo
|
e

Det ar tydligt att forsta, andra och fjirde kolonnerna i A ir linjirt oberoende och spénner
kolonnrummet for A. Alltsa &r

1 0 0
0 1 0
U1 = -1 , U2 = 5 , U3 = ~11
2 -5 9

en bas for V(A) =V(A). N
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1.5 Linjira avbildningar, linjira transformationer

Definition 1.6. Lat U och V vara reella linjara rum. En avbildning (funktion, tranforma-
tion) fran U till V' kallas linjir, om

Flu®v)=F(u)® F(v) foralauvelU

och Fla®u)=a® F(u) forallace R, ueU,
eller ekvivalent, om vi dven skippar ring-operatorerna,
F(au+ pv) = aF(u) + fF(v) for alla o, 5 € R, u,v € U. (1.3)

Om U =V sédger man att F' ar en linjir avbildning pa V.

Genom upprepad anvindning av (1.3) finner man att

for godtyckliga o; € R, u; € U, k > 1. Vidare ger o = 0 i definitionen att F'(0) = 0.

Exempel 1.10. Spegling i en linje genom origo i R%. T figuren illustreras spegling i ;-
axeln.

€

X

F(ox)=oF(X)
Fy

Focty)=F()+F(y)

Exempel 1.11. U = V = ett plan med en ON-bas ey, €5, F'(x) = rotation av vektorn z
vinkeln 6 i positiv led. Linjariteten illustreras i figuren.

F(ox) = 0lF(X)

F(X+y) = F(X) + F(y) S\

€ Xy
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Exempel 1.12. U = R", V = R™,
F(z) = Az, xz € R",
dir A dr en m X n-matris. Linjariteten foljer direkt av regler i matrisalgebran, med y € R™:
F(ax + py) = Alax + By) = aAzx + Ay = oF (x) + BF(y). [ |
Exempel 1.13. (a) U = C*(0, 1] = miingden av alla kontinuerligt deriverbara funktioner
pa [0,1], V' = C[0,1],
F(f)=Df=f"
Hér foljer linjariteten av rdknereglerna for derivata:
Flaf +8g) = D(af + Bg) = af' + B9’ = aF(f) + BF(g).
(b) Lat P(t) =t" + ap_1t"' 4+ -+ - + ayt + ag vara ett polynom. Da &r
F(f)=P(D)f=(D"+a, D"+ +a1D +ao)f
="t a7 af +aof

en linjar avbildning fran U = C"(—o00,00) = mingden av alla n ganger kontinuerligt
deriverbara funktioner pa (—oo, 00) till V = C'(—00, 00). Detta visas som i (a). W

Exempel 1.14. (a) U =V = C|a,b]. For f € Cla, b] definieras Fy(f) = g1 och F5(f) = g9,
dér funktionerna g; och ¢o i Cla, b] ges av

T b
ale) = [ 0t o) = [ o020 we o]
Att verifiera att F} och Fy ar linjdra lamnas som Ovning.

En avbildning som (likt dessa och avbildningarna i Exempel 1.13) avbildar en funktion pa
en funktion brukar kallas en operator.

b
0)U=Cla v =R F(5)= [ s
En avbildning som (likt denna) avbildar en funktion pa ett tal brukar kallas en funktional.
Helt analogt med definitionerna av nollrum och virderum for matriser, Definition 1.4, gor

vi motsvarande definitioner for avbildningar.

Definition 1.7. Lat F' vara en linjar avbildning fran ett linjart rum U till ett linjart rum
V. Nollrummet for F ar
N(F)={ueU: F(u) = 0},

och varderummet for F ar

V(F)={veV:v=F(u) fornagot u e U} = {F(u) :u e U}
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Precis som i Sats 1.2 visar man att N(F) och V(F) dr underrum till U respektive V. Om
U=R"V =R"och F(z) = Az, med A € R™*", sa &r N(F) = N(A) och V(F) =V (A).
I Exempel 1.10 &r N(F) = origo och V(F) = R?, i Exempel 1.13 (a) ir N(F) = mingden
av konstanta funktioner och V(F) = V.

En ekvation
F(u) =wv, (1.5)

dir v € V ar givet och v € U sdkt, kallas en linjdr ekvation. Da v = 0 kallas ekvationen
(1.5) homogen, annars inhomogen. Beroende pa F' kan (1.5) vara ett linjért ekvationssys-
tem, en differentialekvation, ett system av differentialekvationer, en differensekvation, en
integralekvation, osv. Analogt med Sats 1.2 géller foljande sats:

Sats 1.3. Antag att u, dr en kind losning till (1.5) (en partikulirlésning). Déa dr v € U
en losning till (1.5) om och endast om w dr av formen

u=1u,+uy, dir u, € N(F). (1.6)

Bevis. Da F(u,) = v, giller foljande ekvivalenser:

F(u)=v=F(u,) & Flu—u,) =F(u)—F(u,) =0 <
u—u, € N(F),

vilket visar (1.6). W

Anmérkning. Enligt Sats 1.3 &r 16sningsméngden till (1.5) den affina méngden u,+ N (F');
se Definition 1.3. I detta sammanhang kan anmérkas att en avbildning som &r av formen
vo + F(u), dir vy € V ér konstant och F' &r linjar, brukar kallas en affin avbildning.

Vi kommer att aterkomma till linjéra avbildningar i kapitel 3, speciellt kommer vi att titta
pa sa kallade ortogonala avbildningar samt se pa hur man kan beskriva linjira avbildningar
med hjilp av matriser.

1.6 Linjart oberoende, linjart beroende, bas och dimension

Begreppen som vi introducerar i detta avsnitt stoter man pa i nagon form i samband med
geometriska vektorer. Sa ér t.ex. tre (geometriska) vektorer linjart oberoende om de inte
ligger i ett och samma plan. En sadan uppsittning vektorer kan anvindas som en bas i
rummet, och detta leder som bekant till begrepp som komponenter (av en vektor) och
koordinater (for en punkt). Motsvarande kan goras i ett godtyckligt vektorrum (av dndlig
dimension). Dimensionen #r det antal vektorer som ingar i en bas. Ett centralt resultat
i detta avsnitt ar att varje bas innehaller lika manga vektorer, vilket inte trivialt. For
att komma fram till det behover vi en del grundliaggande satser. Bokstaven V' betecknar
genomgaende ett reellt linjirt rum (men allting géller ocksa for komplexa linjira rum).



1.6 Linjart oberoende, linjirt beroende, bas och dimension 15

Definition 1.8. Lat uq,...,u, vara vektorer i V. En linjdrkombination av uq,...,u, ar
en vektor av formen
AU + Aoug + -+ AUy,

for vissa skaldrer \j, ..., \,.

Vi har redan sett i avsnitt 1.3 att méngden av alla linjirkombinationer av u, . .., u, utgor
ett underrum av V och att detta underrum betecknas Span{uy, ..., u,}.

Definition 1.9. En uppsittning vektorer uy, ..., u, i V sigs spinna (eller generera) V om
varje element i V' ér en linjirkombination av uy, ..., u,, dvs. V' = Span{us, ..., u,}.

Exempel 1.15. R" spianns av vektorerna
er = (1,0,...,0), e =(0,1,...,0),..., e, = (0,0,...,1),

ty ett godtyckligt x € R™ kan skrivas

x = (x1,%,...,%,) = T1€] + Tay + -+ + Tpey. [ |

Definition 1.10. En uppsittning vektorer uy,...,u, i V sigs vara linjirt beroende om
nollvektorn kan skrivas som en icke-trivial linjirkombination av uq,...,u,, dvs. om ett
samband av formen

/\1u1 + )\QUQ + -+ )\nun =0 (17)
ar mojligt med nagot \; # 0. Om & andra sidan relationen (1.7) endast &r mojlig da
Al =X ==X\, =0, sa sdgs uy,...,u, vara linjdrt oberoende.
Exempel 1.16. Vektorerna ey, ..., e, i R" (se Exempel 1.15) dr linjirt oberoende, ty om

0:)\161+"'+/\n€n:(Ala---a)\n);

sa ar alla \; = 0. [ |

Foljande lemma &r bekant for den som studerat geometriska vektorer och vektorer i R,
men géller alltsa generellt for linjara rum:

Lemma 1.1. Vektorerna uy, ..., u, ar linjirt beroende om och endast om nagon av dem
kan skrivas som en linjirkombination av de dvriga.

Bevis. Antag att ug,...,u, ir linjirt beroende sa att (1.7) géller med nagon koefficient,
sdg A;, skild fran noll. Da kan vi dividera med \; och 16sa ut u; som en linjirkombination
av de dvriga vektorerna:

oM A A A
T )\i 1 )\i i—1 \ i+1 \s n-
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Omvint, om nagon av vektorerna, sig u;, ar en linjirkombination av de 6vriga, sa &ar
U = QUL+ v QU1+ Q1 Uig1 + - Qplly

for vissa tal aq, ..., &1, 1, . .., . Overflyttning av w; till hogerledet ger ett samband
av formen (1.7) ddr atminstone nagon koefficient &r skild fran noll (namligen \; = —1).
[

Lemma 1.2. Antag att uq, ..., uy, arlinjdart oberoende vektorer i V.. Omwv € V inte tillhor
underrummet U = Span{uy, ..., uy}, 8@ Gr uy, ..., Uy, v linjirt oberoende.

Bevis. Antag
oy + -+ apily, + S = 0. (1.8)
Om § # 0, kan v skrivas som en linjirkombination av wuq, ..., u,,, vilket strider mot att
v ¢ U. Alltsa &r 3 = 0, och
QiU + - F QO = 0.

Da uq,...,u,, ar linjirt oberoende, sa maste vi ha a; = --- = «,,, = 0. Da &r alla koeffici-
enter i (1.8) noll, och uy, ..., uy,v ar linjirt oberoende. W
Definition 1.11. En uppsittning vektorer uy,...,u, i V sigs vara en bas for V' om vek-

torerna ar linjirt oberoende och spianner V.

Definition 1.12. Ett linjirt rum V séigs ha dimensionen n, skrivet dim V' = n, om n dr det
maximala antalet linjart oberoende vektorer i V. Om inget sadant n finns, dvs. om man
kan finna delmingder av V' bestaende av godtyckligt manga linjart oberoende vektorer,

Anmairkning. Det triviala rummet {0} innehaller inga linjért oberoende vektorer, varfor
dimensionen ar 0.

Sats 1.4. Antag att V' har dimensionen n > 0. Da finns minst en uppsdattning av n linjdrt
oberoende vektorer ur V. Varje sadan uppsdtining dr en bas for V.

Bevis. Lat uy,...,u, vara en godtycklig uppséttning av n linjiart oberoende vektorer ur
V. Existensen av minst en sadan uppséttning foljer fran Definition 1.12. Lat v € V vara
godtyckligt. Om v inte tillhér Span{ui,...,u,}, sa ger Lemma 1.2 att wuy,...,u,, v &r
linjart oberoende. Men detta strider mot maximaliteten av n i Definition 1.12. Alltsa ar
v en linjarkombination av uy,...,u,. Da v € V dr godtyckligt, visar detta att uy,..., u,
spanner V och alltsa ar en bas for V. |

Vi har nu visat att varje linjart rum av dndlig dimension har nagon bas. Vi 6nskar bevisa
att alla baser for ett rum V' har lika manga element. Da behdver vi foljande resultat, som
ar centralt i samband med begreppen bas och dimension.
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Sats 1.5. Antag att V spianner av vektorerna uq,...,u,. Dd dr varje uppsdtining av fler
an n vektorer 1 V' linjart beroende.

Bevis. Lat vy,...,v, vara p vektorer i V, dar p > n. Eftersom u,,...,u, spidnner V' kan

man skriva
n

V; = QU+ Ay, = E iUy, 221,...,])7
Jj=1

for vissa koefficienter aj;. Betrakta ekvationen

T+ xpv, = 0, (1.9)
som kan skrivas )

Do w( Y ajiug) =0,

=1 j=1
eller

j=1 =1
Ekvationen (1.10), och dérmed (1.9), dr satisfierad for varje val av zy, ..., 2, sadant att

P
d ajwi=0 forj=1,...,n. (1.11)

i=1

Men (1.11) &r ett homogent ekvationssystem med n ekvationer och p obekanta, dér p > n.
Enligt Sats 0.1 har (1.11) en icke-trivial 15sning, dvs. det finns tal zy,...,z,, €j alla noll,
sa att (1.9) satisfieras. Detta betyder att vy, ..., v, r linjdrt beroende. W

Sats 1.6. Antag att V ar dndligdimensionellt. Da har alla baser for V lika manga element,
och detta antal dr lika med dimensionen for V.

Bevis. Klart om dimV = 0. Om dim V' = n > 0, sa finns enligt Sats 1.4 nagon bas med
n element. Betrakta sa en annan bas (vilken som helst) och antag att den bestar av m
vektorer. Eftersom n dr det storsta antal linjart oberoende vektorer, som kan forekomma
i V, och eftersom vi har m linjért oberoende vektorer i den andra basen, sa maste m < n.
Dessa m vektorer spdnner ocksa V', och skulle vi ha n > m, sa skulle Sats 1.5 ge att de
n vektorerna i den forsta basen vore linjart beroende, vilket &r orimligt. Alltsa ar m = n,
dvs. alla baser for V' har n element. W

Exempel 1.17. (a) R™ har dimensionen n, ty enligt Exemplen 1.15 och 1.16 har R"™ en
bas bestaende av n element, namligen {e;}7;.

(b) C™ med komplexa skaldrer har pa samma sétt dimensionen n, ty e,...,e, ir en bas
ocksa for C™. Det blir dock annorlunda om vi betraktar reella skaldrer. Det komplexa talet
r + iy kan identifieras med punkten (z,y) i R? (det komplexa planet), varfor dim C' = 2
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och dim C" = 2n med reella skaldrer. I det senare fallet &r vektorerna ey, ieq, ..., e,,ie, en
bas.

(¢) Rummet P,, polynom av grad < n, har dimension n + 1 ty vektorerna (polynomen)
pr=1, pys =1, ..., ppy1 = t" dr linjirt oberoende och spinner rummet dvs de dr en bas
med n + 1 vektorer.

(d) Rummet Cfa,b] ar odndligdimensionellt, ty vi kan finna godtyckligt manga linjért
oberoende funktioner i rummet. Exempelvis dr funktionerna 1, ¢,...,¢" kontinuerliga och
linjart oberoende for varje n, ty ett polynom som inte &r nollpolynomet har bara dndligt
manga nollstéllen. MW

Vi avslutar detta avsnitt med nagra nyttiga satser rorande bas och dimension. En uppsétt-
ning vektorer, som spanner V', kan tunnas ut till en bas for V', och en uppsittning linjart
oberoende vektorer kan utvidgas till en bas for V. Detta &r innebdrden i det tva féljande
satserna.

Sats 1.7. Antag att V spinns av uy,...,u,, och antag att m dr det maximala antalet
linjdrt oberoende vektorer bland uy, . . ., u,. Efter eventuell omnumrering av vektorerna kan
vi anta att uq, ..., Uy, dr linjart oberoende. Da gdller att uq, ..., u,, dr en bas for V', sa att
dimV = m.

Bevis. Om m = n ér saken klar, sa antag m < n. Lat U = Span{u, ..., u,}. Da ér alltsa
Uty ..., Up en bas for U. Antag m < k < n. Da f6ljer av Lemma 1.2 att uj, € U (i annat fall
VOTE Uq, . . ., Uy, Uk linjirt oberoende, vilket skulle strida mot maximaliteten av m). Alltsa
géller att alla vektorerna wuy,...,u,, och dirmed alla linjarkombinationer av dem, tillhor
U. Med andra ord giller att varje vektor i V tillhér U, varfor U =V. R

Sats 1.8. Antag att dimV = n > 0 och antag att uy,...,u, med m < n dar linjdirt
oberoende vektorer + V. Da kan man finna vektorer w1, ..., U, sa att uy, ..., u, dr en bas
for V.

Bevis. Lat U, = Span{uy,...,u,}. Da & dimU,, = m < n, och vi kan finna en vektor
Ums1 € V sadan att w1 € U,. Enligt Lemma 1.2 &r uy, ..., Uy, Uy linjdrt oberoende.

Om m 4+ 1 < n upprepas detta resonemang tills vi har funnit n linjirt oberoende vektorer
U, . .., U,. Enligt Sats 1.4 utgor dessa en bas for V. N

Sats 1.9. Antag att V' dr dndligdimensionellt med dim'V' > 0 och att U dr ett underrum
av'V. Da dr dimU < dimV. Om dimU =dimV, sd dar U =V,

Bevis. Lat n = dim V. Fler d4n n linjart oberoende vektorer i U betyder fler dn n linjart
oberoende vektorer i V| vilket dr omojligt. Alltsa &r dim U < n enligt Definition 1.12. Om
dimU = n sa finns en bas for U bestaende av n vektorer. Men dessa vektorer maste da
ocksa utgora en bas for V enligt Sats 1.4. Da fasatt U =V. N
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1.7 Grundliggande teori for linjira ekvationssystem

I Exempel 1.9 bestdmde vi baser for nollrummet N(A) och virderummet V(A) till en
matris. Vi fann att dim N(A) + dim V(A) = 2 + 3 = 5 = antalet kolonner i A. Detta &r
ingen tillfallighet utan en konsekvens av féljande sats, som &r en av hornstenarna i den
linjdra algebran.

Sats 1.10 (Dimensionssatsen). Ldit A vara en m x n-matris. Da galler att
dim N(A) + dim V(A) = n.

Bevis. Antag dim N(A) = p, ddr 0 < p < n, och lat ey, ..., e, vara en bas for N(A) C R".
Enligt Sats 1.8 kan vi finna vektorer e,1,...,e, sa att eq,..., e, blir en bas for R". Varje
x € R" kan skrivas pa formen

x:)\161+"'+)\n6n7

och vi far

Ax = MAey + -+ N Ae, + Npp1hepr + -+ N\ Aey, =
= )\p+1A€p+1 + 4+ )\TLA€TL7

ty Ae; = 0, eftersom e; € N(A), for i = 1,...,p. Alltsa spanns V(A) av vektorerna
Aepyiq, ..., Aey,. Lat oss visa att de &r linjért oberoende. Antag

apy1Aep + -+ o Ae, = 0,

och sitt y = api1€pp1 + -+ + ane,. Da dr Ay = 0, dvs. y € N(A), och y kan skrivas pa
formen
Y =o1e1 + -+ ey,

Men da ar

arer + -+ apep — Qpri€prn — - — pen = 0,
och da eq,...,e, dr linjirt oberoende, sa dr a; = 0 for alla 7. Speciellt dr oy = -+ =
a,, = 0, vilket visar att Aey,yq,..., Ae, dr linjart oberoende. Ddrmed dr dessa vektorer en

bas for V(A), och det foljer att dimV(A) = n — p, dvs. dim V(A) + dim N(A) = n. Med
en liatt modifiering av ovanstaende resonemang ser man att detta géller dven i fallen p =0
och p = n, varfor satsen ar fullstindigt bevisad. W

Lat kolonnrangen for A vara lika med dimensionen for virderummet till A och lat radrangen
for A vara lika med dimensionen for radrummet till A. Med hjilp av dimensionssatsen kan
vi nu bevisa att kolonnrangen och radrangen fér en matris ar lika.

Sats 1.11 (Rangsatsen). For en godtycklig m x n-matris A gdller att kolonnrangen och
radrangen dr lika.



20 1 LINJARA RUM, VEKTORRUM

Bevis. Genom en f6ljd av elementéra radoperationer (som vid fullstindig Gauss-elimina-
tion) kan A transformeras till en matris av formen

J1 Je J3 Jr—1 Jr
1 0 0 0 0
0 1 * * 0 0 0
0 0 0 1 0 0
L r
A =1 0 o 0 1 0 =« (1.12)
0 0 0 0 1 *
0 0 0 0 0 }
o m—r

Fore kolonn nummer j; kan finnas ett antal kolonner bestiaende av idel nollor (i extremfallet
att A dr nollmatrisen, sa ar det allt som finns), och efter kolonn nummer j, kan finnas ett
antal kolonner, som avslutas med m — r nollor. Da ekvationerna Ax = 0 och A’x = 0 ar
ekvivalenta, sa géller att N(A) = N(A’). Eftersom radrummet bevaras sa dr radrangen for
A och A’ lika. Nu ger dimensionssatsen att detsamma géller for kolonnrang, ty

dimV(A") =n —dim N(A") =n — dim N(A) = dim V(A).

Radrangen for A’ &r r, ty det &r uppenbart att de r férsta raderna i A’ &r linjért oberoende
(titta speciellt pa elementen nummer ji, ja, ..., j, i raderna). Likasa &r kolonnrangen for
A’ lika med r, ty kolonnerna nummer ji, ja, ..., J, ar linjart oberoende och Gvriga kolon-
ner dr linjirkombinationer av dessa. Av det ovan sagda foljer nu att bade radrangen och
kolonnrangen for A ar lika med r. W

Definition 1.13. Det gemensamma virdet pa radrang och kolonnrang kallas matrisens
rang och betecknas rang A.

Anmérkning. Beviset i Sats 1.11 visar att rangen for A dvs dim V' (A) ocksa kan beskrivas
som antalet pivotelement efter fullbordad Gauss-elimination vid 16sandet av ekvations-
systemet Ax = (. Det star ocksa klart att dim N(A) ar méngden av fria variabler vid
losandet av detta homogena system.

Alternativt bevis for Sats 1.11. Man kan bevisa Sats 1.11 mer direkt utan att beho6va
aberopa dimensionssatsen. Som forut konstaterar vi att

Av =0 & Az =0,

dér A" dr matrisen (1.12). Om a; &r kolonnerna i A och aj dr kolonnerna i A’ si kan detta
skrivas
riay + - xpa, =0 & xiad) + -+ zga), = 0.
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Alltsa bevaras linjdra samband mellan kolonnerna vid elementéra radoperationer. Detta
betyder att om vissa av kolonnerna i A’ &r linjart oberoende, sa géller detsamma for
motsvarande kolonner i A (och omviint), och om en viss kolonn @’ ir en linjéirkombination
av vissa andra af, sa géller detsamma for motsvarande kolonner i A (och omvint). Som
forut konstaterar vi att kolonnerna nummer ji, jo, ..., j. 1 A" ir linjirt oberoende och att
6vriga kolonner ar linjirkombinationer av dessa. Da géller samma sak for kolonnerna i A.
Dérmed &r kolonnerna nummer jy,...,j, 1 A en bas for V(A), sa att kolonnrangen for A
ar r. Som forut dr radrangen for A ocksa lika med 7, och satsen foljer. W

Exempel 1.9 (forts.). Med ledning av ovanstaende alternativa bevis kan vi ge en annan
16sning till del (b). Vi kan ndmligen utnyttja radoperationerna i (a)-delen for att bestimma
V(A) savil som N(A). Vi ser att for den transformerade matrisen A’ i (a) géller att forsta,
andra och fjarde kolonnerna utgor en bas for V(A’). Alltsa ar (enligt ovanstaende bevis)
forsta, andra och fjarde kolonnerna i A en bas for V(A). N

Sats 1.12. Lat A wvara en n X n-matris. Da gdller att rang A = n om och endast om
det A # 0.

Bevis. Antag att A transformeras till trappstegsformen (1.12) (med m = n) genom en
foljd av elementira radoperationer. Vid en enstaka radoperation multipliceras matrisens
determinant med ett tal skilt fran noll, sa att det A = cdet A’, dér ¢ 2 0. Om r =rang A =
n = m, sa maste pivotelementen 1 i A’ ligga utefter huvuddiagonalen (se (1.12)), sa att
det A" =1 (eftersom A’ dr uppat trianguldr). Alltsa &r det A # 0. Om & andra sidan r < n,
sa dr minst ett diagonalelement i A’ noll. Alltsa dr det A/ =0och det A=0. N

Med hjéilp av dimensionssatsen, Sats 1.10, kan vi nu ge en koncis sammanfattning av teorin
for linjéra ekvationssystem.

Sats 1.13. Lat A vara en m X n-matris. Sdtt r = rang A.

(a) Ekvationssystemet Ax = b dr losbart om och endast om b tillhor det r-dimensionella
underrummet V(A) av R™. Speciellt dr Az = b losbart for alla b € R™ om och endast om
r=m.

(b) Antag att systemet Az = b dr losbart. Losningsmdngden dr da (n — r)-parametrig.
Speciellt dr losningen entydigt bestamd om och endast om r = n.

Bevis. (a) Det forsta pastaendet f6ljer direkt av definitionen av V(A) och av att dim V' (A)
= r. For det andra pastaendet utnyttjar man ocksa att R™ dr det enda m-dimensionella
underrummet av R™ (Sats 1.9).

(b) Losningsméngden beskrivs i Sats 1.2. Mangden av alla 16sningar x, till det homogena
ekvationssystemet Az = 0 dr forstas inget annat dn nollrummet N(A). Enligt Sats 1.10 &r
dim N(A) = n —dimV(A) = n — r. Darfor ingar n — r parametrar i allménna lésningen
xp,. Specialfallet foljer av att {0} ar det enda 0-dimensionella underrummet av R*. W
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Sats 1.14. Lat A vara en n X n-matris. Da dr foljande utsagor ekvivalenta:

(i) Az =0 har endast lisningen x = 0.
i) Az =0b dr losbar for alla b € R™.
iii) Az =b dr entydigt losbar for alla b € R™.
iv) rangA =n.
v)  Kolonnerna i A dar linjirt oberoende.
i) A ar inverterbar.
i

vii) det A # 0.

Bevis. Sats 1.13 visar att (i), (ii) och (iii) var och en &r ekvivalent med att rang A = n
(anvéind (b) for (i), (a) for (ii), (a) och (b) for (iii)).

Om kolonnerna i A ar aq,...,a, sa giller att
Ax = z1a1 + -+ - + xha,.
Hérav framgar att bade (i) och (v) innebér
Ar =0 = x=0.
Alltsa giller att (i) < (v).
(vi) < (vii) foljer av Sats 0.2.
Slutligen har vi att (iv) < (vii), vilket visades i Sats 1.12.

Dérmed &r visat att (i) (vii) ar ekvivalenta. W

Sarskilt ofta anvinds implikationen (i) = (vii) i Sats 1.14. Omvéint kan den formuleras pa
foljande sitt:

Fo6ljdsats. Lat A vara en n X n-matris med det A = 0. Da har ekvationssystemet Az =0
icke-triviala lésningar.

Vi avslutar detta avsnitt med ett exempel som behandlar aktuella begrepp for en given
matris.

Exempel 1.18. Vi bestdmmer baser for N(A), V(A), Row(A) samt rangen for matrisen

1 11
2 60
A= 0 —4 2
3 71

Radreduktion ger A’ =

OO O =
O O = =
o
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Vi ser att Row(A) = Row(A") = Span{(1 1 1), (0 4 —2)}.

Pivotkolonnerna dr nummer 1 och 2. Motsvarande kolonner i A spanner kolonnrummet,

1 1
2 6
dvs. V(A) = Span{ e 4 }
3 7
For nollrummet l6ser vi homogena systemet Ax = 0 < A’z = 0, som har parameter-
—3/2 -3
l6sningen z =t 1/2 | dvs. N(A) = Span{ 1|}
1 2

Enligt definitionen &r rang A = dim V' (A) = 2.
Vi noterar ocksa att dim V' (A) 4+ dim N(A) = 3, som dimensionssatsen siger. W

1.8 Koordinater och basbyte

Lat e = {ey,eq,...,¢e,} vara en bas for ett linjart rum V' (observera att vektorernas ord-
ningsfoljd ar viisentlig). Varje vektor u € V kan da skrivas pa formen

U= x161 + Toty + - -+ Tpen (1.13)
for vissa tal zy, ..., x,, eftersom ey, ..., e, spanner V. Denna framstillning dr entydig, ty
om

u=mx1€1 + + Tpe, = TiEr + -+ 2 e,
sa far vi
(ry —x))er+ -+ (x, — 7)) en = 0,
varfor x; — 2, =0 for i = 1,...,n, eftersom ey, ..., e, ér linjirt oberoende. Alltsa finns en

entydig motsvarighet mellan element i V' och element i R" given av (1.13):
u = x=(r1,T9,...,T,).

Denna motsvarighet bevarar addition och multiplikation med skaldr, dvs. om u < z, v < v,
med y = (y1,Y2,--.,Yn) € R", och a € R, sa géller att

u+v < r+t+vy,

au <— ox.
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Detta foljer av att

n

Ut v= inei +Zyi€i = Z(xl+yl)ez — (.Tl +y177xn+yn) =
=1 =1

i=1
=(r1,..,xn) + (Y1, Yn) =T+ v,

n n
ou =« g Tie; = g axie; « (ary,...,ax,) = axy, ..., x,) = az.
i=1 i=1

Detta utstracks sedan till godtyckliga linjarkombinationer, sa att om wu; «<» x; och o; € R
for j =1,..., k, sa géller att

Uy + -+ apup < oy s+ aprg.

Anmirkning. Av denna relation framgar att ett antal vektorer wy,...,u, i V linjart
oberoende om och endast om motsvarande vektorer zy,...,x; i R™ dr linjdrt oberoende.

Definition 1.14. Talen x,...,xz, i (1.13) kallas koordinaterna for vektorn u i basen e,
och vektorn x kan vi kalla for u:s koordinatvektor.

Vi later koordinatvektorn vara en kolonnvektor, som vi ocksa skriver som

u )

/e

eller i kompaktare form som [u]e. Da kan ovanstaende skrivas

[auy + - - 4+ apug)e = qfur]e + - - - + aifur]e- (1.14)
Om basen #ndras, sa éndras forstas ocksa koordinaterna. Lat e = {e1,...,¢e,} och € =
{€|,... e} } vara tva baser for ett vektorrum V. Lat en vektor u € V ha koordinaterna
z = (1,...,2,) och 2’ = (27,...,27) 1 baserna e resp. €. Eftersom u = 377 27¢} ger
(1.14)
n 4
v=[ue =Y ajle]le = ([el)e,-- - [eh]e) | i | =T,
Jj=1 1-;1
dar | |
T=([ele,..-,[en]e) = €1 - e, |- (1.15)

| A

Det sista skrivsittet framhéver att kolonnerna i matrisen T &r koordinatvektorerna for

/

€, ...,el, 1basen e. Vi kallar T" for transformationsmatrisen eftersom den heskriver Gver-

gangen fran koordinater i en bas €’ till en annan bas e. Om T' = (t;;) sa dr ¢j = Y 1" ti;¢;.
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Eftersom €],..., €}, &r linjart oberoende i V, sa &r kolonnerna i 7" linjért oberoende i R"
(se anmérkningen ovan). Enligt Sats 1.14 (ekvivalensen mellan (v) och (vi)) &r da 7" inver-
terbar. Vi har alltsa

r=T2, =T "a, (1.16)

dar

Ibland kan det vara aktuellt att fortydliga mellan vilka baser transformationen sker och da

anvinder vi skrivsittet To._o och det foljer att Ty = Te;le,. Basbytesformlerna blir da:

r="Te o', =Ty x=T" (1.17)

e

Ibland har vi situationen att V' ar ett underrum av nagot linjart rum U, och att vektorerna
e; och €} dr givna med koordinater i nagon standardbas f for U. Da ger (1.14)

n l1j
[ehle = tijlede = (leale, s lenle) | 1| = (leades- - [eale) [€)e, G =1,..n,
i=1 tnj

dvs.

el .oe |l =ler ... en| T (1.18)

‘ ‘ £ ‘ ‘ f
Speciellt kan vi ha U =V och ta f = e eller f = €/, vilket ger tillbaka (1.17).
Exempel 1.19. Lat e; = (3,0, —1), e; = (1,—1,—1) och €} = (2,1,0), e, = (0, 3,2). Da
ir e = {e1, 2} och € = {¢], e,} tva baser for underrummet (planet) x — 2y +32 =01 R3.

(Kontrollera att vektorernas koordinater satisfierar denna ekvation.) Med standardbasen
for R3 ger da (1.18)

2 0 3 1
1 3] = 0 —1]T.
0 2 -1 -1
Vi kan fa T genom att multiplicera med transponatet till matrisen som star framfor 7.

3 0 -1 31 3 0 -1 20
1 -1 —1 O —LyT=1{y _y 1)L 3)
-1 -1 0 2
10 4 6 —2 1 3 —4\ (6 —2 1 1
(4 S)T_<1 —5)’ T‘ﬁ(—z; 10) <1 —5>_<—1 —3)'
Detta betyder att €] = e; — ey och €, = e; — 3eq, vilket naturligtvis dr latt att se direkt i
detta enkla exempel. H
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1.9 Nagra exempel pa grundliggande begrepp inom linjar algebra
I detta avsnitt ger vi nagra exempel, som illustrerar begrepp och resultat som vi gatt
igenom hittills i detta kapitel.

Exempel 1.20. Linjirt oberoende vektorer (funktioner) Visa att funktionerna
T T 2x

x, e’ xe’ e

ar linjdrt oberoende (a) pa R, (b) pa ett godtyckligt intervall [a, b] (a < b).

Losning. (a) Antag att
1T + o€® + cyze” 4 c4e®® =0 for alla = € R. (1.19)
Dividera (1.19) med e**:
crre 2 4 coe 4 csxe P 4 ¢4 =0 for alla x € R.
Lat hiar o — oo sa fas ¢4 = 0. Séatt 2 =01 (1.19):
Co+cy =co = 0.
Dividera (1.19) med ze® (och utnyttja co = ¢4 = 0):
cie” ¥ +c3 =0 for allaxz € R.

Lat x — oo sa fas cg = 0, och alltsa ar ocksa ¢; = 0. Darmed ar alla ¢; = 0, och funktionerna
ar linjart oberoende.

(b) Antag att
17 + coe” + czwe” 4 cqe® = 0 for alla x € [a, b]. (1.20)

Den hér gangen kan vi varken lata @ — oo eller sdtta x = 0 (i allménhet), utan vi maste
resonera annorlunda. Ett sdtt &r att derivera identiteten (1.20) tre ganger, vilket ger

1+ coe” 4 c3(z + 1)e” + 2c4e* =0
co€” + c3(w + 2)e” + dege® =0
coe” + c3(z + 3)e” + 8cye® =0

for alla « € [a,b]. For varje fixt = € [a, b] fas foljande ekvationssystem (efter division med
e”) i de obekanta ¢y, co, 3, 4

e ci 4+ o+ xeg+€ecy, =0

e e+ e+ (x4 1)eg + 2e%cy =0
Co + (1‘ + 2)63 + 463664 =0

Co + (fL’ + 3)63 + 8€zC4 =0
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Systemdeterminanten &r

re ' 1 T e’ rze ™™ 0 -2 =3
e 1 z+1 2€° e 0 =1 —2e
0 1 x+2 4e”| [-1] | 0 1 242 4e°
0 1 243 8 0 0 1 4e”
re ™t —2 —3e” ze ™ (0 bHe*
=—|e?* -1 —2¢" =—|e® 0 2| =
0 1 de® ¢ihﬂ 0 1 4e”
ze * bHer
=] o 9| = 2 — 5.

Om vi ser till att vilja x # %, sa blir alltsa determinanten # 0, och systemet har den

entydiga 16sningen ¢; = ¢ = ¢3 = ¢4 = 0. Detta betyder att funktionerna &r linjart
oberoende. |

Exempel 1.21. (Koordinater och basbyte) Betrakta f6ljande tva baser for rummet P
(rummet av polynom av hogst grad 3): b = {1, t—1, t*—t, 3}, ¢ = {1, t+1, t*—1, t3+¢}.
Vi ska

a) bestimma koordinaterna for p = 3> — ¢ + 1 i basen b

b) anviinda koordinattransformation for att bestimma koordinaterna for p i basen c

c¢) bestdimma koordinaterna i b-basen for polynomet ¢, som i c-basen har koordinaterna

1
2
de=| _]
1
Lo6sning:
0
a): Vifaratt p=—1(t — 1) + 1(t*) = —1by + by dvs. [¢]p = _(1)
1
b): I detta exempel dr det ldtt att direkt uttrycka b-basen i c-koordinater, t.ex. by = t—1 =
1 -2 2 1
. . 0 1 -1 -1
—2+4(t+1) = —2¢1 +¢3. Detta ger transformationsmatrisen Ty, = 0 0 1 0
0O o0 0 1
1 -2 2 1 0 3
. . o o 1 -1 -1 -1 | -2
Koordinatbytet blir alltsa [ple = Teep[plp = 0o 0 1 0 o | = 0
0O o0 0 1 1 1

Som kontroll kan vi skriva: 3 —2(t + 1)+ 3+t =13 —t + 1.
I allménhet dr det inte sa latt att hitta transformationsmatrisen dirikt. Da kan man ga via
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en standardbas, som i ekvation (1.18). I detta exempel skulle vi kunna ta standardbasen

1 =1 00
.. 9 .3 : 0 1 -10
for P3 som e = {1, t, t*, t°}. Det leder till To.y, = 0 0 10 och Te o =
0 0 01
11 -10
01 01 . Cs _1 :
o0 10|’ och enligt (1.18) blir da T, = T, ! Tep. I MATLAB med notationen
00 01
\ (backslash) for invertering (ekvationslosning) kan vi alltsa skriva Teop, = Tocc\Tocb-
1 -2 2 1 1
: . 0o 1 -1 -1 2
c): Enligt basbytesformeln géller [¢]c = Te—blq]b < 0o 0 1 0 [q]b = 1
0 o0 0 1 1
6
- . 2
Losning av ekvationssystemet ger [g], = _1
1
Exempel 1.22. (Lagranges interpolationsformel) Lat x;, i = 0,...,n, vara n+1 olika
punkter, och lat ¢;, ¢ = 0,...,n, vara givna tal. Visa att det finns exakt ett polynom p av

grad hogst n sadant att
plz;)) =¢, i=0,...,n.

Losning. Sétt

(x —x0) ... (r— i) (@ —2i01) ... (x — 1)

i(T) = , 1=0,...,n.
p ( ) ($i—$0)...($i—ZL'i,l)(l'i—$i+1)...(l'i—$n)
Da géller att p; € P,, och
| 0 fori#j,
wiay={ ) eiZ7 1.21)

Polynomen p; ér linjart oberoende, ty antag att
Z Ajpj(z) =0 for alla .
j=0

Da fas speciellt for x = ; (med hjélp av (1.21)) att

S Api@) =N =0, i=0,...n,
7=0
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vilket bevisar pastaendet. Eftersom P, dr (n + 1)-dimensionellt, sa utgor alltsa de n + 1
elementen p; en bas for P,. Av (1.21) féljer ocksa att

3

uppfyller p(z;) = ¢; fér i =0, ..., n. Polynomet p dr entydigt bestimt, ty antag att ¢ € P,
ar sadant att q(z;) = ¢; for i = 0,...,n. Da ar ¢ — p ett polynom av grad hogst n med
n + 1 olika nollstéllen. Alltsa dr ¢ — p nollpolynomet, dvs. g =p. W

Exempel 1.23. (Magiska kvadrater) En magisk kvadrat av ordningen n ir en n x n-
matris, dir summorna langs alla rader, alla kolonner och bada diagonalerna alla &dr lika
med ett och samma tal. Detta tal kallas kvadratens linjesumma. Ett enkelt exempel ar

[S2EE BN \)
= Ot O
0 W W~

en magisk kvadrat av ordning 3 med linjesumman 15. Vi betecknar méngden av alla magiska
kvadrater av ordning n med Mag,. Om M € Mag,,, sa later vi s(M) beteckna linjesumman
hos M. Vidare later vi 0Mag,, beteckna méngden av alla M € Mag, med s(M) = 0. Om
M, och M, tillhor Mag, , sa ar det tydligt att M; + M, ocksa dr en magisk kvadrat med
s(My+Msy) = s(My)+s(Ms). Vidare géller att aM; € Mag, med s(aM;) = as(M;). Alltsa
ar Mag,, ett underrum av R"*", och vidare &r OMag,, ett underrum av Mag, . Uppgiften ar
att bestimma dimensionen av Mag,. Vi antar att n > 3.

Antag M € Mag, med s(M) = m. Lat E vara n x n-matrisen med ettor pa alla platser.
Da giller att £ € Mag, med s(E) = n. Alltsa & M — ™E en magisk kvadrat med
linjesumma s(M — 2 F) = s(M) — s(E) =m — "n =0, dvs. M — ™ E € 0Mag,,. Antag
att dim OMag,, = ¢, och lat My, My, ..., M, vara en bas for 0Mag,,. Da kan alltsa M — " F
skrivas som ay M +- - -+, M, for vissa tal ay,..., 04, och vifar M = oy Mp+-- -+ o M, +
"B, Alltsa spanns Mag,, av M, ..., My, E. Dessa matriser ér linjirt oberoende, ty antag
att Ji1My+- -+ B, My +~E = 0. Da éar f1s(My)+- - -+ B,;5(M,) +vs(E) =yn = s(0) =0,
ty s(M;) = 0 for i = 1,...,q. Alltsa &r v = 0 och My + --- + B,M, = 0, varfor
Bi = -+ = By =0, eftersom M, ..., M, ar linjart oberoende. Foljaktligen ar M, ..., M,, F
en bas for Mag,,, och dim Mag, = ¢ + 1. Det géller nu att bestimma q.
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Antag att A = (a;;) € 0Mag,,. Rad-, kolonn- och diagonalsummorna &r da

n

E a;; =0, 1=1,...,n,

j=1

n
E (li]‘:O, j:L...,n,
i=1
n

Zaii =0,

i=1
n
Z Ainy1—i = 0.
i=1
Lagg A:s element i en vektor X:

_ T
X*(a117"'7a1n7a217'"7a2n;"'7an17"‘;ann> .

Da ligger A i 0Mag, om och endast om

BX =0,
dir B ér (2n + 2) X n* -matrisen
11...1 00...0 ... 00...0
00...0 11...1 ... 00...0
00...0 00...0 ... 11...1
10...0 10...0 ... 10...0
B=1]01...0 01...0 ... 01...0
0...10 0...10 ... 0...10
00...1 00...1 ... 00...1
10...0 01...0 ... 00...1
00...1 0...10 ... 10...0

Det géller alltsa att dim OMag, = dim N(B). Lat ry,rs,..., 79,2 vara raderna i B. Man
ser att
Top =T1+To+ 4Ty —Tpp1 — = Top1.

Lat oss stryka rad 2n och visa att de Gvriga raderna &r linjart oberoende. Antag att
A1+ Agpe1Tan—1 + A2ng1T2n+1 + Azntaronte = 0.

Genom att betrakta positionerna nummer 2n och n + 1 ser man att A\ = 0 och \,.; =0,
och pa samma sitt fas att A\3 = 0,...,\,_; = 0. Positionerna nummer 1,2 och n + 2 ger
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sa ekvationerna

A1+ Azp1 = 0,

At + Apg2 =0,

Anto + Aony1 =0,
varav Ay = A,y12 = Agny1 = 0. Hérefter ses direkt att dven Ovriga koefficienter blir 0. I fallet
n = 3 maste detta resonemang modifieras nagot, men resultatet blir det samma. Vi har
nu visat att rang B = 2n + 1. Enligt dimensionssatsen blir ¢ = dim 0Mag,, = dim N(B) =
n? — (2n + 1). Slutligen far vi att dim Mag,, = ¢+ 1=n?>—-2n. N

1.10 Ovningsuppgifter

1. a) Ge exempel pa tva kvadratiska matriser A och B av samma typ sadana att AB # BA.
b) Antag att de kvadratiska matriserna A och B uppfyller ekvationen A* + AB = I. Visa
att AB = BA.

2. Lat V vara méangden av alla positiva reella tal férsedd med operationerna

adb = ab

a®a = a”
Visa att V' med dessa operationer &r ett vektorrum.

3. Lat V vara mingden R? forsedd med operationerna

(T1,22) ® (Y1,92) = (@1 +yi+1, 22+y2+1)
a®(r, 1) = (at+ar;—1, a+axy —1).

Visa att V' med dessa operationer ar ett vektorrum. Vad blir nollelementet?

x
Y
operationerna u @ v = u + v (vanlig addition i R?) och ¢ ® v = cv (vanlig multiplikation
med skaldr i R?) for alla v, u € V och ¢ € R.

a) Om u och v ar vektorer i V, géller det da att u @ v dr en vektor i V7

b) Om w dr en vektor i V, giller det da att ¢ ® u dr en vektor i V for alla ¢ i R?

c¢) Ar V ett linjirt rum (vektorrum)?

4. Lat V vara forsta kvadranten i zy-planet dvs. V = {( > x>0, y >0} med

5. Lat V vara unionen av forsta och tredje kvadranten i xy-planet dvs.
V = {< 5 > : zy > 0} med operationerna u & v = u + v (vanlig addition i R?) och

¢ ® v = cv (vanlig multiplikation med skalir i R?) for alla v, u € V och ¢ € R.
a) Om wu och v &r vektorer i V', géller det da att u @ v &r en vektor i V7

b) Om u ar en vektor i V| géller det da att ¢ ® w dr en vektor i V for alla ¢ i R?
¢) Ar V ett linjirt rum (vektorrum)?
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6. Konstruera en geometrisk figur som illustrerar att en linje i R?, som inte gar genom
origo, inte ér sluten under addition (vanlig addition i R?).

7. Lat M vara mingden punkter pa enhetsskivan i zy-planet dvs.

M = {( ::Z > . 2%+ y* < 1}. Visa att M inte dr ett underrum till RZ.

8. Vilka av foljande delméngder av P, (polynom p(t) av grad < n) &r underrum?
a) p(t) = at’ med a € R

b) p(t) =a+t*med a € R

c

d

p(1 —t) for alla t.
g) koefficienterna dr heltal.

9. Vilka av féljande delmingder av R* ir underrum? Vilka #r multiplan?
a) {v € R*: 31y — 29 + 13 — 24 = 0}

b) {x € R*: 9zy — 29 + w3 + 4oy = 1}

c) {r e R : v =15(2,3,4,5) +1(6,7,8,9), s,t € R}

d) {z € R*: 22, — 32, =0 och z; — 29— 213 — 14 =1}

e) {r e R : 2= (1,2,0,1)+t(0,1,2,2)}

f) {x € R : zy23 = 0}

) {xr € R*: 22 + 22 =0}

y{r e R i 23+ 23 =1}

10. Avgor om M é&r ett underrum av V, da

JV=CR), M ={feV:f(—x)=f(x) foralla ze€ R}.

) V. =R"" M = mingden av alla uppat triangulira n x n-matriser.
) V =0, 1] M={feV:f0) =1}

)V =C0,1], M ={feV:f(l) =0}

)V =Cla,bl, M ={feV:fla)=f(b)}

)V = R"™" M = méngden av alla matriser A € V' som kommuterar med en given matris
B eV, dvs. AB = BA.

)V =Rv" M={AecV:spA=0},

(sp A = sparet for A=>"" | a;).

h) V=R¥ M={AecV:FA=O0}, dir F € R*? ir en fix matris.
) V=CR),M={feV:[* fx)e*dr < o0}

Q0 T o

= @

o

11. Bestiim de gemensamma punkterna till féljande tre hyperplan i R*

201 +x0 — 23— 34 = 75
3$1 + 2332 + T3+ 21’4 = 50
*4.%1 + 31’2 + 21‘3 — 4:1')4 = 25.
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12. (M) Bestdm pa formen Az + Bxy+ Ca3+ Dxy + E = 0 ekvationen for det hyperplan
i R* som gar genom punkterna
Py=(1,1,1,1), P, = (2,3,2,2), P, = (4,5,4,6), P; =(0,1,3,4)

) Y )

13. a) Visa att om M &r ett multiplan i R™ och x,y &r tva skilda punkter i M sa innehaller
M linjen genom z och y, dvs alla punkter av formen z + t(y — ) dir t € R.

b) Visa att om M &r en delméngd av R™ med egenskapen:

x,y € M, x # y, medfor att linjen genom z och y ligger i M,

sa d&r M ett multiplan.

14. Visa att om M; och M, ar tva plan i R" av dimension 2, sa finns ett multiplan av
dimension < 5 som innehaller bade M; och Ms.

15. (M) Visa att vektorerna (1,0,1,4),(2,2,0,0),(3,1,0,2) och (4,1,1,6) i R* &r linjirt
beroende. Skriv (3,1,0,2) som en linjirkombination av de Gvriga. Kan (2,2,0,0) skrivas
som en linjarkombination av de 6vriga?

16. Undersok vilka av foljande méngder av vektorer som &r linjirt oberoende.
a) {(1,-7,2),(0,5,—2),(1,1,1)} i R?

b) {(1,0,2,-1),(1,2,—1 0),( ,1,0,—1)}i R?

¢) {(1,2,—-1,-2,4),(6,1,5,3,2),(4,-3,7,7,—6)} i R°.

17. Visa att vektorerna (1,2,3,4),(0,1,2,3),(0,0,1,2),(0,0,0,1) bildar en bas i R*. Be-
stdm koordinaterna for (1,1,1,1) i denna bas.

18. Bestim d1mens10nen av de underrum i R* som genereras av vektorerna

a) (1,1,1,1), (4, —3),(3,1,-3,—4)

b) (1,0,2, 1),(0,2,2,4),(1 -1, 1, — 1)

¢) (1,2,1,2),(2,1,2,1),(1,2,2,1)

d) (1,2,4,3),(2,1,5,0), (1,1,3,1), (4,2,10,0)

e) (1,1,-2,3),(3,-2,4,1), (4, —1 32,2,2).

19. (M) Visa att vektorerna (1,

2,1
707 )7
,0,1
i RS som vektorerna (4, —5, — 1 5 -1

(
1,0,1,0) och (0,1,1,1,1, —1) genererar samma underrum
)

,5) och (=3,2,-1,2, -1, —2).

20. Lat i exemplen nedan M vara mingden punkter som definieras genom godtyckliga
reella tal a, b och ¢. Avgor om M &r ett vektorrum och om sa dr fallet ange en méngd
vektorer som spanner rummet.

3a+b —a+1 Z_i) 4a33b
a) 4 b) | a—6b c) d)
a — 5b 2b+a ca atbte
b c—2a
21. Vektorerna vy, vs, . .., v, 1 R™ &r linjirt oberoende. Vad dr dimensionen av det underrum
SOm genereras av vy — Vs, Ug — U3, .. ., Vg—1 — Uk, Vg — V17

22. a) Vad ér dimensionen av det linjira rummet R™*" av alla n X n matriser?
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b) Vad ar dimensionen av underrummet av symmetriska matriser i R™*"?
c¢) Visa att de skevsymmetriska matriserna, dvs de som uppfyller AT = —A, bildar ett
underrum i R™*". Vad dr dimensionen av detta underrum?

23. Visa att foljande funktioner &r linjért beroende

a) sin 2t, cos 2t, sin? t, cos® ¢

b) In(t® + 1), In(t* — #* + 1), In(¢* + 1)

¢) sin(t + «), sin(t + ), sin(t + ) for godtyckliga «, 5,v € R.

24. Visa att foljande funktioner &r linjart oberoende
a) el e’ e’

b) sint, cost, sin 2t, cos 2t.

¢) t,sint, cos 2t,sint cost

25. Lat P, vara det linjira rummet av polynom av grad < n. Antag att polynomen
P1,P2s - -+ Pni1 € Ppn och har nollstélle i origo, dvs p;(0) = 0,4 =1,...,n+ 1. Visa att

{p17p27 e 7pn+1}
ar linjart beroende.

26. Lat U; och U; vara underrum i det linjara rummet V. Visa att U; N Uy och Uy + Uy ar
underrum i V. (Uy + Uy = {u+v:u € Uy, v € Usy})

27. (M) Bestéim dimensionerna av U; N Uy och Uy + U, for de underrum U; och Uy i R*
som definieras av
a)Ull{x1—3x2+2x3—0 UQ'{$1—41‘2+CL’3+2$4_0

' 2$1—5l‘2+73§3+l‘4:0 ' $1—5$2—2$3+l’4:0
b)Ul.{x1—2x2+x4—O UQ_{2x1—2x2+3x3+4$4—0

' 3$1—4l’2—$3+2$4:0 ’ I2+$3—2$4:0
C)U4.{x1+x2+x3+x420 UQ_{x1—3x2+2x3—x4:0

v $1+2$2—$3—$4:0 $1+4$2+2$3+51‘4:0.

28. Lat U; vara det underrum i R* som genereras av vektorerna (1,2,0,1),(1,1,1,0) och
lat Uy vara det underrum som genereras av (1,0,1,0),(1,3,0,1). Ange dimensionerna av
U1 + U2 och U1 N Ug.

29. Lat U; och Uy vara underrum i det linjdra rummet V' sadana att det finns en vektor u
som tillhor Uy men inte Us och en vektor v som tillhor Us men inte Uy, Visa att U; U Us
inte dr ett underrum till V.

30. Lat U; och U, vara underrum i ett dndligdimensionellt vektorrum V. Antag vidare att
dimU; +dim Uy > dim V.
Visa att det finns en vektor v € U; N Uy och u # 0.

31. Ange en bas for nollrummet N(A) till féljande matriser
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(1 1 3 37 (11 2 —1
a)A=12 0 4 2 byA=|1 4 -7 2
|32 8 7| 23 1 -1
1 2 1 47 (1 2 3 11
c)A=12 113 d)A=|2 55 4 4
|0 31 5| |12 4 4 2

32. Ange for samtliga matriser i uppgift 31 en bas for virderummet V(A).

33. Bestdm matris A sa att de givna méngderna utgor virderummet V' (A):

25 4 3t b—c
r+s—2t 2b+c+d
a) { A+ s , 1,8, t€R} b){ 5o Ad , b, ¢, d€ R}
3r—s—t d
34. Bestdm matris A sa att de givna mangderna utgor nollrummet N(A):
t t—iu
a) { s , s, te R}y b){ . , s, t, ue R}
s—t
s—u
35. (M) Berikna dim N(A) och dim V(A) for foljande matriser
11 3 0 11 2 2
3033 -1 0 2 1
WA=1599 3| PA=L 9 4 5 5
| 7196 2 3 2 3
> 60 > 11 o I
) A= d) A= e) |2 46 8 10 12
0 -4 5o L0l -l 3579 11 13
3 71 0 114 4
36. Lat
1 2 2 3 1 1 2 0
A=13 2 2 1 och B=|12 2 3
21 10 2 1 4 -3

a) (M) Undersék om nollrummen N(A) och N(B) i R* har nagon gemensam vektor # 0.
b) Har virderummen V(A) och V(B) i R? nigon gemensam vektor # 07

37. Ett underrum U i R® genereras av vektorerna (1,2,1,2,1),(1,3,1,1,2),(2,1,4,

3,-3),
(3,2,4,8,—2). Bestdm dimensionen av U och ange en matris A sadan att U = N(A).

38. (M) Ange rangen av foljande matriser
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1 2 3 4 12 10 3
I35 =2 1 -2 3 —4 -1 0 -2 1 =2
aj |2 L5 1 D lg 9 9 4 <) 21 -4 0 3
L2d4 -l 4 —4 12 -8 -1 1 01 =1

39. Lat A och B vara matriser med samma antal rader och 1at C' vara matrisen man far
av alla kolonner i A och alla kolonner i B. Visa att

rang C' < rang A + rang B.

40. Lat A och B vara matriser av samma typ. Visa att

rang(A + B) < rang A + rang B.

41. Avgor vilka av féljande avbildningar 7' : R? — R? som ér linjiira:

Ti(x) = (a3, 22);
(x1 + 29, 21);
(1‘1,1).

25
NG
[l

42. En linjar avbildning F': U — V (ddr U och V &r linjdra rum) ar ju en funktion, och
dérfor kan linjdra avbildningar adderas och multipliceras med skaldr pa det sitt som ar
brukligt for funktioner. Vi definierar alltsa

(Fy® Fy)(u) = Fi(u)® Fy(u), uwel,
(@ F)(u) = a®F(u), uwel.

Visa att méngden av alla linjara avbildningar F' : U — V ocksa &r ett linjart rum. Det &r
viktigt att kontrollera att Fy & Fy och aw ® F' verkligen blir linjéra.

43. Lat M vara vektorrummet av alla 2 x 2 matriser. Definiera operatorn T' : M — M

genom
11 00
T<X>_[OO]X+X[1 1]

a) Visa att 7" ar linjar.
b) Bestdm nollrummet N(7') och dess dimension.

44. Betrakta avbildningen T : R3 — R3,

T(x1, 1, x3) = (11 — X9 + 223, 221 + X9, —T1 — 229 + 223).

a) Visa att 7" ar linjar.
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b) Visa att N(T) &r en rit linje och bestdm dess ekvation.
c¢) Visa att virdeméngden V(7T') &r ett plan och bestdm dess ekvation.
d) Bestdm alla urbilder till (3,2,1) och (2,1,3).

45. Definiera avbildningen 7" : Py — R? genom T'(p) = < p(0) )

a) Visa att T ar en linjdr avbildning.

b) Bestdm ett polynom p € P, som spénner nollrummet N (7).

¢) Beskriv viirderummet V(7).

46. Definiera en linjér avbildning genom 7' : Py — R? genom T'(p) = ( 528; >

a) Bestdm tva polynom i Py som spinner nollrummet N(T').
b) Beskriv virderummet V(7).

47. Betrakta avbildningen T : R"*" definierad av T(A) = A + A”.

a) Visa att 7" ar linjér.

b) Lat B € R™" vara symmetrisk (B = BT). Bestim A € R"™" sidan att T(A) = B.
¢) Beskriv nollrummet N(T').

d) Visa att virderummet V(7') &r méngden av symmetriska matriser i R™*".

48. Definiera avbildningen 7' : C[0, 1] — C[0, 1] genom att T'(f) &r primitiv funktion F till
f sadan att F'(0) = 0. Visa att 7" &r linjér och beskriv nollrummet N(7).

49. Lat T : V — W vara en linjar avbildning. Visa att om {vy, ve, ..., v,} &r linjért
beroende i V' sa &r {T'(v1), T'(v2), ... , T'(v,)} linjdrt beroende i W.

50. Lat B = {uy,uy, uz} och B" = {v;, vy, v3} vara baser i R® dir

wo=(2,1,1), us=(2,—1,1), uz=(1,2,1),
vy = (37 17 _5)7 Uy = (17 17 _3)7 Vg = (_17072)

a) Bestdm overgangsmatrisen fran B till B'.
b) Lat w = (—5,8,—5). Bestdm w:s koordinater i baserna B och B'.

51. Lat V vara vektorrummet, genererat av f; = sinz och fy = cosz. Lat g; = 2sinx+cosx
och gy = 3 cosx.

a) Visa att B' = {g1, g2} &r en basi V.

b) Bestdm Overgangsmatriserna fran B’ till B = {f1, fo} och fran B till B'.
¢) Lat h = 2sinz — 5cosx. Bestam h:s koordinater i basen B.

d) Bestdm h:s koordinater i basen B’ med hjilp av b) och ¢).

e) Bestdm h:s koordinater i basen B’ direkt.

3 2 8
52. Betrakta foljande bas i R3: B={| -1 |,
4 -5 7
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a) Bestdm basbytesmatrisen fran B till standardbasen.

b) Bestdm basbytesmatrisen fran standardbasen till basen B.
1

c¢) Bestdm koordinaterna for x = | 2 | i B-basen.
1

53. Undersdk om mingden {1 + 3, 3+t — 2t2, —t + 3t> — 3} &r linjéirt beroende i Ps.
Kan elementen utgora bas for P37

54. Visa att p1(t), po(t), ps(t) dr en bas for Py da

a) pi(t) = (t+ 1), pa(t) = (¢t +2)% ps(t) = (t +3)°

b) pi(t) = 3(t = 2)(t = 3), pa(t) = —(t = 1)(t = 3), ps(t) = 5(t — 1)(t - 2).
Ange ocksa koordinaterna for polynomet ¢ i basen py, ps, p3 (i de bada fallen).

55. Lat (x,z9,x3) och (2], x%, x%) vara koordinaterna for samma vektor i tva olika baser
€1, e, €3 och €], eh, ey for ett tredimensionellt linjart rum V. Uttryck a'-koordinaterna med
hjélp av z-koordinaterna om
a) € = e+ ex+ 3es b) €} = e+ 2ey+ 3es

e, = 2e +3ex+e3 e, = e +extes

ey = 2e;+ 3ey ey = 2 +eg+e;.

56. Bestim dimensionen hos det underrum till R? som bestims av att forsta och tredje
elementen i vektorerna ar lika.

57. (M) De fyra forsta Hermite-polynomen ér {1, 2¢, —2+4t, —12t+8t3}. Visa att dessa
polynom utgér bas i P3 samt bestim koordinaterna for p = 7 — 12t — 8¢2 + 123 i denna
bas.

-9 9 6
-7 4 7
58. (M) Utdka foljande méngd av vektorer till en bas for R®: { 8 1, L, -8 |}
-3 6 5
7 -7 -7

59. En matris A € R¥® har rang A = 3. Bestim dim N(A), dim Row(A) och rang A”.

60. Om A € R™?, vad #r stérsta mdjliga rang hos A? Om A € R>*7, vad ir storsta mojliga
rang hos A7 Om A € R®®, vad ir minsta méjliga dim N (A)?

61. Visa att om u och v ir tva vektorer i R" som inte ir noll sa dr rang uv? = 1.

7T -9 -4 5 3 =3 -7
-4 6 7 -2 -6 -5 5
62. (M) Lat A = 5 =7 =6 5 —6 2 8 |. Bestdm matriser C, N och M
-3 5 8 -1 =7 -4 8
6 -8 -5 4 4 9 3
vars kolonner &r respektive bas for V(A), N(A) och N(AT) samt en matris R vars rader
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ir bas for Row(A). Forma matriserna S = [RT N] och T = [C' M] och verifiera att S och
T &r reguljdra (inverterbara).

63. (M) Vektorerna B = {1,cost,cos*t, ... ,cos®t} och C' = {1,cost,cos2t, ... ,cos6t} ir
baser i samma linjdra rum.

a) Bestdm overgangsmatrisen T med hjilp av de trigonometriska sambanden:

cos2t = —1 + 2cos? t

cos3t = —3cost +4cost

cos4t =1 — 8cos?t + 8costt

cos 5t = 5cost — 20 cos®t + 16 cos® t

cos6t = —1 + 18 cos?t — 48 cos* t + 32 cos® t

b) Anvind T ¢ for att (utan jobbiga partialintegreringar) bestimma den primitiva funk-
tionen [(5cos®t — 6cos* t + 5cos’ t — 12 cos ¢)dt.

1.11 Svar

(—1,-1)
a) ja, b) nej, ¢) nej
. a) nej, b) ja, ¢) nej
. a), ¢) d) och f) giller.
9. a), ¢) och g) dr underrum, a),b),c),d),e) och g) dr multiplan.
10. ¢) nej, Gvriga ja.
11. 7 = [4,35,-32,0) + t(—1,2, -3,1), t€ R.
12. —$1+$2—2$3+£L‘4+1:0.
15. (3,1,0,2) = (4,1,1,6) — (1,0, 1,4); nej

16. a) och b)
17. (1,-1,0, o
18. a) 2, b) 3,d)2,¢) 3
1 —1 0 4 3 0
0 1 —1 0 0 0
20. a) nej , b) nej, ¢) REE N 1 ,d) NEEEDE ;
1 0 —2 0 1

21. k-1

22. a) n?, b) M) ) o)

27. a) d1m(U1 N U2) = ]. d1m(U1 + Uz)
) dim(U; NUy) =0, dlm(Ul +Up) =4

28 d1m(U1 + UQ) =3, dlm(U1 U UQ) =

31. a) tex. (—2,—1, 1,0) (-1

b) t.ex. (=5,3,1,0), (2,—1,0, 1)

¢) tex. (1,1,-3,1,0), (1,0,—5,1)

1
1)
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d) t.ex. (18, —

32. a) t.ex. (1,2,

b) t.ex. (1,

1 LINJARA RUM, VEKTORRUM

—5,-3,1,0) (8,—3,—1,0,1)
3)

1,1,2
¢) tex. (1,2,0.3), (2.1,3,0)
d) tex. (1,2,1), (2,5,2), (3,5,4)

33.a) A=

34.a) A=

. (1,0,2)

). (1,4,3)

0 2 3 1 -1 0

1 1 -2 2 1 1

4 1 0 0 5 —4

3 -1 0 0 1

L1 T

1 -1 1].b)A=

1 11 1 -1 -1 -1
1 -1 -1 -1

35. a) dimN(A) =2, dimV(A) =
b) dimN(A) =1, dimV(A) = 3

c) dimN(A) =1, dimV(A) =
d) dimN(A) =2, dimV(A) = 3
e) dimN(A) =4, dimV(A) =2

36. a) N(A) N N(B) # {0}, b) ja

37.dim = 3, t.ex. A=

(=]

1 2
-1 1

7N
o
O =
i)
N————

38.2a)2,b) 2, ¢)3.
41. endast T5.
43.b) N(T) = “ 8]-aER },dimN(T)zl
44.b) t(—2,4,3), teR c)xy—axo—a3=0
d) till (3,2,1): (3,—3.0) +1(—2,4,3)
till (2,1,3): inga
45.b) p=1t(t — 1), ¢) V(T) = R?
46.b) p1 =t, pp =12, ¢) V(T)={(a,a), a € R
47.b) A= 1B, ¢) N(T) :{( ) 8)}
48. N(T) = {0}.
32 5/2
50.a) | —2 -3 —1/2
5 1 6
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d) och e) [ s

52. Ty p =

l,

3

4

2
0

-3

8
—2

7

1
7TB<—E: 3

—10
—1
)

—b4
—11
23

—4
-2
2

) [IE]B =

1
8

—122
—25
23

53. de &r linjart oberoende men inte bas ty de dr for fa for att spAnna rummet.

54. a) koordinaterna for ¢* ar (3, —3,1)
b) koordinaterna for t* dr (1,4,9)
x) = 3w — 2x9

l'l2 = —9.771 + 61‘2 +x3 b)
xhy = 8xy — brg — a3

55. a)

56. dim= 2.

57 koordinaterna for p: (3,3,-2,1.5).

58. Bas for R°: {

-9
-7

8

-5

7

-7

T

—_~

== —2[)32 + x3
.’L’IQ = - + 5I2 — 31’3

Xl =x1 — 2x9 + T3

6
7
-8
b}
-7

59. dimN(A) = 5, dimRow(A) = 3, rangAT = 3.

60. 5, 5, 2.

62. Anvind lampliga funktioner i MATLAB.

63. a) TB<—C =

1

O O O OO

0

0
1

o O O O

0

-1
0

O O O N

0

0
-3
0

O O =

0

1
0

O O 0o O

0

Y

0
—20
0

16

0

-1
0

18

0
—48
0

32

el =

OO = OO

b) B-koordinaterna (0,0,0,5, —6, 5, 12) fors 6ver till C-koordinaterna
(—6,55/8,—69/8,45/16, —3,5/16, —3/8) och integralen blir
—6t + % sint — ?—2 sin 2t + }—Zsin3t — %sin4t + %6 sin bt — 1iﬁsin6t+ C.

41
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2 Skalarprodukt

2.1 Definitioner och grundlaggande satser

I foregaende kapitel studerade vi linjara rum, dvs. méngder forsedda med en linjér struktur,
som gjorde det mgjligt att addera vektorer och multiplicera dem med skaldr. Enbart med
tillgang till dessa operationer hirledde vi ett antal intressanta resultat. Ett typiskt exempel
pa ett linjart rum ar det askadliga rummet av geometriska vektorer. I det fallet har vi en
rikare struktur med mdjlighet att t.ex. méita avstand och vinklar. Vi kommer nu med hjélp
av begreppet skaldrprudukt att generalisera detta till allminnare linjara rum.

Det far antas bekant att for geometriska vektorer definieras en produkt, skalarprodukten,
som med hjilp av vektorernas koordinater i en bas bestaende av parvis vinkelrita (ortogo-
nala) vektorer av lingden 1 (en s.k. ON-bas) kunde skrivas z-y = x1y; +x2ys+x3y3. Lisaren
har séikert ocksa sett att denna formel later sig generaliseras till R". For x = (21, o, ..., 2,)
och y = (y1,Y2, .., Yn) 1 R™ definierar vi alltsa skalirprodukten

Om z och y identifieras med kolonnvektorer, kan x - y skrivas som en matrisprodukt (rad-
vektor ganger kolonnvektor):

voy=ay.
Med hjélp hidrav och riknelagar for matrisprodukt far vi direkt foljande egenskaper:

(i) x-y=y-xforallazyeR",

(i) (ax)-y=a(zr-y) forallaz,y € R",a € R,

(ii) (z4+y)-z=z-2z+y-zforallaz,y ze R",

(iv) x-2>0forallax € R" och x -z =0 endast for z = 0.

Nér det géller geometriska vektorer dr skaldrprodukten definierad med hjilp av geometriska
begrepp som ldngd och vinkel. I R™ med n > 4, dér vi inte har nagon geometrisk intuition
att stodja oss pa, gar vi den motsatta vigen och definierar lingd och vinkel med hjélp
av skaldrprodukten. Hur detta gar till visas nedan. Om man utgar fran skaldrprodukten
(2.1) visar det sig foga Overraskande med tanke pa ovanstaende att standardbasen
er = (1,0,...,0),ea = (0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1) blir en ON-bas. Nu &r det ju
inte alltid man har en ON-bas, och for geometriska vektorer vet vi att skaldrprodukten i
koordinatform inte ldngre blir x1y; 4+ 22y2 + £3y3 om basen inte dr ON. Dérfor ar (2.1) inte
den enda kandidaten till en skaldrprodukt i R™ Hur skaldrprodukten dn ser ut maste dock
egenskaperna (i)  (iv) forbli gillande, och det tar vi fasta pa. Man kan ocksa vilja infora
en skaldrprodukt i linjéira rum som inte ir R" Aven detta kan goras pa manga olika sitt,
och det enda man egentligen kan siga generellt dr att motsvarigheterna till egenskaperna
(i) — (iv) maste gélla. Vi gor dérfor foljande formella definition:
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Definition 2.1. Lat V vara ett reellt linjart rum. En skaldrprodukt i V ar en reellvard
funktion (u,v) av tva variabler u och v i V' med féljande egenskaper:

(i) (u,v) = (v,u) for alla u,v € V,

(i)  (au,v) = alu,v) for alla u,v € V,a € R,

(iil)  (uy + ugz,v) = (u1,v) + (ug, v) for alla uy, ug,v € V,

(iv) (u,u) >0 for alla w € V, och (u,u) = 0 endast for u = 0.

Exempel 2.1. Nagra exempel pa skaldrprodukt.

(a) (ry) =2 y=z1+ -+ TaYn

dr en skaldrprodukt i R™ enligt ovan. Den kallas standardskaldrprodukten.
(b) (T,y) = 2191 + 2T2y2 + - - - + NTWYn

ar ocksa en skaldrprodukt i R".

(c) (T,y) = T1y1 + T1Y2 + T2y1 + 222>

ar en skaldrprodukt i R?. Det ér endast egenskap (iv) som inte dr uppenbar. Vi har
(w,2) = 23 4+ 2129 + 225 = (21 + 39)? + 235 >0,

och likhet intraffar om och endast om z; + 29 = 0 och 25 =0, dvs. x; = 25 = 0.

Dessa exempel ar olika specialfall av féljande.

(d) Lat A vara en symmetrisk n x n-matris. Antag ocksa att A ar positivt definit (se avsnitt

4.5), dvs. att 27 Az > 0 for alla # € R", och 27 Az = 0 endast f6r x = 0. Da definierar

(x,y) = 2T Ay en skaldrprodukt i R™. Lét oss verifiera egenskaperna (i) — (iv) i Definition

2.1

( (y,2) = yTAx = (yTAx)T = 2T ATy = 2T Ay = (z,y), eftersom A dr symmetrisk.

(i) (aw,y) = (az)" Ay = az’ Ay = a(z,y).

(iii) (x+y,2)=(x+y)TAz= (" +y")Az=2TAz + yT Az = (z,2) + (y, 2).

(iv) Att (z,2) = 27 Az > 0 for alla z med likhet endast fér x = 0 ér precis definitionen
av att A dr positivt definit.

(e) Vi inser att skalirprodukten i ¢) motsvarar z7 Ay med A = ( i ; >

(f) Lat V vara det linjira rummet Cfa, b] av alla reella kontinuerliga funktioner pa [a,b].
Da ar

(f9) = [ s(09(t)

en skalarprodukti V. W

(g) Med polynom p, ¢ € P, och distinkta punkter t; # to # ... # t,11 ar (p,q) =
p(t1)q(ty) + p(ta)q(ta) + ... + p(tns1)q(tni1) en skaldrprodukt i P,.
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Lat oss notera nagra konsekvenser av Definition 2.1. Genom upprepad anvindning av (ii)
och (iii) finner vi att

{auy + agug + -+ - + agug, v) = (aqug, v) + {(agug, v) + - - - + {agug, v) =

= o (u1,v) + ag(ug, v) + - - - + ag(ug, v). (2.2)

Med anvindning av (i) far vi ocksa
(u, o) = Blu, o), 23)

<U, 611}1 + 62“2 + -+ ﬂmvm> = ﬁ1<u7 Ul> + 62<u7 v2> +oF ﬂm<u7 Um>7 (24)

och genom en kombination av (2.2) och (2.4)

k m k m
< Z ;g Z ﬂ]vj> Z ozl<ul, Z ﬂ]v]> = Z Q; Z Bjui,vj) =
7.:1 . j=1 =1 j=1 (25)
= E Z i3 (ui, vj)
i=1 j=1
Ur (i) och (ii) med o = 0 fas
(0,v) =(v,0) =0 for allav e V. (2.6)

I fortsdttningen av kapitel 2 betecknar V' ett reellt linjirt rum forsett med en skaldrprodukt.
I R™ anvinder vi alltid standardskaldrprodukten om inget annat sigs.

I analogi med vad som giller for geometriska vektorer kan vi inféra begreppen lingd och
vinkel med hjilp av skalarprodukt.

Definition 2.2. Med ldngden eller normen av vektorn u € V' menas
[ull = v/ {u, u). (2.7)

Observera att detta dr véldefinierat p.g.a. (iv). Med awvstindet mellan v och v menas ||[u—wv||.

Ur (2.7) och (2.5) far vi
[+ o] = (u+v,u+v) = (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,0),

dvs.
Ju+ol? = [lull® + 2(u, v) + [|v]*. (2.8)

Vidare foljer av (2.7), (ii) och (2.3) att

leww]| = | [|v]]- (2.9)
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Exempel 2.2. Vi bestdmmer lingden av f = t och g = > i C[0,1] med skaléirpro—

dukt ( fo t) dt. Fran definitionen far vi ||f|| = ‘/fo t2dt = /1/3, |lg|l =
Vo trdt=/1/5. ®

Definitionen av vinkel hinger pa foljande viktiga olikhet.
Sats 2.1 (Cauchy-Schwarz’ olikhet).

[{(u, 0)| < Julll|v]|  for alla u,v € V. (2.10)
Likhet gdller om och endast om u och v dr linjdrt beroende.

Bevis. Om u = 0, sa géller (2.10), ty bada leden dr 0 (jfr (2.6)). Antag i fortsittningen
att u # 0. For godtyckligt ¢t € R ar

q(t) = [[tu+|* = 0.
Med hjilp av (2.8) och (2.9) kan vi skriva

q(t) = |[tul|® + 2(tu, v) + [|v]|* = ||u|]* + 2t{u, v) + ||v||* = at® + 2bt + ¢,

dér
a=[[ul® >0, b= (uv), c=|lv]*
Funktionen ¢(t) har minimum fér ¢ = —2 (studera ¢/(t) eller kvadratkomplettera), och
minimivdrdet &r ,
b b2 b b
D =a(D) =2 de=c— " >0. 2.11
a(= ) =al) -2 te=c— = (2.11)

Da a > 0, fas hirav ac > b? eller [b| < \/a\/c, vilket dr samma sak som (2.10). Om likhet
giiller héir, sa rader likhet i (2.11), varfér || — 2u+0||* = 0, v = 2u, dvs. u och v &r linjért

beroende. Omviint, om u och v &r linjart beroende och u # 0, sa & v = Au for nagot tal
A, och da fas likhet i (2.10). H

Exempel 2.3. Tva exempel pa Cauchy-Schwarz’ olikhet (2.10).

(a) I R™ fas
1/2

> < [ [0

(b) T Cla, b] med skaldrprodukt som i Exempel 2.1 (f) fas

‘/abf(x)g(x) dx‘ < [/abe(ac) dx} 2 [/ang(x) dx} 1/2. -
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Definition 2.3. Om u,v # 0 ar —1 < HuHH H
mellan © och v som den vinkel  som uppfyller

< 1 enligt Sats 2.1, och vi definierar vinkeln

cosf = 12 <cp< (2.12)
lullllo]
Sats 2.2 (Triangelolikheten).
|lu+ vl <|lul|+ v  for alla u,v € V. (2.13)

Likhet gdller om och endast om uw =0 eller v = Au med A > 0.

Bevis. Enligt (2.8) och Sats 2.1 &r

ol = lull® + 2¢u, v) + [[o]]* < [Jull* + 2[{u, v)] + [|lv]* <
< llull® + 2f[ullllo]l + l[ol* = (llull + [lv])*.

Rotutdragning ger (2.13). Pastaendet om nér likhet intriffar foljer ocksa direkt ur Sats
2.1. |

Exempel 2.4. Vi bestéimmer vinkeln 6 mellan f = ¢ och f = ¢* i C[0, 1] med skaldrprodukt
fo t) dt, jamfor Exempel 2.2. Vi bestaimmer forst skalirprodukten (f,g) =
fo t3 dt = 1/4 och med Il fIl och ||gH fran Exempel 2.2 far vi enligt definitionen av vinkel

cosf = \/1% = \ﬁ och 0 = arccos Y2 ~ 0.2527. W

Exempel 2.5. Lat u # 0 och v # 0 vara tva vektorer i ett linjért rum med skaldrprodukt.
Anta att foljande relationer géller mellan lingder av vektorer: |lu|| = %HUH = 2||lu —v|.
Vi vill bestdmma vinkeln o mellan u och v.

Losning: Fran definition av lingd och linjdritet hos skalarprodukt far vi
Ju— vl = {u— v, u—v) = a2+ o]2 = 2(u, o), dvs. (u,0) = Ll + 3o
Definitionen av vinkel och de givna relationerna mellan ldngder ger nu

12 = 31l =]l

(u,v) Ll otlel 1 flu—v]® _ f 111 V3
CcosS Qv = ot = il 1 = 111 _ V3

Rl = 21l 2l ~ 2 ool = 25 T 2 2273 2
och ddrmed blir vinkeln o = arccos § = %.

Vi noterar att vinkeln stimmer for en liksidig triangel i planet men ett sadant geometriskt
resonemang ricker inte for bevis, eftersom uppgiften géller ett allmént linjart rum, men
kan anvindas for kontroll. W

2.2 Ortogonalitet. Ortogonalprojektion

Fallet 0 = 7 i formel (2.12) &r av sérskilt intresse.

Definition 2.4.
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(a) Tva vektorer u och viV &r ortogonala om (u,v) = 0. En méngd av vektorer kallas
en ortogonalmdangd, om vektorerna i miangden dr parvis ortogonala.

(b) En vektor u € V kallas normerad om |ju|| = 1.

(¢) En mingd av vektorer kallas en ortonormerad mangd, eller en ON-mdngd, om den
ar en ortogonalméngd, vars samtliga vektorer 4r normerade.

(d) En ortogonalméngd, som &r en bas for ett linjirt rum, kallas en ortogonalbas. Om
basen dr en ON-méngd, kallas den en ON-bas.

Exempel 2. 6 Polynomen p1 = 1 och py = 2t —1 &r ortogonala i C'[0, 1] med skaldrprodukt

= [ f)g(t)dt ty (pr,po) = [y 2t —1dt=0. W
1 0 -5
Exempel 2.7. Vi vill gora u; = -2 |, up = 1 |, us= -2 till en ON-bas
1 2 1
for R3. Vektorerna ir en ortogonalmiingd sa det aterstar endast att normaliserade den:
1 0 -5
_ 1 _ 1 _ 1
61—% -2 ,62—% 1 ,eg—ﬁ -2 . [ |
1 2 1
Lemma 2.1. En ON-mdngd eq,. .., e, dr linjirt oberoende. Om eq, ..., e, dr en ON-bas
for 'V, sa galler att varje vektor w € V' kan skrivas
u=(u,er)e; + (u,ex)es + - + (u, e,)e,. (2.14)
Bevis. Antag att en vektor u &r en linjirkombination av ey, ..., e,, sa att
u = /\161 + )\262 + e+ /\nen (215)

for vissa tal Ay,..., \,. Multiplicera (2.15) skaldrt med e;,1 < j < n, sa fas

(u,e;) E ilei, ej)

Om vi viljer u = 01 (2.15), sa far vi \; = (0,e;) = 0 for alla j, dvs. ey,..., e, &r linjart
oberoende. Om ey, ..., e, dr en ON-bas for V, sa kan varje u € V skrivas pa formen (2.15),
och vi far \; = (u, e;) for alla j, dvs. vi har visat (2.14). H

Anmirkning Det ér litt att inse att om eq, ... ,e, dr en ortogonalbas, e¢j nodvindigtvis
normerad, s& blir formeln motsvarande (2.14)
. <u €1> (u 82) . + (u, en) €n-
617 61 <€27 62 677,7 671
-5
Exempel 2.8. Méangden e; = —2 | &ar en ortogonal-
1
1
mingd i B3, se exempel 2.7, och kan alltsa viiljas som bas i R®. Vi vill skrivay = | 1

1
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som en linjarkombination av e;, ey, ez. Enligt formeln i anmérkningen ovan far vi

0 -5
y= 2o + Loy + e = Yy + ey + 3hey =2 1 | =1 | -2 | dvs. y har
2 1

koordinaterna (0, 3/5, —1/5) i basen e;, es, es. Alternativt kan vi anvéinda den normerade
ON-basen fran Exempel 2.7 och anviinda formel (2.14). H

Sats 2.3. Lat V wara dndligdimensionellt. Da har V' en ON-bas.

Bevis. Beviset bestar av en beskrivning av en metod, Gram-Schmidts ortogonaliserings-
metod, som ocksa ar anvindbar for konkreta ridkningar.

Antag dim V' = n och antag att vy,..., v, dr en bas for V. Sitt €] = vy och ansétt
ey = ag €] + vs. (2.16)
Bestam a9, sa att €}, och ] blir ortogonala. Multiplicera alltsa (2.16) skalidrt med ¢}:
0= (eh, 1) = au ey, e1) + (va, €1) = aale]” + (v2, €}).

Da ||€}]] = |lv1|| # 0, maste

<v27€,1>

[leq]I?

Av (2.16) framgar att e, # 0 (annars vore v; och vy linjirt beroende) och &ven att
€}, e, genererar samma underrum som vy, ve. Vi fortsidtter pa samma sitt. Antag att

Q) = —

€y, e, (1 <k < n—1) har konstruerats sa att e,..., e, dr parvis ortogonala och
sa att €], ..., e} genererar samma underrum som vy, . .., vg. Ansitt
€ = Q R et (2.17)
k+1 — k41,161 Opt1,kC T Ukt 1- -
Talen ajy11, ..., apq1 skall véljas sa att e, blir ortogonal mot e/, ..., e). Multiplicera
(2.17) skaléirt med € for j = 1,... k, s fas, eftersom (e}, ;) = 0 for i # j,
0 AN 112 /
0= <ek+1»€j> = ak+1,j”€j” + (U1, €j>7
/
(karlv €j>
ak-i—l,j:_Wv =1,... k.
J
Formel (2.17) tillsammans med forutsittningarna om €/, ..., e visar att e},... e}, gene-
rerar samma underrum som vy, ..., Vg (speciellt dr Chy1 7 0). Processen fortséttes tills
€},..., el har konstruerats. Sammanfattningsvis far vi alltsa
!/
€, = U1,
/
el — <U27el>e/
2 — U2 — 712 Clo
leall
! /!
/o <Umel> / <Umen—1> /
en_vn_ie e e e —

—_—e
el ler, a2 "7
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och dessa vektorer utgdr en ortogonalbas fér V. Sétt slutligen

el ‘
L= =1,...
R P

Da blir eq, ..., e, en ON-bas for V. [ |

-1 6 6
. . .. . 3 =8 3

Exempel 2.9. Vi ska besimma en ON-bas for V(A) dir A = 1 -2 6 med
1 -4 -3

rang A = 3. Kolonnerna, a;, as och ag, dr uppenbarligen linjért oberoende, eftersom rangen
ar full, och det géller alltsa att gora dem till ON-méingd. Vi anvinder Gram-Schmidts
process enligt beviset ovan:

—1
3
e =a, = 1
1
6 —1 -3
o —a —<a2’€1>e | -8 _;?)6 3] 1
27 el | -2 12 1] 1
—4 1 —1
6 —1 3 —1
(as,er) (as, es) 3 6 3 30 1 —1
63 — ag - - 2 = —_ —_ =
<€1,€1> <€27€2> 6 12 1 12 1 3
-3 1 —1 -1
—1 3 —1
Normeri ON-b T | ! | !
ormering ger nu -basen e, = —= L= s L e =vm 5
1 -1 —1
[ |
Sats 2.4 ("Pythagoras’ sats”). (a) Om w och v dar ortogonala, sd dar
llw+ ]l = fluf|* + o]
(b) Om {uy,ua,...,u,} dr en ortogonalmdngd i V', sd dar

lun +us 4w = [+ ol + -+ [l

Bevis. (a) foljer ur (2.8), ty (u,v) = 0.
(b) Enligt formel (2.5) ar

n n

[ty + s + -+ - + w2 = <Zuz—,2uj> = ZZ(%,UQ = Z [Jui] %,
i—1 1 i=1

j= i=1 j=1
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ty (wi,u;) =0dai#j. M

Definition 2.5. Lat U vara ett underrum av V. Det ortogonala komplementet U+ till U
ar méngden av alla vektorer i V' som ar ortogonala mot alla vektorer i U. Med andra ord
ar

Ut ={veV:(vu)=0forallauc U}

UL

v

%

U |

Sats 2.5. Det ortogonala komplementet U+ dr ett underrum.

Bevis. Lat v,v, € UL, a, 8 € R. Enligt definition fir (v, u) = 0 och (vy,u) = 0 fér alla
u € U. Alltsa ar

(awy + Pog,u) = alvy, u) + B{vy,u) =0 for alla uw € U,

vilket visar att av; + Bv, € U*, och diirmed #r U ett underrum enligt Sats 1.1. W

I manga sammanhang har man ett underrum U av V', och man vill kunna dela upp en
given vektor v € V som u = ' + u”, dir v’ € U, u” € U*. Det ér inte alltid en sadan
uppdelning &r mdjlig, men dr den det, sa gar den bara att géra pa ett sitt.

Lemma 2.2. En eventuell uppdelning v = ' + u", dir o' € U, u" € U*, dr entydigt
bestiamd.

Bevis. Antag u = u} +u] = v +uly, u, € U, u! € UL, i =1,2. Da dr v} — uy = ulj — uf;
kalla det gemensamma viirdet w. Da giller dels att w € U (U underrum), dels att w € U+
(U+ underrum). Alltsa ér w ortogonal mot sig sjilv, dvs. 0 = (w,w) = [Jw]|?, varfor w = 0,
och vy =uh, vf =uy. N

Definition 2.6. Komponenten ' i en uppdelning u = v/ +u”, v’ € U, v" € U™, kallas for
ortogonalprojektionen av u pa U.

Eftersom varje vektor i U &r ortogonal mot alla vektorer i U+, sa &r U C (U4)*, och
dirmed giller ocksa att komponenten u” iir ortogonalprojektionen pa U-~.
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Lemma 2.3. Om ortogonalprojektionen pa U existerar for varje uw € V', sa gdller att

Ut =U.

Bevis. Enligt ovan #r U C (U1)*. Tag ett godtyckligt u € (U+)* och skriv u = v’ + u”
med v’ € U, u” € U+. Da édr 0 = (u,u”) = (u/,u") + (u",u") = ||u"]|?, och alltsa ér v” = 0,
och u =u' € U. Dirmed & (UY)t =U. 1

Foljande sats visar att ortogonalprojektionen pa U kan karakteriseras som den vektor i U
som ligger nirmast wu.

Sats 2.6. Lat u € V. Foljande tva egenskaper dr ekvivalenta for en vektor u' € U':
(i) u—u €U
(i) JJu—| <||lu—w| for allaw € U.

Bevis. (i) = (ii). Antag att u —u’ € U+, och lat w vara en godtycklig vektor i U. Vektorn
u — w ligger i U och &r darmed ortogonal mot u — u/. Enligt Pythagoras’ sats (Sats 2.4

(a) ir

lu—wl* = l(u—u) + (u = w)[I* = fu— | + [Ju" = w][* > [lu—v'||".

Alltsa ar ||lu — w]|| > ||u — «'[|. Likhet intriffar £.6. endast for w = '

u /

U 0o

(ii) = (i). Antag att (ii) giiller, och siitt u” = u—/. Vivill visa att u” € UL. Lat w € U vara
godtyckligt. For alla reella tal ¢ géller att u'—tw € U, och ||u—(u'—tw)| = || +tw]|| > ||u"|]
enligt (ii). Alltsi har funktionen ¢(t) = ||u” + tw||* minimum for ¢ = 0. Vi har (jfr beviset
for Sats 2.1)

p(t) = u"* + 2t(u”, w) + ]w]?,

och
¢'(0) = 2(u", w).

Men det maste gélla att ¢'(0) = 0. Alltsa dr (u”, w) = 0, och det foljer att u” € U+. N

Vi visar nu att ortogonalprojektionen alltid existerar om U &r dndligdimensionellt.
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Sats 2.7. Antag dimU = k. For u € V ezisterar ett entydigt v € U sd att v —u' € U™,
Omk=0dru =0. Omnk >0 ochomey,...,e dren ON-bas for U, sa ges v’ av formeln

u = (u,er)e; + (u, ea)eq + - -+ (u, ex)ey. (2.18)

Bevis. Entydigheten foljer av Lemma 2.2. For att visa existensen av ortogonalprojek-
tionen u’ récker det att verifiera att u’ givet av formel (2.18) duger da k& > 0 ((2.18)
motiveras av (2.14)). Observera att U har en ON-bas enligt Sats 2.3. Det &r tydligt att
u = Zle(u,eiﬁi eU.Forj=1,...,kéar

k
(u—1,e;) = (u,e5) — (W, e5) = (u,e;) — Z(u,ei)<ei,ej) =
= (u,e;) — (u,e;) = 0.

Alltsa dr u — u’ ortogonal mot alla basvektorer e; och dirmed mot alla linjirkombinationer
av dessa. Foljaktligen giller att u —u' € U+. W

Foljdsats. Da U dr dndligdimensionellt finns ett entydigt bestamt v € U med egenska-
perna (i) och (i) i Sats 2.6. Vidare ir (U+)* = U enligt Lemma 2.5.

Enligt Pythagoras’ sats dr ||ul|? = ||«/||* 4 ||u — «/||* > ||«/||*. En ny tillimpning av Pytha-
goras’ sats pa (2.18) visar att ||v/[|2 = 20, (u, e,)?[les]|> = o8 (u, e;)2. Alltsa ér

k

D (ue)® <l

i=1
en olikhet som kallas Bessels olikhet.
Da édven V ér dndligdimensionellt géller foljande sats.
Sats 2.8. Om dimV =n, sa dr
dim U + dim U+ = n, (2.19)
Bevis. Lat k = dim U och p = dim U*. Satsen klar om k = 0 eller p = 0, ty {0}* =V,

sa antag k > 0 och p > 0. Lat ey,...,e; vara en bas for U och fi,..., f, en bas for U'.
Enligt Sats 2.7 kan varje u € V skrivas pa formen

u:ul—i—u”:aﬂﬁ+"'+ak€k+ﬁlf1+"'+ﬁpfp

for vissa entydigt bestimda koefficienter vy, ..., oy, 81, ..., B, Detta innebér att ey, ..., ey,
fi,--., fp & en bas for V. (Att de &r linjért oberoende beror pa att om u = 0, sa maste
a; = =aqp = =--- =, =0 p.g.a. entydigheten.) Alltsa &r k + p = n, vilket ar

(2.19). o
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Exempel 2.10. Detta exempel illustrerar vad som kan intriaffa om U &r odndligdimen-
sionellt. Tag V' = C[0, 1] och lat U vara underrummet av alla f € V sadana att f(0) = 0.
Anviind den vanliga skaldrprodukten (f,g) = fol f(t)g(t)dt. For h € UL giller att

(h, f) = /0 ChOfdt =0 fralla feU

Funktionen th(t) tillhér U, varfor vi maste ha

/1 t[h(t)]* dt = 0.

Detta dr mojligt endast om h(t) = 0 for alla t € [0, 1] (eftersom h &r kontinuerlig). Alltsa
ar U+ = {0}, varfér ortogonalprojektionen av en funktion f pa U inte existerar (siavida
inte f redan liggeri U). W

Vi kommer att méta en viktig tillimpning av ortogonalprojektion i nista avsnitt (minsta
kvadratmetoden). En annan tillimpning kommer vi att finna senare i samband med studiet
av Fourier-serier; se avsnitt 2.5.

—4 0 6
Exempel 2.11. Lat U = Span{| -1 |, 1 |} Vi vill skriva v = 4 | som
1 1 -5
u=u+u" med v € U och v’ € Ut
—4 0
Losning:u; = | —1 | ochuy = | 1 | &ren ortogonalbas for U. Vi anvinder en variant
1 1
av (2.18) som géller i fallet ortogonalbas men inte nédvindigtvis ON-bas:
—4 0 22
—33 -1 1
o (u,u1>u1Jr <u,u2>u2: Q=1 ]=: 4
(uy,uy) (ug, ug) 18 1 2 1 3\ _~
18
ochu”:u—u’:% 12 |
—15

Exempel 2.12. Betrakta samma linjara rum V' som i Exempel 1.8, dvs. rummet av reella
funktioner f som #r kontinuerliga pa [0, 00) och som ér sadana att [° f2(t)e " dt < oc.

a) Visa att .
)= [ rwawea
ar en skaldrprodukt i V.
b) Visa att P C V. Bestdm en ON-bas fér P, med anvindande av skaldrprodukten i a).

¢) Bestam ortogonalprojektionen av e* pa Ps.
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Losning. a) Lat f, g € V. Med anviindande av olikheten ab < $(a® + b?) frin Exempel 1.8
har vi

/Ooolf(t)g()l —tdt</°01[f<>+g<>1 it =

/f e tdt + = /92(t)etdt<oo,

varfor [ f(t)g(t)e~" dt &r (absolut) konvergent. Egenskaperna hos en skalirprodukt &r nu
latta att verifiera. Lat f,g,h € V och o € R. Da géller:

(i) (g.f)={f.9),
(i) (f+y, ) Jo Lf(t )+9(t)]h(75)€7’e dt =
= [y fOh(t)e "t dt + [ gt)h(t)e™"dt = (f,h) + (g, h),
(i) af 9) fo af()g(tle™ dt = o [ f(t)g(t)e" dt = alf, g),
(iv) (f.f)= [  fAt)e " dt >0 och (f,f)=0 < fit)e" =0 forallat < f=0.

b) Da fooo t"e~tdt < oo for alla n > 0, géller att alla polynom ligger i V. Anvind Gram-
Schmidts metod och utga fran basen 1,¢,t2 for Py. Tag po(t) = 1. Ansiitt pi(t) = apo(t)+t =
t + « och bestdm « sa att (py, po) = 0:

0_<P1apo>—/ (t+a)-1-etdt=a+1.
0

Alltsa dr o = —1 och py(t) =t — 1. Ansétt pa(t) = Bpo(t) + vp1(t) + t* och bestam S och
7 sa att (pa, po) = (p2, p1) = O:

0 = (p2,p0) = B{po, po) +v(p1. po) + (%, po) =
:5/ 126tdt+/ e tdt =342, [=-—
0 0
0= (pa2,p1) = Blpo, ;1) + ¥{p1, ;1) + {, p1) =
:fy/ (t— 1)2€tdt+/ t—Detdt=v+4, v=—4
0 0

Alltsa &r po(t) = 12 — 4t + 2. Slutligen normerar vi funktionerna genom att siitta ¢; =
pi/llpill, i = 0,1,2. Da blir qo, ¢1, g2 en ON-bas for P,. Vi har

Ipoll® = / Petdt=1, [poll = 1.
0
I = / (-1 tdt=1, |p| =1,

lpal? = / (2 — 4t + 2P di =4, ||pof| = 2.
0
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En ON-bas ir alltsa qo(t) = 1, ¢1(t) =t — 1, go(t) = 2> — 2t 4 1. I riikningarna har vi

upprepade ganger anvint integralerna fooo t"e~tdt = n.

¢) Da qo,q1,q2 dr en ON-bas for P, ges ortogonalprojektionen av f(t) = e~! pa Py av
projektionsformeln

proj. av f = (f,q0)qo(t) + (f, q)q(t) + (f, q2)qa(t).

Har ar
I Y 1
<f,QO>—/ e ‘e dt—/ e dt = -,
0 0 2
o0 o0 1
<f,q1>:/ e_t(t—l)e_tdt:/ (t—1)e 2dt = -,
0 0 4
= —t 1 2 —t <1 2 —2t 1
(foe)= | e'(zP—2t+1)e'dt= | (st®—2t+1)e?dt=-.
0 2 0 2 8
Alltsa ar
1 1 1,1 1 17
i =1l "(t—=D+ (P =2t +1)= 12— £+ . |

2.3 Ekvationssystem. Minsta kvadratmetoden

Lat A vara en m x n -matris. Vi skall nu se hur man med hjilp av ortogonalitet kan ge en
ny tolkning av ekvationssystemet Az = (. Som vanligt anvinder vi oss av standardskalér-
produkten (2.1).

Ur matrisproduktens definition foljer att Az = 0 &r liktydigt med att x &r ortogonal mot
samtliga rader i A (eller kanske hellre radernas transponat, om vi vill att alla vektorer skall
vara kolonnvektorer). Dérfor har vi foljande ekvivalenser:

Ar =0 &

x ar ortogonal mot samtliga (transponerade) rader i A <

x dr ortogonal mot alla kolonner i AT <

x dr ortogonal mot det underrum i R™ som genereras av kolonnerna i A7 <
x &r ortogonal mot V(A?) <

r e V(AL
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Sats 2.9. For en godtycklig m x n -matris A gdller att nollrummet N(A) dr lika med det
ortogonala komplementet till radrummet V (AT), dvs.

N(A) = V(AT NA)*T =v (4D, (2.20)
Det gdller ocksa att
NAT) =v(A)*, NADHE =V (A). (2.21)

Bevis. Den forsta likheten i (2.20) bevisades ovan. Den andra dr bara en omskrivning
hiirav enligt formeln (U+)+ = U, som giller for rum av éndlig dimension. Formel (2.21)
foljer genom att (2.20) tillimpas pa matrisen A7. W

V(AY V(A)
A
7 ™
N(A) | ~_ N(A) |
: At :
R?L Rm

Med hjilp av Sats 2.8, Sats 2.9 och dimensionssatsen (Sats 1.11) kan vi ge ett nytt bevis
for att radrang — kolonnrang:

Radrangen for A = dim V(A”) =n — dim V(AT)* =
=n—dim N(A) = dim V(A) = kolonnrangen for A.

Exempel 2.13. Lat U vara det underrum i R® som definieras av

ZE1+2$2—{E3—3£L’4+21‘5:O,
—21’1+3l’2+1‘3+$4—l‘5:0.

Bestam det minsta avstandet fran (2, —1,3,4,1) till U.

Lo6sning. Lat A vara matrisen

12 -1 -3 2
A‘<23 1 11)'

Déa dr U nollrummet till A, U = N(A). Dela upp den givna vektorn:

u=(2,-1,3,41)=u+u", « €U v eU". (2.22)
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UL

En 16sningsmetod &ar att forst bestimma en bas for N(A) pa vanligt satt, darefter skaf-
fa sig en ON-bas med hjilp av Gram-Schmidts metod, varefter man far den ortogona-
la projektionen u pa U med formel (2.18). Slutligen far man det sokta avstandet som
lu”|| = ||u — «'||. Nagot enklare ér det att i stiillet projicera pa U+, ty «” i uppdelningen
(2.22) #r ju ortogonalprojektionen pa U=+, och U+ har lidgre dimension éin U. Enligt (2.20)
ir Ut = N(A)Lt = V(AT), dvs. Ut genereras av vektorerna v; = (1,2, —1,—3,2), v, =
(=2,3,1,1,—1). Vi skaffar en ON-bas for U+ genom Gram-Schmidts metod. Vi far ¢} = v,
] =2 _ 1(-36,61,17,13,—15).

A
€€} €1 =V27 1 19
Med e; = e}/||é}||, i = 1,2 far vi en ON-bas for U*L.

v2-€
och e} = vy — 4

1
e = (1,2,-1,-3.2),
. Tg( )
1
g = ~36,61,17,13, —15).
: 10\/57( )

Ortogonalprojektionen pa U~ #r

u'=(u-er)eg + (u-eg)es =

1 1
= —(=13)(1,2,—1,-3,2) + ——(—45)(—36,61, 17,13, —15) =
19( )( ) ) ? ) ) + 5700( )( ) b b) b) )

1 1
= (—152,—703,209, 741, —475) = — (-8, —37, 11,39, —25).
380 20

Det sokta avstandet &r

. 1
[ = VB F3E F TP 430 127 = SVl W

Betrakta nu ett ekvationssystem Az = b som eventuellt saknar 16sning (detta ar ju i regel
fallet for s.k. dverbestamda system med fler ekvationer dn obekanta). Ett sadant system
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uppkommer t.ex. da man forsdker anpassa en rit linje till ett antal matpunkter. Om det
nu inte gar att 16sa systemet exakt, &r man intresserad av att hitta en sa bra approximativ
16sning som mdjligt. Man kan ténka sig manga olika kriterier pa vad som menas med en bra
approximativ 16sning. Ett val, som leder till enkla rdkningar och darfor anvinds mycket i
praktiken, dr foljande: Man soker ett x saidant att kvadratsumman pa avvikelserna [Az]; —b;
blir sa liten som mdjligt, dvs. sa att

([Az]; — b)) + ([Az]y — b)) + - - - + ([AT]p — bm)? (2.23)

blir sa litet som mojligt. Denna approximationsmetod kallas minsta kvadratmetoden, och
man talar om approximation i minsta kvadratmetodens mening. Nu &r ju (2.23) ingenting
annat dn || Az — b||?, s& uttryckt i geometriska termer innebér minsta kvadratmetoden att
man minimerar avstandet ||Ax — b||. Alla vektorer av formen Az utgor ju virderummet
V(A), sa dérfor géller det att hitta en vektor Az € V(A), som ligger sa nira b som mojligt.
Enligt Sats 2.6 ges l6sningen av Az = ¥, ddr ¥ dr den ortogonala projektionen av b pa
V(A) (U existerar enligt Sats 2.7). Eftersom o/ € V(A) dr denna ekvation 16sbar, och det
visar sig mojligt att 16sa den utan att berdkna b'.

Sats 2.10. Det finns (minst) en losning x i minsta kvadratmetodens mening till Az = b.
Det gdller att x dr en sadan l6sning om och endast om x satisfierar

AT Az = AT,

ett system av ekvationer, som ibland kallas normalekvationerna.
/]

Ax =D’

V(4)

Bevis. Vi har redan visat (med hjilp av Satserna 2.6 och 2.7) att x &r en 19sning i minsta
kvadratmetodens mening om och endast om z satisfierar Az = V', ddr i/ ar ortogonalprojek-
tionen av b pa V(A). Eftersom Az € V(A) for godtyckligt z, sa foljer av ortogonalprojek-
tionens entydighet att Az =V om och endast om b — Az € V(A)L. Men V(A)+ = N(AT)
(se (2.21)), och dérfér har vi nu visat att Az = b’ om och endast om b — Az € N(AT), dvs.
om och endast om AT (b — Ax) = 0, eller ATAz = ATp. W

Foéljdsats. Ortogonalprojektionen av b pd V(A) fis som b = Az, dir x satisfierar AT Az =
ATb.
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Exempel 2.13 (forts.). En alternativ losningsmetod &r att anviinda ovanstaende féljdsats
om ortogonalprojektion pa ett virderum. Vi hade att v” var ortogonalprojektionen av u
pa V(AT). Alltsa ir v’ = AT, diir o satisfierar AATx = Au. Detta ekvationssystem blir

19.1’1 — 2$2 =-13
—2.’E1 + 16.7)2 =—1

med 16sning z; = —7/10, xo = —3/20. Vi far u” = 2—10(—8, —37,11,39, —25) som forut. W

Det ekvationssystem med matris AAT som vi 16ste detta exempel brukar man kalla
normalekvationerna av andra slaget.

Det #r uppenbart att AT A #r en symmetrisk matris. I detta sammanhang passar det bra
att nimna foljande egenskaper for virderummen och nollrummen till A7 A.

Lemma 2.4. For en godtycklig m x n-matris A gdller

(a) V(ATA) = V(AT), och speciellt rang AT A = rang A,
(b) N(ATA) = N(A).

Bevis. Egenskap (a) foljer direkt av Sats 2.10. Trivialt dr V(AT A) C V(AT), och Sats
2.10 visar att ett godtyckligt element i V(A”T) (som kan skrivas pa formen ATb) ocksé
ligger i V(AT A). Alltsa dr V(AT A) = V(AT). Speciellt édr da rang AT’ A = dim V(AT A) =
dim V(AT) = rang AT = rang A. Sedan féljer (b) av (a) och Sats 2.9, ty (eftersom AT A r
symmetrisk)

N(ATA) = N((ATA)T) = v(ATA)*: = V(AT = N(A). [ |

Normalekvationerna blir ofta illa konditionerade. Vi kommer i kapitel 9 att presentera
nagra metoder att 16sa det aktuella minsta-kvadratproblemet

min,|| Az — bl|,

som har béttre numeriska egenskaper t.ex. ) R-faktorisering. Da anvénds ortogonala ma-
triser, ett begrepp som vi introducerar i nista avsnitt. I MATLAB far vi 16sningen till
ekvationssystem med kommandot \ och programmet véljer 16sningsmetod beroende pa ka-
raktéren av ekvationssystemet, Gausselimination vid ett (inverterbart) kvadratiskt system
och Q) R-faktorisering vid ett 6verbestdmt system dvs. med A € R™*"™ med m > n.

Vi avslutar detta avsnitt med ett par exempel pa anvindning av minsta-kvadratproblem,
fler tillimpningar finns i kapitel 9.

Exempel 2.14. Statistik, linjdra modeller.

En linjar modell beskrivs av en designmatris X, som beskriver hur modellen byggs upp,
en vektor y som utgor observationer av det fenomen som modellen avses beskriva samt en
vektor § som innehaller de parametrar i modellen som man vill optimera med avseende
pa. Anta att vi har n parametrar i modellen och goér m observationer. Da géller X €
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R™™ 4y e R™ (€ R" och vi far ett linjart ekvationssystem X3 = y med m ekvationer
(observationer) och n obekanta (parametrar). Om vi antar att vi gor fler observationer &n
vi har parametrar sa blir m > n och ett sadant ekvationssystem kallar vi dverbestimt.
Normalekvationerna for att 16sa systemet i minsta kvadratmening blir X7 X3 = XTy.
Ett enkelt, konkret exempel pa en modell dr den linjdra ekvationen 3; + Sz = y med

métningar (z;,v;), ¢ = 1, ... ,m, dvs anpassning av en rét linje till m givna punkter i
1 = (7
1 2 3 Y2
planet. Har dr alltsa X = | .. .. , B = < ﬁl > , Y= .
2
1 m'fﬂ ym
Med fem métningar med (z,y)-koordinaterna (1,2), (2,3), (3,5), (4,6) och (5,8) far vi
11 2
1 2 3
X=|131|,y=|5], XTX= o 15 , X1y = 24 .
15 55 87
1 4 6
15 8

Normalekvationssystemet < o 15 > 0= < 24 ) har I6sningen 3 = ( (1)§ > med minsta

15 55 87
norm || X5 — y|| = 0.5417.
Om vi i stiillet vill anpassa med en kvadratisk ekvation (3, + (o + [(B32? = y sa blir
modellen fortfarande linjar eftersom modellparametrarna 3 forekommer linjért i modellen.
En ldmplig 6vning for ldsaren kan vara att sidtta upp motsvarande 6verbestimda linjdra
ekvationssystem. W

Exempel 2.15. Keplers ekvation

Astronomen Kepler tyckte sig finna foljande samband f6r vinkeln ¢ till solen mellan tva
positoner for en planet motsvarande tidpunkterna ty och t: ¢ — esin¢ = a(t — ty)

Hér édr e och a tva parametrar, som beror pa vilken planet det handlar om (och vil-
ket solsystem man betraktar). Om vi har métningar av vinkel vid m olika tidpunkter

(tiy @), i =1, ..., m, m > 2 sa far vi ekvationer a(t; — to) + esingp = ¢, i1 =1, ..., m
dvs. ett 6verbestdmt linjart ekvationssystem for att bestimma parametrarna e och a.

tl — to sin ¢1 ¢71

ty —to singy ®2
Pa matrisform blir systemet . . ( . ) = . < Az =b.

Ztm - tO sin (bm ¢m

I MATLAB loser vi alltsa ett sadant system (med inlagda konkreta data) med kommandot
xr = A\b och far minsta kvadratlosningen dvs den med minsta norm ||Az —b||. W
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2.4 Basbyte mellan ON-baser. Ortogonala matriser

Lat eq,...,e, vara en ON-bas for V. Om tva vektorer v och v i V har koordinaterna
Ty, ..., T, respektive yi, ..., y, 1 denna bas, sa blir deras skaldrprodukt (se formel (2.5))
n n n n n
(u,v) = <in6i , Zyjej> = Z Z zyiei, ej) = Z Y, (2.24)
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

dér som vanligt

5 _ [0, dai#j,
U1, dai=j.

eftersom (e;, e;) = 0y,

Alltsa ar skaldrprodukten (u,v) lika med standardskaldrprodukten x -y i R™ mellan mot-
svarande koordinatvektorer x = (xq,...,2,) och y = (y1,...,y,) (jAmfor den inledande
diskussionen i avsnitt 2.1).

Lat oss atervinda till basbytesformeln (1.16). Antag nu att bada baserna ey,..., e, och
€}, ... e, d& ON-baser. Kolonnerna i transformationsmatrisen 7" dr koordinatvektorerna
for e}, ..., e/, med koordinater i basen ey, ..., e, (se (1.18)), och enligt det ovan sagda &r

de alltsa parvis ortogonala (med standardskaldrprodukten i R™) och har lingden 1. Denna
egenskap hos en matris fortjdnar ett sirskilt namn.

Definition 2.7. En kvadratisk matris A kallas ortogonal, om ATA = I.

Observation. A dr ortogonal om och endast om dess kolonner &r parvis ortogonala och

har lingden 1. Lat ndmligen kolonnerna vara ay, as, ..., a,. Da ar
T
a ata; atay ... ala,
T
T as afa; atay ... ala,
ATA = (ar,a9,...,0,)= | 2 277 @A
; T T T
ag a,a1 a,0o ... a,0a,

dvs. [AT A];; = al'a; = a; - ;. Eftersom A ér ortogonal om och endast om [AT A];; = §;;, s&
foljer pastaendet. W

V5 0 -5
Exempel 2.16. Fran Exempel 2.7 foljer att matrisen A = \/% —2v5 V6 —2 | &r
Vh 2v6 1

en ortogonal matris. W

Om A ir ortogonal, sa ir ATA = I, varfor A~1 = AT. Men da ir ocksa AAT = I, vilket
leder till resultatet att dven AT dr ortogonal. Alltsa dr dven A:s rader parvis ortogonala
med ldngden 1.
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Vid basbyte mellan tva ON-baser blir alltsa transformationsmatrisen 7" ortogonal. Da ar
T-' =TT, sa att den andra ekvationen (1.16) férenklas till

=Tz,
1 0 0
Exempel 2.17. Betrakta foljande tva ON-baser i R B={| 0 |, 11, 0 ]}
0 0 1
1 1 0
C= {% —(1) , % (1) , (1) }, dér B ér standardbasen. Vi vill bestamma

a) koordinaterna for vektorn z = (6,4,2) € R* i basen C.
b) det element y i R? som har koordinaterna (1,2,1) i C-basen.

Lo6sning:
11 0
a) Vi bestdmmer forst overforingsmatrisen Ts. ¢ = % -1 1 0 ]. Nu far vi
00 V2
6 1 -1 0 V2
Zlp=| 4 |, ble =Teesltls =T clls=27| 1 1 0 ) = 5v2
2 0 0 V2 2
11 0 1 3/V2
b)y=[ls=Tprclyle=7| -1 1 0 2 =11 \/5)
00 V2 1 1

2.5 Nagra tillampningar pa skalarproduktrum

I avsnitt 2.3 sag vi nagra tillimpningar pa minsta kvadratmetoden, som utgick ifran att
vi ville bestimma parametrar i en linjar modell sa att modellen anpassades till gjorda
matningar. Vi lade da lika stor vikt vid de olika métningar. Det finns situationer da man
vill lagga storre vikt vid vissa méatningar och vi ska studera hur det kan ga till.

Viktad minstakvadrat

Vi erinrar oss att en linjar modell med parametrar, som ska bestimmas, kan formuleras
som ett Gverbestdmt (om antalet observationer 6verstiger antalet parametrar) linjirt ekva-
tionssystem Az = b. Hér ar alltsa x € R™ parametrarna och b € R™ &r observerade viarden
pa modellen och A € R™*™ beskriver hur modellen ser ut. Minsta kvadrat-metoden for
ekvationssystemet, innebir att 16sningen 2 véljs sa att b = A# blir si nira b som mojligt
dvs sé att ||b — b minimeras vilket &ir samma sak som att ||b — b||> =< b—b,b — b >
minimeras dir < -,- > &r standardskaldrprodukten i R™. Hur man far lésningen be-
skrevs i ansnitt 2.3. Detta innebér, for de olika observationerna b;, i« = 1, ... ,m, att
(by — b1)2+ (by — by)® + ... + (by — byn)? minimeras.

Om man nu vill lagga olika vikt vid de olika observationerna sa bér man i stéllet minimera
w3 (by — b1)2 4+ wi(by — by)? + ... + w2 (by — by )? for olika vikter w;,i = 1, ... ,m. Detta
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motsvarar att vi anviinder skalirprodukten < x,y >= w?r1y; + wiToys + ... + WA TyYm i
stéillet for standardskaldrprodukten. Med matrisen W = diag(wy, wa, ... ,wy,) (matris med
de angivna elementen i diagonalen) blir denna skalirprodukt < x,y >= x7W?y och viktad
minsta kvadrat ér alltsa att minimera ||[WWb — Wb||? eller, vilket &r samma sak, minimera
|Wb — Wb|. Det éverbestimda linjira ekvationssystem som vi ska lésa i minsta kvadrat-
mening dr WAz = Wb och motsvarande normalekvationer (W A)TW Az = (W A)TWb ger
oss lésningen x = 2. Normalekvationerna anvinds mest vid handrikning, har man till-
gang till matematisk programvara som t.ex. MATLAB sa kan man fa 16sningen direkt med
backslash.

Exempel 2.18. Vi ska anpassa en rit linje x; 4+ xot till foljande métningar, punkter

(tiyy:), @ = 1, ... ,5 1 planet: (1,1.9), (2,2.7), (3,5.1), (4,5.9), (5,8.1), dir de tva sista
méitningarna dr osdkrare én de 6vriga och betraktas som hélften sa viktiga.

11 1.9

1 2 2.7
Vi far modellmatrisen A= | 1 3 |, hogerledet b=y =] 5.1 | och véljer

1 4 5.9

15 8.1

W = diag(2,2,2,1,1).
Systemet att 16sa dr alltsa W Az = Wb som litt 16ses med MATLAB: z = (W% A)\ (W xb).

Cpe e - _ [ 0.0859
Vi far da minsta kvadrat-16sningen = = ( 1.5636 > |

Vi har sa langt studerat givna modeller men inte diskuterat val av sjidlva modellen. Vi gor
en latt introduktion till uppgiften att vélja ritt modell i ett enkelt fall.

Trendanalys
Vi har virden av en funktion f(¢), som beskriver nagot fenomen i tiden, i n diskreta tid-
punkter ¢y, to, ..., t,. Vi vill hitta en trend hos funktionen och anpassar t.ex. polynom

av olika gradtal k till punkterna for att se om f ar bra anpassad med linjart, kvadratiskt,
kubiskt etc polynom. Med den diskreta skaldrprodukten < f,g >= >"" | f(t;)g(t;) (stan-
dardskaldrprodukten i R™ for funktionsvéirdena) blir uppgiften att minimera ||f — f|, f €

Py, dvs f ska vara bésta approximation av f i underrummet Py. Om {py, p2, ... , Pr+1}
ar ortogonal bas for Py, si blir 16sningen f = %1)1 + .+ %pkﬂ.

Exempel 2.19. Vi vill anpassa funktionen f(¢) med de givna fem funktionsvirdena
f(=2) =3, f(=1) =5, f(0) =5, f(1)=4och f(2) =3

med polynom f i 7P, sa att f &r bésta approximation av f med avseende pa skaldrproduk-
ten < f, g >= >0, f(t:)g(t:).

Polynomen p; = 1, py = t och py = t? — 2 ér ortogonala med avseende pa denna skalir-
produkt sa I6sningen blir

f = <<:Df1’f,1)011>>p1 + <<Zf2’f;722>>p2 + <<Pf3’?3>>p3 = 2_50 + I_&t + I_Z(t2 - 2) =4- 0.1t — 0'5(t2 - 2)' u

En viktig tillimpning pa bésta approximation i ett underrum far vi den s.k. Fourieranaly-
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sen. Vi gor en forsta introduktion till detta riatt stora dmne.

Fourier-serie-approximation
Vi betraktar det linjira rummet V' = C|0, 27] med skaldrprodukt < f, g >= fOQW f(t)g(t) dt

och underrummet F,, = Span{l, cost, cos2t, ..., cosnt, sint, sin2t, ..., sinnt}, dér
de ingaende funktionerna #r ortogonala med avseende pa den givna skaldrprodukten, se
ovning 42.

Fourier-approzimationen av ordning n av en given funktion f € V &r bista approximation
f i underrummet F,,. Denna kan vi skriva

f =projr, [ =% +aicost +azcos2t +  +a, cosnt + by sint + bysin 2t +  +b, sinnt,
dir koefficienterna a,, £ = 0, ..., n och by, k = 1, ... , n kallas Fourier-koefficienter.

Dessa beriknas enligt:
2T
a — <hl> _ L o f(t)dt

2 <L,1> 27
_ _<feost> _ 1 (27
ar = <cost,cost> ~ w JO f(t) cost dt

a, = —=bcosnt> %fo% f(t) cosnt dt

<cos nt,cos nt>

b1 = _<[fsint> = % f027r f(t) sint dt

<sint,sint>

b, = —<tsmnt> L 2T ey gin g dt.

<sinnt,sinnt> = Jo

Exempel 2.20. Vi ska bestdmma Fourier-approximationen av andra ordningen till funk-

tionen:
1, 0<t<nm

f= { -1 7 <t<27r

Vi far f = 9 + aycost + az cos 2t + by sint + by sin 2¢ med kofficienterna utrédknade enligt:
a =1 [T fdt=0

ay =L [77 feost dt = L[[T cost dt — [* cost dt] =0

ag =1 O%fcos% dt = L[[ cos2t dt — f:ﬂcos% dt] =0

by =+ 027rfsint dt = L[ [ sint dt — ffﬂsint dt] =4

by =1 [77 fsin2t dt = L[[Tsin2t dt — ["sin2t dt] =0

Svaret blir alltsa f =2sint. N

™

2.6 Ovningsuppgifter

1. Bestim cos v, dir v dr vinkeln mellan vektorerna 3t 41 och 5t% +3 i det linjira rummet
Py forsett med skaldrprodukten < f, g >= fjl f(t)g(t)dt.

2. Visa att fog Vsinz coszdr < 1.

3. For vilka virden pa a &r vektorerna (a,1,1) och (a,1,a) ortogonala med avseende pa
skaldrprodukten a1y, + 222y, + 3w3y3 i R3?
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4. Visa att < x,y >= 211y1 — 2012 — 22231 + STy dr en skaldrprodukt i R2.
Bestim en ortonormerad bas for R? med avseende pa denna skaldrprodukt.

5. Ar nagon av foljande tva kandidater en skaldrprodukt pa C'[a, b]:

b
<fg> = f(t)g'(t)dt

<fg> = [ f()g@®)dt+ f(a)g(a)?
(f" betecknar derivatan av f.)

6. Lat A € R™™ vara inverterbar. Visa att for u € R™ och v € R" sa ar < u,v >=
(Au) - (Av) = (Au)"(Av) en skaldrprodukt i R".

7. Visa att for en skaldrprodukt och motsvarande norm i ett linjart rum géller:
<0 >= L+ ol = Hu— ol

8. Betrakta rummet P, med skaldrprodukten i Exempel 2.1(g) med avseende pa punkterna
ty = —1, t = 0, t3 = 1. Beriikna < p,q >, ||p|| och |lu|| d4 p = 4+t och ¢ = 5 — 4¢*.
Bestdm dven ortogonala projektionen av ¢ pa det rum som spénns av p.

9. Lat v # 0 och v # 0 vara tva vektorer i ett linjart rum med skaldrprodukt sadana att
llu|| = ||v]| = ||lu — v||. Bestdm vinkeln mellan u och v.

10. Lat |lul| > ||v||. Visa att u och u — v inte &r ortogonala.

11. Lat a och b vara positiva tal och lat u = ( g ) och v = ( \\;72 ) Anvind u, v och

Cauchys olikhet for att fa fram en relation mellan det geometriska medelvirdet v/ ab och
det aritmetiska medelvirdet (a + b)/2.

12. Betrakta rummet V' = C[0, 1] med skaldrprodukt enligt Exempel 2.1(f).
Berikna < f,g >, ||f]| och ||g|| d& f =1 —3t* och g =t — 3.

13. Lat V = C[—1, 1] med skalarprodukt enligt Exempel 2.1(f). Bestdm en ortogonal bas
for det underrum som spénns av vektorerna 1, t och 2. (Polynomen i denna bas kallas
Legendre-polynom.)

14. Lat K,, vara den n-dimensionella kuben
K,={reR"0<z; <1, j=1,...,n}.

a) Berikna lingden av diagonalen i K, fran (0,...,0) till (1,...,1).
b) Visa att diagonalen i a) bildar samma vinkel #,, med alla kantlinjer i K,,. Vilket viirde
ndrmar sig 6, da n — oo?

15. Ange samtliga vektorer i R* som &r ortogonala mot de bada vektorerna u; = (1,2, 1, 3)
och ug = (2,5,1,4).
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16. (M) Ange (genom handriikning) en ortonormerad bas i det underrum i R* som genereras
av vektorerna

wy = (1,1,1,1), wy = (1,2,2,1), w3 = (2,3,1,6).

Jamfor med vad MATLAB ger.

17. (M) Bestdm (genom handrikning) en ortonormerad bas i det underrum i R* som ges
av

$1+2$2—.’E3+4$4:0.

Jamfor med vad MATLAB ger.

18. (M) Lat U vara det tvadimensionella underrum i R som genereras av vektorerna
(1,2,0,0,0) och (1,0,3,0,0). Bestim (genom handrékning) en ortonormerad bas for det
ortogonala komplementet U+ till U. Jimfor med vad MATLARB ger.

19. Ange den ortogonala projektionerna av u = (0,4,4,0) pa det underrum i R* som
genereras av vektorerna (1,1,1,1) och (1,—1,1,—1).
Bestdm avstandet fran u till underrummet.

20. Beriikna avstandet fran (0,2,0,2,1) till det underrum i R® som genereras av (1,1,1,1,1)
och (1,2,1,0,1).

1 2 5

-1 1 —4

21. (M) Bestém (for hand) en ON-bas for virderummet V' (A) till matrisen | =1 4 -3
1 -4 7

1 2 1

Jamfor med vad MATLAB ger.

22. Lat U vara ett hyperplan i R" med ekvationen

axy + ... +apx, +b=0.

Visa att avstandet d fran en godtycklig punkt x = (z1,...,x,) till U ges av formeln

a4+ a0
a+4...+a

d

23. (M) Beréikna det minsta avstandet fran (0,2,4,1,6) till skiirningen mellan de tva hyper-
planen x; + x5 — 5 + 25 = 0 och 2, — 29 + 323 + 24 — 25 = 01 R®.

24. Lat ey, ..., e, vara en ortonormerad méingd i ett linjart rum V med skalarprodukt.
a) Verifiera att om u € V och v’ = 377 | < u,e; > e;, si dr vektorerna u — v’ och v’
ortogonala.
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b) Visa Bessels olikhet dvs. att

n
D <ue; > ul.
j=1

25. Uy och Us ar underrum i ett linjart rum V' med skaldrprodukt. Visa att
(Ul ‘I’UVQ)L — leL ﬂUQL

(U1+U2:{U+’UIU€U1, ’UGUQ})

26. a) Visa att < f,g >= [ f(t)g(t)e~'dt definierar en skalérprodukt pa P,.
b) Konstruera en ortonormerad bas for P, (med avseende pa skaldrprodukten i a)) genom
att tillimpa Gram-Schmidts metod pa basen 1,t, 2.

27. (M) Tillimpa minsta kvadratmetoden pa foljande dverbestdmda ekvationssystem

l‘1+25(32:3 [E1+ZL‘2+CL’3:4
—2331+ $2:—4 o
—$1+$2+$3—0
a) x1 — 3Ty = —2 b) e — 1
S =l x2+x3—2
2:171+ $2:5 ! 3

28. (M) Ange den andragradskurva y = f(x) = ax?® + bz + ¢ som, i minsta kvadratmening,
bést ansluter till féljande virden pa x och y

yx|2 1012
Yyl 11 2 3
x/-1 01 2
P) 59 21 0

(Det giller alltsa att vilja f s& att > (f(x;) — y;)? blir si liten som mgjligt.)

29. Anpassa modellen y = Acosx + Bsinx i minsta kvadratmening till matdata:
(1,7.9), (2,5.4), (3,-0.9).

30. For att undersoka ett flygplans egenskaper vid start har man uppmétt dess hojd Gver
marken varje sekund fran ¢t = 0 till ¢ = 12. H6jderna (i fot) méttes till:

0, 8.8, 29.9, 62.0, 104.7, 159.1, 222.0, 294.5, 380.4, 471.1, 571.7, 686.8, 809.2.

Bestim en kubisk anpassning y = 3y + Sit + Bot? + B3t till dessa data i minsta kvadrat-
mening. Anvind anpassningen for att approximera planets hastighet vid ¢ = 4.5.

31. Lat eq, e, 3, €4 vara en ortonormerad bas for det linjara rummet V' med skaldrprodukt
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och satt

36’1 = e+ 262 + 264

3¢y, = 2e; — e+ 2e3
ey = 2ey+e3—2ey
3¢y = —2e; +2e3+ ey.

Verifiera att ocksa e, €}, €4, € dr en ortonormerad bas och uttryck koordinaterna i denna
bas med hjélp av koordinaterna i den ursprungliga basen. (Observera att for en ortogonal
matris dr 77 = T71)

32. Bestam talen a,b,c sa att matrisen

1

7

S W N
QLN D
N o o

blir ortogonal.
33. Visa att om A och B &r tva ortogonala n X n matriser sa dr ocksa AB ortogonal.
34. Visa att determinanten av en ortogonal matris dr 1 eller —1.

35. Lat A vara en ortogonal matris av typ n x n dar n dr udda. Lat det A = 1. Visa att
det(A—1)=0

36. Lat A vara en skevsymmetrisk n x n matris dvs A = —AT. Visa att
a) Az #r ortogonal mot z, dvs (Ax)Tz = 0, for varje z € R".

b) I — A ar inverterbar

) [+A)(IT—-A)=(I-A)I+A)

d) T = (I —A)"Y(I+ A) ér en ortogonal matris.

37. Verifiera att om T ir ortogonal och T+ [ ér inverterbar, sa dr A= (T — I)(T + 1)}
skevsymmetrisk, for definition se foregaende 6vning.

38. Bestim andragradspolynomet p(t) = at? + bt + ¢ si att integralen
1
J RGO
—1
blir sa liten som mdajligt.

39. Betrakta rummet C[—2,2] med skaldrprodukt < f,g >= fi f(t)g(t) dt. Visa att
q1, 2, g3 ir en ortogonal mingd, dir ¢; = 1, qu =t och ¢z = 3t> — 4.

40. (M) Bestidm biista minsta kvadratanpassning med modellen y = (3 + Byt + (5t? till
datapunkterna (—2,0), (=1,0), (0,2), (1,4), (2, 4), dér den forsta och sista punkten &r
osikrare dn de 6vriga och ges vikten hilften sa mycket.
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41. Betrakta skaldrprodukten i Exempel 2.1(g) och punkterna
th=-2,to=—1,t3=0, ty =1, t5 = 2.
Visa att polynomen {1, ¢, t* — 2, %tS — %t} ar ortogonala. Anpassa med hjilp av dessa
polynom en kubisk trend till datapunkterna

(—2,3), (—1,5), (0,5), (1,4), (2,3).

42. Betrakta rummet C[0, 27| med skaldrprodukt < f,g >= fo% f(t)g(t) dt
a) Visa att sinmt och sinnt ar ortogonala om n # m.

b) Visa att sinmt och cosnt ér ortogonala for alla (positiva heltal) m och n.
¢) Visa att ||sinnt|| = 7 och || cosnt|| = 7 for alla n > 0.

43. Bestdm tredje ordningens Fourier-approximation till f(¢) = 27 — ¢.

44. Bestam forsta, andra och tredje ordningens Fourier-approximation till
f(t) =3 —2sint + 5sin 2t — 6 cos 2t.

45. Bestiim tredje ordningens Fourier-approximation till f(¢) = sin¢.

2.7 Svar

7
COVE

6
.a=—1¢eller a = —2.

1
3
5. Ja, den andra.

8. <p,q>=28, |p| =50, [lgl = V27, proj, ¢ = F(4+1).
9

1

3
1. \/—< a+b

12-<f,g> 0, Il =Z. llgll = 22.
13. {1, ¢, t* —1/3}.

14. a) ﬁ, b)

16. t.ex. 5(1,1,1,1), 5(=1,1,1,-1), 75(=2,1,-1,2)
17. teex. 55(1,0,1,0), 52(=1,1,1,0), (2,4, -2, -3)
18. t.ex. £(6,—3,—-2,0,0),(0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1)
19. (2,2,2,2), avstand 4.
20. 2

1 1 1

—1 0 0

21. {=| -1 |, 3 1.3 1|}

1 ~1 1

1 1 —1
23. /13.

26.b) {1, t—1, 312 -2t + 1}
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27.
28.
29.
30.
31.
32.
38.
40.
41.
43.

44.
45.
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a) xy =2; x9 =1, b) 1 = 1.6; 29 = 0.6; z3 = 1.2

a) 2(252 + 212 4+ 76)  b) 5(—ba? — 9z + 37)

A =2.3421, B = 7.4475.

[ = (—0.8558, 4.7025, 5.5554, —0.0274), v(4.5) = 53.0387.

32y = 214229+ 22y, 37y = 201 — X9+ 213, 37, = 209+ 13— 224, 37 = —2x1 + 223+ 4.
a=-3, b=3, c=—6.

642 _ 3
7 35"
y=2+3t

j=4-01t— 0.5(t — 2) + 0.5(2¢* — 4T¢).
f=m+2sint + sin 2t + %sin?)t.

Férsta ordning: f =3 — 2sint. Andra och tredje ordning: f=1.
f=sin’t = % — %coth, f=r





