TMAG682, Excercise in Linear space,
scalar product and L,-norms

1. Betrakta de delméngder av P,, som bestar av alla polynom p(¢) av grad
< n sadana att

a) 2p(0) = p(1)

b) p(t)>0da0<t<1

c) p(t)=p(—t) for alla ¢.

Vilka av dessa delméngder ar underrum i P,?

Svar: a) och c).

2. Visa att Pi(t), pa(t), ps(t) r en bas for P, da
a)Pi(t) = (t+1)2, Pa(t) = (t+2)2, B(t) = (t+3)%

b)Pi(t) = 1(t—2)(t—3), Pa(t) = —(t—1)(t—3), P3(t) = :(t—1)(t—2).
Ange ocksa koordinaterna for polynomet 2 i basen pi, pa, po.

Svar:
a) Koordinater for ¢* ar (3,—3,1).
b) Koordinater for ¢* ar (1,4,9).

3. Visa att foljande funktioner &r lineart beroende
a) sin2t, cos2t, sin’t, cos?t

b) In(t®+1), In(t*—¢*+1), In(t*+1).

4. Visa att foljande funktioner ar lineart oberoende
a) sint, cost, sin2t, cos2t
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b) et, e, e,



5. Vi definierar skalérprodukt och Ls-normen for tva funktioner/vektorer
f och g pa ett intervall (a, b) enligt

(f.9) = / f(@)g@)dz, vesp |1 = VT D)

I analogi med fattet i Euclidiska rum R" defibnierar vi “vinkeln” 6
mellan f och g som

(f,9) = [I1lllgll cos 0.

Vad ar cosinus for vinkelm mellan “vektorerna” 3z 4+ 1 och 522 + 3 i
det linjara rummet forsett med skalarprodukten

(f.9) = / f(@)gla) do?

LT
Svar: N

6. Visa att i C[—m, 7|, med skaldrprodukten

(fr9)= [ flx)g(x)dx,
ar funktionerna

1, sinx, cosz, sin 2z, cos2x, ...,sinnz, cosnz, ...

sinsemellan ortogonala. (Detta &r fundamentalt i teorin for Fouri-
erserier.)

7. Ar nagon av foljande tva kandidater for en skaldrprodukt pa C'[a, b]:

b
(f.9) = / f(@) (z) da,

b
(f.9) = / f(@)g () dx + f(a)g(a)?

Svar: Ja, den andra.



8. Lat V vara det linedra rummet bestaende av reella kontinuerliga funk-
tioner pa enhetsintervallet [0, 1]. For f och g1V, definierar vi skaldrprodukten
av f och g som

Uﬂ%jéf@M@M%

och forwiV, L,, p=1,2,00 normen som

! 1/p
lolliyon = ([ lwt@par)”, =12
0

och

w[|zwfo) = max |w(x)|.

Bestam (f, g), ||f||z,0.1] och |[g|z,0,1 for p = 1,2, 00 i foljande fall:

a) flr)=14z glx)=2—-2x
b) flz)=1, g(z)=3

c) flz)=1, g(z)=3+2

d)  flz) =3z, g(x)=—4a

e) flx)=ua, glz)=¢e"
f)  f(x)=1, g(x)=cosz+sinz.
Nagra svar: d) (f,g) = -3, e)(f,g)=1, f)(f,g) =sinl—cosl+1.



