Konsten att losa de enklaste differentialekvationerna

Andreas Axelsson

1. SEPARABLA DIFFERENTIALEKVATIONER

Problemet vi vill 16sa hér dr att finna de funktioner y(z) saddana att
a(y(z))y'(z) = b(z), for alla z.

Funktionerna a(y) och b(z) antas givna.
Metoden for att 16sa sadana differentialekvationer ar att anvinda kedjeregeln bakldnges.
Kom ihéag kedjeregeln for derivator:

(f(g(@) = d'(2)f (g(x))-
Vanligtvis anvinder man denna formel for att berdkna derivatan av en produkt, det vill
sdga man borjar med VL och skriver om detta som HL. Till exempel
d 2 2

%67’” = (—2z)e " .

A andra sidan dr den anvindbar baklinges ocksa:
1 1
/a:e_mgdas =3 /(—2x)e_w2d:c = —56_3"’2.

I ord: faktorn x i integranden inses vara nédsta den inre derivatan av e Med kedjeregeln-
baklanges “svéljs” denna vid integrationen.

Speciellt anvindbar &r kedjeregeln-baklénges for att 16sa separabla differentialekvationer.
Lat f(z) = A(z) vara en primitiv funktion till den givna funktionen a(z) och lat g(x) =
y(z). Da ar VL i differentialekvationen

a(y(x))y'(x) = f'(9(x))g'(z) = (f(9(2)))" = (Aly(=)))".

Differentialekvationen kan alltsa losas

diir B(x) #r en primitiv funktion till b(z) och A=!(y) #r den inversa funktionen till A(y).
(Ekvivalent: i sista steget loses y ut ur ekvationen.)

Exempel 1.1. Los differentialekvationen z%y* = 3. Vi skriver om den som en separabel
differentialekvation:

vy =t
(Variablerna har separerats: alla y i VL och alla 2 1 HL.) De givna funktionerna ar a(y) =
y~* och b(z) = 2*. Metoden ovan ger 16sningsgangen
Aly) =~y /3,
(_y73/3>/ — .734,
—y3/3=215/5+C,
y P = —%afr’ + D,

y=1/y/D —3x%/5,
dér C' och D = —3C &r integrationskonstanter.
Givetvis avslutar vi med att KONTROLLERA SVARET: kedjeregeln ger ¢ = (—3x%)(—1/3(D—
3$5/5)—4/3) — m4y4.



2. LINJARA DIFFERENTIALEKVATIONER

Problemet vi vill 16sa hér &r att finna de funktioner y(z) sddana att
Y (z) + a(x)y(z) = b(x), for alla z.

Funktionerna a(z) och b(x) antas givna.
Metoden for att 16sa sddana differentialekvationer &ar att anvinda produktregeln bakldng-
es. Kom ihag produktregeln for derivator:

(f(@)g(@)) = f(2)g(z) + f(2)g ().

Vanligtvis anvinder man denna formel for att berdkna derivatan av en produkt, det vill
sidga man borjar med VL och skriver om detta som HL. Till exempel

d
d—(eh cos(3z)) = (2¢*) cos(3z) + e**(—3sin(3x)).

T
A andra sidan, for att 16sa differentialekvationen ténker vi s& hér. Vi forsoker se VL i denna,
som HL i produktregeln, och férsoker skriva om den som VL i produktregeln, som sedan
enkelt kan integreras. Hall med om att uttrycken

y'(z) +a(z)y(z)  och  f(x)g(x)+ f(z)g'(2)
paminner om varandra. Tricket for att identifiera dom helt &r att

(1) Hitta en primitiv funktion A(x) till den givna funktionen a(z).
(2) Berdkna den integrerande faktorn eA(®).
(3) Multiplicera ekvationen y'(x) + a(z)y(x) med den integrerande faktorn.
Notera att det dr eA(®) | inte primitiven A(z), som &r den integrerande faktorn. (Det &r ett
vanligt fel att man i (3) multiplicerar med A(z). Det fungerar ej.)

Lat oss se vad vi far. Om vi later f(z) = eA(®) och g(x) = y(x) foljer av produktregeln
bakldnges att

A (Y (2) + a()y(x)) = (XD)y (2) + (a(x)e D)y (z) = f(2)g'(x) + f'(x)g(x)
= (f(@)g(x))" = ("@y(x))".

Var differentialekvation kan alltsa skrivas

Glom inte att &ven multiplicera &ven HL med den integrerande faktorn. (Detta &r ett annat
vanligt fel.) Sedan kan vi snabbt 16sa ekvationen:

Ay (z) = /b(x)eA(x)dx,

y(z) = e~ 4@ /b(m)eA(x)d:E.

Forst integrerade vi bada sidor i ekvationen, sedan delade vi bada sidor med den integre-
rande faktorn.

Exempel 2.1. Los differentialekvationen 3/ /z = 22 — y. Vi skriver om den som en linjér
differentialekvation:

y’+xy:a:3.



De givna funktionerna #r a(z) = x och b(z) = 23. Metoden ovan ger 16sningsgangen
A(zx) = 22/2,
eA) — 2?2,
612/22/ + (:Ce$2/2)y _ x3ez2/2,

(ex2/2y)/ _ .%'36:02/2,
e 2y = /a:ge“"Q/Q = /xQ(xe’”2/2)dx
— 227 /2 _ /2336:”2/2 = (2% - 2)6902/2 +C,

y=2a%>—-2+ Ce_xz/Q,

déar C ar en integrationskonstant. Notera hur kedjeregeln anvindes baklénges tva ganger i
samband med partialintegrationen.

Givetvis avslutar vi med att KONTROLLERA SVARET: ¢/ = 2z — 2Ce=2/2 = o3 — xy
stdmmer!
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