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Kapitel 1

Warum und wie?

Stellen Sie sich die Frage,

Warum muss ich Mathematik lernen?

1.1 Warum?

Die Mathematik ist eine universelle Sprache. In der Naturwissenschaft werden viele wichti-
ge Ideen in der mathematischen Sprache ausgedriickt. Dementsprechend ist es wichtig fiir
Sie, diese Sprache zu beherrschen. Zum Beispiel, wie schnell eine Population (von Menschen,
Bakterien oder Tieren) wéchst kann man am Besten mit einer mathematischen Gleichung be-
schreiben. Es gibt auch Gleichungen die beispielsweise Erosion besser als Worter beschreiben
konnen. Es gibt hunderte Beispiele in den Naturwissenschaften von Ideen und natiirlichen
Prozessen, die am besten in der Sprache der Mathematik ausgedriickt werden kénnen. Der
erste Grund, warum Sie Mathematik lernen miissen, ist damit Sie die “universelle” Sprache
der Mathematik sprechen und verstehen kénnen.

Vielleicht denken Sie, dass Mathematik die Sie irgendwann brauchen werden, mit einem
Taschenrechner oder Computer gemacht werden kann, und dass Sie dementsprechend keine
Mathematik lernen miissen. Das stimmt nicht. Sie kénnen etwas sehr wichtiges tun, was kein
Taschenrechner oder Computer tun kann: Sie konnen denken. Sie besitzen noch irgendwas,
was kein Taschenrechner oder Computer hat: Sie haben Gefiihle. Durch dieses Buch werden
Sie Ihre mathematisches Gefiihl entwickeln. Sie werden lernen mathematisch zu denken und
dadurch schaffen Sie mathematische Grundlagen die fiir Thre Zukunft als Naturwissenschaft-
ler. Die Mathematik in diesem Buch ist genau fiir Sie ausgewihlt.

1.2 Wie? Der Gehirnsport

Vielleicht denken Sie, “Ja, ja, ich interessiere mich immer noch iiberhaupt nicht fiir die
Mathematik. Ich werde bis zur letzten Woche vor der Klausur warten und dann nur so viel
lernen damit ich die Klausur bestehen kann.”Das wire eine Moglichkeit. Aber mit dieser
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Methode sind die Chancen sehr schlecht, dass Sie die Klausur bestehen werden. In der Regel
muss man Mathematik wie Kampfkunst (oder Sport) lernen. Wenn man durch ein Holzbrett
schlagen will, muss man vorher viel iiben. Sie kénnen es ohne Ubungen ausprobieren und
hochstwahrscheinlich werden Sie Thre Hand entweder zerbrechen oder zumindest sehr weh
tun.

Um durch das Holz zu schlagen, braucht man Kampfkunsttechnik. Um eine mathemati-
sche Aufgabe zu l6sen, braucht man Mathematiktechnik. Wie bekommt man diese Technik?
Durch Ubungen!

Wenn Sie also sicher sind, dass Sie Thre mathematische Veranstaltung bestehen wollen,
dann kénnen wir zusammen arbeiten. Sie werden sehen, dass Mathematik sogar Spal machen
kann. (Sie glauben mir jetzt moglicherweise nicht, aber meiner Erfahrungen nach werden Sie
Ihre Meinung éndern...)

Erfolg macht jedem Spafi. Am Anfang, sicht neue Mathematik erschreckend aus.E| Wenn
Sie aber geduldig sind und versuchen diese zu verstehen, und gut {iben, kann ich Thnen ver-
sprechen, dass Sie irgendwann alles verstehen werden. Ganz leicht. Und Sie werden erfahren,
was fiir ein tolles Gefiihl das ist! Ja, Sie haben was erschreckendes gemeistert! Der Prozess:
(1) neues Material - Verwirrung, (2) Arbeit und Ubungen, stur sein, dran bleiben, (3) Die
Gliihbirne! Und noch ein bisschen mehr iiben, (4) Geschafft! Nach diesem Prozess werden
Sie ein ganz tolles Erfolgsgefiihl haben.

1.3 Die Stiarke der reinen Mathematik

Die Mathematik ist eine Sprache, die auf fundamentalen Ideen begriindet ist. Wie jede
Sprache hat sie Worter.

Definition 1.3.1. Fin mathematischer Wort ist eine mathematische Idee mit einer ganz
genauen technischen Definition.

Alles was wir in der Mathematik diskutieren hat eine Definition. Der erste Schritt wenn
man Mathematik lernt, ist die Definitionen auswendig zu lernen. Wie bei jeder Sprache
miissen Sie zuerst den Wortschatz auswendig lernen! Es reicht nicht wenn Sie eine Definition
vage lernen. Sie brauchen ihre ganz genaue Bedeutung. Die Mathematik ist aber eine Sprache
der Ideen, und Sie konnen diese Ideen in ihren eigenen Wortern ausdriicken. Am besten
konnen Sie die Bedeutung eine mathematische Definition in ihrer Muttersprache verstehen.
Wichtig sind nicht die Sprache in der Sie eine mathematische Definition ausdriicken, auch
nicht Thre Wortwahl, sondern nur die richtige Bedeutung.

Nachdem Sie einige mathematische Definitionen gelernt haben, kénnen Sie mathemati-
sche Sétze lernen.

Definition 1.3.2. Ein Satz in der Sprache der Mathematik ist ein (oder mehre) Sitze in
der grammatikalischen Definition eines Satzes, der immer wahr ist.

! Als Mathematikerin muss ich stindig neue Mathematik lernen, und ich denke oft am anfang, WAS??
Was soll dies darstellen?



Der Grund weshalb einen Satz immer stimmt, ist sein Beweis. Die reine Mathematik ist
rein: ein Satz ist unfehlbar, er ist rein.

Jeder Satz hat Hypothese, die erfiillt werden miissen, um den Satz anwenden zu kénnen.
Kennen Sie einige mathematische Formeln? Der Grund weshalb solche Formel immer gelten
ist, weil sie auf mathematischen Sétze begriinden. Zum Beispiel : die Lésungen der Gleichung

ax’+br+c=0

sind

—b+Vb? — 4dac —b—Vb? —4dac
T = o0 und z = n .

Bei einer Gleichung die dhnlich aussieht, wie

ar® +br 4+ ¢ =0,

gilt die Formel nicht mehr. Die Formel gilt nur genau fiir Gleichungen in genau dieser Form
ax?+bx+c = 0. Jedes mal wenn Sie irgendeinen Satz oder mathematische Formel anwenden,
sollte die Hypothese iibereinstimmen. Wenn Sie eine Formel mit einem Taschenrechner oder
mit einem Computer berechnen, hat der Taschenrechner oder der Computer keine Ahnung,
ob die Hypothese fiir die Formel iibereinstimmen. Nur Sie, ein Mensch mit einem Gehirn,
konnen das tun.

1.3.1 Die Logik

In der reine Mathematik beweisen wir Sétze. Ein Satz ist eine mathematische Wahrheit. Er
gilt immer und ewig. Was haben Sétze mit Thnen zu tun, die Naturwissenschaften studie-
ren? Sie brauchen keine Sitze beweisen zu kénnen, aber Sie werden die anwenden miissen.
Dementsprechend sind einige logische Grundlagen fiir Sie wichtig.

A impliziert B

Es ist gut zu wissen wann irgendwas wichtiges passieren wird. Zum Beispiel : wenn das rote
Licht auf dem Monitor blinkt, wird es ein Erdbeben in 2 Stunden statt finden. Wir kénnen
dies kiirzer ausdriicken : rote Licht auf dem Monitor impliziert Erdbeben in 2 Stunden. Es
gibt eine Generalisierung zu diesem Prinzip: “A impliziert B.In diesem Fall ist “A” das rote
Licht auf dem Monitor und “B” das Erdbeben in 2 Stunden.

Definition 1.3.3. In einer Auferung wie “A impliziert B” ist A die Hypothese und B die
Folgerung. A impliziert B bedeutet genau :

Jedes mal wenn A gilt dann muss auch B gelten.

In der Mathematik und der Logik wenden wir haufig den Pfeil der Implikation = an.
Dieser Pfeil bedeutet : was am Ende des Pfeils steht, impliziert das, was an der Spitze des
Pfeils steht. Dementsprechend hat

A= B



genau dieselbe Bedeutung wie “A impliziert B.”
Verbunden mit einer Auflerung wie “A impliziert B” ist ihre Umkehrung und ihre Nega-
tion.

Definition 1.3.4. Die Umkehrung der Auferung “A impliziert B” ist die Auferung B im-
pliziert A.

Wenn wir den Pfeil anwenden, ist es leichter sich an die Definition der Umkehrung zu
errinnern : die Umkehrung von A = B ist genau

B — A.

Die Richtung des Pfeils wurde also umgekehrt.
Wir fiihren einige Beispiele an. An diesem Punkt ist es unwichtig ob die folgende Auflerungen
stimmen oder nicht. Wir méchten nur ein bisschen iiben, damit wir die Definitionen lernen.

1. AuBerung: falls 242 = 4, dann ist = 5. Erst sollen wir diese in die Form “A impliziert
B” setzen. Was ist A? In diesem Fall ist “A” die Auflerung 2 + 2 = 4, und “B” die
Auflerung = = 5. Mit dem Pfeil kénnen wir diese wie folgt darstellen :

242=4 = x=5.
Um die Umkehrung zu machen, miissen wir den Pfeil einfach umkehren :
r=5 = 2+4+2=4.

Die Umkehrung ist also in Worter : falls x = 5, dann ist 2 + 2 = 4.

2. AuBlerung : falls es regnet, dann wachsen die Blumen. Diese ist zwar keine mathe-
matische Auflerung aber sie hat ebenso eine Umkehrung. Erst sollen wir A und B
identifizieren. In diesem Fall ist A “es regnet” und ist B “die Blumen wachsen.” Wir
koénnen also schreiben :

es regnet =—> die Blumen wachsen.
Die Umkehrung ist also

die Blumen wachsen = es regnet.

Bei diesem Beispiel haben die Ursprungliche Auierung und ihre Umkehrung verschie-
dene Bedeutungen. Allgemeiner gilt :

Normaleweise hat eine AuBerung und ihre Umkehrung sehr verschiedene Be-
deutungen.
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Die ursprungliche Auflerung ist realistisch, da Blumen Regen brauchen um zu wachsen.
Die Umkehrung wiirde bedeuten, dass Blumen das Regnen voraussagen koénnen, und
das wire erstaunlich! [

Es kann manchmal sein dass eine Auflerung und ihre Umkehrung beide gelten. Zum
Beispiel :

3. AuBerung falls 2z + 3 = 1, dann ist = —1. In diesem Fall ist A 22+ 3 = 1 und ist B
r = —1. Mit dem Pfeil :
20 4+3=1 = x=—1.

Die Umkehrung ist also
r=-1 = 20+3=1,

und die Bedeutung ist: falls z = —1, dann ist 2z 4+ 3 = 1.
In dem Beispiel sind beide AuBerungen fquivalent. Dies bedeutet dass beide
21 +3=1 = z=-1

und
r=-1 = 20+3=1,

was wir so schreiben konnen
20 4+3=1 <<= x=—1,

da die Implikation in beiden Richtungen gilt!

Definition 1.3.5. Die Auferungen A und B sind dquivalent genau dann wenn A =—> B
und B = A. In diesem Fall schreiben wir

A < B.

Einfach ausgedriickt sind zwei Auflerungen dquivalent wenn sie dieselbe Bedeutung ha-
ben.
Manchmal ist es nicht so anschaulich ob zwei Auflerungen dieselbe Bedeutung haben. An
folgenden Beispiel zu sehen
2r+3 =1 << x=—1,

sollen wir zuerst beide Richtungen bestétigen :
1. 22 4+ 3 = 1 impliziert x = —1, und
2. x = —1 impliziert 2z + 3 = 1.
Wenn eine AuBerung falsch ist, dann stimmt ihre Negation.

Definition 1.3.6. Die Negation einer Auperung ist die Auferung die genau das Gegenteil
bedeutet. Die Negation einer Auflerung der Form “A impliziert B” ist die Auflerung “A
impliziert nicht unbedingt B.”

2Es gibt einige Arten von Pflanzen scheinen Regen voraussagen zu konnen. Erforschen Sie “the Texas
Sage” und andere Pflanzen die vielleicht doch voraussagen kénnen. Es gibt viel hoch-interessante Forschung
wenn Naturwissenschaftler zusammen mit Mathematiker arbeiten.
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Ubungen

1. AuBerung : jede Zahl ist ungerade. Die Bedeutung dieser AuBerung ist dass jede Zahl
ungerade sein muss. Wenn diese falsch ist, bedeutet das, dass es einige Zahlen geben
kann, die nicht ungerade sind. Die Negation ist also : nicht jede Zahl ist ungerade. In
diesem Fall ist die ursprungliche Auflerung falsch und die Negation richtig.

2. AuBerung : es gibt einige gerade Zahlen. Die Gegenbedeutung ist : es gibt keine gerade
Zahlen. In diesem Fall ist die ursprungliche Auflerung richtig und die Negation falsch.

3. AuBerung: Jeder Deutsche isst gern Fleisch. Die Negation ist also : Nicht jeder Deutsche
isst gern Fleisch. Was wichtig ist, ist die Bedeutung. Wir kénnen dieselbe Bedeutung
auch so ausdriicken : nicht unbedingt jeder Deutsche isst gern Fleisch. Dieselbe Bedeu-
tung ist : Es kann sein, dass einige Deutsche nicht gern Fleisch essen.

Eine typische mathematische AuBerung ist : zu jede-oder fiir jede A gilt B. Was ist die
Negation? Die Negation ist : es gibt ein A sodass B nicht gilt.

Hier ist ein Beispiel. Waren Sie mal in Schweden? Auf dem Schwedischen Land ist jedes
Haus rot. Man konnte also denken, dass jedes Haus in Schweden rot ist. Wenn dies als
einen mathematischer Satz bewiesen werden soll, dann muss man jedes einzelne Haus in
Schweden besuchen, und wir kénnen dies mathematisch vergleichen : wir miissen jeden Fall
(Haus) iibereinstimmen! Um aber zu beweisen dass die AuBerung falsch ist, und die Negation
richtig ist, brauchen wir nur ein Haus das nicht rot ist!
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Ein andere typische mathematische AuBerung ist : es gibt ein A sodass B gilt. Was ist
die Negation? Die Negation ist : fiir jedes A gilt B nicht.
Die letzte logische Definition die gut zu wissen ist die Kontraposition.

Definition 1.3.7. Die Kontraposition von einer Auflerung der Form : A impliziert B ist die
AufSerung :

nicht B impliziert nicht A.

Was bedeutet die Kontraposition? Lassen Sie sich ein bisschen Zeit um zu iiblergen, und
danach koénnen Sie umbléttern.
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Satz 1.3.8. “A impliziert B” gilt genau dann wenn die Kontraposition “nicht B impliziert
nicht A7 gilt.

Auch Sie konnen den Satz beweisen!

1.4 Ubungen

Sie konnen die Mathematik nur durch mathematische Erfahrungen lernen. Was sind “ma-
thematische Erfahrungen?” Mathematische Ubungen oder Probleme zu 16sen! In der reinen
Mathematik l6sen wir mathematische Probleme die noch nie gelost worden sind. Es ist nicht
immer so leicht. Wir arbeiten Stunden, Tage, Wochen, Monate und sogar Jahre an einem
Problem. Jeden Tag versuchen wir verschiedene Idee, 16sen Gleichungen, betrachten Bei-
spiele, und die meiste Zeit wird das ganze in den Mulleimer geworfen. Es kann vielleicht
zwecklos erscheinen, ist es aber nicht. Die Zeit wenn wir das Problem nicht 16sen kénnen
aber dran bleiben genau die Zeit und die Erfahrung, die wir brauchen um unser Ziel zu
erreichen. Wenn man lange daran arbeitet, kimpft und endlich die Losung findet, ist das
Gefiihl unbeschreiblich. Jeder mag Erfolg, aber Erfolg nach einem langen Kampf ist noch
besser. Wenn Sie versuchen die Ubungsaufgabe zu lésen und es scheint, dass alles einfach in
den Miilleimer geht - dran bleiben! Geben Sie nicht auf! Sie kénnen das, und Sie sind auch
nicht allein. Es gibt Mathematiker auf der ganzen Welt die denselben Kampf durchmachen,
Sie sind in guter Begleitung.

1. Was ist die Umkehrung : falls das Produkt von zwei ganzen Zahlen positiv ist, dann
sind beide Zahlen positiv.

2. Was ist die Kontraposition?

Was ist die Negation?

Was stimmt : die AuBlerung, ihre Umkehrung, die Kontraposition, oder die Negation?
Was ist die Negation : jede ungerade ganze Zahl kann durch 2 geteilt werden.

Was ist die Negation : Diisseldorf ist immer wolkig.

N gk W

Was ist die Umkehrung : falls die Summe von zwei ganze Zahlen ungerade ist, dann
ist eine von den beiden ungerade.

*®

Was ist die Kontraposition : falls es regnet, dann regnet es wie Wasser aus einem Eimer.
9. Forschen Sie in der Logik : was bedeuten V, 3 und 3!?7
10. Beweisen Sie den Kontrapositionssatz.

11. Sie haben eine Berechnung mit einem Computer durchgefiihrt, um die Konzentration
einer Salzwasserlosung zu berechnen. Das Ergebnis ist 117 Prozent Salz. Kann dass
sein? Warum oder warum nicht?

15



12.

13.

14.

15.

Man nennt eine Zahl die grosser als 0 ist positiv, und eine Zahl die kleiner als 0 ist
wird negativ genannt. Was ist der Unterschied zwischen einer positiven Zahl und einer
nicht-negativen Zahl?

* Sie haben zwolf Proben Erde genommen. Sie wissen, dass eine davon ein sehr kleines
Bisschen schwerer oder leichter ist. Sie brauchen diese Probe, denn wenn sie schwerer
ist, wissen sie dass sie eine hohere Konzentration Blei hat, und wenn sie leichter ist,
wissen sie, dass sie eine niedrigere Konzentration Blei hat. Sie haben vier Apotheker-
waagen die perfekt kalibriert sind, aber sobald Sie sie einmal anwenden, nicht mehr
kalibriert werden konnen, ohne in das Labor gehen zu miissen, und Sie sind unter
Zeitdruck. Wie konnen Sie herausfinden, welche Probe die schwerere oder leichtere ist?

* Sie untersuchen ein Bakterium das zwischen zwei Typen, Typ A und Typ B, mutieren
kann. Wenn Sie die Bakterien in eine bestimmte Losung tun, werden alle die Typ A
sind sich in Typ B veréndern, und alle die Typ B sind sich in Typ A verdndern. Sie
brauchen fiir Thre Experiment zwei Proben mit demselben Anteil von Typ A in jeder
Probe (egal genau welcher Anteil). Leider hat Ihr Assistent die Aufgabe vermasselt.
Der Assistent sagt Thnen, dass es insgesamt 100 Bakterien gibt, und dass insgesamt 50
davon Typ A sind. Der Assistent gibt Thnen zwei Proben mit jeweils 50 Bakterien aber
die Bakterien sind alle vermischt, und Sie haben keine M&glichkeit mehr zwischen Typ
A und Typ B zu unterscheiden. Die Bakterien sind sehr teuer, und deswegen méchten
Sie sie nicht wegwerfen, sondern Thr Experiment durchfiihren. Wie konnen Sie zwei
Proben mit demselben Prozentanteil von Typ A machen?

* Sie sind Biologe oder Geologe und Sie arbeiten bei der Polizei, wie im Fernsehen
(CSI, Rizzoli und Isles, Bones...). Die Polizei hat zwei mogliche Téter festgenommen,
die Zwillinge sind. Einer davon ist ein ehrlicher Mensch, und der andere davon ist ein
Liigner und ein Dieb. Ein Kind wurde entfiihrt, und die beiden Zwillinge wissen wo
das Kind zu finden ist. Die Polizei hat schon herausgefunden, dass das Kind entweder
im Novotel oder im Ibis festgehalten wird. Sie konnen sicher sein, dass der ehrliche
Zwillinge immer die Wahrheit sagt, und der Liigner immer liigt. Wie kénnen Sie mit
nur eine Frage, deren Antwort entweder ja oder nein ist, herausfinden wo das Kind ist?

1.5 Hinweise und Beispiele

Sie haben vielleicht nicht so viel Interesse an Mathematik, aber Sie wollen moglicherweise eine
gute Note in der Klausur. Da Sie die Klausur allein schreiben werden, sollten Sie immer zuerst
die Aufgaben allein versuchen, um dafiir bereit zu sein. Es kann sein, dass Sie irgendwann
einfach nicht weiter kommen koénnen, und dass Sie einen Hinweis verdient haben. Wie kénnen
Sie wissen, ob Sie einen Hinweis verdient haben?
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1.5.1 Die Hinweisregel

Sie haben einen Hinweis verdient wenn :

Sie lang genug an der Aufgabe gearbeitet haben, damit Sie die Aufgabe und jede
mathematische Definition die fir die Aufgabe relevant ist auswendig kénnen.

Wenn Sie einen Hinweis verdient haben, soll Threr Lehrer oder Professor Thnen helfen, bis
Sie die Aufgabe l6sen kénnen. Sie haben es doch verdient!

e Fiir eine AuBerung der Form “falls A dann B,” kénnen wir diese so schreiben
A = B.

Die Umkehrung kehrt die Richtung des Pfeils um. Um die Kontraposition zu machen,
machen wir zuerst die Negation von A sowie B. Dann lautet die Kontraposition : nicht
B impliziert nicht A.

e Was bedeutet 100 Prozent?

Bemerkung 1.5.1. Sie sind ein Mensch und Sie kénnen denken. Wenn Sie einen Ta-
schenrechner anwenden um eine Rechnung durchzufiihren kénnen nur Sie merken, ob
die Antwort iiberhaupt moglich ist. Nennen wir diesen Gedankprozess, “Der Bulls-
hit Detektor.Taschenrechner haben keinen Bullshit-Detektor, aber Sie schon! Falls Sie
einen Tippfehler gemacht haben, als Sie die Rechnung eingaben, konnen Sie nachher
den Fehler bemerken und korrigieren, wenn Sie sich nur ein bisschen Zeit nehmen, um
mathematisch zu denken, und Ihren Bullshit-Detector anzuwenden.

e Was unterscheidet positiv und negativ? Welche Zahl ist nicht positiv und nicht negativ?

e Sie haben zwolf Proben und vier Waagen. Anstatt mit 6 auf jeder Seite, probieren Sie
erst mit vier und vier.

e Sie konnen die Losung anwenden, damit alle in einer Probe die Typ A sind, zu Typ B
werden und umgekehrt.

e Sie brauchen eine Frage die mit beiden Briidern zu tun hat. Diese Aufgabe ist fast
dieselbe wie im Film ,,Labyrinth” als Jennifer Connelley vor zwei Tiiren steht. . .
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Kapitel 2

Man sagt, dass die Mathematik eine universelle Sprache ist. Was sind die Worter dieser
Sprache? Die Worter der mathematischen Sprache sind mathematische Konzepte, die durch

festgelegt wurden. Wenn Sie Mathematik lernen, ist es extrem
wichtig, dass Sie neue mathematische Konzepte auswendig lernen. Genau wie wenn man eine
Sprache lernt: man muss die neuen Worter auswendig lernen, damit man Sie sie anwenden
kann.

2.0.2 Zahlen

Die wenden wir an, um Dinge zu zéhlen. Es kann 1 Ding geben, oder 2,
oder 3, und so weiter. Das fiihrt uns zu einer Definition:

Definition 2.0.1. Die ist 1. Fir jede natiirliche Zahl, gibt es eine
folgende natiirliche Zahl, die genau 1 grosser ist.

Die zweite natiirliche Zahl ist 1 + 1 = 2, und die dritte natiirliche Zahl ist 3, und so
weiter. Die Definition besagtt: Es gibt immer noch eine
grossere.

Was passiert, wenn man irgendeine natiirliche Zahl mit 1 multipliziert? Nichts! Zum
Beispiel,

5x1=235,
3x1=3,
10000000000000000033333 x 1 = 10000000000000000033333.

Wir konnen dieses Phédnomen genau ausdriicken:

Was bedeutet dieses “n?” Die Mathematik behandelt Dieses 1 bedeutet
Welche natiirliche Zahl ist unwichtig, aber um die Meinung auszudrucken,
brauchen wir einen fiir sie. Wir kénnen sie nennen, wenn dass fiir Sie ange-

nehmer ist. Die Bedeutung ist:
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Wenn wir Nancy mit 1 multiplizieren, ist das Ergebnis wieder Nancy.

Definition 2.0.2. Wenn wir einen Buchstaben anwenden, um irgendeine Zahl zu kennzeich-
nen, heisst diese Buchstabe einen

Das Multiplizieren mit 1 hat also die natiirliche Zahl Nancy Die Eins ist
deswegen besonders, da sie das neutrale Element fiir Multiplikation ist.

Definition 2.0.3. Die erste natiirliche Zahl 1 ist fiir Multiplikation.
Das bedeutet, dass fiir jede natiirliche Zahl n gilt:

nx1l=n.

Was konnen wir noch mit natiirlichen Zahlen tun? Wir konnen sie auch addieren. Wissen
Sie schon, was das neutrale Element fiir Addition ist?

Definition 2.0.4. Wir definieren 0 als Das bedeutet,
dass fiir jede natiirliche Zahl n, gilt:

Das neutrale Element fiir Addition ist also keine natiirliche Zahl. Wenn man nichts hat,
kann man nichts zahlen.

Die natiirliche Zahlen werden erst definiert um Dinge zu zdhlen. Man kann aber nicht
nur Dinge zdhlen, sondern auch Schritte. Man kann einen Schritt vorwérts machen, aber
man kann auch einen Schritt ruckwérts machen. Wenn man drei Schritte nach vorne macht,
muss man drei Schritte nach hinten machen um wieder dorthin zu kommen, wo man war.
Dadurch definieren wir die negative natiirliche Zahlen.

Definition 2.0.5. Es sei n eine natirliche Zahl. Die st die
additive Umkehrung von n, das heifst gilt :

n+—n=_0.
Wir kénnen die natiirliche Zahlen
1,2,3,4,5,6,....
Links fangen die Zahlen an und die néchste natiirliche Zahl nach rechts ist 1 grosser.
Definition 2.0.6. Eine ist entweder :
1. Eine natiirliche Zahl ;

2. Das neutrale Element fiir Addition ;
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3. Die additive Umkehrung einer natirlichen Zahl. Diese nennen wir

Kennen Sie schon den Der Zahlenstrahl ist eine super Art um reele Zahlen
zu verstehen.

*¥¥xx*Tllustration : The number lipe™***%%%%*

Wenn man eine positive Zahl addiert, konnen wir uns vorstellen, dass irgendjemand den
Zahlenstrahl nach rechts zieht.

***Tllustration : Hand pulling the number line to the right, +3

Wenn man eine negative Zahl addiert, ist das dasselbe wie wenn man dieselbe positive
Zahl subtrahiert, und wir konnen uns vorstellen, dass irgendjemand den Zahlenstrahl nach
links zieht.

***Tllustration : Hand pulling the number line to the left, + -3

Wir konnen uns vorstellen, dass die additive Umkehrung einer Zahl genau das tut, was
man braucht, um den Zahlenstrahl zuriick zu bringen.

Wir kénnen auch Zahlen multiplizieren, und das Ergebnis wird immer noch eine Zahl sein.
Wenn wir zum Beispiel mit 2 multiplizieren, konnen wir uns vorstellen, dass den Zahlenstrahl
ausgezogen wird, damit alles 2 mal so gross ist.

***Tllustration : Hand stretching the number line out to be twice as big, *2

Aufgabe : Was passiert den Zahlenstrahl wenn wir mit 1 multiplizieren? Was passiert
den Zahlenstrahl wenn wir mit 0 addieren?

Wenn wir mit —1 multiplizieren, kénnen wir uns vorstellen, dass den Zahlenstrahl ge-
spiegelt wurde.

***I1llustration : reflecting the number line, *-1

Wenn wir mit —2 multiplizieren, kénnen wir uns vorstellen, dass wir erst den Zahlenstrahl
ausziehen, und danach den Zahlenstrahl spiegeln.

***Tllustration : Stretching the number line and then reflecting it : *-2

Nach diesen Beispielen, definieren wir die Regeln fiir Multiplikation, Addition, und Sub-
traktion mit Zahlen.

1. Eine positive Zahl mal eine positive Zahl ist eine positive Zahl.
2. Eine positive Zahl mal eine negative Zahl ist eine negative Zahl.
3. Jede Zahl mal 0 ergibt 0.

4. Eine negative Zahl mal eine negative Zahl ist eine positive Zahl.

5. Eine positive Zahl m minus eine positive Zahl, n ist gleich m plus die additive Umkeh-
rung von 7.

6. Wenn man eine negative Zahl subtrahiert, ist das dasselbe wie die additive Umkehrung
dieser Zahl zu addieren.

Wie konnen wir danach den Zahlenstrahl wieder zuriick bringen, nach wir en mit einer
Zahl multiplizieren? Um dies zu tun, brauchen wir
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Definition 2.0.7. Die einer positiven Zahl (einer natirlichen
Zahl) n wird als

geschrieben und gilt :

Die multiplikative Umkehrung einer negativen Zahl (die additive Umkehrung einer natirlichen
Zahl) —n, wobei n eine natirliche Zahl ist, ist

und gilt :

—nx ——=1.
n

Wir kénnen so denken : nachdem wir alles n mal so gross gemacht haben, miissen wir
danachalles damit diese wieder dieselbe Grosse sind. Diese ist die Bedeutung

von Multiplikation mit
1

n

Definition 2.0.8. Es sein eine ganze Zahl. Multiplikation mit % bedeutet :
Definition 2.0.9. Eine ist eine der folgenden :

1. FEine ganze Zahl;

2. Die multiplikative Umkehrung einer ganzen Zahl ;

3. Das Produkt einer ganzen Zahl und der multiplikativen Umkehrung einer ganzen Zahl.

2.0.3 Bruchrechnungen, reele Zahlen, und freundliche rationale
Zahlen

Die rationale Zahlen der Arten 1 und 2 wurden bereits erklirt. Wie sehen die der Art 3 aus?
Zum Beispiel nehmen wir die Zahl 5 und multiplizieren wir diese mit der multiplikativen
Umkehrung von 6. Dann schreiben wir :
1
DX —.
6
Was passiert mit dem Zahlenstrahl? Der wird entweder erst ausgezogen, damit alles 5 mal
so gross ist, und danach wieder zusammengezogen, damit alles durch 6 geteilt ist. Oder wir
konnen das umgekehrt tun, das Ergebnis ist dasselbe :
1 1

dX —=—=XDd.
><6 6><
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Wie schreiben wir das Ergebnis? Wir schreiben

1 5
5x o =2,
676

Allgemeiner fiir zwei natiirliche Zahlen, n und m, ist

1 n
nx—=—,
m m
und diese bedeutet genau : n mal so gross ausziehen und durch m teilen. Allgemeiner gilt

folgendes.

Definition 2.0.10. Fliir jede rationale Zahl die ungleich 0 ist gibt es eine natiirliche Zahl n
und eine Zahl m sodass die rationale Zahl gleich

m
n
1st. Wir nennen m und n
Was ist die von einer beliebigen rationalen Zahl? Nehmen wir
das Beispiel
5
5

Was passiert mit dem Zahlenstrahl wenn wir mit g multiplizieren? Er wird erst 5 mal so weit
ausgezogen und danach durch 6 geteilt. ***Illustration *** stretch out number line
by 5, shrink up by 1/6

Wie konnen wir das Ganze zuriickbringen? Erst ziehen wir den Zahlenstrahl wieder 6
mal so weit, und danach teilen wir durch 5. ***Illustration *** stretch out number
line by 6, shrink up by 1/5

Das heisst : wir multiplizieren mit 6 und teilen durch 5. Dementsprechend ist die multi-
plikative Umkehrung von % gleich g und gilt

- x = =1.
6 5

Allgemeiner haben wir folgende Definition.

Definition 2.0.11. Es sei eine rationale Zahl

p

Y

q

wobei p eine ganze Zahl ist, und q eine natirliche Zahl ist. Falls p # 0, dann ist die multi-
plikative Umkehrung von %’ gleich
q
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Jetzt konnen wir durch rationale Zahlen teilen.

Definition 2.0.12. Es sei x eine rationale Zahl. Falls ©x # 0, st gleich
Wir nennen auch teilen durch x

Sie haben vielleicht bemerkt, dass das teilen durch 0 nicht definiert ist. Wir haben ja in
der Definition angenommen, dass x # 0. Warum?

Das neutrale Element fiir Addition hat keine multiplikative Umkehrunyg.

Wir wissen, dass 0 mal jede Zahl 0 ergibt. Das heisst, dass es keine Zahl gibt, mit der 0 mal
diese Zahl 1 ergibt. Dementsprechend, hat 0 keine multiplikative Umkehrung.
Lassen Sie uns diese Definition anwenden.

Definition 2.0.13. Es seien m, n natirliche Zahlen und p, q Zahlen. Dann gilt :

P a_ p
m n  mn’
und
p.9_pr n_ P
m ' n m q mq

Wir konnen also rationale Zahlen multiplizieren und dividieren. Wir kénnen ebenfalls die

ganzen Zahlen addieren und subtrahieren. Was passiert wenn wir }l und %1 addieren? Wir

haben % nicht wahr? Allgemeiner gilt folgende.

Definition 2.0.14. Es seien m und n ganze Zahlen und q eine natirliche Zahl. Dann gilt
m n  m+n
+ .
q q q

Wie konnen wir beliebige rationale Zahlen addieren? Um beliebige rationale Zahlen zu
addieren, brauchen wir Hilfe von dem neutralen Element fiir Multiplikation. Das neutrale
Element fiir Multiplikation kann man als spielerische Zahl sehen, die sich gern verkleidet.
Fiir  # 0, gilt

x 1

— =z x —=1.
T T

***¥x*T)lustration of 1 in costume********x**
Ein Beispiel ist : was ist
=7

NI

_|_

S| Ot

Die Regel ist :
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Diese rationalen Zahlen haben jedoch nicht denselben Nenner. Was kénnen wir dann
machen? Mit eins multiplizieren! Fiir jede natiirliche Zahl z und y gilt :

) 5 x 5 xXDH
6 6 x 6

und gilt
2_1 2y 2 yx2
7T T oy 7T

Um beide Nenner gleich zu machen brauchen wir also natiirliche Zahlen = und y sodass

Dann setzen wir

Dementsprechend machen wir

Dann betrachten wir
5 2 3 12 47

6T R
Jetzt konnen wir beliebige rationale Zahlen addieren und Subtrahieren funktionniert
auch.

Definition 2.0.15. Es seien m und p ganze Zahlen und n und q natirliche Zahlen. Dann
qilt :

Aufgabe : Zeit zu Uben :
1. Was ist 5 x %?

2. Was ist H — %?

-~

3. Was ist

+

Wi ol Ol

ol X

Gl Wi Wi
~

4. Was ist

-~

5. Was ist
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Es gibt noch Zahlen, die auf dem Zahlenstrahl sind aber rational sind. Diese nennt
man die reelen Zahlen [T aber Sie mussen sich keine Sorgen machen. Die rationale Zahlen sind
wie gute Freunde : Sie sind immer fiir Sie da! Die reelen Zahlen sind alle Punkte auf dem
Zahlenstrahl. Der folgende Satz bedeutet, dass Sie alles mit reelen Zahlen tun konnen, genau
wie mit rationalen Zahlen.

Satz 2.0.16. Es sei x und y reele Zahlen, mit x < y. Dann gibt es eine rationale Zahl z
sodass gilt :

r<z<uy.

Da Sie kein Mathematiker oder Mathematikerin sind, ist der Beweis dieses Satzes nicht
so wichtig. Wichtig ist die Bedeutung :

Zwischen jeden zwei reelen Zahlen gibt es eine rationale Zahl.
Egal wie nah die zwei Zahlen auf der Zahlenstrahl sind, es gibt immer eine rationale Zahl da-
zwischen. Das heisst, dass Sie alles mit reelenn Zahlen tun kénnen, genau wie mit rationalen

Zahlen. Man sagt:

Die rationale Zahlen liegen in der reelen Zahlen. Dicht wie gute Freunde.

2.1 Wann macht man was?

Hier ist ein Beispiel :
5x 212 — 12+ (3 x 4) =2

Es gibt viel zu tun, also Die

1. Klammern

2. Potenz

3. Multiplikation
4. Division

5. Addition

6. Subtrahieren

Um die Reihenfolge zu erinnern, ist einen Satz :
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Abbildung 2.1: Kénnen Personen mit Demenz Asbach schliirfen?
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Nach der Reihenfolge sollen wir bei 5 + 3 x 237 — 12 + (3 x 4) erst den Klammern
betrachten :
3 x4 =12

Dann schreiben wir
543 x 212 1212

Danach sollen wir die Potenz betrachten :
1+2=23,

also ist
242 — 923 —2%x2%x2=28.

Dann schreiben wir
543 x8—12+12.

Das néchste ist Multiplikation :
3 X8 =24,

also schreiben wir
Hh4+24 —12 +12.

Nach Multiplikation kommt Demenz, ich meine Division :
12+12=1.

Also schreiben wir
54+24 —1.

Das néchste ist das Asbach, ich meine Addition :
5424 = 29,

also schreiben wir
29 — 1.

Und das letzte ist das schliirfen, ich meine Subtraktion :
29 — 1 =28.

Also die Antwort ist 28.
Noch einige wichtige Regeln sind die

Definition 2.1.1 (Potenz Regeln). 1. Es seien n und m natirliche Zahlen. Dann
bedeutet wobet n ist mit sich selbst m mal multipliziert.

'Es gibt auch die komplexe Zahlen. Die sind nicht mehr in der Zahlenstrahl!
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2. n™™ bedeutet :

b
nm
3. nl =n.
4. n%=1.
5. Man nennt n die und m die

Nach diesen Regeln, kann man folgendes beweisen : Es seien n, m, und k natiirliche
Zahlen. Dann gilt :

1. (n™)k = nmk,
2. npmtk = pmpk,

m

3. nmk = pov

Noch eine wichtige Regel ist, wie man Klammern multipliziert. Machen wir ein Beispiel :

(1+2)(1+2).

Nach der “Koénnen Personen mit Demenz Asbach schliirfen?Regel, sollen wir zuerst
142=3
betrachten. Dann haben wir
(14+2)(1+2)=3x3=09.
Der folgende Fehler ist
(a+b)(a+b) =7 a®+0b
Wenn wir mit a = 1 und b = 2 betrachten haben wir
(1+2)(14+2) -7 124+22=5.
Sie haben gesehen, dass
(1+2)(1+2)=9,

und 9 ist vier mehr als 5.

Wenn Sie mit Zahlen arbeiten, werden Sie moglicherweise diesen Fehler nicht machen.
Aber wenn Sie mit Variabeln arbeiten, ist der Fehler leicht zu machen. Dementsprechend,
haben wir noch einen Merksatz :

1. Zuerst
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2. Aussen
3. Innen
4. Letzte
Zum Beispiel :
(a+b)(a+b)=axat+axb+bxa+bxb=a®+2ab+ b
Lassen wir diese mit dem Beispiel a = 1, b = 2 iibereinstimmen :
(14+2)1+2) =12 +2x1x2+22=1+4+4=0.

Jal
Der Merksatz lautet :

2.2 Gleichungen : Das ganze Ruckwirts
Es sei z eine rationale Zahl sodass gilt :
3Xx—4=>5.

Was ist 7 Merken Sie, dass x und x etwas dhnlich aussehen? Aus diesem Grund, kénnen
wir * statt x benutzen, um Multiplikation zu bezeichnen. Wir kénnen auch Klammern
anwenden, und wir kénnen auch manchmal alles weglassen. Dann habe die folgende dieselbe
Bedeutung :

3xz, 3xz, (3)(zr), 3.

Unser Ziel um die Gleichung 3z — 4 = 5 zu l6sen, ist

Auf der linken Seite haben wir 3z 4+ 4. Wir wollen also Gilt
immer

4—-4=0.

Die Umkehrung von —4 ist +4. Also um ein —4 weg zu schaffen, addiert man 4. Wir haben
auch auf der linken Seite 3 mal z. Die Umkehrung von mal 3 ist durch 3 teilen, da

1
3:3-3x>=1.
<3
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Wem sollen wir zuerst weg schaffen? Sie konnen sich vorstellen,
dass z in der Gleichung gefangen ist. Um zu wissen, wie Sie x befreien koénnen, lassen Sie
uns iiberlegen,

Wir kennen die Reihenfolge : KPMDAS. Das heisst dass zuerst x mit 3 multipliziert wird
und danach wird 4 subtrahiert. Wir brauchen die und das heisst

Wir mussen 4 addieren und durch 3 teilen, um z zu befreien. Ruckwérts kommt A vor
M in KPMDAS. Das heisst, zuerst sollten wir 4 addieren.

Dementsprechend addieren wir 4 auf beider Seiten.
3r—4+4=5+4.

Die linke Seite ist also :
3z,

und die rechte Seite ist
5+4=0.

Dementsprechend haben wir
3x =09.

Super. Jetzt miissen wir nur diese drei wegschaffen. Wir wissen schon : durch 3 teilen :

3r+3=9=+3.
Durch die Regeln wissen wir
1 3xxl
r+3=3 = = = 9+3=3.
x T X 3 3 x,

Demenstprechend haben wir = befreit und sehen wir dass
r = 3.

So eine Gleichung nennt man eine Ein sehr wichtiges Prinzip in der
Mathematik ist :

Linear ist immer einfacher als nicht linear. Hier ist noch ein Beispiel wie man eine Gleichung
zu losen hat :
5x 21 12+ (3 x 4) = 29.

Diese Gleichung ist etwas kompliziert. Zuerst lassen wir die Gleichung so vereinfachen :

5x 21 — 12 212 = 29,
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5 x 21+ 1 =129,

Wir wissen, dass wir zuerst subtrahieren und danach addieren. Wir kénnen also diese —1
wegschaffen wenn wir +1 auf beiden Seiten machen :

5x 21 —141=29+41,

dann haben wir

5 x 211 = 30.

Danach kommt dividieren und danach multiplizieren. Um die Multiplikation mit 5 wegzu-
schaffen, kénnen wir durch 5 auf beiden Seiten teilen :

5x 2% =5 =30 =5,

dann haben wir
2+l — 6,

Jetzt haben wir

Um diese zu tun definieren wir den Logarithmus. Die Basis ist 2.

Definition 2.2.1. Es sein und m zwei positive reele Zahl. Dann gibt es eine eindeutig reele
Zahl y sodass
nY = m.

Wir nennen diese y und wir schreiben die

y = log, (m).
Lassen Sie uns die Definition anwenden. Wir haben

2x+1

Die Basis ist 2. Das heisst dass
Jetzt iiberlegen Sie wer m ist. Wir haben die Gleichung

27+l — 6.

Dann gilt fiir
m =6,
xz+ 1 =log,(6).

Wir haben die Potenz befreit! Der letzte Schritt ist diese +1 weg zu schaffen. Um dies zu
tun, subtrahieren wir 1 von beiden Seiten :

r+1—1=log,(6)—1,
und endlich haben wir

xr = log,(6) — 1.
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2.3 Funktionen

Der Logarithmus ist ein Beispiel einer Funktion.

Definition 2.3.1. Fine Funktion nimmt eine Fingabe von und ergibt eine eindeutige Aus-
gabe. Fir die Eingabe x schreibt man f(x) um die Ausgabe beziiglich x zu bezeichnen.

Bitte seien Sie nicht erschreckt. Die Buchstaben x und f sind nur da um die Al
beschreiben. Eine Funktion ist aktiv : sie etwas. Sie konnen sich vorstellen, dass die
Funktion, nennen wir sie Frank, die Eingabe x vornimmt innerhalb der Klammern tut Frank
irgendwas zu x und das Ergebnis schreiben wir als f(x). Die Bedeutung ist :

Frank die Funktion nimmt eine Eingabe x von und innerhalb seiner Klammern
tut er irgendwas zu x und die Ausgabe ist dann f(z).

Wenn Sie noch kreativer denken mochten, konnen Sie denken dass eine Funktion wie
ein Mathematiker der Wurst macht. Die Eingabe ist wie das Fleisch und die Funktion ist
Frank der Mathematik-Metzger. Frank nimmt die Eingabe vor und ein Wiirstchen entsteht
als Ausgabe. Was genau fiir ein Wiirstchen die Ausgabe ist héngt von :

e der Eingabe (was fiir eine Art Fleisch zum Beispiel)

e wer genau Frank ist (was fiir eine Funktion es ist)

ab. Wenn wir mit zwei Funktionen arbeiten, dann nennen wir oft die zweite Funktion g,
und schreiben ¢g(z) um die Ausgabe beziiglich der Eingabe x zu bezeichnen. Dann haben wir
Frank und Georg, die Mathematik-Metzger.

Warum sind Funktionen niitzlich?

Eine Funktion beschreibt Wéarmeausbreitung, eine Funktion beschreibt Wel-
lenausbreitung, eine Funktion beschreibt Licht, eine Funktion beschreibt Anziehungskraft,
eine Funktion beschreibt Populationen, eine Funktion beschreibt wie bestimmte Pflanzen
wachsen - man kann mit einer bestimmten Funktion fast jeden natiirlichen Prozess beschrei-
ben.

2.3.1 Sonderfunktionen

Sie werden bald sehen, dass Ihre Lieblingsfunktionen moglicherweise die linearen Funktionen
sind. Warum? Weil sie die einfachsten Funktionen sind.

Definition 2.3.2. Fine nimmt eine Eingabe x, multiplizert x mat irgendei-
ner festen Zahl m, und danach wird das Ergebnis mit irgendeiner festen Zahl b addiert. Die
Ausgabe ist also :

mz + b.

Falls Frank, die Funktion, eine lineare Funktion ist, dann gibt es Zahlen m und b sodass
fiir jede x gilt :
f(z) =mz+b.

Hier sind noch einige wichtige Beispiele :
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. Eine sehr schone lineare Funktion ist fiir die Eingabe z ist die Ausgabe
wieder x.

. Ziemliche langweilige Funktionen sind die konstanten Funktionen. Fiir eine reelle Zahl

z ergibt die konstante Funktion z zu jeder Eingabe dieselbe Ausgabe : z. Zum Beispiel

die konstante Funktion 5. Sie geben diese Funktion eine Eingabe, und die Ausgabe
Diese Funktionen sind wichtig aber etwas langweilig.

. Polynomfunktionen. Eine Polynomfunktion des Grades n, wobei n eine natiirliche Zahl
ist, sieht so aus

p(l’) = anﬁn + Clnflilfnil + ...+ axr+ g,

wobei a,, a,_1, bis zu aq reelle Zahlen sind.

. Rationale Funktionen. Wenn wir zwei Polynomfunktionen durch einander teilen ist
das Ergebnis eine rationale Funktion. Diese Idee ist etwas wie rationale Zahlen, da
jede rationale Zahl als

g, wobei p eine ganze Zahl ist und ¢ eine natiirliche Zahl ist

geschrieben werden kann. Fiir jede rationale Funktion r(z) es gibt Polynomfunktionen
p(z) und g(z) sodass

. Exponentielle Funktionen: Es sei b eine reelle Zahl. Dann ist fiir eine reelle Zahl x
bx
eine exponentielle Funktion mit der Basis b. Es gibt eine sehr besondere reelle Zahl die

e heifit, und die Funktion

em

ist extrem wichtig in der Naturwissenschaften.

. Die Logarithmusfunktion, die
log, (z)
geschrieben wird, wobei b die Basis ist und gilt b > 0. Fiir eine x > 0 ist

logy,(z)

die eindeutige Zahl sodass gilt :
pogs(®) — 4

Die Logarithmusfunktion ist die Umkehrfunktion der Exponentiellenfunktion.
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7. Die Trigonometrischen Funktionen,
sin(z), cos(x), tan(z).

Diese Funktionen haben Sie moglicherweise durch Dreiecke gelernt, aber sie haben mehr
mit der Natur zu tun als mit einfachen Dreiecken! Die Sinus und Cosinus Funktionen
sind der Schliissel wenn Sie Wellen, Klang, und Licht verstehen wollen.

Wir kénnen auch noch viel, viel mehr Funktionen definieren.

Definition 2.3.3. FEs seien f und g Funktionen. Die fog ist auch eine Funk-
tion, und wir schreiben

f(g(x))

um zu bezeichnen, dass die Ausgabe von der Funktion f fir die Eingabe g(x).

Die Komposition bedeutet : erst nimmt g die Eingabe vor und ergibt seine Ausgabe g(z),
dann nimmt f diese als Eingabe und ergibt f(g(x)). Sie konnen mit einer Analogie denken,
dass die Komposition funktioniert als ob die zwei Funktionen in Team arbeiten. Erst macht
Georg seine Arbeit, zum Beispiel, erst wiirzt Georg das Fleisch, und danach wendet Frank
das gewiirzte Fleisch an, um das Wiirstchen zu machen.

Manchmal haben Studenten Probleme um sich zu erinnern welche Funktion in der Kom-
position fog passiert. Wenn Sie das lesen wiirden, wiirden Sie zuerst f lesen. Aber Sie sollen

denken. Schreiben wir also eine Eingabe =z,

f(g(x)).

Stellen Sie sich vor, dass Sie die Eingabe x sind. Welche Funktion ist am néchsten zu Ihnen?
Die Funktion ¢ nicht wahr? Dementsprechend passiert Thnen, dass die Eingabe x zuerst
g vornimmt und danach f kommt. So kénnen Sie sich erinnern welche Funktion in der
Komposition zuerst kommt.

Wenn man eine Gleichung l6sen will, muss man Umkehren konnen. Dafiir gibt es Um-
kehrfunktionen.

Definition 2.3.4. FEs sei f eine Funktion. Wenn es eine Funktion g gibt sodass

9(f(x)) ==
sowie
flg(x)) ==
gilt fiir jede x, dann ist g die Umkehrfunktion von f und ist f die Umkehrfunktion von g.
Die Bedeutung ist : Die Umkehrfunktion kehrt die Ausgabe wieder zu der Eingabe um.
Wir kénnen die Identitatfunktion als definieren. Wenn

Sie eine Zahl mit ihrer additiven Umkehrung addierenr ist das Ergebnis das neutrale Element
fiir Addition. Wenn Sie eine Zahl mit ihrer multiplikativen Umkehrung multiplizieren ist das
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Ergebnis das neutrale Element fiir Multiplikation. Und wenn Sie eine Funktion mit ihrer
Umkehrfunktion komponieren ist das Ergebnis die Identitét, die Sie als das neutrale Element
fiir Komposition vorstellen kénnen. Genau wie das neutrale Element fiir Addition : wenn man
mit 0 addiert, passiert nichts. Das Ergebnis bleibt das gleiche :

r+0=ux.

Ferner gilt
0+2=u.

Wenn man mit das neutrale Element fiir Multiplikation mulitpliziert, passiert auch nichts :

rx1=uw.
Ferner gilt

1xz=1.
Lassen Sie uns jetzt schreiben

i(x) =z,

also ist ¢ (Inga) die Identitdtfunktion. Sie ist das neutrale Element fir Komposition, weil
wenn wir irgendeine Funktion f mit i (Inga) komponieren :

gilt fiir jede x. Es gilt auch :
i(f(x)) = flz)

fiir jede f. Dementsprechend wenn man mit dem neutralen Element fiir Komposition kom-
poniert, passiert nichts :

foi=iof=F.
Wenn Sie ein bisschen kreativer denken mochten, konnen Sie sich die Umkehrfunktion so
vorstellen : erst nimmt die Funktion f, nennen wir ihn Frank, die Eingabe = vor. Er tut was
mit z, zum Beispiel er wiirzt . Aber dann kommt die Funktion g, nennen wir ihn Georg, und

Georg nimmt die Wiirze raus (ich weiss nicht wie man das wirklich machen kann). Danach
ist die Eingabe x wieder wie sie war - sie bleibt unveréndert.

2.4 Ubungen

1. Was passiert auf dem Zahlenstrahl wenn man durch 1 teilt? Was soll das neutrale
Element fiir Division sein? Was soll das neutrale Element fiir Subtraktion sein?

2. Prozentrechnungen : 5% bedeutet



10.

11.

Allgemeiner gilt : es sei n eine nicht negative ganze Zahl. Dann ist n% genau

100°

Fiir eine reelle Zahl x ist n% von x genau

noonx
100 100"
Was ist 5% von 1007
. Was ist 20% von 807
. Was ist 0.1% von
4(2 + 3)%?

. Sie haben eine Losung von 500 mL mit 0.2% Salz und eine Losung von 200 mL mit

0.5% Salz, und Sie brauchen eine Losung von 100 mL mit 0.2% Salz. Wie koénnen Sie
diese machen?

Sie sind beim Einkaufen und Sie brauchen Ethanol fiir [hr Labor. Bei Firma Brauer
kostet Ethanol 30 Euro pro Liter aber Sie bekommen einen Rabatt von 20% auf dem
gesamten Preis wenn Sie jeweils mehr als einen Liter kaufen. Bei Firma Rother kostet
Ethanol 25 Euro pro Liter. Falls Sie einen Liter brauchen, wo konnen Sie am giinstigsten
das Ethanol kaufen? Falls Sie 100 Liter brauchen, wo kénnen Sie das Ethanol kaufen?
Wie viel Ethanol muss man kaufen sodass man genau dasselbe bei Firma Brauer wie
bei Firma Rother bezahlt?

Machen Sie Ihre eigenen Merksétze um sich an die Reihenfolge der Rechnenoperationen
und Klammern ausmultiplizieren erinnern zu kénnen.

. Was ist

3-2

3 x 4777 =9+ logy(8) + 3 7

Lésen Sie die Gleichung :
3r —42 = 5.

Losen Sie die Gleichung :
32 — 42 = b2

Was ist die Umkehrfunktion der Funktion
fz) =22+ 37
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12. * Sie sind Direktor eines Zoos. Viele Tiere haben Gurken in Ihrer Diét, und Sie haben
gesehen, dass bei einem Bauer Gurken im Angebot sind. Dementsprechend kaufen Sie
100 Kilo Gurken. Jede Gurke besteht zu 99% aus Wasser. Nach einigen Tage sind die
Gurken etwas ausgetrocknet, sodass jede zu 98% aus Wasser besteht. Wie viel wiegen
die Gurken jetzt?

13. * Zeigen Sie, dass es keine kleinste positive rationale Zahl gibt.

14. * Ist /2 eine rationale Zahl? Warum oder warum nicht?

38



Kapitel 3

Ein wichtiges allgemeines Prinzip, das oft wiederholt wird, ist :

3.1 Lineare Gleichungen in einer Variabel

Eine lineare Gleichung kann so aussehen:
dr+3=T.

Eine lineare Gleichung in einer Variabel kann auch so aussehen:

dxr = 4.
Eine lineare Gleichung in einer Variabel kann auch so aussehen:
L0
=

Allgemeiner gilt:

Definition 3.1.1. Fine lineare Gleichung in einem Variabel ist eine Gleichung die gleich eine
Gleichung in der auf einer Seite der Variabel mit einer Zahl die ungleich Null multipliziert
ist und auf der andere Seite eine Zahl ist.

Aufgabe 1: Ist
r—3=-2

eine lineare Gleichung? Warum oder warum nicht?

Aufgabe 2: Ist
T
3
eine lineare Gleichung? Warum oder warum nicht?
Aufgabe 3: Ist

20+ 1

eine lineare Gleichung? Warum oder warum nicht?
Nachdem Sie an diesen drei Aufgaben gearbeitet haben, bitte blattern Sie um.
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1. Bei der ersten Aufgabe hei?t es x — 3. Wird die Variabel x mit einer Zahl multipliziert?
Was ist eine Zahl mit der x multipliziert werden kann? Diese Zahl ist eine besondere
Zahl...

1xz=uz,

also wird x mit der Zahl 1 multipliziert. Danach haben wir z — 3. Wir konnen die
Gleichung umschreiben, da wir 3 auf beiden Seiten addieren diirfen. Wir kénnen immer
zZu Seiten tun. Das heisst, dass die Gleichung

r—3+3=-2+3

gleich die urspriingliche Gleichung ist und diese konnen wir so schreiben, da —3+3 =0
und —2 43 =1,
xr =1

2. In dieser Aufgabe ist die Variabel x durch 3 geteilt, anstatt multipliziert. Was haben wir
gerade gesehen? Subtrahieren ist dasselbe wie mit der additiven Umkehrung addieren.
In der Gleichung gibt es auf der rechten Seite

T

g.
Wir konnen also die rechte Seite so schreiben

1
T X —.

3

Es wird also die Variabel  mit der Zahl 3 multipliziert.

3. Was bedeutet eine
Eine allgemeine lineare Gleichung in einer Variabel kann so aussehen :
axr +b=c,
wobei x die Variabel ist und a, b, sowie ¢ Zahlen sind. Eine wichtige Frage ist :

Wann gibt es eine Lisung?

Definition 3.1.2. Eine einer Gleichung in einer Variabel x ist eine Zahl, die die
Gleichung erfillt. Das heisst, wenn man die Lésung in die Gleichung statt x einsetzt, ist die
Gleichung wahr.

Fiir eine allgemeine lineare Gleichung in einer Variabel :
axr +b=c,
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konnen wir die Gleichung so 16sen. Erst subtrahieren wir b von beiden Seiten :
ar+b—b=c—b.

Dann b — b = 0, haben wir
ar =c—b.

Jetzt wir durch a teilen :
ar +a=(c—b)+a.

Konnen wir das wirklich tun? Bitte nehmen Sie sich einen
Moment um daruber nachzudenken. Danach konnen Sie umblattern.
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Wir kénnen teilen. Nach der Definition kann aber a nicht Null sein. Der
Grund dafiir ist dass Ox = 0, wenn also die Variabel mit 0 multipliziert werden wiirde, dann
wurde die Variabel einfach wegfallen und nicht in der Gleichung stehen. Das heisst, dass fiir
jede lineare Gleichung die Form

axr +b=c,
gibt es und die Losung ist
c—b
x = :
a

3.2 Lineare Gleichungen in zwei Variabeln

Eine lineare Gleichung in zwei Variabeln kann so aussehen :

2 4+ 3y =5,
oder so aussehen :
20 =5 — 3y,
oder so aussehen :
5 2
=— — —x
) 3 3"
oder so aussehen :
2 N 5
= ——x+ —.
Y=730 T3

In den Beispielen sind x und y die Variabel. Fiir das Beispiel
2z + 3y = 5,
gibt es eine Losung?

Definition 3.2.1. FEine Lisung einer Gleichung in zwei Variabeln ist ein Paar von zwei
Zahlen, die die Gleichung erfillen. Das heisst, wenn man die zwei Zahlen statt der zwei
Variabeln in die Gleichung einsetzt, dann gilt die Gleichung.

Gibt es also zwei Zahlen die diese Gleichung erfiillen?
2x 4+ 3y = 57

Warum oder warum nicht? Wenn Sie eine Antwort haben, dann blittern Sie bitte um.
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Eine Losung der Gleichung ist das Paar x = 1, y = 1, da gilt :
2(1)+3(1)=2+3=5.
Gibt es Wir haben eine Gleichung :
2z 4+ 3y = 5.

Meine Losung der Gleichung war x = 1 und y = 1. Jetzt kdnnen wir ein bisschen Halloween-
Spafl machen ... Wir konnen mithilfe des neutralen Elements Addition die Gleichung

2(x)+3(y) =5, sowie 2(z)+3(y)+0=5, fire=1,y=1.
Jetzt addieren wir 1 zu x, dann haben wir

2z +1) =2z + 2.

Was miissen wir zu y tun, um die 2 zu vernichten? Das y wird mit 3 multipliziert, wenn wir
3
3
3ly—=) =3y—2.

5 von y subtrahieren :
3
2@ +1)+3 v =2x+2+3y —2=2x+ 3y.

Dementsprechend gilt :

Das heisst, wenn wir eine Losung haben, die die Gleichung erfiillt (wie z = 1, y = 1), konnen
wir  mit 1 addieren und % von y subtrahieren und das Ergebnis ist wieder eine Losung der
Gleichung. Versuchen Sie also r = 14+ 1 =2und y = 1 — % = —% in der Gleichung. Es
funktioniert, oder?

Wie viele Losungen gibt es zu der Gleichung?

Sie werden Sehen, dass lineare Gleichungen wunderbar sind, weil wir

Definition 3.2.2. Fine in zwei Variabeln x und y ist eine Gleichung, die
gleich eine Gleichung der Form
ar +by =c

1st, wobei a und b Zahlen die ungleich Null sind und c eine Zahl ist.
Beispiele :

1. Ist
2z + 3y

eine lineare Gleichung in zwei Variabeln?
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Hinweise:

1.

Was ist los mit den Variabeln?

Schauen Sie z an.

N o e w1

Was ist log,(8)7 Was ist e?

20y =5

eine lineare Gleichung in zwei Variabeln?

y=3r—95

eine lineare Gleichung in zwei Variabeln?

22° 43y =5

eine lineare Gleichung in zwei Variabeln?

log,(y) + e =1

eine lineare Gleichung in zwei Variabeln?

20 — 3y =dr + Yy

eine lineare Gleichung in zwei Variabeln?

5
3(ylogy(8) + ex) = 3

eine lineare Gleichung in zwei Variabeln?

Ist y doch mit einer Zahl multipliziert? Ist subtrahieren erlaubt?

Was ist mit den Variabeln passiert?

Schauen Sie die Definition an und iiberpriifen Sie ob die Bedingungen erfiillt sind.

Es ist sehr wichtig, dass Sie lineare Gleichungen erkennen koénnen.

Proposition 3.2.3. Jede lineare Gleichung in zwei Variabeln x und y kann so geschrieben

werden :

y =mz + b,

wobei m und b Zahlen sind und m # 0.
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Beweis. Jede lineare Gleichung in zwei Variabeln kann nach der Definition so geschrieben
werden :

ar + Py = c,

wobei z und y die Variabeln sind und a, 5, und ¢ Zahlen sind. Wir kénnen die Gleichung
umschreiben, da wir ax von beiden Seiten subtrahieren kénnen :

ax + By —ax = c — ax.
Da ax + Sy — ax = By ist, haben wir
By = c— ax.

Jetzt konnen wir beide Seiten durch f teilen, da nach der Definition 5 # 0. Das heisst, dass
die Gleichung gleich die Gleichung

By+pB=(c—ax)+p

ist. Da Sy +~ 8 = y, kénnen wir dies umschreiben

c—azr
y =
g
Jetzt konnen wir die Gleichung noch umschreiben
c a
Yy=— — 57,
g B
und nochmal umschreiben a :
Yy=—-x+ .
g B
Das heisst, dass fiir “m” = —% und “b” = % ist die Gleichung gleich die Gleichung
y =mx + b.
O
Fiir das Beispiel
2z + 3y = 5,
mochten wir y auf einer Seite haben und der Rest auf der andere Seite. Dementspre-

chend subtrahieren wir 2z von beiden Seiten :
20 4+ 3y — 2x = 5 — 2x.
Da 2x — 2z = 0 (Happy Halloween!) haben wir
3y =5 —2x.
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Jetzt ist y fast allein. Wir miissen nur noch durch 3 teilen (natiirlich auf beiden Seiten) :
3y +3=(5—2x)+3,

und wir kénnen dies umschreiben da 3 +3 =1,

_5—2:6_ 2
O R
In diesem Fall ist
m:—g b:E
3’ 3

Definition 3.2.4. In einer linearen Gleichung mit zwei Variabeln x und y und der Form
y =mx + b,
1st m der Anstieq und b die Hohe.
Jetzt konnen wir leicht sehen, dass fiir ist also
mx + b
eine Zahl die wir y nennen kénnen und das Paar (xz, mx + b) erfiillt die lineare Gleichung
y =mx + b.

Wir konnen alle Losungen mit beschreiben. Diese Funktion nimmt
eine Eingabe z vor und ergibt die y die mit der eingegebenen = die Gleichung erfiillt :

f(z) = mz +b.

Wir konnen die Losungen einer linearen Gleichung von zwei Variabeln
darstellen.

Definition 3.2.5. Bei einem Graphen einer Funktion, die eine Zahl als Fingabe vornimmt
und eine Zahl als Ausgabe ergibt, sind die Punkte der Ebene so angeordnet, dass die Horizontal-
Komponente die Fingabe ist und die Vertikal-Komponente die passende Ausgabe ist.

Fir eine lineare Funktion
f(z) = mzx +b,

ist also b die Hohe fiir die Eingabe x = 0. Wie sieht der Graph aus?
Um einen Graphen zu zeichnen:

1. Wihlen Sie einige bestimmte Eingabe aus und betrachten Sie die Ausgabe. Merken Sie
sich diese Punkte.

2. Uberlegen Sie was zwischen den Punkten passiert. Wenn Sie das verstanden haben,

Aufgabe: Es gab ein amerikanisches Fernsehprogramm namens “Pee Wee’s Playhouse.”
Pee Wee hat ein Spiel “Connect The Dots.” Finden Sie ein Video online in dem Pee Wee
dieses Spiel spielt und horen Sie sein kleines Lied “Connect the dots”
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3.3 Aufgabe

1. Welche von den folgenden sind lineare Gleichungen?

m(ex — V2y)

eV 1My 4 y=0
e’ —3y==x
or = 2y — 3w
2y — 3x

2 + y2 =1

2. Was ist die Komposition f o g der Funktionen :
flx)=2-3, g(x)=22%

3. Was ist die Komposition f o g der Funktionen :

flx)=3c—4, g(z)=5-77

4. Was ist die Umkehrfunktion der Funktion :
f(x) = 3logy,(5z)?
5. Losen Sie die Gleichung und zeichnen Sie alle Losungen :
3T+ 2y = 5.
6. Losen Sie die Gleichung und zeichnen Sie alle Losungen :
4(x —y) =3x +5.
7. Was ist die Umkehrfunktion fiir die Funktion
f(z) =0.52 — 0.137
8. Was ist die Umkehrfunktion fiir die Funktion
f(z) =0.13z — 0.57
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9.

10.

* Der pH-Wert ist ein Maf3 fiir den sauren oder basischen Charakter einer wissrigen
Losung.
pH = —logyy(a),
wobei
[H507]
mol /L~
Was ist die Umkehrfunktion fiir die Funktion pH (a)? Wenn Sie eine Losung mit pH 1

(Batteriesdure z.B.) haben und eine Losung mit pH 2 (Kola z.B.) haben, was ist die
[H307] [H301]
mol/L mol/L

Beziehung zwischen in der ersten Losung und in der zweiten Losung?

Die Richterskala ist eine der gebrauchlichsten Magnitudenskalen, die in der Seismologie
zum Vergleich der Stérke (Energiefreisetzung) von Erdbeben angewendet wird. Die
Richterskala ist definiert durch :

R(A) = log;(A/Ae(9)),

wobei A das Maximum des Wood-Andersons Seismographs ist und Ay(9) eine Funktion
des Epizentrum-Abstands ¢ ist. Um wieviel grosser ist

A
Ao(0)
fiir ein Erdbeben mit
R(A) =38
als
A
Ay(0)
fiir ein Erdbeben mit
R(A) =67
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Kapitel 4

Systeme linearer Gleichungen 1 : Was
ist die Matrix?

Wir haben zur Zeit lineare Gleichungen mit einem oder mit zwei Variabeln untersucht. Wir
haben folgendes betrachtet :

1. Jede lineare Gleichung in einer Variabel x kann in der Form
ar =10

ersetzt werden, wobei a # 0. Die eindeutige Losung der Gleichung ist

r = —.
a

2. Jede lineare Gleichung in zwei Variabeln z und y kann in der Form
y=mz+b
ersetzt werden, wobei m # 0. Der Graph der Funktion
f(x)=mz+Db
darstellt alle Losungen der linearen Gleichung.

Was passiert wenn wir mehr als eine Gleichung I6sen miissen?

4.1 Linearegleichungssysteme

Fangen wir an mit einem Beispiel. Sie wollen den perfekten ,,Black Russian” mischen. Er
soll genau 35 % Alkohol enthalten und Sie mochten genau 250 ml haben. Ein Black Russian
ist eine Mischung von Wodka und Kahlua die auf Eis serviert wird. Wodka soll immer 40%
Alkohol enthalten (Wodka ,mit 37,5 % ist technisch gesehen kein Wodka). Kahlua hat 20
% Alkohol. Wie viel von jedem sollen Sie hineinmischen? Um dies herauszufinden brauchen
wir zwei lineare Gleichungen. Am einfachsten ist die Menge, da wir 250 mL haben wollen.
Definieren wir also :
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1. x ist die Menge in mL von Wodka ;

2. y ist die Menge in mL von Kahlua.

Da wir insgesamt 250 ml haben wollen, ist die erste Gleichung :
r +y = 250.

Jetzt zum Alkohol. Wir wollen 35 % Alkohol. Die ganze Menge des Getrianks soll 250 ml
sein, das heisst 35 % davon soll Alkohol sein. Was bedeutet 35 % 7 Nicht zu vergessen :

35
35% = 100"

Dementsprechend betrachten wir :

35% von 250mL = % x 250mL = 87,5mL.

Da Wodka 40 % Alkohol hat und Kahlua 20 %, haben wir die Gleichung :
40% von x + 20% von y = 87, 5.
Da

40 20
4 - — 2 = —
0% 100" und  20% 100
konnen wir die zweite Gleichung so schreiben :
40 20

Jetzt haben wir zwei Gleichungen :

x4+ 1y = 250,

40 20

Was genau bedeutet cine Losung mehrer Gleichungen?

Definition 4.1.1. Mehr als eine (d.h. zwei oder mehr) lineare Gleichungen nennt man ein
System linearer Gleichungen. Fiir ein System linearer Gleichungen in n Variabeln, die wir
X1, To, . .., T, nennen, ist eine Lisung eine Tabelle von n (reele) Zahlen, sodass wenn wir die-
se Zahlen beziehungsweise fiir die Variablen in den Gleichungen einsetzen, alle Gleichungen
gelten.

In unserem Beispiel haben wir nur zwei Variabeln und statt x; und x5 haben wir die x
und y genannt. Sie haben immer die Wahl Thre Variabeln wie Sie méchten zu nennen. Wenn
wir unser Beispiel in die Definition einsetzen, was ist “n?” Wir haben zwei Variabeln, das
heisst “n” in der Definition in diesem Fall 2 ist. Eine Losung ist denn eine Tabelle von zwei
Zahlen die beide Gleichungen erfiillt.

In unserem Beispiel ist das schon klar, da wir zwei Zahlen finden wollen und die sind :
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1. Die Menge Wodka in mLL = z;
2. Die Menge Kahlua in mL = y.
Um die Gleichungen zu losen, kénnen wir folgendes tun :

1. Erst schreiben wir eine Gleichung um, damit eine Variabel ganz allein auf einer Seite
steht. In dem Beispiel mussen wir dies mit der ersten Gleichung tun :

r +y = 250.
Wir kénnen x von beiden Seiten subtrahieren, und dann haben wir :
r4+y—x=250—ux,
und da z + y — x = y ist, haben wir

y =250 — x.

2. Danach setzen wir in der anderen Gleichung statt y was auf der andere Seite steht :
250 — x ein. Schreiben wir also die andere Gleichung :

40 20
—r+ ——(250 —x) = .
100x 100( 50 —x) = 87,5

Jetzt haben wir cine Gleichung in einer Variabel. Wir wissen schon wie man eine
Gleichung in einer Variabel 16st! Gefallen Thnen die beiden Briiche? Mir nicht. Ich will
die wegschaffen. Um das zu tun, kénnen wir die ganze Gleichung mit 100 multiplizieren

100 (%x + %(250 — x)) = 87,5 x 100.

Diese konnen wir vereinfachen :

40x 4 20(250 — x) = 8750.
Wir konnen diese 20 durch multiplizieren :

40z 4 20 x 250 — 20 x x = 8750.

Wir kénnen noch weiter vereinfachen :

402 — 20z 4 5000 = 8750.
Da 40x — 20z = 20z haben wir

20z + 5000 = 8750.
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Jetzt kdnnen wir 5000 von beiden Seiten subtrahieren :
20z 4 5000 — 5000 = 8750 — 5000,

und wir konnen wieder vereinfachen :

20z = 3750.
Jetzt miissen wir nur beide Seiten durch 20 teilen :

20z =+ 20 = 3750 + 20.

Mit 202 =+ 20 = x, und 3750 =+ 20 = 187, 5, haben wir herausgefunden :

x = 187,5.
Wir wollen also 187,5 ml Vodka in unseren Black Russian.

3. Nach Sie den Wert einer Variabel gefunden haben, setzen Sie diesen Wert in die Glei-
chung, die Sie im Schritt 1 gefunden haben. In unserem Beispiel heisst das :

y = 250 — x setzen wir in dieser Gleichung x = 187,5 also y = 250 — 187, 5.

Da
250 — 187,5 = 62,5,

haben wir
y = 62,5.

Sie haben also gefunden, dass um 250 ml Black Russian mit 35 % Alkohol zu mischen,
brauchen Sie

1. 187,5 ml Wodka und
2. 62,5 ml Kahlua.

Hier sind noch zwei Beispiele.
Beispiel: Losen wir das System :

r+y=10

4x 4+ 4y = 20.

Wie beim letzten Beispiel konnen wir zuerst die erste Gleichung fiir y l6sen :
r+y=10 = y =10 —=x.
Jetzt setzen wir statt y 10 — x in die zweite Gleichung :

Az +4(10 — ) = 20.
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Wir konnen diese vereinfachen :
4 + 40 — 42 = 20.

Bemerken Sie irgendwas komisches? Wir haben auf der linken Seite 4x + 40 — 4z und diese
ist gleich 40. Dementsprechend kommen wir zu der Gleichung :

40 = 20.
Das kann nicht sein! Was bedeutet dies?
In diesem Beispiel gibt es keine Losungen.

Hier ist ein anderes Beispiel.
Beispiel: Losen wir das System :

z+y=10

4x + 4y = 40.

Wie eben konnen wir zuerst die erste Gleichung fiir y 16sen :
r+y=10 = y=10—=x.

Jetzt setzen wir statt y 10 — x in die zweite Gleichung :

4z +4(10 — z) = 40.
Wir kénnen diese vereinfachen :

4o + 40 — 4z = 40.
Dementsprechend kommen wir zu der Gleichung :

40 = 40.

Diese Gleichung gilt immer! Was bedeutet dieses Phénomen?

In diesem Beispiel ist jedes Paar (x,y) wobei y = 10 — z eine Lisung des Glei-
chungssystems.

ist. In diesem Beispiel konnen wir wie im letzten Kapitel alle Losungen zeichnen. Die
Losungen sind die Paare (z,y) wobei

y=10—=.
Wir haben also folgendes erfahren :
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1. Fiir eine Gleichung in einer Variabel gibt es eine eindeutige Losung der Gleichung.
2. Fiir eine Gleichung in zwei Variabeln gibt es viele Losungen (das heisst unendlich viele!)
3. Fiir zwei Gleichungen in zwei Variabeln folgendes passieren kénnen :

(a) Es gibt eine eindeutige Losung.
(b) Es gibt keine Losung.

(c) Es gibt unendlich viele Losungen (eine ganze Leine Losungen wie im letzten Bei-
spiel).

Man kann fiir jedes System von linearen Gleichungen in mehreren Variabeln entscheiden
ob es eine Losung gibt und falls ja, ob es nur eine gibt, oder ob es mehrere gibt und wie
man alle Losungen darstellen kann (wie mit einer Gleichung in zwei Variabeln im letzten
Kapitel). Bitte erschrecken Sie nicht, wenn es mehr als zwei Variabeln gibt. Das Prinzip ist
immer dasselbe : fiir eine Variabel, fiir zwei Variabeln, sowie fiir drei und mehr Variabeln. Nur
wenn es unendlich viele Variabeln gibt, konnen Sie sich erschrecken. Man kann die Losungen
am besten mithilfe einer Matrix darstellen.

4.2 Was ist die Matrix?

Fangen wir nochmal mit einem Beispiel an. Sie sind Sportler und Sie brauchen fiir Thr Trai-
ning den perfekten Eiweiss-Shake. Der Shake soll 400 Kcal, 25 Gramm Eiweiss, 20 Gramm
Zucker, und insgesamt 500 Gramm sein. Die Zutaten, die Sie zusammen mischen werden
sind : Milch, Eiweisspulver, frische Bananen und Erdbeeren. Diese Zutaten haben folgend
Néhrwerte :

1. Milch hat 3 g Eiweiss pro 100 Gramm, 5 g Zucker, und 42 kCal.
2. Frische Bananen haben 89 kCal pro 100 Gramm, 1 g Eiweiss, und 12 g Zucker.

3. Eiweisspulver hat 401 kCal pro 100 Gramm, 31 g Eiweiss, und 0 g Zucker.

4. Erdbeeren haben 32 kCal pro 100 Gramm, 1 g Eiweiss, und 5 g Zucker.

Wie viel Gramm sollen Sie von jeder Zutat zusammenmischen?

Der erste Schritt ist immer : das Problem zu analysieren und das Gleichungssystem
erfinden. Sie konnen genau dasselbe mit 3, 4, 5, oder Tausenden von Variabeln tun. Das
Prinzip ist immer dasselbe.

Erst definieren wir die Variabel : m ist die Menge Milch in Gramm, b ist die Menge
Bananen in Gramm, p ist die Menge Eiweisspulver in Grams, und s ist die Menge Erdbeeren
in Gramm. Zuerst berechnen wir die kCal :

m b P S
425 T 180 % -2 4401 % L 1324 2 — 400.
*100 7% * 100 T * 100 T2 100
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Vielleicht fragen Sie sich warum wir immer durch 100 geteilt haben? Der Grund dafiir ist :
Milch hat 42 kCal pro 100 Grams, was heisst m Gramm Milch hat

m
42 % —
* 100
kCal. Jetzt berechnen wir den Eiweiss :
b N S
3 * 1% — 431« 1% — = 25.
100 00 T 100 T 100
Jetzt berechnen wir den Zucker :
b s
— + 12 % — = 20.
5*100+ *To0 T * 100 = 2

Als letztes berechnen wir die ganze Menge :
m+ b+ p+ s =>500.

Das Gleichungssystem ist dementsprechend :

b
425 1 180 % 2 4401« L 1324 2 — 400.
* 100+ ST 100+ 100
b N S
UL Lls— — 95
3% 100 Tl goo T3 100 T 10 T
b
194 2 — 20.
o 100 Tl2x gy o 100 0

m +b+p+ s = 500.

Wir koénnen dieses Gleichungssystem am besten mithilfe einer Matrix verstehen . Mit
einer Matrix konnen wir das Gleichungssystem dhnlich wie eine Gleichung in einer Variabel
schreiben :

MX = B.
In diesem Beispiel ist M die Matrix
X ist die Tabelle Variabeln : _
T
X =|"
T3
T4

B ist die Tabelle der rechten Seiten (Zahlen):

by
by
bs
by

Wie multipliziert man M mit X7 Dafiir brauchen wir einige Definitionen.
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Definition 4.2.1. Eine Matriz ist eine bestimmte Tabelle von Zahlen oder Variabeln. Fine
n X m Matriz hat genau n Zeilen und m Spalten. Fine n x m Matriz M kann nur mit einer
Matriz mit m Zeilen auf der rechten Seite multipliziert werden. Falls N eine m X k Matrix
ist, dann ist das FErgebnis M x N eine n x k Matriz. Eine n X m Matriz M kann nur mit
einer Matrixz mit n Spalten auf der rechten Seiten multipliziert werden und falls K eine j Xn
Matrix ist, dann ist das Ergebnis K x M eine j x m Matrix.

Sehr wichtig zu merken ist : Matrix-Multiplikation ist nicht kommutativ. Um Matrix-
Multiplikation kennen zu lernen, fithren wir einige Beispiele durch. Fangen wir an mit einem
Sonderfall. Matrizen mit nur einer Spalte nennt man ein Spalten-Vektor und Matrizen mit
nur einer Zeile nennt man ein Zeilen-Vektor. Nach der Definition kénnen wir nur :

Ein 1 x n Zeilen-Vektor mit einem n x 1 Spalten-Vektor auf der rechten Seite
multiplizieren.

Was wird das Ergebnis? Nach der Definition ist das Ergebnis eine 1 x 1 Matrix. Machen
wir einige Beispiele.

1.
1

[1 2 3] x |2
3

Matrix-Multiplikation folgt derselben Regel wie einige asiatische Schriften : links-rechts
und oben-unten. Ich stelle mir vor, dass die Matrix auf der linken Seite die Matrix auf
der rechten Seite mit einer Waffe beschiesst : erst schiesst die 1 auf 1 aber es klappt
nicht. Daneben! Dann versucht sie nochmal : die 2 schiesst auf die 2. Es klappt leider
auch nicht. Letzter Versuch : die 3 schiesst auf die 3. Das Ergebnis ist :

1
[1 2 3] x |2] =[1x14+2%2+43x3] = [14]
3

2. Noch ein Beispiel

1 —1] x m

Wie eben schiessen wir mit der linken Matrix auf die rechte Matrix. Das heisst erst
schiesst die 1 auf die 5 und danach schiesst die —1 auf die 7 und das Ergebnis ist also :

1 —1] x m = [1%5+ (1) * 7] = [-2]

Jetzt machen wir einige Beispiele in denen die Matrix auf der linken Seite mehr als eine
Spalte hat.
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1. In diesem Fall ist M die Matrix
1 2
v-ls
Diese Matrix hat 2 Zeilen sowie 2 Spalten. Wir kénnen diese Matrix mit Matrizen mit

2 Zeilen multiplizieren. Mit welchen der folgenden kénnen wir M auf der rechten Seite
multiplizieren?

1

A= 12

3

o ]
B=|6 8
_7 3_
S
02_4 2
2 3 4
b=t 4]

Sie miissen nur die Spalten zidhlen. Die erste Matrix hat 3, die zweite hat auch 3,
und die letzte zwei Matrizen haben jeweils zwei Spalten. Dementsprechend kénnen wir
nur die letzten zwei Matrizen mit M auf der rechten Seite multiplizieren. Wie funktio-
niert Matrix-Multiplikation? Machen wir das Beispiel M x C'. Matrix-Multiplikation ist
genau Zeile-Vektor mit Spalte-Vektor Multiplikation wie eben, nur mehrmals. Zuerst
multipliziert man die oberste Zeile von M mit der Spalte ganz links von C"

[1ﬂxm:pu+qum.

Jetzt bleiben wir bei der ersten Zeile von M und multiplizieren diese mit der nédchsten
Spalte links von C' :

pzp{ﬂ:pm+mﬂzpy

Diese setzen wir neben dem 9 also ist die erste Zeile des Ergebnisses :
9 7]
Jetzt machen wir das gleiche mit der zweiten Zeile von M :
[3 4] x |,| =[3x1+4x4] =[19].

Und jetzt mit der zweiten Spalte von C' :

[3 4] x || = [3x3+4x2] =[17].
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Diese erzeugt die zweite Zeile des Ergebnisses und wir haben :
1 2 1 3 9 7
M:[3 4}X{4 2]:[19 17}
2. Jetzt multiplizieren wir M mit C' auf der linken Seite :
1 2 o 2 3 4
3 4 5 6 7

Wie eben geht es von links nach rechts und von oben nach unten. Erst multiplizieren
wir die erste Zeile von M mit der ersten Spalte von D:

2
[1 2] x [5] = [1%2+2x5] = [12]
Jetzt multiplizieren wir die erste Zeile von M mit der zweiten Spalte von D :
12 x |3 =[1%3+2%6] = [15].
6
Multiplizieren wir jetzt die erste Zeile von M mit der letzten Spalte von D :
[1 2] x 2 = [1x4+2x7] =[18].
7

Wir sind jetzt mit der ersten Zeile von M fertig und wir haben die erste Zeile des
Ergebnisses :

(12 15 18]
Jetzt machen wir das gleiche mit der zweiten Zeile von M :
[3 4] x g = [3%2+4+4x5] = [20]
[3 4] x 2 = [3%34+4x6] = [33]
3 4] x _‘71_ = [3x44+4x7] = [40]

Wir haben dann die zweite Zeile des Ergebnisses :
[26 33 40]

Dementsprechend ist
1 2 o 2 3 4 |12 15 18
3 4 5 6 7| 26 33 40
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Allgemeiner kénnen wir Matrix-Multiplikation so verstehen : wir schreiben Ry, Rs, ... R,
um die m Zeilen von einer Matrix M zu bezeichnen. Jede Zeile ist eine 1 x n Zeile-Vektor.
Wenn wir M mit einer n x k Matrix X auf der rechten Seite multiplizieren, schreiben wir
die Spalte von X als n x 1 Spalte-Vektoren : Sy, Ss,...Sk. Das Ergebnis

R1><Sl R1XSQ Rlek
Mx X = R2><Sl RQXSQ RQXSk;
Rmxsl RmXSQ RmXSk

Das Ergebnis ist dementsprechend eine Matrix mit m Zeilen und k& Spalten. Beschreiben
wir Matrix-Multiplikation etwas genauer . Schreiben wir eine Matrix M mit n Zeilen und m
Spalten so :

a1 a19 N AT
M= 921 a929 ... Qop
Am1l  Am2 Amn

Die Bedeutung von a;; ist was in der 7 Zeile und j Spalte steht.

4.3 Aufgabe

1. Sie haben Lust einen ,,Black Russian” zu probieren. Sie finden aber, dass die Menge
250 ml zuviel fiir Sie wére, und Sie wollen die Mischung etwas schwécher haben. Wie

viel Wodka und wie viel Kahlua sollen Sie anwenden, um einen 100 mL Black Russian
mit 25 % Alkohol zu machen?

2. Was sind die Losungen des Gleichungssystems :

rT—2y=3
6y — 3x = —9
?

3. Was sind die Losungen des Gleichungssystems :

r—2y="7
by —3xr =14
?
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. Was sind die Losungen des Gleichungssystems :

r—2y=3
6x — 3y = 14
?
. Berechnen Sie das Produkt : ;
[3 4 15] x P
1

. Berechnen Sie das Produkt :

1_1><143_2
7 -9 -1 3 -3 4

R

. Thr Freund ist Sportler und er mag keine Bananen. Er will ein Eiweiss-Shake mit 400
Kcal, 25 Gramm Eiweiss, 20 Gramm Zucker, und insgesamt 500 Gramm nur aus Milch,
Eiweisspulver, und Erdbeeren. Schreiben Sie ein lineares Gleichungssystem dafiir und
danach schreiben Sie das System als das Produkt einer Matrix mit einem Spalten-
Vektor der Variabeln.

. Berechnen Sie das Produkt :

(a) Milch hat 3 g Eiweiss pro 100 Gramm, 5g Zucker, und 42 kCal.
(b) Eiweisspulver hat 401 kCal pro 100 Gramm, 31 g Eiweiss, und 0 g Zucker.
(c) Erdbeeren haben 32 kCal pro 100 Gramm, 1 g Eiweiss, und 5 g Zucker.

. Sie haben gerade “The Big Lebowski” gesehen und Sie haben Lust auf einen ,,White
Russian” (wie “The Dude”). In einen White Russian kommt auch Milch. Sie m&chten
einen 200ml White Russian machen der 25 % Alkohol hat. Schreiben Sie ein lineares
Gleichungssystem dafiir und danach schreiben Sie das System als das Produkt einer
Matrix mit einem Spalten-Vektor der Variabeln.

. Sie haben gerade “Sex and the City” gesehen und Sie haben Lust auf einen ,,Cosmopo-
litan.” Ein Cosmo enthélt Cranberrysaft, Wodka, und Triple Sec. Sie mochten genau
200 mL haben und Sie mochten dass es weder zu stark, noch zu siif8 ist. Dementspre-
chend wollen Sie 25% Alkohol und 20 % Zucker haben. Triple Sec enthilt 40 % Alkohol
und 25 % Zucker; Cranberrysaft enthélt 20 % Zucker. Schreiben Sie ein lineares Glei-
chungssystem dafiir und danach schreiben Sie das System als das Produkt einer Matrix
mit einem Spalten-Vektor der Variabeln.
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Kapitel 5

Systeme linearer Gleichungen II : Die
Matrix gelost

Sie haben bereits den Teil eines wichtiges Prinzips gesehen:

Prinzip: Es kann nur eine eindeutige Losung geben wenn die Anzahl Gleichun-
gen graosser oder gleich der Anzahl Variablen ist. Wenn man mehr Variablen als
Gleichungen hat, dann gibt es auch unendlich viele andere Losungen, wenn es
eine Losung gibt.

Um das Prinzip zu verstehen, konnen Sie sich vorstellen, dass jede Variable ein ver-
spielter Hund ist. Jede Variable kann in eine Richtung entweder vorwiérts oder ruckwérts
(wie auf seinem eigenem Zahlenstrahl) rennen. Nur mit einer Gleichung kénnen Sie genau
eine Variable einschrinken. Entweder tut die Gleichung nichts oder die Gleichung ist wie
eine Einschrankung in zwei Richtungen, wie eine Leine. Das heisst, dass wenn Sie alle Va-
riablen einschréanken wollen, damit sie nicht weg rennen kénnen, brauchen Sie mindestens
genauso viele Gleichungen, wie Variablen. Eine eindeutige Losung ist, wenn alle Variablen
eingeschrénkt sind. Dementsprechend braucht man mindestens so viele Gleichungen wie Va-
riablen, damit es eine eindeutige Losung der Gleichungen gibt.

5.1 Die Identidtsmatrix : Das neutrale Element fiir
Matrix-Multiplikation

Was passiert wenn Sie eine 3 x 3 Matrix M mit der folgenden Matrix auf der linken Seite
multiplizieren :

O = O
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Schreiben wir :

a b c
M=1|d e f
g h 1
Zuerst betrachten wir : _
a
1 0 0] x |d| =a.
g

Danach betrachten wir :

(1 0 0] x |e| =b,

sowie :

10 0] x |f]=c

Dementsprechend ist die erste Zeile des Produkts
[a b c} :

Als néchstes betrachten wir die zweite Zeile des Produkts. Diese vergleichen wir mit der
zweiten Zeile der linken Matrix :

[0 1 0] x |d]| =d.

Danach betrachten wir :

[0 1 0] x |e| =e,

sowie :

[0 1 0] x |f| ="/

Dementsprechend ist die zweite Zeile des Produkts

[d e ﬂ.

Was denken Sie passiert wenn wir die dritte Zeile betrachten? Zuerst :

a
[0 0 1] x |d]| =g.
g
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Danach haben wir :

[0 0 1] x |e| =h,

sowie :

0 0 1] x |f]| =i

Dementsprechend ist die dritte Zeile des Produkts :

lg h ]
Wir haben betrachtet :
I xM=M.
Dieses Phédnomen gilt immer.
Aufgabe : Berechnen Sie
M xI.

Dieses Beispiel fithrt uns zum folgenden Beispiel.

Definition 5.1.1. Es sei I eine n x n Matrixz sodass in der k¢ Zeile, das k' Element gleich
1 ist und alle anderen Elemente der Zeile gleich O sind. Dann gilt fir jede Matrix M mit n
Zeilen und m Spalten :

I xM=M.

Fiir jede Matrixz M mit m Spalten und n Zeilen gilt :
MxT=M.
Die Matriz I nennt man . Sie st das
Die Identitatsmatrix sieht so aus : auf der Diagonale ist immer 1 und alles andere ist

immer 0.
Nehmen wir an, dass wir ein Gleichungssystem haben :

MX = B,
wobei
T
X =",
o
M =1,



und

Was bedeutet dieses System? Da M = I, ist (nach der Definition /)
MX = X.
Das heisst, dass es eine eindeutige Losung des Gleichungssystems gibt und diese ist
1 =b1, x9=0b1,...2, =Dy,
was wir auch so schreiben kénnen
rp = by, firjede k=1,2,...,n.

Ich freue mich wenn ich so ein Gleichungssystem habe, weil es schon fiir mich gelost wurde!
Was ist Thre Meinung? Wir wollen Gleichungssystem als ein Gleichungssystem :

IX=B = X=B

schreiben. Dafiir brauchen wir die Inverse-Matrix.

5.2 Die Inverse-Matrix

Wir haben im letzten Kapitel gesehen, dass wir jedes lineare Gleichungssystem mit n Varia-
blen und m Gleichungen so schreiben kénnen :

MX =18

?

wobei M eine m x n Matrix ist, X ein n-Spalten-Vektor ist, und B ein m-Spalten-Vektor
ist.

Was wollen Sie tun, um das Gleichungssystem zu losen?

Ich will Wie konnen wir

Definition 5.2.1. Es sei M eine n X n Matrixz. Falls es eine n x n Matrix N gibt, sodass
qilt :

MN =NM =1,
dann st N zu M und wir schreiben :
N=M"1
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Falls M genau so viel Spalten wie Zeilen hat und falls es eine M ~! gibt, dann gilt :
MX =B — M 'MX=M"'B.

Wie immer konnen wir eine Gleichung umschreiben
In diesem Fall multiplizieren wir mit M ! auf
beiden Seiten der Gleichung. Nach der Definition ist :

M1IM=1
und
IX =X.
Dementsprechend haben wir :
X=M"'B.

Gelost! Geschafft! Wir miissen nur verstehen, wie wir diese berechnen kénnen. Dafiir gibt es

5.2.1 Die Zeilen-Operationen

Nur die folgenden Operationen sind uns erlaubt :

1. Wir konnen eine Zeile R mit einer anderen Zeile R’ vertauschen. Zum Beispiel :

-]

2. Wir konnen eine Zeile R mit einer Zahl multiplizieren :

-

3. Wir konnen eine Zeile R mit einer anderen Zeile addieren :
a b I at+c b+d
c d c d |-

Um ein Gleichungssystem mit n Variablen und n Gleichungen zu l6sen schreiben wir die
Matrix

(M || B]

Dann machen wir die erlaubten Zeilen-Operationen bis wir auf der
linken Seite eine der folgenden haben :

1. Die Identitét steht auf der linken Seite der Trennung ||;
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2. Eine oder mehrere Zeilen auf der linken Seite der Trennung || sind komplett null und
folgendes gilt :

(a) In jeder Zeile die nicht komplett null ist,ist das erste Element das ungleich null
ist, eine 1, die wir eine nennen.

(b) In jeder Spalte die eine fiithrende eins enthélt, sind alle anderen Elemente der
Spalte null.

(c) Die fithrende eins geht von links nach rechts. Das heisst : in zwei Zeilen die neben-
einander sind und die nicht komplett null sind, ist die fithrende eins der unteren
Zeile weiter rechts als die fithrende eins der oberen Zeile.

(d) Die Zeilen, die komplett null sind, sind die untersten Zeilen der Matrix.

Im Fall 1 gibt es eine eindeutige Losung, die Sie in der Matrix nach der Trennung || lesen
kénnen. Im Fall 2 gibt es zwei Moglichkeiten : wenn auf der linken Seite der Trennung eine
Zeile null ist aber auf der rechten Seite der Trennung eine Zahl die ungleich null steht, dann
gibt es keine Losungen des Systems. Wir nennen so eine Zeile eine Falls es
keine schlechte Zeile gibt, dann gibt es unendlich viele Lésungen.

Am besten machen Sie damit Sie sich mit den Regeln und mit diesem
Prozess wohl fiithlen. Beispiele werden an der Tafel in der Vorlesung gemacht. .. Jetzt kénnen
Sie mit n Variablen und n Gleichungen lésen! Der letzte

Schritt ist lineare Gleichungssysteme mit n Variablen und m Gleichungen zu l6sen. Dann
kénnen Sie richtig stolz sein.

5.3 Die Pseudo-Inverse-Matrix : RREF

Nehmen wir an, dass Sie ein lineares Gleichungssystem 16sen wollen : es gibt n Variablen
und m Gleichungen. Das System sieht so aus :

1121 + a9 + ... + ATy = b1

a21T1 + G22%2 + ... + QopnTy = bg

Am1T1 + Q2% + ...+ Qpp Ty = bm

Sie konnen dieses System mit der Matrix
M = [ag]

darstellen. Die Hauptfrage ist :
Falls m # n dann Statt dessen gibt es immer eine
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5.3.1 RREF hat die Matrix gelost!
Was bedeutet RREF? Es stammt aus dem Englischen :

Reduced Row Echelon Form

Wie machen wir das RREF einer Matrix? Wir verfahren genau wie mit einer n x n Matrix
. die Zeilen-Operationen. Wir ,,reduzieren” immer von links nach rechts. Wir machen die
Zeile Operationen bis zum folgenden Ziel :

1. In jeder Zeile die nicht komplett null ist, ist das erste Element das ungleich null ist,
eine 1, die wir eine nennen.

2. In jeder Spalte die eine fithrende eins enthélt, sind alle andere Elemente der Spalte
null.

3. Die fiihrende eins geht von links nach rechts. Das heisst : in zwei Zeilen die neben-
einander sind und die nicht komplett null sind ist die fiihrende eins der unteren Zeile
weiter nach rechts als der fithrende eins der oberen Zeile.

4. Die Zeilen die komplett null sind die untersten Zeilen der Matrix.

Satz 5.3.1. Es sei M eine Matriz. Mit den Zeilen-Operationen gibt es Matrix,
die die oberen 4 Bedingungen erfillt. Diese nennen wir das von M.

Wir brauchen jetzt nur noch eine Definition damit das RREF uns die Lésungen gibt.

Definition 5.3.2. Die Anzahl Zeilen des RREF, die ungleich null sind, sind der der
Matriz M. Jede Spalte mit einer fiihrenden eins nennen wir eine Jede Spalte
ohne eine fiihrende eins nennen wir eine

Jetzt kommen wir zum Ziel.

Satz 5.3.3. Es set M die Matriz fir das lineare Gleichungssystem und B der Spalten-
Vektor auf der rechten Seite des Systems. (Das heisst, dass B ein Spalten-Vektor nur Zahlen
und keine Variablen enthdlt.) Wenn Sie die Zeilen-Operationen mit der folgenden Matriz
durchfiihren :

(M || B]

bis das RREF-M auf der linken Seite steht, dann gilt :

1. Falls es eine schlechte Zeile gibt, dann ¢ibt es keine Losung.

2. Fualls es keine schlechte Zeile gibt, dann gibt es eine eindeutige Losung genau dann,
wenn der Rang des RREF gleich der Anzahl Variablen ist. Das heisst, dass es eine
eindeutige Losung gibt, genau dann wenn es keine schlechte Zeile gibt, und jede Spalte
gefiihrt ist.
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3. Falls es keine schlechte Zeile gibt und der Rang der RREF kleiner als die Anzahl
Variablen ist, dann g¢ibt es unendlich viele Losungen. Das heisst, dass es unendlich
viele Losungen gibt genau dann wenn es keine schlechte Zeile gibt und es einige freie
Spalten gibt.

Machen wir einige Beispiele an der Tafel :

1. Welche der folgenden sind RREF?

ja=)
—
e

]
]

"— o "o
—_
—_

|HO| |HH| |O©||

O = o O
o O o O O =

I'_A OI

o O O =
o O O =
— O

2. Berechnen Sie das RREF der folgenden Matrizen :
1 2 3
4 5 6
100
1 11
11
11
11
3. Fiir das Gleichungssystem berechnen Sie das RREF der Matrix M mit B getrennt auf

der rechten Seite :
(M || B]

und entscheiden Sie ob folgende Systeme eine eindeutige Losung haben (was ist sie?),
keine Losungen haben, oder unendlich viele Losungen haben (was sind sie?)
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u-f ]
o[
it
o[
vl ]
o[
e[ 2]

Da jede Spalte entweder frei oder gefiihrt ist, gilt immer :

Die Anzahl freier Spalten plus die Anzahl gefiihrter Spalten ist gleich der Anzahl
Spalten n.

Wir konnen jetzt zwischen zwei Fillen unterscheiden : ist die Matrix gross und diinn
oder ist sie kurz und dick? Beim ersten Fall gibt es mehre Gleichungen als Variable, also
ist es moglich, dass alle Variablen von den Gleichungen eingeschrinkt werden kénnen. Sie
konnen sich in diesem Fall vorstellen, dass die Matrix wie eine grosse, diinne, strenge Frau
ist, die mit n Hunden an m Leinen spaziert. Das ist aber nur der erste Augenblick : es kann
sein, dass die Frau nur streng aussieht und dass einige Gleichungen nichts tun, (wie diese
Leinen, die nicht fest sind) und in diesem Fall kann es sein, dass die Variable, noch spielen
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konnen und es unendlich viele Losungen gibt. Es ist auch moglich, dass die Variable zu
eng eingeschrankt sind und deswegen sterben und dies bedeutet, dass es keine Losung gibt.
Um diese herauszufinden brauchen wir das RREF. Das RREF erzahlt die Personlichkeit der
Matrix.

Beim zweiten Fall gibt es mehr Variablen als Gleichungen, also ist es unmoglich dass sie
alle eingeschriankt werden konnen. In diesem Fall gibt es nur zwei Moglichkeiten : entweder
gibt es unendlich viele Losungen, oder es gibt keine. In diesem Fall haben die Variablen-
Hunde einen kurzen dicken Fiihrer der entweder alles erlaubt oder gar nichts erlaubt. Um
dies herauszufinden brauchen wir auch das RREF.

Nach den Regeln der Matrix-Multiplikation passt jede Spalte zu genau einer Variable. Ei-
ne freie Spalte bedeutet, dass die Variable frei ist und eine gefiihrte Spalte bedeutet, dass die
Variable gefiihrt ist. Um die Losungen darzustellen, brauchen wir noch einige Definitionen.

Definition 5.3.4. Eine Menge ist eine Sammlung von Elementen. Fir eine Menge M
schreibt man
eeM

um zu zeigen dass e ein Element der Menge M ist. Die Menge aller n x 1 Spalten-Vektoren,
deren Elemente reelle Zahlen sind, ist R™. Fine Funktion F die als Eingabe ein Element von
R™ vornimmt und als Ausgabe ein Element von R™ erqgibt, sodass es eine m x n Matriz M
und eine B € R™ gibt und es somit gilt :

F(X)=MX+B
fiir jede X € R™ ist eine lineare Funktion.

Wenn wir ein lineares Gleichungssystem mit n Variablen und m Gleichungen geltst haben,
dann kann die Menge aller Losungen als Graph einer linearen Funktion dargestellt werden,
mit Eingabe der Elemente R*, wobei k die Anzahl freie Spalte ist, mit Ausgabe der Elemente
von R"7*. Dieses kénnen Sie am besten mit Beispielen lernen. Diese werden an der Tafel
durchgefiihrt!

Bemerkung 5.3.5. In der Zukunft konnen Sie einen Computer anwenden um lineare Glei-
chungssysteme zu 16sen. Sie miissen aber wissen Sie die Information eingeben, das heisst,
was ist M sowie B? Danach kann der Computer die Zeilen-Operationen durchfiithren. Am
Ende miissen verstehen was die Ausgabe des Computers Dementsprechend ist
das Material dieses Kapitels niitzlich fiir Sie. Der Computer kann Thnen leider nicht erklaren
wie Sie ein lineares Gleichungssystem eingeben, damit er es losen kann und er kann auch
nicht erklaren, was seine Ausgabe bedeutet. Nur Sie, ein kluger Mensch, konnen das.

5.4 Aufgabe

1. Losen Sie das folgende lineare Gleichungssystem :
r—z=3
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r+2y=4
2y + 3z = 8.

. Thr Assistent hat das folgende lineare Gleichungssystem gelost :
rz—y =10

2z — 2y = 200.

Er erzéhlt Thnen, dass es eine eindeutige Losung gibt. Hat er recht? Warum oder warum
nicht?

. Berechnen Sie das RREF folgender Matrix :
3 4 10
1 0 -1

. Berechnen Sie das RREF folgender Matrix :

5 —4
10 -8
3 =2
. Wie viele Losungen hat folgende Gleichungssystem? Berechnen Sie Losungen.

x—3y+z=10
r—y+z=-1

. * Sie sind Sportler und Sie brauchen fiir Ihr Training den perfekten Eiweiss-Shake. Der
Shake soll 400 Kcal, 25 Gramm Eiweiss, 20 Gramm Zucker enthalten und insgesamt
500 Gramm wiegen. Die Zutaten die Sie zusammenmischen werden sind : Milch, Fi-
weisspulver, frische Bananen und Erdbeeren. Diese Zutaten haben folgende Néhrwerte

a) Milch hat 3 g Eiweiss pro 100 Gramm, 5g Zucker, und 42 kCal.
b)
(c¢) Eiweisspulver hat 401 kCal pro 100 Gramm, 31 g Eiweiss, und 0 g Zucker.
(d) Erdbeeren haben 32 kCal pro 100 Gramm, 1 g Eiweiss, und 5 g Zucker.

(
(

Frische Bananen haben 89 kCal pro 100 Gramm, 1 g Eiweiss, und 12 g Zucker.

Wie viel Gramm sollten Sie von jeder Zutat zusammenmischen? Berechnen Sie
Losungen.

. * Wie konnen Sie ein Eiweiss-Shake mit 400 Kcal, 25 Gramm Eiweiss, 20 Gramm
Zucker, und insgesamt 500 Gramm nur aus Milch, Eiweiss Pulver, und Erdbeeren fiir
Ihren Freund machen? Berechnen Sie Losungen.
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8.

10.

* Sie haben gerade “The Big Lebowski” gesehen und Sie haben Lust auf einen ,,White
Russian” (wie “The Dude”). In einen White Russian kommt auch Milch. Sie m&chten
ein 200ml White Russian machen der 25 % Alkohol hat. Wie kénnen Sie das machen?
Berechnen Sie Losungen.

Sie haben gerade “Sex and the City” gesehen und Sie haben Lust auf einen ,,Cosmopo-
litan.” Ein Cosmo enthélt Cranberrysaft, Wodka, und Triple Sec. Sie mochten genau
200 mL haben und Sie mochten dass es weder zu stark, noch zu siifl ist. Dementspre-
chend wollen Sie 25% Alkohol und 20 % Zucker haben. Triple Sec enthélt 40 % Alkohol
und 20 % Zucker; Cranberry Saft enthilt 15 % Zucker. Wie kénnen Sie den perfekten
,,Cosmo” machen? Berechnen Sie Losungen.

Ich habe auch Lust auf einen ,,Cosmopolitan,” aber ich will meinen noch ein bisschen
grosser und stiarker haben. Ich mochte genau 250 mL mit 30% Alkohol und 20 % Zucker
haben. Triple Sec enthalt 40 % Alkohol und 20 % Zucker; Cranberry Saft enthilt 15 %
Zucker. Wie soll ich meinen perfekten ,,Cosmo” machen? Berechnen Sie Losungen.

72



Kapitel 6

Alles im Modellfall : Die
Ableitungsfunktion

Sie haben moglicherweise schon von der Ableitungsfunktion gehort und die folgende Defini-
tion gesehen.

Definition 6.0.1. Es sei f eine Funktion deren Fingabe und Ausgabe Elemente in R sind.
Es sei x € R. Falls der Grenzwert

L fah) = f(@)

h—0 h

existiert, dann ist f'(x) als dieser Grenzwert definiert und man nennt f ableitbar in dem
Punkt x.

Warum interessiert man sich iiberhaupt fiir so einem Grenzwert?
Beispiel 1: Sie haben eine Probe deren
[H;07]

= =0,011.
¢ mol/L ’

Ihr Instrument zeigt dass die Probe einen pH Wert von 1,900 hat, wobei

pH = —logyy(a).

Stimmt das Instrument?
Beispiel 2: Es gab gerade eine Erdbeben deren

(A/Ao(8)) = 10000001.

Man erinniert sich, dass

R(A) = log;(A/A(5)).

Sie wissen nicht, ob ihr Computer richtig kalibriert worden ist, da dies ihr Assistent {ibernommen
hat. Der Computer zeigt R(A) = 7, 0200.
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Beispiel 3: Sie haben leider nicht bist kurz vor der Klausur Mathematik gelernt, sind
dementsprechend durchgefallen, aus der Uni rausgeworfen und Bauarbeiter geworden. Leider
sind Sie auch in diesem Beruf faul und ihr Chef ist nicht mit ihnen zufrieden. Er gibt Thnen
eine letzte Chance. Sie bauen ein Gebédude und natiirlich soll die Wand mit dem Boden in
einem 90 Grad Winkel stehen. Der Boden ist 10 m breit und die Wand ist 3 m hoch. Thnen
stehen nur ein Maflband und zwei Bauarbeiter, die ihnen helfen kénnen aber kein Deutsch
sprechen, zur Verfiigung. Diese kénnen unr sehr einfache Handkommunikation verstehen.

Alle diese Aufgabe kénnen gelost werden. Betrachten wir das erste
Beispiel. Sie wollen

—log;,(0.011)

berechnen. Es sei

f(z) = —log(m).

Was ist
f£(0.01)7
Man erinniert sich, dass
1 1
Ol=—=—=10"72
0.0 100 102 0

Nach der Definition des Logarithmuses ist
£(0.01) = —log;((1072) = 2.

Die Eingabe 0.011 ist
0.011 = 0.01 4 0.001.

Diese Eingabe ist nahezu eine Fingabe die berechnet werden kann.

Um den pH Wert zu berechnen kénnen wir benutzen. Die Ablei-
tungsfunktion kann auch so definiert werden. Diese Definition ist mathematisch gleich der
ersten.

Definition 6.0.2. Fine Funktion deren FEingabe und Ausgabe Elemente in R sind heifst
ableitbar in o € R, wenn sie in der Nihe von xy linear approximiert werden kann. Das
heift, dass es eine lineare Funktion F(x) = mx + b gibt, sodass

f@) = F(x),  [f(xo) = F(xo),

und je ndher x an xq ist, desto ndher ist f(x) an F(z). Die Funktion F nennt man
In diesem Fuall ist

f'(z0) :=m.

und

b= f(xo) — f'(x0)xo.
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Die von f nimmt die Fingabe xo vor und ergibt die Ausgabe f'(xq) fir
jeden Punkt xq in dem f ableitbar ist. Die Funktion f heifit wenn sie in jedem
Punkt xq € R ableitbar ist. Die Ableitungsfunktion kann auch so geschrieben werden:

(o) = 5 (zo).

Bemerkung 6.0.3. Die Ableitungsfunktion wurde auch Steigungsfunktion genannt, da sie die
Steigungsverhalten der Ausgangsfunktion beschreibt.

Hier sind einige Beispiele.

1. Es sei f(x) eine lineare Funktion (der beste Fall). Dann gibt es ein m und ein b, die
reelle Zahlen sind, sodass

f(z) = ma +b.
In der Definition ist also f = F' und

(o) =m fiir jedes x.
Dementsprechend ist die Ableitungsfunktion
f'(x) =m fiir jedes z € R,
und die linear Approximation ist f selbst.
2. Was ist die Ableitungsfunktion der Funktion

f(z) =5 firjedes z 7

3. Es sei f eine Funktion, die in dem Punkt xy ableitbar ist und es sei ¢ € R. Dement-
sprechend gibt es eine lineare Funktion

F(x) = f'(xo)x + f(20) — f'(w0)0,

sodass

Dementsprechend gilt

cf(z) = cF(x) = cf'(xo)x + cf (xg) — cf'(xq) 0.

Nach der Definition ist die Funktion g(z) = ¢f(z) auch in dem Punkt x4 ableitbar und
es gilt
g'(x0) = cf' (o).
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4. Es seien f und g zwei Funktionen, die in dem Punkt z ableitbar sind. Dann ist die
Funktion f 4 ¢ auch in z( ableitbar und es gilt:

(f +9)' (o) = f'(x0) + ¢'(wo)-

Lassen wir dieses kurz beweisen. Es gibt nach der Definition zwei lineare Funktionen
F und G sodass

und
F(x) = f'(zo)x + f(z0) — ['(v0)z0, G(7) = g'(x0)7 + g(20) — ¢ (0)To0-
Dementsprechend gilt auch
f(@) +g(x) = F(z) + G(z) = (f'(x0) + ¢'(x0))  + f(z0) + g(x0) — f'(x0)x0 — g (o) 0.
Dieses passt in die Definition da
(f'(wo) + ¢'(z0)) x + f(z0) + g(x0) — f'(0)zo — g'(0)0
eine lineare Funktion ist, die f + ¢ in der Ndhe von xy approximiert. In diesem Fall ist
m = (f'(x0) + ¢'(x0)), b= f(z0) + g(x0) — f'(x0)70 — g'(x0)T0

und dementsprechend ist
(f +9) (x0) =m = f'(x0) + ¢'(x0).
5. Wir konnen die Definition so umschreiben :

f(z) = fxo) + f'(20)(x — w0)
fiir x in der Néhe von .

Vorsicht! Multiplikation! Was passiert wenn wir zwei Funktion statt
addieren?

f(@)g(x) = F(2)G(x) = (f'(xo)z + f(z0) — ['(20)w0) (¢ (w0)x + g(x0) — ¢ (20)0) -
Multiplizieren wir :
F(z)G(x) = f'(x0)g (0)a® + f'(x0)z (9(wo) — ¢ (x0)o)

+9' (o) (f (o) — f'(xo)wo) + (f(20) — f'(20)z0)(9(20) — ¢'(0)0)-
Ist diese Funktion linear? NEIN. Dementsprechend ist

(fg)/(xo) #* f/(xo)gl@o)-
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Wir schreiben F'(z)G(x) um :
F(2)G(x) = f'(x0)g (wo)(x? — 2xxo + 25) + (f'(20)g(0) + f(20)g (20))x
+f(x0)g(z0) — (f'(x0)g(20) + f(70)g'(20))T0
= (f'(x0)g9(w0) + f(x0)g (o)) + f(20)g(x0) — (f'(20)g(w0) + f(20)g' (20))z0
+£'(x0)g' (z0) (x — x0)°.
Wenn z in der Nahe von zq ist, dann ist
|z — 2]

klein und wenn
|z — 20| <1
ist
(x —x0)? < |z — 20

Zum Beispiel :
|z — 20| =0,1 = (v —120)* = 0,01,

|z — 29| = 0,01 = (z — x0)* = 0,0001.
Da F(zg) = f(x¢) und G(xy) = g(zo) und
f(@)g(x) = f(x0)g(xo) = F(2)G(x) — F(20)G(20)

= ((f'(z0)g(x0) + f(0)g (x0)) (x — o) + f' (o) (x0) (z — m0)?
Da (z — x9)? — 0, wenn x — 1z erfiillt die
H(x) = ((f'(w0)g(z0) + f(w0)g (0)) (v — o)

die Definition der Ableitungsfunktion der Funktion fg in dem Punkt zy. Nach der Definition
ist

(f9) (z0) = f'(20)g(x0) + f(20)g' (20).

Dieses nennt man

Proposition 6.0.4. Es seien f und g Funktionen deren Eingabe und Ausgabe reelle Zahlen
sind. Falls g in dem Punkt xo ableitbar ist und f in dem Punkt g(xo) ableitbar ist, dann gilt

(fog)(wo) = f'(g(w0)g (w0).

Dieses nennt man
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Beweis: Nach der Definition ist ¢ in dem Punkt xq ableitbar. Das heisst,

g(x) = g(x0) + ¢'(20) (2 — x0).

Ist f in dem Punkt g(zo) auch ableitbar? Lassen wir yo := ¢g(zo) nennen. Dann haben wir

f(y) = f(yo) + ' (o) (y — vo)-

Wenn die Eingabe der Funktion f die Ausgabe der Funktion g ist, dann ist y = g(x) und es
gilt

flg(z)) = f(g(z0)) + f'(g(z0))(9(x) — g(z0))-
Da

9(x) = g(z0) + g'(z0)(x — 20) = g(x) — g(z0) ~ ¢'(20)(x — 20)

ist

flg(z)) = fg(z0)) + f'(9(x0))g'(x0) (2 — 20).
Auf der rechten Seite ist cine lincare Funktion, namlich

F(z) = f'(9(x0))d (zo)z + f(g(z0)) — f'(9(20))g'(z0)2o.
Nach der Definition ist f o g in zy ableitbar und

(fo 9)/(350) = “m" = f’(g(xo))g'(xo).
Q
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Am besten lernen Sie die Produkt-Regel sowie die Ketten-Regel auswendig. Hier sind

noch einige Regeln, mit denen man viele Funktionen kann. Ableiten bedeutet
Ableitungsfunktion zu berechnen.

1. Die Potenzregel: Fiir jedes n € R mit n # 0, fiir
flx) = ="

gilt
f'(x) = na" 1.

2. Die Eulerscheregel: Es sei e die Eulersche Zahl. Fiir

flz) =€
gilt

flz)=e
Fiir jedes b > 0, fiir

flz) =b"

da

nach der Kettenregel gilt :
f(x) = In(b)e™®* = In(b)b".

3. Die Logarithmusregel: Fiir

ist fiir jede z > 0

Fiir jede b > 0, fiir

gilt fiir jede x > 0

1@ =5m = np @
Dementsprechend gilt: .
'@ =y

4. Die Trigonometrischen Regeln :
f(z) =sin(z) = f'(x) = cos(x)

f(z) =cos(z) = f'(x) = —sin(x)
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Betrachten wir nun, wie wir die Ableitungsregeln anwenden kénnen, um die drei Beispiele
am Anfang des Kapitels zu 16sen.

1. Wir wollen

—logyo(a)
berechnen fiir a = 0,011. Es sei

f(x) = —log,o(2).
Da
0,01 = 1072
nach der Definition des Logarithmuses gilt :
Dementsprechend ist
£(0,01) = 2.
Die Eingabe 0,011 = 0,01+ 0, 001 ist sehr nah an der Eingabe 0, 01. Dementsprechend
wenden wir die lineare Approximation an. Nach der Regel ist
1
/ _—_—,te,—
I = oy
In diesem Beispiel konnen wir die lineare Approximation fiir die Eingabe zy = 0,01
anwenden, um die Ausgabe f(z) mit x = 0,011 abzuschétzen. Ist :

1 1 100

f'(wo) = “In(10)z  In(10)0,01  In(10)°
Die lineare Approximation ist :
@) ~ @+ f(w0) = f'(an)zo = F(a) + f'(au)( = 20) =2 = 20(0.001)
7 10In(10)°

Wir haben immer noch In(10). Die Definition der Logarithmusfunktion ist
In(10) =y < € = 10.

Da e < 3 und 3% < 10 ist
In(10) > 2.

Dementsprechend gilt :

1 1
- 9 _
0m(i0) ~20 2% =

Das heisst :

1
—  _>2-0,05=1,05.
o > 2005 =195

|
@)~ 2 = 150 00)

Dementsprechend ist die Messung 1,900

> 1,95.
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2. Wir haben in diesem Beispiel fast dieselbe Funktion :
f(z) =logyy(x).
Die Eingabe 2 = 10000001 = 107 + 1. Sie ist sehr nah an der Eingabe zy = 10" und
f(o) = logy(20) = 7.
Nach der Regel ist die Ableitungsfunktion

1
/ —
I = i
Dementsprechend ist
1
/ —
@) = 15600000 In(10)
Die lineare Approximation ist
1
R~ ! - =7 .
Wir haben schon gesehen, dass
In(10) > 2.
Dementsprechend ist
1 1
= log, 0(1000001) ~ 7 <74+ — < 7.0001.
f(w) = log, 0( )~ T+ 10000000m(10) < T 20000000

Der Assistent hat dementsprechend den Computer falsch kalibriert.
3. Fiir jedes Dreieck mit einem 90-Grad Winkel gilt :
a®+ b =,

wobei a und b die Lénge der Seiten sind und ¢ die Lénge der Hypothenuse ist. Ein

Bauarbeiter kann die Wand hoch halten und ein zweiter Bauarbeiter kann auf einem
Leiter stehen und eine Seite des Maf3bands fest halten. Sie nehmen die andere Seite
des Mafibands und gehen an das Ende des Bodens. Wenn der Wand-Boden-Winkel 90

Grad betrigt, dann gilt :
3% 4+10% = 27,

wobei x die gemessene Lénge zwischen Thnen und dem Bauarbeiter, der auf der Leiter

steht. Dementsprechend muss
xr = V109.

Sie haben keinen Taschenrechner (Ihrer Boss ist ein sehr strenger Kerl). Wie konnen
Sie v/109 abschéatzen? Mit der Ableitungsfunktion! Es sei

fla) = va ="
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Da /100 = 10, nehmen wir xy = 100. Nach der Ableitungsregeln ist

f/(l') _ 1$1/2—1 — 1

2 21
Dann ist 1

Die lineare Approximation ist
f(x) = f(zo) + f'(20)(z — o).

Fir x = 109 und xy = 100 ist

9
f(x) = V109 % 10 + 5 = 10,45.

Der Bauarbeiter, der die Wand hélt, muss die Wand drehen, bis um das Maf3band die
Lénge von 10,45 m anzeigt.

Die Ableitungsfunktion ist super anwendbar da sie macht es moglich um komplizierte
Funktionen wie Logarithmus und Wiirzeln abzuschétzen. Sie ist auch niitzlich fiir Funktionen
deren Eingabe Elemente aus R™ sind.

Definition 6.0.5. Es sei F' eine Funktion deren Fingabe Elemente aus R™ sind und deren
Ausgabe Elemente aus R™ sind, wobei n und m natiirliche Zahlen sind. Es sei X ein Element
R™. Falls es eine m x n Matriz M gibt sodass gilt :
F(X)~ F(Xg) + M(X — Xo),
dann ist F' in dem Punkt X, ableitbar und man nennt
DF(X,) := M.
Die lineare Approzimation ist

F(Xo) + DF(Xo)(X — Xo).

Wir werden uns mit diesem Thema spéter beschéftigen.

6.1 Aufgabe

1. Berechnen Sie die Ableitungsfunktion :
f(ilf) — GSin(I).
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. Wenden Sie Thre Antwort an um

f(3.15)
abzuschatzen.
. Es sei
g(z) = 2%
Berechnen Sie die Ableitungsfunktion
fog().

. Was ist die lineare Approximation der Funktion
f(z) =322 — 4
in dem Punkt zy = 27

. * Sie bauen ein “Pinewood Derby” (vgl. South Park) Auto. Sie mochten, dass die
Seiten in einem 90 Grad Winkel zueinander stehen, diirfen jedoch kein Gradmesser
benutzen. Der Boden des Autos soll die Maflie 3 x 1 Inches haben. Nehmen Sie das
Bauarbeiter-Problem als Beispiel und finden Sie eine Methode, damit Sie nur mithilfe
eines Mafibandes der 90 Grad Winkel konstruiert werden kann.

. Was ist die lineare Approximation der Funktion

f(x) = logy(cos(x)), wo =07
Wenden Sie diese an um f(0.01) abzuschétzen.

. * Es sei F' die Funktion von R? in R?

3x1 — 229 + 323
F(x1, 29, 23) = To — I3
T+ X3

Berechnen Sie DF(X) wobei Xy = (0,0,0).

. * Es seien f und g Funktionen mit Eingabe sowie Ausgabe Elemente R die in xg
ableitbar sind und es sei g(zo) # 0. Wenden Sie nur
um zu zeigen, dass :

i/(azo) _ J'(xo)g(wo) — g' (o) f (o)
g 9(wo) * g(xo) '

. Wenden Sie # 8 an um zu berechnen :




10. Threr Assistent hat eine komplizierte Differentialgleichung gelost. Auf einigen (geheim-
nissen C.I.A.) Grunden wissen Sie, dass die Losung eine Funktion f eine Funktion
deren Eingabe sowie Ausgabe Elemente R sind und sodass es eine ableitbare Funktion
g gibt mit

fog(z)=go flz)=z,  [f(0)=yg(0)=0.

Nach der Rechnung des Assistents ist

£(0) = 0.

Warum kann das nicht sein?l

'Hinweis: Sie kénnen die Kettenregel in dem Punkt zg = 0 in der Gleichung f o g(x) = x anwenden.
Was ist I’(x) fiir die Identitdt Funktion I(z) = x? Was ist nach der Kettenregel (f o g)'(x)? Jetzt setzen Sie
r=x9=0...
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Kapitel 7

Mathematische Zeichnungen : Ein
Bild sagt mehr als tausende Worte

Es gibt viele in der Naturwissenschaft, die man am besten mit einer Funktion verstehen kann.
Ein Beispiel ist die Logarithmus Funktion log; 0(z) sowie In(x) und ein anderes Beispiel ist
die exponentielle Funktion e”. Die trigonometrische Funktionen braucht man um Wellen
sowie Licht und Elektricitédt zu beschreiben. Wenn Sie eine Funktion vor Thnen haben, um
diese Funktion zu verstehen, kénnen Sie ihren Graph zeichnen.

7.1 Der Graph einer Funktion

Definition 7.1.1. Es sei f : R — R eine Funktion. Der Graph von f ist die Menge alle
Punkte der Ebene R? deren Form

(z, f(x))

18t.

Um einen Graph zu zeichnen werden wir die Ableitungsfunktion anwenden. Die Ablei-
tungsfunktion ergibt die Steigung des Graphs.

Proposition 7.1.2. Es sei f : R — R eine Funktion. Falls f in dem Punkt xq € R ableitbar
1st, dann ist

(o)
die Steigung des Graphs von f in dem Punkt (xq, f(x0)). Die Lineare Approzimation
Fuo(2) = f(20) + f'(w0) (2 — m0)
ist die Tangente des Graphs in dem Punkt (xq, f(x)).

Sie konnen diese am besten mit vielen Beispielen lernen.
1. f(x) ==

85



(z)
3. f(z) =ma+b
4. f(z) = 2?
5. f(z) = €.
6. f(z) = In(x).

7.2 Wie liest und zeichnet man einen Graph?

Wenn Sie eine komplizierte Funktion haben und diese Funktion in einem Computer eingeben,
damit der Computer den Graph zeichnet, was konnen Sie davon erkennen?

Definition 7.2.1. Fine Funktion f : R — R ist stetig, genau dann, wenn man den Graph
an die Tafel zeichnen kann, ohne die Kreide hoch heben zu miissen. In jedem Punkt, der eine
eindeutige Tangente hat, ist die Funktion ableitbar. Der Definitionsbereich ist der Bereich, wo
die Funktion definiert werden kann: er ist die Menge alle Punkte in R, sodass die Funktion
eine Ausgabe, die ein FElement R ist, erqgibt.

Hier sind einige Beispiele :

1. fl(x)=x

2. f(z) = ™, fur natiirliche Zahlen und ganze Zahlen. ..
3. f(z) = 9;24:39

4. f(x)=¢€"

5. f(x) =In(x)

Wenn eine Funktion auf einem Intervall [a, b] stetig ist, wobei a,b € R mit a < b, dann
hat die Funktion auf dem Intervall ein Maximum und ein Minimum.

Definition 7.2.2. Es sei f : R — R eine stetige Funktion auf einem Intervall [a,b]. Die
Funktion hat ein globales Mazximum in dem Punkt xo genau dann, wenn

f(zo) > f(x) fir jede x € |a,b].

Die Funktion hat ein lokales Mazimum in dem Punkt xo genau dann, wenn es t > 0 gibt,
sodass

f(zo) > f(x) fir jede x € [xg — t, 20 + 1]

Die Funktion hat ein globales Minimum in dem Punkt xo genau dann, wenn
f(zo) < f(z) fiir jede x € [a, b].
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Die Funktion hat ein lokales Minimum in dem Punkt xy genau dann, wenn est > 0 gibt,
sodass
flzo) < f(x) fir jede x € [xg — t, 20 + 1].

Die Funktion hat eine Nullstelle in dem Punkt xo genau dann, wenn

Man kann auch sagen, dass die Funktion f in dem Punkt xq verschwindet.

Wenn eine Funktion ein bestimmtes Prozess beschreibt, wie zum Beispiel der Preis irgend-
was das Sie kaufen oder verkaufen, dann wollen Sie wissen, wann die Funktion am hoéchsten
ist (d.h. ein Maximum hat) falls Sie verkaufen oder wann die Funktion am niedrigsten ist
(d.h. ein Minimum hat) falls Sie kaufen. Der folgende Satz kann angewandet werden, um zu
bestimmen, ob eine ableitbare Funktion ein Maximum oder Minimum hat.

Definition 7.2.3. Ein Intervall [a,b] wobei a < b zwei reelle Zahlen sind ist die Menge alle
reelle Zahlen x sodass gilt:
a<x<hb.

Das Intervall (a,b) ist die Menge alle reelle Zahlen x sodass gilt:
a<z<b.

Satz 7.2.4. Es sei f : R — R eine ableitbare Funktion auf dem Intervall [a,b]. Dann ist f
stetig auf dem Intervall. Fir jede reelle Zahlen x < y sodass

a<zx<y<b,

gibt es eine z € R mit x < z < y sodass

f(y)—f(x)_ /Z
B2 - 1)

Die Funktion hat ein globales Mazimum M sowie ein globales Minimum m und fiir jede reelle
Zahl z € (m, M) gibt es eine x € [a,b] sodass gilt:

fw) = =
Der Beweis wird mit einem Bild an der Tafel gezeigt.

Satz 7.2.5 (Mini-Max-Satz). Es sei f : R — R eine ableitbare Funktion auf dem Intervall
la,b]. Dann falls f ein lokales Mazimum oder ein lokales Minimum in dem Punkt xo € (a,b)
hat, dann ist

f/(ZE()) = 0

Der Beweis wird mit einem Bild an der Tafel gezeigt.
Falls eine Funktion zweimal abgeleitet kann, dann nennt man die Funktion zweimal ab-
leitbar.
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Definition 7.2.6. Es sei f : R — R eine ableitbare Funktion auf dem Intervall [a,b]. Es sei
f': R — R die Ableitungsfunktion von f. Falls die Ableitungsfunktion von f in dem Punkt
xo € (a,b) ableitbar ist, dann ist f zweimal ableitbar und die Ableitung von f' schreibt man

(o) = S f ().

Fiir jeden Punkt x in dem f zweimal ableitbar ist, ist die Funktion deren Ausgabe f"(x) ist,
die zweite Ableitungsfunktion von f.

Alle Mathematik ist zusammen verbundet. Wenn Sie dementsprechend eine Definition,
einen Satz oder eine Ubungsaufgabe riiber springen, als ob Sie es ,,unter Ihr Bett verstechen,”
wird dieses Ding sich in einem Monster verwandeln und er wartet auf dem Moment, wenn
Sie diese Mathematik wieder anwenden miissen und dann erschreckt Sie der Monster.

. ;//v ‘I.I“:’.‘ jj’“’

Wenn man nach einem Maximum oder Minimum sucht, kann man nach dem Mini-Max-
Satz erst betrachten, ob die Ableitungsfunktion Nullstellen hat. Jetzt brauchen wir noch
einige Logik. Jedes globales Maximum (bez. Minimum) ist auch ein lokales Maximum (bez.
Minimum). Die Umkehrung gilt nur manchmal. Dementsprechend ist die Umkehrung ma-
thematisch falsch. Wenn die Funktion ein lokales Maximum oder Minimum in zy € (a,b)
hat, dann muss die Ableitungsfunktion eine Nullstelle in xq haben. Das heisst : Maximum
oder Minimum in zy € (a,b) impliziert ( = ) f’(zo) = 0. Die Implikation in der andere
Richtung gilt nicht unbedingt, das heisst, mathematisch ist die Unkehrung falsch!!

Bemerkung 7.2.7. Die Mathematik ist eine universelle Sprache, deren Worter mathematische
Ideen sind. Diese Ideen sind durch mathematisch Definitionen eindeutig bestimmt. Um die
Sprache der Mathematik verstehen zu kénnen, muss man ihre Worter (auswendig) lernen.
Stellen Sie sich vor, dass Sie in Paris sind und Sie haben Franzoizisch nicht gelernt. Das heisst,
Sie miissen in Threm Worterbuch nach jedem Wort suchen. Was denken Sie passiert, wenn
Sie mit den Leuten zu reden versuchen? Die Leuten werden Thres Geduld schnell verlieren.
Wenn man keinen Wort auswendig kennt, kann man nicht reden.
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Die zweite Ableitungsfunktion zeigt man wie der Graph einer Funktion aussieht.

Definition 7.2.8. Es sei f eine Funktion, die auf dem Intervall [a,b] zweimal ableitbar ist.
Fiir jede x € (a,b), sodass
f"(z) >0,

ist der Graph von f konkav-oben. Fiir jede x € (a,b), sodass
f"(z) <0,
st der Graph von f konkav-unten.

Diese Definition wird an der Tafel gezeigt. Nach dieser Definition haben wir folgenden
Satz.

Satz 7.2.9. Es sei [ eine Funktion, die auf dem Intervall [a,b] zweimal ableitbar ist. Falls
es einen x € (a,b) gibt, sodass f ein lokales Maximum in x hat, dann ist:

f'(x)y=0, f"(z)<0.
Falls es einen x € (a,b) gibt, sodass f ein lokales Minimum in x hat, dann ist:
f'(x)=0, f"(x)>0.

Die Logik kommt wieder : f ein lokales Maximum (bez. Minimum) in = hat =
f'(x) =0, f"(x) <0 (f"(x) > 0). Die Umkehrung gilt manchmal, d.h. die Umkehrung ist
mathematisch falsch.

Definition 7.2.10. Es sei f eine Funktion, die auf dem Intervall [a,b] zweimal ableitbar ist.
Falls es einen x € (a,b) gibt, sodass

fl(@) = f"(z) =0,
und f kein Maximum sowie kein Minimum in dem Punkt x hat, dann ist x ein Wendepunkt.

Jede stetige Funktion auf einem Intervall [a,b] hat ein Maximum sowie ein Minimum.
Wenn die Funktion auch ableitbar ist, dann kénnen Sie das Maximum (bez. Minimum) so
finden :

1. Hat die Ableitungsfunktionen Nullstellen? Finden Sie diese.

2. Berechnen Sie f(a), f(b) und f(x) fiir jede x, sodass f'(x) = 0. Das kleinste ist das
Minimum, das grosste ist das Maximum.

Hier ist eine kurze Zusammenfassung :
1. Um einen Graph zu zeichnen:

(a) Berechnet man, was gegen —oo sowie oo passiert.
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(b) Berechnet man, ob die Funktion Maximum(s), Minimum(s), sowie Nullstellen hat.
(¢) Berechnet man, wo die Funktion konkav-oben bez. konkav-unten ist.

(d) Fasst man die Punkte zusammen (Connect the dots, la la la).

2. Um einen Graph zu lesen:
(a) Die Funktion ist stetig, wenn man sie zeichnen kann, ohne der Tafel zu verlassen
(b

)

) Die Funktion ist ableitbar, wenn es eine eindeutige Tangente gibt
c¢) Die Ableitungsfunktion ergibt die Steigung der Tangente
)
)

(
d

(e) Die zweite Ableitungsfunktion ist positiv, wo der Graph konkav-oben ist, sie ist
negativ, wo der Graph konkav-unten ist

In jedem Maximum bez. Minimum hat die Ableitungsfunktion eine Nullstelle

7.3 Related Rates

Es gibt leider keine Deutsche Ubersetzung fiir diese Art Probleme. Solche Probleme sind
sehr wichtig zu verstehen, da man damit eine Geschwindigkeit, die auf einanderer abhéngt.
Zum Beispiel...

Ein Polizist 20 m von eine gerade Strasse wendet sein Doppler-Radar an einem Auto, das
entlang die Strasse 20 m weg fahrt. Die Geschwindigkeit wurde 200 km/Stunde gemessen.
Wie schnell ist das Auto wirklich?

Das tollste ist, dass Sie nur die Ketten-Regel und Thr Gehirn brauchen, um solche Aufgabe
zu 16sen. Dieses Beispiel wird in der Vorlesung gelost.

Noch einige Beispiele sind folgende:

e Ich merke, dass wenn ich einen Martini trinke, die Héhe des Martinis am anfang lang-
sam unter geht, und wenn ich die Hélfte getrunken habe, Hohe des Martinis geht
schneller unter. Heisst das, dass ich schneller trinke? Oder kann es sein, dass ich immer
mit derselben Geschwindigkeit trinke?

e Bitte lesen Sie den Datei “Hund” fiir ein aktuelle Anwendung in der Biologie(!!)

Um solche Aufgabe zu l6sen, sollen Sie immer die Situation skizzieren, auch wenn Sie wie
ich nicht gut zeichnen konnen.

7.4 Aufgabe

1. * (4 Punkte) Es seien a, b, c,d, m,n und p reelle Zahlen. Welche Bedingungen miissen
a, b, c, und d erfiillen, damit es eine x € R gibt, sodass

ar® + b’ +cr+d=0 ?
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Welche Bedingungen miissen m,n und p erfiillen, damit es eine x € R gibt, sodass

ma? +nx+p=0 7

. (4 Punkte) Fiir die Funktion

ZES

zeichnen Sie den Graph. Berechnen Sie das Maximum sowie das Minimum auf dem
Intervall (—2,2).

. * (4 Punkte) Ein Polizist 15 m von eine gerade Strasse wendet sein Doppler-Radar an
einem Auto, das entlang die Strasse 20 m weg fahrt. Die Geschwindigkeit wurde 100
km/stunde gemessen. Wie schnell ist das Auto wirklich?

. (4 Punkte) Sie trinken ein Martini nach Sie die Klausur erfolgreich geschrieben haben.
Der Glas ist ein typische Martini-Glas. Das Radius ist 3cm und die Hohe ist 4cm.
Sie trinken ungefahr 1 mL pro Sekunde. Berechnen Sie die Geschwindigkeit die Hohe
verkleinert als Sie trinken.

. * (4 Punkte) Lesen Sie http://de.wikipedia.org/wiki/Enzymkinetik Nach der
Gleichung :
[S(®)]

K+ [S(1)]

berechnen Sie v/(t) als eine Funktion von [S(t)] und [S’(t)], wobei ¥4, und K, Kon-
stante sind.

v(t) = Umaaz
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Kapitel 8

Wo, wann, und wie schnell?

Die Ableitung einer Funktion, die abhéngig von der Zeit ist, zeigt wie schnell die Funktion
sich dndert.

Definition 8.0.1. Die Durchschnittswert-Geschwindigkeit ist genau die Anderung der Funk-
tion, die durch die Zeil geteilt wird.

Beispiele: Wenn Sie in einem Jahr einen Zentimeter grosser werden, ist die Durchschnittswert-
Geschwindigkeit der Funktion

f(t) = Wie gross Sie sind in cm nach ¢ Jahren

dann ist die Durchschnittswert-Geschwindigkeit

lem
1Jahr’

Wenn Sie aber in 2 Jahren 3/2 Zentimeter grosser werden, ist die Durchschnittswert-Geschwindigkeit

der Funktion f
3/2cm  3cm

2Jahre  4Jahre’

Definition 8.0.2. Fir eine Funktion f : R — R die in dem Punkt tq ableitbar ist, ist die
Geschwindigkeit, mit der f sich in dem Punkt ty dndert, genau f'(to).

Fiir eine Funktion, die auf einem Intervall [a, b] ableitbar ist, wobei a < b reelle Zahlen
sind, gilt fir jede to € (a, b)

f@t) = f(to) + f'(to)(t — to).

Wir formen um
f(t) = f(to) = f'(to)(t — to),

und



Auf der linken Seite der =~ steht die Durchschnittswert-Geschwindigkeit und auf der rechten
Seite steht die Ableitung im Zeitpunkt t,. Diese &~ bedeutet, dass je nidher ¢ an t; ist,
desto ndher sind die beide Seiten. Das heisst, dass je nadher ¢t an ty ist, desto nédher ist die
Durchschnittswert-Geschwindigkeit von ¢ bis ¢y an der Geschwindigkeit genau im Zeitpunkt
to.

8.1 Grenzwerte und Limes
Definition 8.1.1. Es sei f : R — R eine Funktion. Fiir einen xo € R existiert

und wir schreiben
lim f(z) =L,

T—T0

genau dann, wenn fir jede € > 0, es § > 0 gibt sodass gilt
|t —xo| <6 = |f(x) — L| <e.
Satz 8.1.2. Es sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann gilt fiir jede zo € (a,b)

lim f(z) = f(zo).

Tr—ITQ
Falls f in xy € (a,b) ableitbar ist, dann gilt
@)~ )

T—T0 T — X

= ['(wo)-

Die Idee eines Grenzwertes (Limes) ist, dass je ndher x an zg ist, desto néher ist was
nach dem lim,_,,, an dem Grenzwert (Limes) ist.

Beispiel: Sie fahren mit dem Auto. Es sei p(t) der Abstand zwischen Thnen und Threm
Parkplatz (wo Sie ihre Fahrt begonnen haben). Nehmen wir an, dass Sie geradeaus entlang
der Strasse in eine Richtung fahren. Dann ist fiir jeden Zeitpunkt ¢

p'(to) die Geschwindigkeit mit deren Sie fahren.

Was bedeutet p”(t)? Was ist die Geschwindigkeit mit der die Geschwindigkeit sich dndert?

Definition 8.1.3. Fiir eine Funktion f : R — R die in dem Punkt ty zweimal ableitbar ist,
ist die Beschleunigung, mit der f sich in dem Punkt ty dndert, genau f"(to).

Frage: Nach den Definitionen fiir eine Funktion, deren Ausgabe Meter bedeutet und
deren Eingabe Sekunden bedeutet, was sind die Einheiten ihrer Ableitungsfunktion sowie
ihrer zweiten Ableitungsfunktion? Sie brauchen nur die oberen Definitionen um diese Frage
beantworten zu kénnen.
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8.2 Einheitsanalysis : Flugzeuge, Ziige, und Autos

Ein Zug fihrt mit einer Geschwindigkeit von 200 km/h. Wie weit ist er nach ¢ Stunden
gefahren? Wenn diese Frage Sie erschreckt, denken Sie lieber an eine bestimmte Menge Zeit.
Wie weit fahrt der Zug in einer Stunde? Was bedeutet 200 km/h Stunde? Jede Stunde féhrt
der Zug 200 km. Das heisst, nach einer Stunde ist er 200 km gefahren. Nach 2 Stunden ist
er also 400 km gefahren, und nach ¢ Stunden ist er 200t km gefahren.

Wie viele Meter pro Sekunde ist 200 km pro Stunde? Um das zu berechnen, kénnen wir
das neutrale Element fiir Multiplikation verkleiden und anwenden. Da

200km /St « 1 = 200km/St,

wie konnen wir 1 verkleiden? Wir haben Meter und Kilometer. Wie konnen wir diese ver-
gleichen?

1000m 1km
000m = hkm = =70 1000m
Wir wollen
m/sek.

Das heisst, dass wir m nach oben haben wollen, und km weg schaffen wollen. Dementspre-

chend machen wir

1000m
1km

Jetzt haben wir Meter oben aber unten sind immer noch Stunden. Wir wollen aber Sekunden.

Verkleiden wir die eins nochmal, da

60Sek = 1Minute, 60Minute = 1Stunde,

200km/St = 200km /St x 1 = 200km/St * = 200000m/St.

also

60Sek _ 1Min 60Min 1.5t

—=1= = =1.
1Min 60Sek’ 15t 60Min
Dementsprechend ist

1Min . 15t
60Sek 60Min
— 200000m/3600Sek = 500m/9Sek ~ 55.6m/Sek.

Es ist immer wichtig fiir Anwendungen auf die Einheiten aufzupassen.

Beispiel: Bitte lesen Sie : http://de.wikipedia.org/wiki/Mars_Climate_Orbiter

Ziige fahren die meisten Zeit geradeaus. Dementsprechend koénnen wir die Position eines
Zuges mit einer Funktion deren Eingabe eine Zahl (Zeit) ist, und deren Ausgabe eine Zahl
(km, zum Beispiel) ist, reprasentieren. Zeichnen wir den Graph einer solchen Funktion. Wie
immer ist die Eingabe der links-rechts Wert des Graphs und die Ausgabe der oben-unten
Wert des Graphs.

Beispiel - Anziehungskraft: Die Beschleunigung der Anziehungskraft ist 9, 8m/sek?.
Was bedeutet dies? Wieso ist Sek? im Nenner? Nach der Definition sind die Einheiten der
Geschwindigkeit :

200000,/ St = 200000m/St * 1 * 1 = 200000m /St *
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Die Einheiten der Funktion (d.h. von der Ausgabe der Funktion) durch die Ein-
heiten der Eingabe geteilt.

Da die Beschleunigung die Ableitungsfunktion der Ableitungsfunktion ist, sind die Einheiten
nach der Regel der Beschleunigung :

Die Einheiten der Ableitungsfunktion werden durch die Einheiten der Eingabe
geteilt.

Wenn die Eingabe der Funktion Zeit (Sekunden z.B.) ist, dann sind die Einheiten der Ab-
leitungsfunktion (d.h. die Einheiten der Geschwindigkeit):

Einheiten der Ausgabe der Funktion

Einheiten der Eingabe der Funktion
und die Einheiten der zweiten Ableitungsfunktion (d.h. die Einheiten der Beschleunigung):
Einheiten der Geschwindigkeit Einheiten der Ausgabe der Funktion

Einheiten der Eingabe der Funktion  (Einheiten der Eingabe der Funktion (Zeit))?’

Die Eingabe fiir die Funktion, ihre Ableitungsfunktion, sowie ihre zweite Ableitungsfunk-
tion ist immer dieselbe : Zeit. Dementsprechend sehen Einheiten fiir Geschwindigkeit immer

SO aus :
Einheiten fiir was man mit der Funktion messt

Einheiten fiir die Eingabe (Zeit) ’

und Einheiten fiir Beschleunigung sehen immer so aus :

Einheiten fiir was man mit der Funktion messt
(Einheiten fiir die Eingabe (Zeit))?

Beispiel - Anziehungskraft: Wie hoch und schnell muss man einen Baseball schlagen,
damit der Ball aus dem Spielplatz fliegt? Von dem Spielplatz bis zu der Wand sind es 100
m und die Wand ist 5 m hoch. Dieses Beispiel wird an der Tafel gezeichnet und gelost.
Wenn Sie es selbst probieren mochten, kann man anwenden, dass die Beschleunigung der
Anziehungskraft 9, 8m/sek? ist.

Beispiel: Mein Freund meint, dass ein neuer Lamborghini von 0 auf 100 km/h. in 2,5
Sekunden kommt. Ich will das testen (und ich habe einen Freund mit einen Lamborghini).
Wir wissen alle, dass man viel schneller bremsen kann, als man beschleunigen kann, aber
ich finde es angenehmer auch 2,5 Sekunden zu geben, um zu bremsen. Nehmen wir an, dass
die Beschleunigung sowie das Bremsen lineare Funktionen sind. Wie lang muss die Strecke
sein(leere Strasse) um dies zu testen?

Beispiel: Noch ein Beispiel der linearen Approximation. Es sei f(x) = 10%. Diese
Funktion ist die Umkehrfunktion der Funktion

g(w) = logyy(2),

die man fiir pH-Werte, sowie fiir die Richterskala braucht . Berechnen wir die lineare Appro-
ximation der Funktion f(x) fiir x=1, sowie x=2, sowie x=5.
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8.3 Geometrische Grundlagen

Wir haben schon die trigonometrische Funktion gesehen. Was bedeutet sie?

8.3.1 Dreiecke und Kreise

Die Funktion ,,Sinus” die
sin(x)
geschrieben wird, bedeutet : fiir ein Dreieck mit einem 90 Grad Winkel, ist sin(z) das Ratio

Gegenseite
Hypthenuse ’

wobei die Grofle des Winkels z im Bogenmafl ist. Wir nennen die zwei Seiten, die nicht die
Hypotenuse sind, Gegenseite (wenn die Seite gegenuber des Winkels ist) oder Nebenseite
(wenn die Seite neben dem Winkel ist). Die Funktion ,,Cosinus” die

cos(z)
geschrieben wird, bedeutet : fiir ein Dreieck mit einem 90 Grad Winkel, ist sin(z) das Ratio

Nebenseite

Hypothenuse ’
wobei die Grole des Winkels x im Bogenmaf ist. Eine gleichwertige Definition ist durch den
Einheitskreis. Der Einheitskreis ist die Menge alle Punkte (x,y) der Ebene sodass :

2+ y2 =1.
Dann fiir einen Punkt

(z,y)
sodass der Winkel zwischen {y = 0} (der Horizontale) und dem Punkt (z,y) gleich 6 im
Bogenmaf3 ist, gilt :
cos(f) =z, sin(f) =y.
Dementsprechend gilt immer :
cos?(#) + sin?(0) = 1.

Der ganze Einheitskreis ist insgesamt 27 im Bogenmafl. Dementsprechend ist

2B = 360°, 7B = 180°.

Wenn wir zwischen Bogenmafl und Grad wechseln, dann kénnen wir mit eins entweder als

7B
180°
oder als
1= 180°
B
multiplizieren.
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1. Falls zwei Dreiecke denselben Winkel haben, sind die Beide @hnlich.

2. Wenn zwei Leinen parallel sind und von einer Leine durchkreuzt werden, dann sind die
Winkel, mit denen die kreuzende Leine die parallele Leine trifft, gleich.

3. Die Flache eines Dreiecke mit einem 90° Winkel ist das Produkt der beiden nicht-
Hypothenuse Seiten geteilt durch 2.

4. Die Lange des Rands eines Kreises ist :

27r.

5. Die Flache einer Kreisscheibe mit einem Winkel von # Bogenmafist

Or?
2

Da ein Kreis insgesamt 27 Bogenmafl hat, ist die Fléache eines Kreises :

7TT2.

6. Die Lange des Rands einer Kreisscheibe mit einem 6 Bogenmafl winkel ist fiir 6 < 27 :

Or + 2r.

8. Die Lénge des Rands eines Kreises ist :

27r.

Beispiel: Wenn eine Leiter riitscht, macht die Anziehungskraft die Leiter schneller und
schneller. Sie sind in der Mitte der Leiter und Ihre Hohe fallt um 2 t cm pro Sekunde, wobei
t die Anzahl Sekunden nach denen die Leiter anfing zu riitschen ist. Wenn Sie einfach dort
bleiben, wie lange haben Sie, bis um Sie am Boden sind?

Beispiel: Ein Flugzeug fingt an in die Luft aufzusteigen mit einer Beschleunigung
von 200km/h?. Der Pilot fliegt mit einem 5° Winkel nach oben. Wenn das Flugzeug eine
Geschwindigkeit von 400 km/h erreicht hat, dann bleibt es bei dieser Geschwindigkeit. Wie
lange dauert es, bis das Flugzeug diese Geschwindigkeit erreicht hat? Wie hoch wird das
Flugzeug sein? Was ist die ,,Geschwindigkeit uber Grund” zu diesem Zeitpunkt?
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8.3.2 Volumen

Die Lénge ist Volumen in einer Dimension. Wenn man zwei Dimensionen hat, ist Volumen

gleich Fliache. Wenn man drei Dimensionen hat, ist Volumen das was wir normalerweise
umen” nennen. Hier sind eini ispiele.

,, Volumen” nennen. Hier sind einige Beispiele

1. Das Volumen einer Sphére ist :
=77,
2. Das Volumen eines Kegels ist :
wr2h
3

3. Das Volumen eines Prismas mit Basis B ist gleich der Hohe mal die Fliche B.

Beispiel: Oktoberfest! Wenn Sie ein Bier aus einem zylindrischen Glas mit einer Hohe
von 10 cm und einem Radius von 2 cm 1 ml/Sek. trinken, wie schnell sinkt der Bierspiegel?

8.4 Aufgaben

Diese Aufgaben sind Pflicht!

1. * (4 Pkt) Eine Leiter, die 12 m Lang ist, steht 5 m von der Wand. Als Sie hochklet-
tern, fangt die Leiter an, zu rutschen. Der Leiter rutscht weg von der Wand mit einer
Geschwindigkeit von 3 cm pro Sekunde. Wie schnell sinkt die Hohe wenn die Leiter
anfingt, zu rutschen?

2. * (4 Pkt) Sie werfen einen Ball aus einer Hohe von 1 Meter in die Luft mit einer
Geschwindigkeit von 10 m pro Sekunde. Thr Hund steht neben Thnen und wartet auf
den Ball. Er kann in die Luft bis zu einer Héhe von 2 m springen. Er steht 1 m hoch
und er kann mit einer Geschwindigkeit von 10 m pro Sekunde springen. Wenn er den
Ball genau 2 m in der Luft fangt, wie lange muss er warten, bis er springt?

3. * (4 Pkt) Sie haben Flugangst und Sie sitzen nervos in einem neuen Flughafen: Sie
miissen den ersten Flug nehmen (Sie sind ein sehr wichtiger Mensch geworden!). Es
stehen einige Informationen auf der Wand iiber den Flughafen, wie die Lénge der
Startbahn ist und wie schnell Thr Flugzeug sein muss, damit es in die Luft geht. Die
Startbahn ist nur 100 m lang, und Sie haben Angst, dass sie nicht lang genug ist. Sie
schauen in Threm Smartphone nach, dass ein typisches Flugzeug eine Beschleunigung
von 1m/Sek? hat und dass es eine Geschwindigkeit von 280 km/Stunde erreichen muss,
um abzuheben. Ist die Startbahn lang genug?

4. * (4 Pkt) Ein Flugzeug ist 1 km in der Luft und steigt mit einem Winkel von 5°.
Der Pilot fliegt mit einer Geschwindigkeit von 500 km/h. Wie weit in der Luft ist das
Flugzeug ungeféhr (die Hohe) ? Ungefahr wie weit ist das Flugzeug geflogen? (Hinweis
: Lineare Approximation)
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5. * (4 Pkt) Wie schnell ist ungeféhr die Geschwindigkeit uber Grund? (d.h. wie schnell
das Flugzeug iiber das Land fliegt)? (Hinweis : Relative Rate)

8.5 Bespiele und Hinweise

1. Eine Leiter, der 13 m Lang ist, steht 5 m von der Wand. Als Sie hoch klettern, fangt die
Leiter an, zu rutschen. Die Leiter rutscht weg von der Wand mit einer Geschwindigkeit
von 2 cm pro Sekunde. Wie schnell sinkt die Hohe?

Ich empfehle, ein Bild oder eine Skizze zu zeichnen. Immer ein guter Anfang und Sie
sollen ein Punkt dafiir verdienen, wenn Ihr Bild zu der Situation passt.

Was dndert sich und was dndert sich nicht in diesem Beispiel ? Die Lénge der Leiters
dandert sich nicht. Der Abstand am Boden zwischen der Leiter und der Wand &ndert
sich mit einer Geschwindigkeit +2 cm pro Sekunde. Da die andere Information in Meter
ist, sollten wir diese in Meter umformen :

2cm  2cm

1*%:%, 1m = 100em

Im 1 im 2em 2m
7 100em ©  100em " Sek 1005k
Denken Sie an das Bild : als die Leiter rutscht, wird der Abstand zwischen der Lei-
ter und der Wand grosser. Dementsprechend ist die Geschwindigkeit 40,02 c¢cm pro
Sekunde. Der Abstand ist dementsprechend nach ¢ Sekunden

=0,02m/Sek.

z(t) =5+ 0,02t.
Definieren wir die Hohe der Leiters y(t). Nach Pythagoras haben wir :
z(t)? +y(t)? = 132

Umformen :
y(t)? = 13% — 2(t)*.

Wir leiten beide Seiten ab :
2y(t)y'(t) = —2x(t)2'(t)

und danach 16sen wir fiir y/(¢),

Moment : warum ist dies negativ?? Denken Sie wieder an das Bild! Als die Leiter
rutscht, geht es ja nach unten. Dementsprechend wird die Hohe kleiner, und da y'(t)
bedeutet : die Geschwindigkeit mit der, die Hohe der Leiters sich é&ndert, muss diese
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negativ sein. Anderseits, als die Leiter rutscht, wird die Unterseite der Leiter immer
weiter von der Wand wegrutschen, deswegen ist :

Z'(t) = 0,02em/Sek > 0.

Jetzt setzen wir den Zeitpunkt ¢t = 0 ein (d.h. als die Leiter anfingt, zu rutschen). In
der Zeit ist
z(0) = 5.

Da gilt
v(t)? +yt)? =13% t=0 = 5°+y(0)* =13 = y(0) = 12.

Dementsprechend ist :

. Thr Hund steht 0,5 m hoch. Sie werfen einen Ball aus 1 m Hohe mit einer Geschwindig-
keit von 5 m/ Sek. Die Anziehungskraft zieht den Ball unten mit einer Beschleunigung
von etwa 10m/Sek?. Der Hund kann mit einer Geschwindigkeit von 5 m/Sek sprin-
gen und er kann bis zu einer Héhe von 1 m springen. Wie lange soll er warten, bis er
springen, damit er genau in 1m Hohe den Ball fangt?

Zu Beginn sollten wir immer die Informationen mathematisch umformen. Die Richtung,
in der der Ball sich bewegt ist oben und unten. Definieren wir oben die positive Richtung
und unten die negative Richtung. Dann ist also die Geschwindigkeit, die wir dem Ball
geben

+5m/Sek,

und die Beschleunigung der Anziehungskraft
—10m/Sek>.

Definieren wir die Position “0” als den Boden.

Es gibt zwei Einfliisse auf den Ball : Thr Wurf und die Anziehungskraft. Sie werfen den
Ball mit der Geschwindigkeit nach oben von +5m/Sek. Wenn es keine Anziehungskraft
geben wurde, dann ware die Position des Balls : 5¢ + 1, da der Ball aus einer Hohe von
Im geworfen wurde. Aber es gibt die Anziehungskraft und diese zieht den Ball nach
unten. Die Anziehungskraft éndert die Position durch —5¢2. Dementsprechend ist die
Position des Balls nach ¢ Sekunden :

p(t) =1+ 5t — 5t°.

Berechnen wir, wann der Ball 1 m hoch ist :

p(t)=1= =5t 4+5t+1 = 52 +5t=0 = —t>+t=0 = t* =1t
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Die Losungen der Gleichung sind ¢ = 0 oder t = 1. Was bedeuten diese? Fiir ¢t = 0,
ist der Ball in der Anfangsposition, d.h. 1 m hoch. Fiir ¢ = 1, das heisst, der Ball
ist nach oben gestiegen, und dann wieder nach unten gefallen. Jetzt berechnen wir,
wie lange der Hund braucht um den Ball zu fangen. Er ist 0,5 m hoch und kann mit
einer Geschwindigkeit von 5 m/Sek springen bis zu einer Hohe von 1 m. Hier spielt
Anziehungskraft keine Rolle, weil diese Geschwindigkeit bedeutet, wie lange es dauert
fiir der Hund vom Boden bis zu 1 m Hohe zu springen. Die Geschwindigkeit ist 5
m/Sek, das heisst, dass die Zeit, die er braucht,

bm/Sek xtSek =1 = t =0, 1Sek.

ist. Der Ball ist nach einer Sekunde 1 m Hoch. Der Hund soll also 0,1 Sekunden vorher
springen. Das heisst, er soll 0,9 Sekunden warten. Falls Sie einen Hund besitzen, sollten
Sie das ausprobieren. Der Hund kann diese Mathematik schon - er wartet genau so
lange, wie es notig ist, um den Ball in der Luft zu fangen!

. Sie sind in die USA gezogen und sind Kampfpilot fiir die Navy geworden. Sie miissen
Thren Jet auf einem Schiff starten! Die Startbahn ist nur 20 m lang aber das Flugzeug
hat eine Beschleunigung von 100m/Sek? und das Flugzeug muss eine Geschwindigkeit
von 200 km/Stunde erreichen.

Schaffen Sie das? Sie vertrauen den Berechnungen der Amerikaner nicht unbedingt,
dementsprechend mdéchten Sie sicher sein und das selbst betrachten. . .

Zuerst miissen wir uns um die Einheiten kiimmern. Wir haben Meter, Sekunde, Kilo-
meter, und Stunden. Da

1m = 1000km, 1S5t = 3600Sek
ist
200km B 200km . 1000m 15t ~955,5555...m

St St e 3600Sek Sek

Wie lange dauert es bis zu einer Geschwindigkeit von 200km /h? Da die Geschwindigkeit
nach ¢ Sekunden ist

100tm/Sek,
16sen wir : .
100t = 55,55565... = t =0.5555... = §Sek‘.
Da das Flugzeug eine konstante Beschleunigung hat, ist die Position nach ¢ Sekunden
100¢2
P(t) = =

m von wo das Flugzeug war in dem Zeitpunkt ¢ = 0. Setzen wir ¢ = 5/9 Sek. und
berechnen wir :

5 25
P(-)=50% — ~ 15,43 20m.
(9) * ,43m < 20m
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4. Nehmen wir an, dass das Flugzeug 2 km in der Luft ist und mit einem Winkel von 3°
steigt. Der Pilot fliegt mit einer Geschwindigkeit von 600 km/h. Ungefdhr wie weit in
der Luft (die Hohe) ist das Flugzeug? Ungefahr wie weit ist das Flugzeug geflogen?
Bitte zeichnen Sie ein Bild oder eine Skizze fiir diese Situation.

Zuerst konnen wir ein bisschen Trigonometrie anwenden. Wir haben ein Dreieck mit
einem 3° Winkel. Die Gegenseite des Winkels ist 2 km. Zuerst sollen wir uns um die Ein-
heiten kiimmern. Um die trigonometrische Funktionen Sinus und Cosinus abzuschétzen
mithilfe der linearen Approximation, miissen wir diese ableiten. Dafiir mussen wir den
Winkel in ein Bogenmafi umzuformen. Da

T 9

T
180° = 1= ° RN — = .
80 T — 130° — 3" x 130° 130 0,05

Dieser Winkel ist sehr klein, das heisst, fast gleich null. Dementsprechend kénnen
wir die lineare Approximation der Funktionen sin(z) und cos(z) im Punkt zq = 0
anwenden. Da

sin’(z) = cos(x), cos'(z) = sin(x),

und
sin(0) =0, cos(0) =1,

sind die linearen Approximationen mit dem festen Punkt zy = 0 jeweils :
sin(z) & sin(0) + sin’(0)(x — 0) =z, cos(x) = cos(0) + cos'(0) = 1.

Es sei z die Hypothenuse. Dann gilt :

2 2
— =sin(3°) ~ si ~ ~ —— = 40km.
; sin(3°) ~ sin(0,05) ~ 0,05 = =z 0.05 0km

Es sei x die Seite auf der Erde. Dann gilt :

o cos(3°) ~ cos(0,05) ~ 1 = z ~ z = 40km.
2

5. Ungefdahr wie schnell ist die Geschwindigkeit iiber Grund? Die Lénge dndert sich, wenn
das Flugzeug fliegt. Dementsprechend definieren wir z(t) als die Lange der Hypothenuse
im Zeitpunkt ¢ Stunden, wobei

2(0) ~ 100km.

Ebenso definieren wir y(t) die Hohe des Flugzeugs, wobei y(0) = 2km und z(t) der
Abstand von der Erde ist. Dann gilt :

x(t)

—= =c0s(3°) &~ c0s(0,02) ® 1 = z(t) = 2(t).

2(t)

Dementsprechend ist

2'(t) = 2/(t) = 600km/St.
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Bemerkung 8.5.1. Die effektivste Methode neue Mathematik zu lernen ist, alles zuerst alleine
versuchen. Ohne Beispiele, nur mit Definitionen, ganz allein. Nur so konnen Sie Ihre eigene
mathematische Perspektive herausfinden und nur so konnen Sie sich in neue Mathematik
einarbeiten. Es ist wie mit einer neuen Sprache, die man oft hort aber noch nicht versteht.
Wenn man ein Wort dieser Sprache lang genug gehort hat, dann erinnert man sich an das
Wort ohne dass man weiss, was das Wort bedeutet. Genau so lernen Kinder Sprachen und
sie sind die Besten beim Sprachen lernen.

Wenn Sie mit neuer Mathematik dasselbe machen, das heisst an einer Aufgabe arbeiten
die schwierig ist, machen Sie genau dasselbe. Wenn Sie danach einen Hinweis (zum Beispiel
nach der Hinweisregel) bekommen, dann werden Sie die Losung besser verstehen kénnen und
werden solche Aufgaben in der Zukunft kénnen, wie ein neues Wort, das man einfach kennt
und beim sprechen benutzen kann.

Bitte machen Sie sich keine Sorgen, weil Sie in der Klausur so was nicht machen miissen.
Sie miissen vor der Klausur die neue Mathematik lernen und die Klausur wird dann zeigen,
wie gut sie wahrend dieses+ Semesters gelernt haben. Es wird nichts Neues werden, aber Sie
werden das nur schaffen kénnen, wenn Sie die ganze Zeit mitgemacht haben.

Wenn Sie alles durchlesen dann wird folgendes nicht passieren. . .

ODER ZUVIEL GEQUATSCHT

=i iy 1 T2 MY T

104



Kapitel 9

Frohe Weihnachten

Wir werden diese Woche nur Beispiele durcharbeiten, damit alles was Sie bis jetzt noch
nicht ganz verstanden haben klar wird. Wenn es die Zeit erlaubt, werden wir auch die
Sternchen-Aufgaben 16sen. Sie haben danach die ganze Weihnachtspause fiir die folgenden
Ubungsaufgaben: Sie diirfen 10 Aufgaben aussuchen, die jetzt ein Sternchen haben (das ha-
be ich bereits gedndert - genau fiir diesen Zweck) und entweder zum ersten mal 16sen oder
nochmal 16sen. Bitte nutzen Sie diese Moglichkeit um Aufgaben zu 16sen, die Sie beim ersten
Mal entweder nicht verstanden haben, falsch gelost haben, oder gar nicht gelést haben. Dies
ist eine gute Moglichkeit fiir Sie um zu lernen und um zu sichern, dass Sie Erfolg bei der
Klausur haben werden! Beim Korrigieren werden die Tutoren etwas strenger sein, da Sie jetzt
viel Zeit haben um ein sehr schones Ubungsblatt zu schreiben. Bei jeder Aufgabe werden Sie
entweder 2 Punkte oder 0 Punkte bekommen.

Sie miissen diese Aufgabe alleine 16sen. Das heisst, dass wenn Ihr Blatt und das Blatt
eines anderen Studenten identisch sind, bekommt keiner von Thnen Punkte. Sie miissen die
Klausur auch allein schreiben.

Diese Moglichkeit ist genau dass : eine Moglichkeit Thren Punktstand zu verbessern. Falls
Sie schon zufrieden mit Threr Arbeit sind miissen Sie nichts wiahrend der Weihnachtspause
tun. Es ist nur eine Moglichkeit, um Thren Punktstand zu verbessern (er kann nicht schlechter
werden!).

Bitte denken Sie daran, dass die Mathematik genau wie eine Sprache funktioniert. Wenn
man eine Sprache ldnger nicht spricht, dann vergisst man einiges. Dementsprechend wire
es am besten, wenn Sie sich wéihrend der Pause jede Woche ein wenig Zeit nehmen, um
die Ubungsaufgaben zu lesen, und diejenigen, die Sie schwierig finden oder noch nicht ver-
stehen, zu uberdenken. Sie konnen jederzeit Fragen stellen: wir sind bereit Thre Miihe zu
unterstiitzen.

Frohe Weihnachten und . ..
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Harpy Hanukkah
NRAY 1210

9.1 Beispiele

Die letzten paar Kapiteln befassen sich mit Geschwindigkeit. Geschwindigkeit entsteht auf
zwei Arten Information:

1. Richtung
2. Wie schnell

Zur Zeit haben wir nur Funktionen, deren Ausgabe der Abstand von einem festen Punkt
ist. Unsere Funktionen und Probleme befassen sich immer mit irgendwas (Auto, Flugzeug,
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Leiter, Fliissigkeit), das sich in zwei Richtungen, wie auf einem Zahlenstrahl bewegt. Bitte
stellen Sie sich vor, dass eine Richtung positiv ist und die Gegenrichtung negativ ist.

9.1.1 Anziehungskraft Beispiele

Jetzt nehmen wir das Beispiel mit dem Hund, der einen Ball fingt. Der Hund ist 0,5 m
hoch. Sie werfen einen Ball von 1 m hoch mit einer Geschwindigkeit von 5 m/ Sek. Die
Anziehungskraft zieht den Ball nach unten mit einer Beschleunigung von etwa 10m/Sek?.
Der Hund kann mit einer Geschwindigkeit von 5 m/Sek springen und er kann bis zu einer
Hohe von 1 m springen. Wie lange soll er warten, um zu springen, damit er genau den Ball
in 1 m Hohe féngt?

Zu Beginn sollten wir immer die Informationen mathematisch umformen. Die Richtung
in die der Ball sich bewegt ist oben und unten. Definieren wir oben die positive Richtung
und unten die negative Richtung. Dann ist also die Geschwindigkeit, die wir dem Ball geben

+5m/Sek,
und die Beschleunigung der Anziehungskraft
—10m/Sek?.
Definieren wir die Position “0” als den Boden. Jetzt kénnen wir den folgenden Satz anwenden.

Satz 9.1.1. Fiir eine Situation in der ein Objekt sich in zwei Richtungen wie auf einem
(Zahlen)strahl bewegt, sodass die Anfangsposition (d.h. die Position in Zeit t = 0) gleich
po ist, und das Objekt eine Geschwindigkeit von vy in der Zeit t = 0 hat und es gibt eine
konstante Beschleunigung von a fiir jede Zeit t > 0 gibt, dann ist die Position :

2

at
p(t) = > + vot + po-

Ich habe versucht, den Satz intuitiv zu motivieren. Es ist nur wichtig, dass Sie wissen,
wie und wann Sie den Satz anwenden koénnen.
Nach dem Satz ist die Position des Balls :

p(t) = —5t* + 5t + 1.
Berechnen wir, wann der Ball 1 m hoch ist :
p(t)=1=—524+5t+1 = —5t2+5t=0 = —t2+t=0 = t*=t.

Die Losungen der Gleichung sind ¢ = 0 oder ¢ = 1. Was bedeutet dies? Fiir t = 0, ist der
Ball in der Anfangsposition, d.h. 1 m hoch. Fiir ¢ = 1, das heisst, der Ball ist nach oben
geflogen, und dann wieder nach unten gefallen. Jetzt berechnen wir, wie lange es dauert fiir
der Hund den Ball zu fangen. Er ist 0,5 m hoch und kann mit einer Geschwindigkeit von
5m/Sek springen bis um eine Hohe von 1m. Hier spielt Beziehungskraft keine Rolle, weil
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diese Geschwindigkeit bedeutet, genau wie lange es dauert fiir der Hund vom Boden bis um
1m zu springen. Die Geschwindigkeit ist 5 m/Sek, das heisst, dass die Zeit, die er braucht,

bm/Sek xtSek =1 = ¢t =0,1Sek.

Der Ball ist nach einer Sekunde 1 m hoch. Der Hund soll also 0,1 Sekunden vorher springen.
Das heisst, er soll 0,9 Sekunden warten. Falls Sie einen Hund besitzen, sollten Sie das aus-
probieren. Der Hund kann diese Mathematik schon - er wartet genau so lange es nétig ist,
um den Ball in der Luft zu fangen!

Fiir solche Probleme werden Sie diese Formel (aus Kapitel 1!) benétigen :

Es seien a, b, und c reelle Zahlen. Es gibt eine Losung (in R) der Gleichung
ar? +br+c =0,

genau dann, wenn

b? = 4ac.
In dem Fall ist die Losung
b

Es gibt zwei Losungen (in R) der Gleichung genau dann, wenn
b? > dac.

In dem Fall sind die Losungen

. —b+Vb? — 4dac —b — /b% — 4ac
N 2a ’ a 2a '

Es gibt keine Losung (in R) der Gleichung genau dann, wenn

b? < 4ac.

Jetzt berechnen wir, wie hoch der Ball in die Luft gestiegen ist. Die Position ist :
p(t) =1 — 5% + 5t.

Wir wollen das Maximum von p finden. Dafiir konnen wir die Ableitungsfunktion berechnen

p’(t) = —10t + 5.
Diese Funktion hat eine Nullstelle in
t=0,5.

Die zweite Ableitungsfunktion ist :
p"(t) = —10 < 0.

Das heisst, dass die Funktion ein Maximum im Zeitpunkt ¢ = 0,5 hat und die Hohe in dem
Zeitpunkt ist :
p(0,5) =1—1,25+ 2,5 = 2, 25Meter.
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9.1.2 Der Anker

Wir haben zum ersten mal x( in der linearen Approximation angewendet. Die Bedeutung
ist ein fester Punkt. Auf Englisch spricht man x, als

x naught.

Der Wort ,,naught” ist ein altes Wort, das nichts bedeutet. Dementsprechend gibt es eine
Null unten. Das Wort ,,knot” ist ein Homonym (es wird gleich ausgesprochen) und ist ein
Maf fiir Abstand auf dem Meer. Sie kénnen sich vorstellen, dass die Null, die unter dem
x (oder eine andere Variable) ein Anker ist. Dieser Punkt ist fest wie ein Schiff, das seinen
Anker im Wasser hat.

Aufgabe : Schauen Sie das hier mal an : http://www.youtube.com/watch?v=jvmYdqy-pL4

9.1.3 Bugatti Veyron Super Sport

Sie haben einen neuen Bugatti Veyron Super Sport (schauen Sie mal hier http://en.
wikipedia.org/wiki/Bugatti_Veyron#Bugatti_Veyron_Super_Sport_.282010.E2.80.93.
29) und Sie mochten schauen ob Sie wirklich von 0 auf 100 km/h in 2,5 Sekunden schaffen
kénnen. Wie lang muss die Strasse sein, die Sie dafur bendtigen?

Wir miissen einiges annehmen. Zuerst nehmen wir an, dass die Beschleunigung kon-
stant ist. Wenn es 2,5 Sekunden dauert von 0 auf 100 km/h, konnen wir diese Information
anwenden um die Beschleunigung zu berechnen. Zuerst miissen wir uns um die Einheiten
kiimmern.

100km 1h 1000m  1000m

1h  3600Sek  1km _ 36s
Es sei a die Beschleunigung. Dann ist die Geschwindigkeit nach ¢ Sekunden at. Wir wissen

~ 28m/s.

5 56
a*2,5:28=§a — azE.
Die Position ist nach dem Satz
p(t) = @ﬁ = &ﬁ
5 2 5
Dementsprechend ist die Position nach 2,5 Sekunden
5 28 x 25
p(2,5) =p (5) =53l - 35m.

Das bedeutet, dass Sie 35 Meter weiter entlang der Strasse sein werden. Jeder, der Auto
fahrt sollte folgendes wissen:

Bremsen ist immer schneller als beschleunigen. Dementsprechend wenn Sie Thre
Position schnell &ndern wollen, zum Beispiel um einen Unfall zu verhindern, sollen
Sie bremsen. Nur wenn die Strasse sehr glatt/gefroren ist, miissen Sie was anderes
tun.
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Dies bedeutet, dass Sie weniger Platz brauchen, um zu bremsen. Dementsprechend wenn
Sie auch 35 m fiir das Bremsen nach dem Test lassen, reicht das. Sie konnen den Test mit
einer 70 Meter lange leere Strasse durchfiihren.

9.1.4 Fliegen

Ein Cessna 150 kann mit einer Geschwindigkeit von 125 km/h in die Luft aufsteigen. Ich habe
gelesen, dass 1500 Fu? fiir einen Takeoff reichen (sehen Sie http://www.cessnal50152. com/
faqs/performance.htm ). Wenn die Beschleunigung konstant ist, wie schnell muss sie sein?
Diese Information konnte ich nicht finden aber das ist nicht schlimm, da wir Mathematik
anwenden koénnen.

Es sei a die Beschleunigung. Zuerst sollten wir uns um die Einheiten kiimmern.

125km § 1000m § 1h
h 1km 3600s

=34.72... =~ 35m/s.

Da die Geschwindigkeit nach ¢ Sekunden
at

ist, damit diese gleich 35 ist, gilt
35
=",
a
wobei t die Zeit ist, die man in die Luft zu gehen, braucht.

Was ist 1500 Fu?? 3 Fu? sind etwa 1 Meter. Dementsprechend :

1
1500 F eet * e 500m.

3f
Die Position nach ¢ Sekunden ist
(t) = at?

pit) = 5

Wir wollen
p(t) < 500m,

und da wir abschétzen,

p(t) < 450

noch besser wére. Setzen wir jetzt den Wert fiir ¢, beziiglich a rein :

at*  a(35/a)

t) = = ——— < 450.
p(t) == 5 <
Vereinfachen wir , ,

35 35

— <450 = .

2 = 2+450 =
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352
=1,361...
2 %450 ’ ’
wenn die Beschleunigung
a>1,4m/s*

ist, dann wird es funktionieren!

9.2 Relative Rate

Es gibt viele Situationen, in den zwei Geschwindigkeiten verkniipft sind. Einige Beispiele
sind : das Radar-Beispiel, das Martini Beispiel, das Bier Beispiel, der Leiter Beispiel, und
das Flugzeug in der Luft Beispiel. Machen wir jeweils eines.

9.2.1 Wie funktioniert Radar?

Ein Polizist sitzt x Meter von einer Kreuzung auf einer Strasse. Ein Auto fahrt entlang dieser
Strasse und scheint zu schnell zu sein. Der Polizist nimmt sein Radar und druckt eine Taste.
Das Radar zeigt ihm “100 km/h.” Was tut das Radar eigentlich?

Das Radar misst den Abstand zwischen dem Polizist und dem Auto in einem Zeitpunkt,
den wir als Zeit 0 definieren. Dann misst das Radar den Abstand sehr kurz danach : etwa
0,001 Sekunden danach. Definieren wir die Funktion

z(t) = Abstand zwischen Polizist und Auto um Zeit ¢.

Definieren wir y(¢) das Abstand zwischen dem Auto und der Kreuzung. Dann ist
y'(1)

die Geschwindigkeit des Autos im Zeitpunkt ¢. Warum existiert ¢/(¢)? Das Autofahren ist
ableitbar. Das Auto hat immer eine Geschwindigkeit und das Auto kann nicht von einer
Geschwindigkeit zu einer anderen Geschwindigkeit springen : wenn die Geschwindigkeit von
z.B. 80 km /h bis 90 km /h steigt, dann muss das Auto jede Geschwindigkeit zwischen 80 und
90 in wenigstens ein Moment fahren. Da

ist die Funktion z(¢) auch ableitbar. Jetzt werden wir reine Mathematik anwenden.

Satz 9.2.1. FEs sei f : (a,b) — R eine ableitbare Funktion. Fir jede x,y € (a,b) mit v <y
gibt es ¢ € (x,y) sodass gilt

fly) — f(x)

- )
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Da die Funktion z(t) ableitbar kurz vor ¢ = 0 und nachher, von einer Sekunde vorher
bis um eine Sekunde nachher ist z(¢) auf (—1,1) ableitbar. Nach dem Satz gibt es eine
t € (0,0,001) sodass gilt :

() = 2(0,001) — 2(0)
0,001 -0
Jetzt wenden wir die Beziehung zwischen y und 2 an :

Yt + 2% = 21 = 29y (1) = 2:(02 () = ¢'(t) = 220,

Wir haben erst beide Seiten abgeleitet (nach der Kettenregel und nicht zu vergessen, x ist
konstant, da der Polizist nicht fahrt also bleibt sein Abstand zu der Kreuzung x konstant).

Jetzt sollen Sie an den Bild denken. Wie gross ist y/(t) beziiglich 2/(¢)? Wir haben auf
der rechten Seite

In dem Bild ist z(¢) die Hypothenuse des Dreiecks und y(t) eine Seite. Dementsprechend ist

z(t) > y(t) = % >1 = ¢(t) > 2'(¢).

Wir haben mathematisch bewiesen, dass das Auto in einem Zeitpunkt zwischen ¢ = 0 und
t = 0,001 schneller als das was Radar zeigt, ist.

9

Trigonometrische Funktionen

Wie sieht den Graph eines Sinus aus? Wie sieht den Graph eines Cosinus aus? Etwa wie eine
Welle nicht wahr? Diese Funktionen konnen am Anfang nur abstrakt und nutzlos aussehen
aber das sind die nicht. Genau diese Funktionen braucht man um Musik zu héren (oder um
zum Beispiel ein Instrument zu bauen), sowie fiir die Ausbreitung der Licht und Wellen. In
der Geologie gibt es elektromagnetische Wellen die sich aus dem Kern der Erde ausbreiten.
Dafiir braucht man ein Grundverstdndnis dieser zwei Funktionen. Ehrlich gesagt, ist die
Funktionstangente nicht sooooo wichtig. Wenn Sie klar mit Sinus und Cosinus kommen,
dann koénnen Sie die Funktionstangente verstehen, da

sin(z)

tan(z) = cos()’

Fiir das Beispiel mit dem Flugzeug in der Luft brauchen wir die Trigonometrische Funk-
tion sin(z) (Sie konnen auch die Funktion cos(x) anwenden). Machen wir noch ein Beispiel
mit einem Flugzeug das fliegt. Im Moment, nehmen wir an, dass das Flugzeug geradeaus
fliegt, weil wenn das Flugzeug etwas nach oben und auch etwas nach links (z.B.) dreht :
dann braucht man zwei Zahlen, um die Position zu beschreiben. In diesem Fall sieht die
Positionsfunktion nicht mehr wie

p(t)  Eingabe eine reelle Zahl, Ausgabe eine reelle Zahl
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aus, sondern sieht die Funktion SO aus

wobei p;(t) und po(t) zusammen ergeben die Position Nord-Siid-Ost-West und p3(¢) die Hohe.
Es ist dieselbe Idee, wie die, die wir gleich sehen werden, nur mit ein bisschen mehr
Arbeit. Dementsprechend bleiben wir zur Zeit bei den Beispielen, in den das Flugzeug nur
in eine Richtung fliegt.
Pinewood Derby Beispiel Genau dann wenn

a’ + b = ¢,

ergeben die Seiten, die wir auch a, b, und ¢ nennen, ein 90° Dreieck. Wenn man nur ein
MafBband hat, braucht man nur die Lénge von ¢ zu messen. Man hat die Seiten a¢ und b und
ihre Linge (die wir auch @ und b nennen). Dann muss die Lénge c :

c=vVa%+ b2
sein. Um dies abzuschitzen wenden wir die Funktion
flz) = vz =1

an. Fiir einen festen zq (fest wie mit einem Anker) ist fiir « in der Ndhe von zg
f(z) =z = f(xo) + f'(wo) (@ — ).
L 121 1
/ = — = —
f (x()) - 2%'0 2\/I_0

r — I

2./To

ist

flo) = VE~ Vo +
Es sei zum Beispiel a = 2 und b = 3. Dann ist
a4+ =4+9=13.
Was ist die ndheste perfekte Wiirzel?
9 <13 < 16,
und 13 ist ndher an 16. Dementsprechend setzten wir unseren Anker in 16,
xo = 16.
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Dann ist 13— 16 5
— 4— = =3,725.

F(13) VTN\/E+2*M <
Das heisst, dass Sie eine Seite auf setzen Boden und die andere Seite drehen bis das Mafiband
3,725 fiir den Abstand “c” zeigt.

Flugzeug Beispiel Nehmen wir an, dass eine Cessna 150 eine konstante Beschleunigung
beim Takeoff 2,0m /s* hat. Wenn das Flugzeug in die Luft geht, ist der Winkel etwa 6°. Die
Cessna muss eine Geschwindigkeit von 125km/h fiir den Takeoff erreichen. Wie lange dauert
es? Wie lang muss die Startbahn sein? Wenn die Cessna in der Luft ist, dann fliegt sie mit
einer konstanten Geschwindigkeit bis sie 1 km hoch ist. Wie lange dauert es? Wie weit (auf
der Erde) ist das Flugzeug geflogen? Wie hoch ist die Geschwindigkeit iiber Grund?

Zuerst sollten wir uns um die Einheiten kiimmern. Wir haben schon berechnet :

125km/h = 34,72m/s ~ 35m/s.

Mit einer Beschleunigung von 2,0m/s? ist die Geschwindigkeit nach ¢ Sekunden

35
v(t) =2t = v(t) =35 <= t= 5 = 17,55¢ek.

Da die Position nach dem Satz

2,
t)y=2—=1t
p(t) =25 =1,
ist das Flugzeug
352
- = 306, 25m

d.h. wenn die Startbahn 310 Meter lang ist, dann erreichen wir den Takeoff.

Jetzt fliegt das Flugzeug mit einer Geschwindigkeit von ungefiahr 35 m/s bis es 1 km
hoch ist. Hier kommt etwas Trigonometrie ins Spiel... Wir haben ein Dreieck : eine Seite ist
1 km und die Hypothenuse ist unbekannt. Nennen wir diese z. Wir kennen den Winkel und

nach der Definition Sinus ist
1km in(6°)
—— =sin(6°).
zkm
Wir koénnen Sinus mit der linearen Approximation abschétzen aber um dieses zu tun miissen

wir erst 6° in Bogenmaf :

s 7r
—=—=0,1
180 30 0

Da 0,1 =~ 1 ist, setzen wir unseren Anker in den Punkt xy = 0. Berechnen wir

60260*

sin’(x) = cos(z), sin(0) =0, cos(0) =1,

also
sin(z) = sin(xg) + sin’(z0)(z — xo) = sin(0) + cos(0)(z — 0) = x.
Dementsprechend ist
sin(6°) ~ sin(0,1) ~ 0, 1.
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Dann ist )
-~0,1 = z=~10km.
z

Das Flugzeug ist etwa 10 km geflogen. Da die Geschwindigkeit 125km /h ist dann muss die
Zeit t (jetzt in Stunden!)

10 60man.
125t =10 — ¢ = 95 = 0,085t, 0,085t * o

=4, 8min.

Es dauert also 4,8 Minuten. Wenn wir die lineare Approximation fiir die Funktion Cosinus
anwenden mit dem Ankerpunkt zo = 0, da

cos'(z) = —sin(z) = cos(x) ~ cos(0) — sin(0)(z — 0) =1,

fiir x ~ 0. Da .
— =cos(6°) = cos(0,1) =1 = z =~z
z

Dementsprechend sind wir etwa 10 km iibers Land geflogen. Wenn wir der Abstand, den das
Flugzeug geflogen ist nach ¢ Stunden als z(t) schreiben, und der Abstand auf dem Land, den
das Flugzeug geflogen ist nach ¢ Stunden als z(¢) schreiben, dann ist

z(t) ~ 0,30625km + z(t),

da wir erst 306,25 m = 0,30625 km beim Takeoff geflogen sind und danach die Seite des
Dreiecks x ~ z. Dementsprechend gilt auch :

2 (t) ~ 2(t),

also ist die Geschwindigkeit uber Grund ungefédhr genauso schnell wie die Geschwindigkeit
mit der das Flugzeug fliegt.

Martini sowie Bier Beispiele Sie trinken einen Martini nachdem Sie die Klausur
erfolgreich geschrieben haben. Das Glas ist ein typisches Martini-Glas. Der Radius ist 3
cm und die Hohe ist 6 cm. Sie trinken ungefihr 1 ml pro Sekunde. Wie schnell sinkt der
Getrankespiegel wenn Sie trinken, wenn der Ausgangsspiegel des Getranks 4cm ist? Wie
schnell wenn er nur 1 cm ist?

Das Volumen schreiben wir v(¢) da es von Zeit ¢ (sek) abhéngt. Schreiben wir r(¢) fiir den
Radius nach t Sekunden und h(t) fiir die Héhe nach ¢t Sekunden. Das Verhaltnis zwischen
dem Radius und der Hohe bleibt konstant :

rt) 1) 3 1 h(t)
h(t)  h(0) 6 2 '

Nach der Volumenformel ist :




Leiten wir beide Seiten ab :

o omh(E)?H(t)  wh(t)*H (1)
v'(t) =3 5 = 1 .

Die Geschwindigkeit mit der Sie trinken ist konstant und dementsprechend ist
V'(t) = —1mL/s = —1lem?/s.

Dementsprechend ist

wh(t)?h'(t) 4
—1l=—— = Nit)=—
4 ®) mh(t)?
Setzen wir h(t) = 4em,
1
/ - o~ 1
Wenn h(t) = lem,
4
h'(t) = —=>—1.
7r
Wenn h(t) =0, lem,
4 400
/
=T 5 100,
P =—oas01 - = > 1

Ihr Freund trinkt ein Bier mit derselben Geschwindigkeit. Sein Bierglas ist 10cm hoch
und hat ein Radius von 3 cm. Wie schnelle sinkt der Bierspiegel nach unten, wenn er trinkt?
Berechnen wir mit der Volumenformel eines Zylinders :

v(t) = 7r(t)*h(t) = Ih(t).

Leiten wir beide Seiten ab :

Da v/'(t) = —1 ist
1
h'(t) = —or 0,04cm/s.

Diese Geschwindigkeit bleibt auch konstant.
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Wenn Sie gut in der Vorlesung zugehort haben, sowie alle Ubungsaufgaben und die Pro-
beklausur gut verstehen dann erwartet Sie folgendes ...
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statt folgendes ...
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PRUFUN | ) DI '

} RAGEN

BONUS : (4 Punkte) Entdecken Sie den mathematischen Fehler des Artikels ,,Do
Dogs Know Related Rates Rather than Optimization?”
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Kapitel 10

Woher stammt sie? Die
Stammifunktion

Wir haben gesehen, dass fiir eine Funktion f : R — R, die ableitbar ist, die Ableitungsfunk-
tion f’ wichtige Informationen ergibt:

1. Die lineare Approximation in einer festen (verankerten) Eingabe x ist

f(@o) + f'(zo)(z — x0).

Die lineare Approximation wendet man an, um die Ausgabe der Funktion in der Nahe
von xy abzuschéitzen, da

f(@) = f(xo) + ['(z0)(x — o).
2. Die Steigung des Graphs im Punkt z ist

f'(x).

Bitte nehmen Sie sich einen Moment, um zu uberlegen, was dies bedeutet. Die Steigung
des Graphs im Punkt z zeigt wie die Ausgabe der Funktion im Punkt x sich dndert.

3. Fiir eine Funktion, deren Eingabe Zeit bedeutet, schreiben wir ¢ fiir eine beliebige
Eingabe. Dann ist

f'(t)
die Geschwindigkeit, mit der die Funktion sich im Zeitpunkt ¢ éndert. Falls f zweimal
ableitbar ist, dann ist

J(t)
die Beschleunigung. Da f”(t) die Ableitungsfunktion von f’(¢) ist, bedeutet f”(t) die
Geschwindigkeit, mit der die Geschwindigkeit sich im Zeitpunkt ¢ &ndert.
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Wir haben auch gesehen, dass fiir eine Funktion p(¢) deren Eingabe Zeit ist und deren
Ausgabe Position in einer Dimension ist, wenn die Position im Zeitpunkt ¢ = 0 pg ist und
die Geschwindigkeit im Zeitpunkt ¢ = 0 vy ist, und die Beschleunigung eine Konstante a ist,
dann ist

at?
p(t) = 7 + vot + po-

Aufgabe: Was passiert, wenn die Beschleunigung gleich null ist?

Was passiert, wenn die Beschleunigung nicht konstant ist? Hier ist ein Beispiel: http:
//www.airliners.net/aviation-forums/tech_ops/read.main/28289/

Die Hohe eines Space Shuttle ist nach dem Liftoff :

Hohe Sekunden |

100000 f1 425
200000 f# 59s
300000 f¢ 72s
400000 f¢ 82s
500000 f¢ 90s

650000 ft 99s
800000 ft 107s
| 1000000 2 119s

Nehmen wir an, dass die Beschleunigung konstant ist, und nennen wir diese a. Dann ist
die Hohe nach ¢ Sekunden

at?
h(t) = —.
(="
Losen wir die Gleichung fiir @ : wir kénnen den Zeitpunkt ¢ = 42 anwenden. Dann ist :
42)?
100000 = 2427
2
Losen wir fiir « : 200000
= — =11 ...~ 113.
10 3,37 3
Dann soll auch 02
200000 = “(2 .
aber mit a ~ 113 ist 113(50)2
# = 19667, 5,
also fast 200000. Versuchen wir mit
a(72)?

300000 = 5 a~ 113,

dann ist

2
% = 292896.
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Dies ist auch ungeféhr richtig, 300000. Wie wire es mit 400000 Fu? und 82 Sekunden?

113(82)?
# = 379906.

Dies ist etwas kleiner als 400000. Versuchen wir ¢t = 90,

2
w = 457650.
Dies ist noch kleiner als 500000. Mit ¢ = 99,
2
m = 553765, 5.

Jetzt sehen wir, dass das Ergebnis zum Zeitpunkt ¢ = 99 wesentlich zu klein ist. Was bedeutet
dies? Wir haben angenommen, dass die Beschleunigung konstant ist. Dann haben wir nach

unserem Satz die Hohe betrachtet
at?
h(t) = —.
="

Da
h(42) = 100000,

haben wir fiir a gelost :

a(42)2 200000
1 = h(42) = = ~113.
00000 (42) 5 = a 19 3
Wenn wir die Formel
W) = at?
=5

in den Zeitpunkten 59 sowie 72 anwenden, ist das Ergebnis fast richtig, nur etwas kleiner.
Im Zeitpunkt 82 ist das Ergebnis etwa 20000 Fu? zu klein. Im Zeitpunkt 90 ist das Ergebnis
etwa 400000 Fu? zu klein und im Zeitpunkt 99 ist das Ergebnis fast 50000 Fu? zu klein.
Dementsprechend muss die Beschleunigung schneller werden, damit die Héhe gross genug
wird. Entsprechend ist die Beschleunigung nicht konstant. Wir habe dies gerade mathema-
tisch bewiesen.

Wie betrachtet man die Position (sowie die Ausgabe) fiir einen Prozess, dessen Beschleu-
nigung nicht konstant ist? Dafiir braucht man die Stammfunktion.

Definition 10.0.1. Es sei f : R — R eine Funktion. Dann gilt, falls es eine ableitbare
Funktion F': R — R gibt

F'(z) = f(z), fir jede z € R,

dann ist die Funktion F(x) eine Stammfunktion fir f.
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Warum ist die Funktion F nur eine Stammfunktion und nicht die Stammfunktion? Es
sei ¢ € R eine reelle Zahl. Dann gilt, falls F' eine Stammfunktion fiir f ist,

F(z)+c
ebenso eine Stammfunktion fiir f. Nach dieser Definition sind :
1. Geschwindigkeit eine Stammfunktion fiir Beschleunigung;

2. Position eine Stammfunktion fiir Geschwindigkeit.

Satz 10.0.2. Es sei f: R — R eine Funktion. Falls F und G beide Stammfunktionen fiir f
sind, dann gibt es eine ¢ € R sodass gilt :

F(x)—G(z) =¢, fir jede xz € R.

Das heisst, dass wenn man eine Stammfunktion, wie F', gefunden hat, dann eine andere
Stammfunktion, wie G ist
F(z) — ¢,

fiir eine reelle Zahl c.

Um zu wissen, welche Stammfunktion die richtige ist, braucht man die Ausgabe der
Stammfunktion in einem festen (verankerten) Eingabepunkt. Zum Beispiel ...Die Cessna
hat eine Beschleunigung von 2m/s?. Was ist ihre Geschwindigkeit nach ¢ Sekunden? Da die
Ableitung der Geschwindigkeit die Beschleunigung ist, suchen wir alle Funktionen, deren
Ableitungsfunktion die Funktion

flz) =2, fir jede x € R.

ist. Fiir welche Funktionen ist die Ableitung konstant? Unsere Lieblingsfunktionen : die linea-
ren Funktionen. Dementsprechend sind die Stammfunktionen fiir f(z) = 2 die Funktionen

F.(z)=2x+c.

Um zu wissen, welche dieser Stammfunktionen die richtige ist, brauchen wir noch eine In-
formation :

Wie schnell das Flugzeug war im Zeitpunkt t = 0.
Nennen wir die Geschwindigkeit vy. Dann ist die richtige Stammfunktion
v(x) = 22 + vp.

Es ist egal ob wir v(x) = 2x + vy schreiben oder v(t) = 2t + vy. Die Bedeutung ist jeweils :
die Funktion, die ihre Eingabe vornimmt, mit 2 multipliziert, und danach mit vy addiert.
Sie konnen auch die Stammfunktion visuell vorstellen.
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Satz 10.0.3. Es sei f : R — R eine (mef$bare) Funktion. Es seien a < b reelle Zahlen. Dann

18t ,
/a f(z)dz

die Fliche unter dem Graph von f auf dem Intervall [a,b]. Diese nennt man ,,das bestimmte
Integral der Funktion f auf dem Intervall [a,b].” Falls es eine Stammfunktion F fir f auf
dem Intervall gibt, dann ist

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).

Wenn das Integral ohne Randpunkte so geschrieben ist :

[ .

ist die Bedeutung eine allgemeine Stammfunktion.

10.0.2 Beispiele:

1. Berechnen wir die Stammfunktionen der Funktion f(z) = 4x —2 und das Integral iiber
dem Intervall [—1,2]. Die Stammfunktionen sind :

F.(z) =22% - 2z +c.
Die Integralrechnung ist dementsprechend

2% (2%) —2(2) +c— (2% (-1)> —=2(-1) +c) =8—-4—-2-2=0.

2. Ein Patient hat hohen Blutdruck und soll keine Chips essen. Er hat zwar ein Medika-
ment, das seinen Blutdruck senkt, und wenn er dieses nimmt, hat das Medikament eine
Wirkung fiir zwei Stunden, sodass sein Blutdruck mit einer konstanten Beschleunigung
von —2 nach unten geht. Wenn jeder Chip seinen Blutdruck von +0,02 erhéht und er
mit einer konstanten Geschwindigkeit Chips isst, wie viel Chips kann er wiahrend einem
zwei Stunden langen Film essen, ohne seinen Blutdruck zu &ndern?

Wir kennen die Beschleunigung des Medikaments : —2. Die Geschwindigkeit, mit der
das Medikament seinen Blutdruck senkt ist dementsprechend : —2t + vy, wobei vy
die Geschwindigkeit ist, mit der zum Zeitpunkt 0 sein Blutdruck sinkt. Wenn wir
annehmen, dass er zum Zeitpunkt ¢ = 0 noch kein Medikament genommen hat und
auch keine Chips gegessen hat, dann ist vy = 0. Sein Blutdruck nach dem Medikament
ist eine Stammfunktion der Geschwindigkeit der Blutdrucksédnderung. Was ist eine
Stammfunktion fiir die Funktion

v(t) = —2t7
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Die Funktion

b(t) = —t?
ist eine, und so ist
be(t) = —t* +c,
fiir jede ¢ € R. Was bedeutet ¢? In diesem Fall, ist
¢ = b(0),

ist ¢ also sein Blutdruck im Zeitpunkt ¢ = 0. Wir wissen nicht was das ist, schreiben
wir also

b(t) = —t? + by,
wobei
by = b(0).
Wenn wir Einheiten fiir Zeit Stunden nehmen, dann ist nach zwei Stunden

b(2) = —(2)% + by = by — 4.

Jetzt berechnen wir, was mit den Chips passiert. Er isst mit einer konstanten Ge-
schwindigkeit, nennen wir diese g. Dann ist die Anzahl Chips eine Stammfunktion der
Geschwindigkeit. Dementsprechend ist

c(t) = gt + ¢,

wobei
co = ¢(0).

Was bedeutet ¢y? Dies ist die Anzahl Chips er im Zeitpunkt ¢ = 0 gegessen hat. Wir
nehmen an, dass er zu dem Zeitpunkt anfingt, Chips zu essen, ist also

c(0) = 0.
Die Anzahl Chips ist dementsprechend

c(t) = gt.
Nach 2 Stunden ist

c(2) = 2g.

Da sein Blutdruck um +0,02 pro Chip steigt, ist sein Blutdruck nach 2 Stunden
bo + (0,02) * 2g.
Das Medikament wirkt dagegen, und insgesamt ist sein Blutdruck nach 2 Stunden
by + 0,049 — 4.
Damit diese by bleibt muss
0,04g =4 = g = 100.

Er kann also 100 Chips pro Stunde essen. Nom nom nom.
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3. Es war gerade Weihnachten. Der erste Weihnachtstag ist der 25. Dezember. Der zwei-
te ist der 26. Dezember. Zahlt man so weiter, ist der 7.1.2013 genau der 15. Weih-
nachtstag. Kennen Sie das Lied, “The twelve days of Christmas”? Es ist ziemlich
nervig. Der Text lautet so (vgl http://en.wikipedia.org/wiki/The_Twelve_Days_
of _Christmas_(song)| )

On the first day of Christmas, my true love gave to me, a partridge in a pear tree. On
the second day of Christmas, my true love gave to me, two turtle doves, and a partridge
in a pear tree. On the third day of Christmas, my true love gave to me, three French
hens, two turtle doves, and a partridge in a pear tree. On the fourth day of Christmas,
my true love gave to me, four calling birds, three French hens, two turtle doves, and a
partridge in a pear tree. On the fifth day of Christmas, my true love gave to me, five
golden rings, four calling birds, three French hens, two turtle doves, and a partridge
in a pear tree. On the sixth day of Christmas, my true love gave to me, six geese a
laying, five golden rings, four calling birds, three French hens, two turtle doves, and a
partridge in a pear tree. On the seventh day of Christmas, my true love gave to me,
seven swans a swimming, six geese a laying, five golden rings, four calling birds, three
French hens, two turtle doves, and a partridge in a pear tree. On the eighth day of
Christmas, my true love gave to me, eight maids a milking, seven swans a swimming,
six geese a laying, five golden rings, four calling birds, three French hens, two turtle
doves, and a partridge in a pear tree. On the ninth day of Christmas, my true love gave
to me, nine ladies dancing, eight maids a milking, seven swans a swimming, six geese a
laying, five golden rings, four calling birds, three French hens, two turtle doves, and a
partridge in a pear tree. On the tenth day of Christmas, my true love gave to me, ten
lords a leaping, nine ladies dancing, eight maids a milking, seven swans a swimming,
six geese a laying, five golden rings, four calling birds, three French hens, two turtle
doves, and a partridge in a pear tree. On the eleventh day of Christmas, my true love
gave to me, eleven pipers piping, ten lords a leaping, nine ladies dancing, eight maids
a milking, seven swans a swimming, six geese a laying, five golden rings, four calling
birds, three French hens, two turtle doves, and a partridge in a pear tree. On the twelfth
day of Christmas, my true love gave to me, twelve drummers drumming, eleven pipers
piping, ten lords a leaping, nine ladies dancing, eight maids a milking, seven swans a
swimming, six geese a laying, five golden rings, four calling birds, three French hens,
two turtle doves, and a partridge in a pear tree.

Jetzt zeichnen wir einen Graph. Die Hohe ist die Anzahl Geschenke und die horizontale
Koordinate ist der Tag. Am ersten Tag, bekommen wir 1 Geschenk. Die Bedeutung
dieses Lieds ist nicht so deutlich. Am zweiten Tag, bekommen wir entweder 2 neue
Geschenke und wir behalten immer noch, was wir am ersten Tag bekommen haben,
oder wir bekommen 2 neue Geschenke und noch dasselbe Geschenk wie am ersten Tag.
Ich finde es realistischer, dass dasselbe Geschenk nicht immer weiter geschenkt wird.
Dementsprechend bekommen wir am zweiten Tag 2 neue Geschenke und wir behalten
immer noch, was wir am ersten Tag bekommen haben.

Wie viele Geschenke haben wir am zwolften Tag insgesamt bekommen? Dies ist eine
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Integralrechnung! Machen wir eine Tabelle :

[ Tag  Anzahl Geschenke |
1 1
2 2
3 3
4 4
) )
6 6
7 7
8 8
9 9
10 10
11 11
| 12 12 |

Von Tag 0 bis Tag 1 bekommen wir ein Geschenk. Von Tag 1 bis Tag 2 bekommen wir
zwei Geschenke. Die Anzahl Geschenke wird immer grosser. Dementsprechend ist die
Geschenkgeschwindigkeit nicht konstant (!) Wir bekommen zwischen dem Zeitpunkt 0
und 1 ein Geschenk, und zwischen dem Zeitpunkt 1 und 2 zwei Geschenke. Die Anzahl
Geschenke pro Tag sind : 1, 2, 3,4, 5, ..., 12. Die Anzahl wird immer um eins grosser.
Die Anzahl Geschenke pro Tag ist die Geschwindigkeit mit der man Geschenke be-
kommt. Diese Geschwindigkeit wéchst linear, dementsprechend ist die Beschleunigung

1Geschenk
0= —
1Tag?

Dementsprechend ist
g(t) =t + g0,

wobei g(t) die Geschwindigkeit mit der man Geschenke bekommt zum Zeitpunkt ¢ Tage

ist. Dementsprechend ist
2

t
G(t) = 5 + got -+ Go,

die Anzahl Geschenke, die man nach ¢ Tage hat, wobei GGy die Anzahl Geschenke, die
man vor Weihnachten hat, ist. Wir interessieren uns fiir die Anzahl Geschenke, die man
dieses Weihnachten bekommt. Dementsprechend ist Gy = 0, da man vor Weihnachten
keine Weihnachtsgeschenke bekommt. Ist also

£2

Wir wissen, dass



Das heisst, das im Zeitpunkt ¢t = 0 die Geschwindigkeit mit der man Geschenke be-

kommt schon .

5.
ist. Sie konnen dies so verstehen : Man hat schon angefangen, vor dem ersten Weih-
nachtstag Geschenke vorzubereiten. Jetzt konnen wir sehr leicht die gesamte Anzahl
Geschenke am Ende des zwolften Weihnachtstages berechnen :

122 12

Ebenso gilt :
12
/ g(t)dt = G(12) — G(0) = 78,
0

Falls wir immer noch Geschenke bis zum 15. Weihnachtstag bekommen dann bekom-
men wir :

152 15 12

10.0.3 Eigenschaften des Integrals
Das Integral hat einige Eigenschaften, die den Eigenschaften der Ableitungsfunktion dhneln.

1. Linearitét : , . )
/f(x)+g(a:)dx:/ f(a:)da:—l—/ g(t)dt.

Ich habe hier ¢ statt x geschrieben, weil der Buchstabe unwichtig ist. Die Bedeutung
ist das Wichtige. Es gilt ebenso :

[ @)+ gtorte = [ payin+ [ g,

/ab of ()dz c/abf(x)da:

/cf(x)dx = c/f(x)da:.

sowie

und

2. Nach der Definition gilt :

sowie



10.1 Tricks und Beispiele

1. Die Produkt-Regel kann bei Integralbestimmung ruckwérts angewendet werden. Dies
nennt man Integration von Teilen. Falls Sie ein Integral der Form

[ sy

haben. Wenn Sie die Stammfunktionen einer dieser Funktionen erkennen koénnen,
konnen Sie zum Beispiel sehen, dass es eine F'(x) gibt sodass gilt :

F'(z) = f(x),
dann nach der Produkt-Regel gilt :

(Fg)'(x) = F'(x)g(x) + F(x)g'(x).

Diese konnen Sie umschreiben, da F'(z) = f(z) :
(Fg)'(z) = F(x)g'(x) = f(x)g(x).
Dementsprechend ist :
| t@s@de = [ (Foy@s - [ P @s
Nach (2) ist also
/ f(@)g(x)de = F(b)g(b) — F(a)g(a) —/ F(x)g'(x).

Ebenso gilt :

[ r@strie = Fo) - [Py ein

1
/ re'dr.
0

Die Idee ist, dass die Stammfunktion einer der beiden Funktionen einfacher als die
Funktion ist. Berechnen wir :

Hier ist ein Beispiel :

a(z) =2 = d(z)=1, bx)=¢e" = V(z)=¢€" =0b(x).

Ich habe die Funktionen dieses Mal a und b genannt, da die Namen unwichtig sind,
nur die Bedeutung z&hlt. In dem Beispiel ist a'(z) einfacher als a(z) und ' (z) ist nicht
einfacher. Dementsprechend wenden wir die Integration von Teilen mit

flx)=e", g(z) =
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an. Da f'(z) = f(x) ist F(x) = f(z) eine Stammfunktion von f(x). Nach der Regel
ist :

/0 zedx = F(1)g(1) — F(0)g(0) — /0 F(x)¢'(x)dx.

Setzen wir die Funktionen ein :

1 1
/xexdx:el*l—eo*O—/ex*ldw.
0 0

Wir haben schon gesehen, dass eine Stammfunktion fiir e” ist e”, also :

1
/ vetdr = e — (e! — %) = 1.
0

/wexdx—mex—/exx—xem—ex+c.

2. Die Ketten-Regel kann auch bei Integralbestimmung ruckwérts angewendet werden :

Ebenso gilt :

b
/ Fg(@)g (2)de = F(g(b)) — F(g(a)),

sowie

/ £(9(@))g (@)dz = f(g(x)) + e

/ ore™ dr.

Zum Beispiel :

Die Funktion

und gilt :
flr)y=e =[f(r), gr)=2r, fog(r)=Flg(r)g(r)=flg(r)2r=e"2r
Manchmal ist es wichtig ein Integral bis um oo zu bestimmen.

Definition 10.1.1. Falls der Grenzwert existiert ist fiir eine reelle Zahl a

/aoof(:c)dx: lim /aRf(:c)d:c.

R—oo

131



Ein Beispiel ist
(o)
/ e “dzx.
0

fl@)=e" = fla)=—e"
(welche Regel haben wir gerade angewendet?) ist

F(z)=—€"

Da fiir

eine Stammfunktion fiir e=*. Dementsprechend ist (falls der Grenzwert existiert) :

& 1
e %dr = lim —e ®— - = lim —— + 1.
0 R—o0 R—o0 6R

Was passiert zu e~ als R — 0o? Da eff immer grosser wird, sieht

1
-R __
=
wie 1 durch eine GROSSE ZAHL geteilt aus. Etwa wie Wlooooooom Es geht gegen 0 und

dementsprechend ist :

/ e “dr = 1.
0

10.2 Aufgabe

1. (4P) Global Warming: Als Treibhauseffekt”bezeichnet man die Erwarmung der Erd-
oberflache, die durch bestimmte Gase, welche den Warmetransport aus der Erdat-
mosphére verhindern, verursacht wird. Laut einer Studie steigt die Temperatur der
Erdoberfliche mit einer Geschwindigkeit von 0,014t%* Grad Fahrenheit pro Jahr, wo-
bei t die Anzahl der Jahre bezeichnet, die seit dem Jahr 2000 vergangen sind. Wie
hoch wird die Temperatur im Jahr 2200 sein, wenn im Jahr 2000 die durchschnittliche
Temperatur der Erdoberfléiche 57,8 Grad Fahrenheit betrug? (vgl. [I])[]

2. (4P) Wirksamkeit von Medikamenten: Es ist wichtig, fiir die Pharmaindustrie, die Ei-
genschaften der Medikamente, die sie herstellt, zu testen. Die Starke des Arzneistoffes
wird mit R(M) bezeichnet, wobei M die Dosis angibt (d.h. die Menge des Arzneimit-
tels, die in das Blut aufgenommen wird). Laut einer Studie verdndert ein experimen-
talles Medikament die Temperatur eines Patienten mit einer Geschwindigkeit von

3P
M3 +1

LGlobal Warming: The greenhouse effect is the rise in temperature that the Earth experiences because
certain gases prevent heat from escaping the atmosphere. According to one study, the temperature is rising
at the rate of 0.014t°* degrees Fahrenheit per year, where ¢ is the number of years since 2000. Given that
the average surface temperature of the earth was 57.8 degrees Fahrenheit in 2000, predict the temperature
in 2200 (c.f. [1]).

R(M)
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Grad pro Milligram (M) Wirkstoffs. Finden Sie die absolute Anderung der Temperatur,
die sich aus den ersten 4 Milligramm des Wirkstoffs ergibt.ﬂ

3. (4P) Das Poiseuille-Gesetz ([3]): Laminarstromung innerhalb eines Rohres weist eine
Geschwindigkeit auf, die sich mit dem Abstand von der Wand des Rohres erhéht (z.B.
Blutfluss in einer Arterie). Bezeichnet man v(r) die Geschwindigkeit der Stromung r
Centimeter von der Zentralachse der Rohre. Es seien P der Druck zwischen den Enden
des Rohres, [ die Lange des Rohres, n die Viskositat der Fliissigkeit und R das Radius
des Rohres. Gemé&fl Poiseuilles Gesetzes gilt :

P
- R2 .2
o) = (R =),

Die Geschwindigkeit der Stromung kann mit einer Integralbestimmung betrachtet wer-
den: .

P

27— (R2 - r2)rdr.
anl Jo

Berechnen Sie das Integral. Das Ergebnis ist eine Funktion mit Eingabe R. Die Ausgabe
ist dann die Geschwindigkeit der Strémung in Abhéngigkeit von RE|

4. (4P) Finden Sie die durchschnittliche Geschwindigkeit der Stréomung in bezug zur vor-
herigen Aufgabe[]|[]

2Drug Sensitivity: It is important for pharmaceutical companies to test the characteristics of the drugs
they design. The strength of the drug is given by R(M) where M measures the dosage, i.e. the amount of
medicine absorbed in the blood. Suppose an experimental drug changes a patienti'g)%s temperature at the
rate of

3M?
M)= —
R(M) M3 +1
degrees per milligram of the drug. Find the total change in temperature resulting from the first 4 milligrams

of the drug.

3Poiseulle’s Law: Laminar flow within a tube has a velocity which increases with the distance from the
wall of the tube (for example blood flow in an artery or magma flowing inside the earth). According to
Poiseulle’s Law the velocity of the flow r cm from the central axis of the tube is :

P

_ - 2 2
747]Z(R T)’

v(r)
where P is the pressure between the ends of the tube, which has length [ and radius R, and the viscosity of
the fluid is 1. The speed of the flow can be computed with the following integral:

p (R
2m— (R? — r?)rdr.
anl Jo
Compute the integral : the result will be a function whose input is R and whose output is the velocity of the
flow.
4Hinweis: Die durchschnittliche Geschwindigkeit ist die Geschwindigkeit der Strémung durch die Quer-
schnittsflache geteilt.
®Compute the average velocity of the fluid flow. Hint: The average velocity is the velocity of the flow
divided by the cross sectional area of the tube.
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5. (4P) Wenden Sie das Beispiel “The Twelve Days of Christmas” an, um zu zeigen, dass
fiir jede natiirliche Zahl n > 1, die Summe aller natiirlichen Zahlen von 1 bis um n ist
n(n+1)
5

6Use the example “The Twelve Days of Christmas” to show that for any natural number n > 1, the sum

of all natural numbers from 1 to n is
n(n+1)
5 .
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Kapitel 11

Differentialgleichungen I : Die
Sprache der Natur

Wussten Sie eigentlich, dass wenn viele Menschen in einem Hérsaal sitzen, der Saal warmer
wird? Ein physikalisches Gesetz von Newton ist :

Newton’s Law of Cooling states that the rate of change of the temperature of
an object is proportional to the difference between its own temperature and the
ambient temperature (i.e. the temperature of its surroundings).

Ich versuche, das Gesetz auf Deutsch zu iibersetzen. Dann werden wir das Gesetz nochmal
in die Sprache der Mathematik iibersetzen.

Die Geschwindigkeit mit der die Temperatur eines Objekts sich &ndert ist pro-
portional zu dem Unterschied zwischen seiner eigenen Temperatur und dem Tem-
peratur der Umgebung.

Das Gesetz ist fiir Objekte, die selbst keine Hitze produzieren, die einfach daliegen und
irgendwann die Temperatur der Umgebung haben werden. Wenn wir im Hérsaal sitzen, ar-
beiten unsere Korper, damit wir immer 98 Grad Fahrenheit Kérpertemperatur haben. Das
heisst, wir kénnen das Gesetz nicht direkt anwenden, um zu verstehen, was im Horsaal pas-
siert. Das Gesetz konnen wir nur anwenden fiir jemanden der tot ist und daliegt. In diesem
Fall besagt das Gesetz : die Geschwindigkeit mit der der Kérper die Umgebungstemperatur
annimmt, ist proportional zu dem Unterschied zwischen der Korpertemperatur und der Um-
gebungstemperatur. Schauen Sie auch Krimis im Fernsehen? Dr. Iles erkennt, wenn jemand
gestorben ist, an der Kérpertemperatur. Wie macht sie das? Es sei v(t) die Geschwindigkeit
mit der die Kérpertemperatur sich dndert. Es sei 68 Grad F die Horsaalstemperatur. Dann
gilt :

v(t) ~ I(t) — 68,

wobei [(t) das Korpertemperatur ist. Was bedeutet ~7?
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Definition 11.0.1. Es seien f(z) und g(z) zwei Funktionen. Wir schreiben

f(x) ~ g()

genau dann, wenn es eine Konstante k € R,k # 0 gibt, sodass gilt :

Dementsprechend gilt :
v(t) =k (I(t) — 68).

Es gibt auch eine Beziehung zwischen v(t) und {(¢). Da v(t) die Geschwindigkeit mit der die
Korpertemperatur sich dndert und [(¢) die Korpertemperatur ist, gilt :

Wir konnen dann schreiben :
U'(t)=k(I(t) — 68).

Sowas nennt man eine Differentialgleichung. Jetzt kommen wir endlich zur Sache : es ist
keine Kindergarten-Mathematik mehr!

In der Schule lernt man Gleichungen fiir unbekannte Zahlen zu l6sen. Unsere Lieblings-
gleichungen sind die linearen, da sie die einfachsten sind. Zum Beispiel, 16sen Sie die folgende
Gleichung fiir die unbekannte Zahl z :

3r—2=205.
Es gibt auch nicht lineare Gleichungen, die wir auch l6sen kénnen, zum Beispiel :
322 — 2x = 5.

Umgeschrieben :
2+ /4 —4(3)(-5)
2(3)

302 -2 —-5=0 — x =
Andere Gleichungen sind nicht unbedingt 16sbar :
log(sin(e”)) = 4x° — 12"

Fiir sowas wiirde ich ein Computerprogramm empfehlen. Eine Differentialgleichung ist wie
eine Gleichung fiir eine Variable aber statt einer reellen Zahl ist die Variable jetzt eine
Funktion. Wir bezeichnen diese unbekannte Funktion oft mit f aber wir konnen auch andere
Buchstaben anwenden, wie [,

U(t) =k (I(t) — 68).
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11.1 Konstante-Koeffiziente Differentialgleichungen

Wir werden natiirlich mit dem einfachsten Fall anfangen. Die einfachsten Differentialglei-
chungen sind konstante-koeffiziente lineare Differentialgleichungen.

Definition 11.1.1. Eine (reelle) konstante-koeffiziente (kk) Differentialgleichung ist eine
Gleichung die reelle Zahlen sowie mindenstens eine der folgenden enthdlt :

1. FEine (unbekannte) Funktion f: R — R
2. Die Ableitung der Funktion f: R — R
3. Die nt¢ Ableitung der Funktion f : R — R, die wir mit f™ bezeichnen

Der Grad einer Differentialgleichung ist das gréfte n sodass es

f(n)

in der Gleichung gibt (und nichts weg fallt). Falls es nur f und keine Ableitung der Funktion
in der Gleichung gibt, dann ist der Grad 0. Fine kk Differentialgleichung Grades n heif$t linear
genau dann, wenn es eine lineare Funktion L : R™™ — R und eine Funktion G : R — R
qibt, sodass die Differentialgleichung

L(f, f/’f(2)7 N wf(n—l)’fn) -G

geschrieben werden kann.

Wir werden die Definition mithilfe von Beispielen kennen lernen.

11.1.1 Beispiele KK Differentialgleichungen

Welche der folgenden sind KK Differentialgleichungen? Welche der folgenden sind lineare
KK Differentialgleichungen? Berechnen wir jeweils den Grad sowie fiir die lineare KK Diffe-
rentialgleichungen die Funktion L und die Konstante c.

1. I'(t) =k (I(t) — 68). In diesem Beispiel ist die Funktion mit [ statt f bezeichnet. Diese
Gleichung enthalt die Funktion [ sowie ihre Ableitungsfunktion I’ und die reellen Zahlen
k und 68. Dementsprechend passt die Gleichung in die Definition mit n = 1. Der Grad
ist 1. Ist die Gleichung linear? Laut der Definition muss es eine L : R — R und
¢ € R geben, sodass die Differentialgleichung

L(f, f)=c
geschrieben werden kann. Wir konnen die Gleichung so schreiben :
I'(t) — kl(t) = —68k.
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Was passiert? Die Ableitungsfunktion I’ ist mit —k mal der Funktion [ addiert. Diese
ist linear. Wir suchen eine lineare Funktion

L:R? SR

sodass
L), (t) =1'(t) — kl(t).

Ich habe Sie schon gewarnt, dass die gesamte Mathematik miteinander verbunden ist. . .

ist die Funktion

und die Konstante

Dann gilt :

L), I'(1) = c.

. f2— f” = 0. In diesem Fall habe ich die Eingabe der Funktion f weggelassen. Die-
se Gleichung ist eine Differentialgleichung zweites Grades. Ist sie linear? Um dies zu
beantworten, da die Gleichung Grad 2 ist, schauen Sie in der Gleichung was mit f,
1!, sowie f" passiert. Erst ist f2. Das heisst f * f. Ist das mit einer linearen Funktion
L : R**!' — R méglich? NEIN. Eine lineare Funktion kann nur ihre Eingabevaria-
ble mit Zahlen multiplizieren und danach miteinander addieren. Diese Gleichung ist
dementsprechend nicht linear.
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fTI + f® = B3 In diesem Beispiel konnte man denken, dass der Grad 3 ist, aber da
f®) auf beiden Seiten steht, kann sie weg fallen. Die Gleichung ist gleich :
o

fO.

Diese ist eine Gleichung erstes Grades.

4. 22f(x) = f@(z). Was passiert hier? Dies ist nicht eine kk Differentialgleichung, da die
Funktion f mit der Variable multipliziert ist. Diese ist zwar eine Differentialgleichung,
ndmlich eine nicht-kk lineare Differentialgleichung viertes Grades. Wir werden aber
erst spater mit nicht-kk Differentialgleichungen arbeiten.

11.2 Lineare KK-Differentialgleichungen Grades 0 und
1

Wir fangen mit den einfachsten Féllen an. Was bedeutet eine lineare KK-Differentialgleichung
(DGL) Grades 07 In diesem Fall, gibt es eine

L:R™" - R
sowie eine Konstante ¢ € R sodass gilt :

L(f) =

Da R%*! = R, ist L eine lineare Funktion von R in R. Dementsprechend gibt es m und b
reelle Zahlen sodass

L(x) =mz +0.
Dann gilt :

L(f) =mf+b=c = f:c;lb.

Die Funktion f ist also eine konstante Funktion. Konstante Funktionen sind zwar einfach
aber nicht so interessant, da sie wenig beschreiben kénnen. Eine konstante Funktion kann
zum Beispiel nicht beschreiben wie Magma unter der Erde fliesst, oder wie Alkohol die
mathematische Technik eines Menschen beeinflusst. Eine konstante Funktion kann nur eine
reelle Zahl beschreiben.

Jetzt haben wir den Kindergarten bestanden und wir konnen in Grad 1 aufsteigen. Die
einfachste lineare KK-DGL Grades 1 ist :

ff=c¢

wobei ¢ eine konstante ist. Was ist (sind) die Losung(en)? Fiir welche Funktionen ist ihre
Ableitungsfunktion gleich einer Konstante? Die linearen Funktionen. Dementsprechend ist
jede

fo(z)=cx+b, beR
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eine Losung der DGL.
Die néchste einfachste lineare KK-DGL Grades 1 ist :

f=1r

Wissen Sie, welche Funktion diese Gleichung erfiillt? Die Funktion

flz) =€
ist thre eigene Stammfunktion. Dementsprechend ist

flx) = e”
eine Losung der Gleichung. Da fiir ¢ # 0

f'=f <= cf =cf

ist fiir jede ¢ # 0

fe(z) = ce®

auch eine Losung der Gleichung. Wie sieht eine allgemeine lineare KK-DGL aus? Laut der
Definition gibt es eine L : R — R sowie eine Konstante ¢ € R sodass

L(f, [") = c.

Da L linear ist, gibt es a,b € R mit b # 0 (WARUM? Lesen Sie bitte nochmal die Definition
1) sodass

L(f, f") =af +0bf"
Dementsprechend kann jede lineare KK-DGL Grades 1 so geschrieben werden :

af +bf =c.

Wir konnen diese auch so schreiben :

F=="=p3"
Was sind die Losung(en)? Fiir ¢ = 0 haben wir die DGL
2
Jr==51

Was ist eine Funktion, sodass f’ gleich f selbst mal eine Konstante ist? Wir wissen, dass

fla)=e" = f'=F.

Wenn man versucht irgendwas neues zu verstehen, ist es oft hilfreich, mit etwas Bekanntem
zu vergleichen. Die DGL

a
/ [ p——
f=-3f

sieht fast wie

f'=r

aus, nur wird —a/b mit f multipliziert. Hier konnen wir einen Trick anwenden.
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11.2.1 Trix are for Kids

DGL sind nicht fiir Kinder. Sie sind nicht so einfach zu l6sen. Es gibt keine festen Regeln
wie beim Ableiten. Sobald man eine DGL l6sen kann, soll man diese DGL wie einen Trick in
seine Hosentaschen stecken, damit man den Trick spéater anwenden kann. Hier sind unsere
ersten zwei Tricks :

1. Die Losungen der DGL

sind

2. Die Losungen der DGL

=1
sind
Die DGL
fr=cf
dhnelt der DGL
=1,

da falls ¢ = 1 ist, dann ist die DGL f’ = ¢f genau f’ = f. Dementsprechend sollen wir die

Gleichung
fr=cf
mithilfe der Gleichung f’ = f losen. Hier kommt der erste Trick. Statt f schreiben wir

feg,
wobei g auch eine unbekannte Funktion ist. Dann ist die DGL
(fog) =clfog).
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Nach der Kettenregel ist die linke Seite :
f'(g) =g
Wir suchen also f sowie g sodass :
f'(g) xg" = cx f(g).

Auf der linken Seite ist f'(g) mit ¢’ multipliziert und auf der rechten Seite ist ¢ multipliziert
mit f o g. Die DGL die wir schon kennen ist :

=1,

und eie Losung ist :
f(z) =¢€".
Versuchen wir f o g(z) = 9@, Gilt :

(e9@)) = 9@ ¢/ ().

Die DGL ist dann
(fog) =€ =cfog=ce.
Teilen wir durch e9 (WARUM ist e/ immer ungleich 07) dann haben wir :

/

g =c.
Diese haben wir schon gelost!
g(x) =cx+b.
Dementsprechend ist
eg(ac) — ec:):er
eine Losung der DGL
f=cf.
Die allgemeinste lineare KK-DGL Grades 1 ist :
f'=cf+0.
Wir koénnen folgende DGL l6sen :
ff=cf. f'=0
Fiir die Funktion
flz) = e
ist
' =cf.



Wir haben aber auf der rechten Seite auch . Wie wére es mit :
f(z) = e + k,
wobel k£ eine unbekannte reelle Zahl ist. Dann ist

f(x) =ce®, cof =ce™ +ck = f'=cf —ck.

Damit
fr=cf+0,
muss ;
f'=cf—ck=cf+b = —ck=b — k=—-.
c
Dementsprechend ist eine Losung der allgemeinen lineare KK-DGL Grades 1 :

f(z):e“—g = f'=cf+0b.

Falls wir eine allgemeiner Losung haben wollen, multiplizieren wir e** mit einer Konstante
und schauen wir was wir dann in der Funktion dndern miissen, damit sie wieder die DGL
16st :

f(x) = me™ + k.

Dann ist
() =mce™, cf =cme™ +ck = f'=cf —ck.
Damit
fr=cf+b,
muss

ek —b — k="
C

Die allgemeine Losung der DGL
fr=cf b

sind dementsprechend

cx b
f(z) = me™ — -

Jetzt kénnen wir das Beispiel der Korpertemperatur 16sen! Die DGL ist :
I'(t) — kl(t) = —68k.

Wenn wir diese DGL im Vergleich zu der allgemeinen lineare KK-DGL Grades 1 schreiben
Wir :

I' =kl — 68k.
Dann ist ¢ = k£ und b = —68k, also die Losungen sind:
—68k
1(t) = me® — % = me™ + 68.
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Um zu wissen, was m sein soll, brauchen wir mehr Information. In diesem Beispiel konnen
wir annehmen, dass das Opfer zum Zeitpunkt ¢ = 0 stirbt und dementsprechend ist die die
Korpertemperatur im Zeitpunkt ¢ = 0 98 Grad F. Also gilt :

1(0) =m +68 =98 = m = 30.

Die Losung ist dann :
1(t) = 68 + 30e*.

Jetzt miissen wir aber k irgendwie betrachten. Dafiir brauchen wir noch etwas Information.
Dr. Isles ist klug und messt das Korpertemperatur als der Korper gerade gefunden wiirde
und das Temperatur ist 80 Grad. Die Polizei sammelt wiahrend einer Stunden Informationen
aus dem Horsaal. Dann messt Dr. Isles das Korpertemperatur. Das Temperatur ist 75 Grad.
Wenn Dr. Isles die Temperatur zum ersten mal messt, weiss sie nicht, wie lange die Leiche
dort tot lag. Nennen wir diese unbekannte Zeit 7. Sie weiss folgendes :

I(t) =80, Il(r+1)="75.
Jetzt wendet sie die mathematische Formel an :
(1) = 80 = 68 4 30e™
I(T 4+ 1) =75 = 68 + 30e*7+D = 68 4 30e7 e,
Wir konnen zuerst 68 subtrahieren :
12 = 30e*7, 7 =30e"e".
Dann konnen wir die erste Gleichung durch die zweite Teilen :
1
7 ek

Jetzt konnen wir k reinsetzen :

=e " = In(12/7) = -k = k= —1n(12/7).

12
Z(T) - 80 = 68 + 3067k — 12 = 3067—k —> 30 = eTk_
Auf beiden Seiten wenden wir In an :
In(12/30)

Mit einem Computer oder Taschenrechner sieht man :
T~ 1,7.

Dementsprechend war das Opfer etwa eine 1,7 Stunden ~ 102 Minuten vor der ersten Mes-
sung des Temperaturs ermordet. Damit Sie nicht diese Schritte jedes mal machen miissen,
konnen Sie den folgenden Satz verwenden.
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Satz 11.2.1 (Newton-Temperatur-Gesetz). Die Temperatur eines Objekts das in einer Um-
gebung liegt, die kiihler als das Objekt ist, nach t Stunden ist :

Tt)=T,+ (Ty — T,)e *,

wober T,, die Temperatur der Umgebung ist und Ty die Temperatur des Objekts im Zeitpunkt
t = 0 ist und c eine positive Konstante ist, die von der Umgebung sowie dem Objekt abhingt.

Wir haben ohne den Satz gelost :
1(t) = 68 + 30e"".

Unsere
k= —1In(12/7) =~ —0,5.

Dementsprechend ist “c” in dem Satz gleich —k. Da T das Temperatur im Todeszeitpunkt
ist, gilt
Ty = 98°F,

und der Horsaal war 68°F, also gilt :
T,=068, 1Ty—"1T,=30.

Wir sehen, dass was wir ohne den Satz berechnet haben mit dem Satz {ibereinstimmt!

Was passiert aber wenn wir alle im Horsaal sind und nicht tot sind? In diesem Fall
wird unsere Warme an die Luft abgegeben und unsere Korper (wenn wir alle gesund sind)
produzieren weiter Wi’g}%rme. In diesem Fall kénnen wir uns vorstellen, dass jeder von uns in
einer Luftblase sitzt und dass wir jeweils unsere Luftblase warmen. Laut dem Gesetz ist also
das “Objekt” die Luftblase, die von uns gewarmt wird. Die Temperatur dndert sich durch :

T(t) = Tas + (T, — Tog)e ™,

wobei Ty = 98 die Temperatur eines Menschen ist und 7, die Temperatur der Luft als wir
reingekommen sind. In jeder kleinen Luftblase steigt die Temperatur nach diesem Gesetz
aber die Luftblasen sind nicht isoliert. Dementsprechend wérmen wir die Luft und je enger
der Horsaal ist desto wérmer wird er. Je mehr Luft rein und raus kommen kann, desto
weniger wiarmen wir die Luft.

Bitte denken Sie nicht, dass Sie neue DGL 16sen mussen. Sie miissen nur DGL klassizi-
fieren konnen (linear, nicht linear, KK, nicht KK, der Grad). Sie miissen nur die DGL 16sen
konnen, die in dieser Veranstaltung gelost werden. Es ist sehr wichtig, dass Sie erkennen
konnen, ob eine DGL linear ist, was der Grad ist, und ob die DGL KK oder nicht-KK ist.
Es gibt nur einige DGL Sonderfille die wir ohne Computer oder anspruchsvolle Mathematik
16sen konnen. Sie miissen nur erkennen, in welchem Fall Sie sind, und welche Technologie
Sie anwenden miissen.
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11.3 Aufgabe

1. (4P) Welche der folgenden Gleichungen sind lineare KK-DGL? Berechnen sie fiir alle
KK-DGL den Grad und die lineare Funktion L mit Hilfe der Definition. (Which of
the following are linear constant coefficient differential equations? For those which are,
compute the degree and the linear function L as in the definition).

o zf(z) = f'(z)
3f" (z

¢ iy =8

o f/—4fW =3f@G)

° f7/ +7m1=3

2. (4P) Sie arbeiten als Gerichtsmediziner fiir die Polizei von Miami. Eine Leiche wird
bei 30 Grad C Raumtemperatur gefunden. Sie messen die Temperatur der Leiche und
stellen um 3 Uhr frith 35 Grad C fest. Nach einer Stunde, genau um 4 Uhr morgens,
ist die Korpertemperatur nur noch bei 34 Grad C. Wann wurde das Opfer ermordet?

(You are working as a forensic specialist for the police in Miami. A body was discovered
in a 30 degree Celcius room. You measure the temperature at 3 am, and it’s 35 degrees
C. In an hour, exactly at 4am, the body temperature measures 34 degrees C. When
was the victim murdered?)

3. (4P) Sie arbeiten fiir die World Health Organization. Ein neues toédliches Bakteri-
um wurde in Namibia entdeckt. Um zu entscheiden, welche Sicherheitsmassnahmen
getitigt werden miissen, sollen Sie berechnen, wie lange ein infizierter Patient ohne me-
dizinische Hilfe iiberleben kann. Nehmen Sie dézu an, dass die Anzahl der Bakterien im
Korper des Patienten zum Zeitpunkt der Infektion 1 betrdgt. Aus Untersuchungen im
Labor wissen Sie ausserdem, dass die Geschwindigkeit, mit der die Population wéchst
proportional zur Populationsgroesse ist, die Anzahl der Bakterien nach einer Stunde
1000 betrédgt und eine Population von 1000000 Bakterien fiir den Patienten tédlich ist.
Wie lange kann der Patient ohne medizinische Hilfe iiberleben? (You're working for
the World Health Organization. A new strain of deadly bacteria has been discovered in
Namibia. To determine which safety measures are necessary, you need to compute how
long an infected patient can survive without treatment. To do this, you may assume
that when the victim is infected, the number of bacteria in their body is 1. You also
know based on lab tests that in an hour the bacteria population will be 1000, and when
the population reaches 1000000, the patient will die. How long does the patient have
to live? )

4. (4P) Trix are for Kids! Hasen sind fiir ihre hohe Reproduktionsrate bekannt. Da Hasen
aber nicht gerade IThre liebsten Haustiere sind, mochten Sie eine gewisse Anzahl an
Hasen kaufen und diese dann an ein wildes Wolfsrudel verfiittern. Hierzu gehen Sie
folgendermaflen vor: In einem Fachgeschéft kaufen Sie eine Hasenart von der bekannt
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ist, dass sie sich jede drei Jahre vervierfacht. Nun geben Sie den Hasen drei Jahre Zeit
fiir ihre Reproduktion. Anschliefend verfiittern sie in den néchsten drei Jahre 3/4 der
Hasenpopulation an die Wolfe, damit sie also nach der Reproduktion die gleiche Anzahl
an Hasen besitzen. IThr Wolfsrudel besteht aus vier Wolfen und Sie mochten jeden Wolf
mit 50 Hasen pro Jahr fiittern. Wie viele Hasen sollten sie also im Fachgeschéaft zu
Beginn der drei Jahre kaufen?

(Trix are for kids, silly wabbit. Rabbits are known for their reproduction. You don’t
want rabbits however, you’d like to support a wild family of wolves by feeding them
rabbits. The species you intend to buy quadruples its population every three years.
You’d like to first wait three years for the rabbits to reproduce and then over the next
three years feed the wolves 3/4 of the population. That way when they reproduce again
in 3 years, you'll end up with the same number. There are four wolves and you’d like
to feed each of them 50 rabbits a year (of course, they don’t just eat rabbits, they also
hunt). How many rabbits should you initially buy?

. (4P) Sie arbeiten als Geologe und arbeiteten in Fukushima wéhrend sich das Erdbe-
ben, welches den Tsumani ausloste, ereignete. Nun sollen sie den Japanern helfen die
Radioaktivitit unter Kontrolle zu bringen. Thre Aufgabe besteht darin zu berechnen
wie lange ein Mitarbeiter in dem radioaktiv belasteten Bereich sein kann, ohne ge-
sundheitlichen Schaden zu nehmen. Wie schnell die radioaktive Belastung steigt, ist
proportional zur Menge radioaktiven Materials, dass auf die Person bereits eingewirkt
hat. Sobald man den kontaminierten Bereich betritt ist diese Menge 1. Nach einer
Minute ist sie auf 2 gestiegen. Eine gesundheitliuche Schiadigung tritt ein, sobald die
Menge 1024 iiberschreitet. Wie lange darf sich ein Mitarbieter maximal in dem konta-
minierten Bereich aufhalten? (You work as a geologist and had the misfortune to be in
Fukushima when the earthquake which caused the deadly Tsunami struck. You must
now help the Japanese to control the radioactive material in Fukushima. To do so you
will compute how long a worker can be exposed to the radioactive material without
dangering their health. The speed with which the radioactive material goes into your
body is proportional to the amount of material which is in your body. When you go
into the room, the amount of radioactive material is immediately 1. After ten minutes
it’s already 2. A person can withstand up to 1024 until their health becomes at risk.
How long can one work with the radioactive material before their health is at risk?)
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Kapitel 12

Differentialgleichungen II: Die Matrix
Reloaded

Eine DGL ist

Eine Gleichung deren Variable eine unbekannte Funktion ist. Die DGL enthdlt
entweder die Funktion (Grad 0) und/oder eine oder mehre Ableitungsfunktionen
der unbekannte Funktion.

Eine DGL ist wie eine Gleichung fiir eine unbekannte fiir Erwachsener, da die Unbekannte
nicht eine Zahl, sondern eine Funktion ist. Einige DGLs sind nicht zu schwierig zu 16sen aber
die meisten sind sehr schwierig (die meisten DGLs sind noch nie reine mathematisch gelost!).
Noch komplizierter aber relevanter fiir Anwendungen sind partielle Differentialgleichungen.

Da DGLs schwierig zu 16sen sind, miissen Sie nur folgende kénnen :

1. DGLs Kklassifizieren (linear, nicht linear, kk, nicht kk, homogen - wird gleich definiert,
nicht homogen, Grad).

2. Lineare kk sowie nicht kk DGLs in Matrix-Form schreiben.
3. Einige ineare DGLs Grades 1 und 2 l16sen kénnen.

4. Information/ein Problem als einer DGL schreiben.

12.1 Formeln fiir lineare kk-DGL Grades 0 und 1
Die Losungen allgemeine lineare kk-DGL Grades 0 und 1 sind folgende :
1. Grad 0: die unbekannte Funktion f erfiillt :
af +b=m,

wobei a, b, m € R. Dann ist




2. Grad 1: die unbekannte Funktion f erfiillt :
f'=m, meR, m#D0.

Dann ist fiir jede b € R
f(z) =maz +b,

eine Losung.

3. Grad 1: die unbekannte Funktion f erfiillt :
ff=mf, meR, m#0.

Dann ist fiir jede ¢ € R
fx) = ce™

eine Losung.

4. Grad 1: die unbekannte Funktion f erfiillt :
f'=mf+b mbeR, m#0.

Dann ist fiir jede ¢ € R
mx b
fl@) = ce™ - —
eine Losung.

12.1.1 Beispiele

Lineare kk-DGL Grades 0 sind uninteressant, da die Losungen konstant sind. Eine konstante
Funktion kann keine natiirliches Prozess beschreiben, sie kann nur eine feste Zahl beschreiben.
Wie konnen Sie erkennen, wenn Sie eine Situation oder Problem haben, die mit einer kk-DGL
Grades 1 gelost werden kann? Hier sind einige Beispiele.

1. Die Ableitung einer unbekannten Funktion ist eine nicht-null Konstante. Mathematisch
bedeutet dass, die unbekannte Funktion f erfiillt :

f'=m, meR, m#N0.
Nach # 2 muss die unbekannte Funktion f eine Funktion der Form :
f(x) =mx+b, beR.

Um b festzustellen, brauchen Sie mehr Information. Es reicht, wenn Sie die Ausgabe
von f in einer bestimmten Punkt kennen. Zum Beispiel : ein Apfel fillt von einer Baum.
Schreiben Sie eine Gleichung, deren Eingabe Sekunden nach dem Zeitpunkt, als der
Apfel anfiangt, zu fallen, und deren Ausgabe die Geschwindigkeit des Apfels ist. Die
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unbekannte Funktion in diesem Beispiel ist v(t), die Geschwindigkeit des Apfels. Diese
ist durch Anziehungskraft entschieden. Die Beschleunigung der Anziehungskraft der
Erde ist ungefahr —10m/s?, wobei die — die Richtung bedeutet (d.h. unten). Diese ist
eine Konstante. Da Beschleunigung die Ableitungsfunktion der Geschwindigkeit haben
wir eine DGL fiir die unbekannte Funktion v:

v = —10.
Die Losungen sind nach # 2
o(t) = —10t + b,

wobei b € R eine Konstante ist. Wie konnen wir b herausfinden? Wir miissen nur
denken, was die Situation bedeutet. Im Zeitpunkt ¢ = 0 fangt der Apfel an, um zu
fallen. Dementsprechent genau in dem Zeitpunkt ist v(0) = 0. Nach der Formel v(t) =
—10t + b, wenn wir ¢ = 0 rein setzen haben wir

v(0) =—-10%x0+b=0 = b=0.
Die Losung der DGL ist also
v(t) = —10¢t.

Vielleicht wussten Sie das schon aber jetzt konnen Sie sehen, wie diese Situation in
einer DGL passt. Man kann fast alles mit irgendeine (partielle)-DGL beschreiben.

Der folgende Satz kann auch hilfsreich sein.
Satz 12.1.1. Es sei f : R — R eine unbekannte Funktion. Wenn diese Funktion

proportional zu der Anderung der Funktion ist, das heisst gibt es eine konstante k € R
mit k # 0 sodass gilt :

' =kf.
Dementsprechend gibt es eine konstante a € R sodass
f(z) = ae*.

. Viele Population sind proportional zu der Anderung der Population, wie zum Beispiel
Bakterien. Wenn eine Population proportional zu der Anderung der Population ist, gilt

P'(t) = kP(t).

Dementsprechend ist
P(t) = ae™.

Fiir Anwendungen muss man a und £ finden. Was bedeutet a? Im Zeitpunkt ¢ = 0 ist
P(0) = ae’ = a.

Dementsprechend schreiben wir Py statt a, da a bedeutet die Population im Zeitpunkt
t = 0. Was bedeutet k7 Diese konstant entscheidet wie schnell die Population wéchst. Je
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grosser k desto schneller wéchst die Population. Fiihren wir jetzt ein konkretes Beispiel
durch. Nehmen wir an, dass wir wissen, dass im Zeitpunkt ¢ = 1 die Population 500
ist und im Zeitpunkt ¢ = 3 die Population 1000 ist. Dann ist :

P(1) =500, P(3) = 1000.
Wenden wir die Formel fiir P an :
P(t) = Pye™ = P(1) = Pye™! =500, P(3) = Pye** = 1000.

Um £ zu finden, kénnen wir die linke Seite sowie die rechte Seite dieser Gleichung teilen

Pye® = 500
Py 500
Pyt = 1000 = = .
0¢ Poe® 1000
Diese vereinfacht ist
—2k 1
e =
2

Mithilfe der In Funktion ist :
% =Tt — k= —11n(0,5)
=Ing = —5n(0,5).
Dementsprechend ist

B 1\ 05t
P(t) = Pye~03t005) — p ((n0:9) 05t _ Py(0,5)-0% — <§>

= P2'/2.

Jetzt miissen wir nur Py finden, um die Funktion P(t) herauszufinden. Dafiir konnen
wir P(1) verwenden :

200 500

22T

Dementsprechend ist die Population im Zeitpunkt ¢

P(1) = 500 = P2'/? — P,

500

. Ein anderes Beispiel ist Radioaktivitit. Einige der schweren Atomen sind zu gross um
alle ihre klein Teilchen zu enthalten. Das heisst, klein Teilchen wegfallen. Diese Teil-
chen sind so klein, dass sie durch unserem Korper gehen konnen und die Atom unsere
Korper zerstiirren. Die Geschwindigkeit, mit der die Teilchen raus dem Atom fliessen,
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ist Proportional zu der Menge Teilchen (Partikeln) die schon raus sind. Dementspre-
chend ist
R'(t) = kR(t) = R(t) = Roe™,

da schon wieder ist Ry = R(0) die Menge Partikeln, die im Zeitpunkt ¢ = 0 raus sind.
Fithren wir nochmal ein Beispiel durch. Wir wissen, dass

R(2) =20, R(10) = 2000.
Wenden wir jetzt die Formel fiir R(¢) an :
R(2) = Rye** = 20,

R(10) = Rye'®™ = 2000.

Teilen wir die zweite Gleichung durch die erste :

R(10)  Ree’™ 2000
R(20)  Rge?* 20

Vereinfachen :
e3F = 100.

Betrachten wir In auf beide Seiten :

In(100)

8k =1n(100) = k= —

. Ein Beispiel fiir die letzte DGL ist die folgende Situation : die unbekannte Funktion
ist Proportional zu der Funktion plus eine Konstante. Diese bedeutet genau :

fr~f+0,
und nach der Definition “Proportional” gibt es eine k& € R mit k£ # 0 sodass gilt :
[ =k(f+b)=kf+kb.
Nach der letzten Regel ist die Funktion

k:z_@:

k cet® —b.

f(x) =ce

Ein Beispiel dieser Situation ist das Gesetz von Newton. Fiir ein Objekt, das im Zeit-
punkt ¢ = 0 Temperatur 7j ist und die Umgebung Temperatur 7, ist, ist nach ¢
Zeit-Einheiten das Temperatur des Objekts

T(t) =T, + (Ty — T,)e ™.
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12.2 Homogen und Inhomogen DGL

Man kann weiter zwischen verschiedene DGLs entscheiden.

Definition 12.2.1. Eine DGL Grades n ist linear, falls es bestimmte (d.h. bekannte!) Funk-

tionen go, g1, - - - , gn sowie G gibt, sodass die Gleichung als
S
f/
[90 qar ... gn} "1 =G,
Fm
wobei f die unbekannte Funktion bezeichnet. Die bekannte Funktionen go, g1, ..., g, nennt

man die Koeffizienten der DGL. Falls G = 0, dann ist die Gleichung Homogen. Falls G # 0,
dann st die Gleichung Inhomogen.

Falls die bekannte Funktionen gy, ..., g, sowie GG alle konstante Funktionen sind, dann
ist eine lineare DGL kk. Vorsicht: Manche Wissenschaftler nennen eine lineare DGL kk,
falls die koeffiziente Funktionen gy, . .., g, alle konstante Funktion sind — aber G muss nicht

unbedingt konstant sein.
Nach der Regeln fiir Matrix Multiplikation konnen wir jede lineare DGL Grades n so
schreiben :

go(@) f(2) + g1(2) f'(2) + ga (@) [ (x) + ...+ galw) f™) = G(2).

12.2.1 Beispiele

Zuerst klassifizieren wir verschiedene DGLs.

1. 22f®)(z)+2f(x) = 3z. Diese DGL ist eine lineare, nicht KK, inhomogen DGL Grades
3. Schreiben wir die DGL lieber so :

2f (x) + 0f'(z) + 0" (z) + 2% £ (2) = 3.
Dann laut der Definition sind die bekannte Funktionen :
g(x) =2, gi(x) =0, g2(x) =0,
g3(z) =2, G(z) = 3z.
Dann kann der DGL so geschrieben werden :

f

2 0 0 27 ;,l, = 3u.
@)
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2.

ef@ = 22 (x). Diese DGL konnen wir so umschreiben :
eI @) _ g2 @) (z) =0.

Diese DGL ist nicht linear, nicht KK, Grad 4. Wenn wir g(z) := e” definieren, dann
gibt es

go f(x)

in der DGL. Um eine DGL linear zu sein, musste g eine lineare Funktion wie mx + b
sein, dann wére g o f(z) = mf(x) + b. Da dies nicht der Fall ist, sicht man, dass die
DGL nicht linear ist.

f* = 3f" = 2. Vorsicht! Was bedeutet f? Diese ist nicht dasselbe wie f™, deswegen
schreiben wir die anders von einander. f* bedeutet f * f * f * f. Wenn wir g(z) := x*
definieren, dann enthélt diese Gleichung

gof

und wie im letzten Beispiel, ist g nicht linear und dementsprechend ist die DGL ebenso
nicht linear. Diese DGL ist eine nicht lineare DGL Grades 2.

Sie konnen DGLS mit folgenden Schritte entscheiden :

1.

2.

7.

Ist es {iberhaupt eine DGL?

Falls ja, was ist der Grad der DGL?

Ist die DGL linear oder nicht linear?

Falls die DGL nicht linear ist, sind Sie jetzt fertig!

Falls die DGL linear ist, ist sie KK oder nicht KK?

. In beidem Féllen, schreiben Sie die DGL (Grades n) als

f
f/
(90 o1 - g | [" | =G

f(n)

Ist die DGL homogen (d.h. G = 0) oder inhomogen (d.h. G # 0)?

Eine abstraktere Art, um DGLs zu definieren, ist durch den folgenden Satz.

155



Satz 12.2.2. Es sein € N oder n = 0. Fiir jede DGL Grades n gibt es eine m € N sowie
F:R"™ 5 R und G : R — R sodass gilt :

E(f,f,....f") =qG.

Die DGL ist linear, genau dann, wenn es Funktionen gg, g1, ..., gn : R = R g¢ibt sodass gilt :
f
f/
F(f’f/,,..,f(n)):[go g ... gn] | =a.
£

Die DGL st KK, genau dann, wenn die Funktionen go, g1, -..,9n alle konstante sind. Die
DGL ist homogen, genau dann, wenn G = 0. Falls G # 0, dann ist die DGL inhomogen.

Was bedeutet dieser Satz? Die Funktionen F' und G ergeben die DGL. Fiir das Beispiel :
ef @ — g2 p) (z) =0,
ist die Funktion
F(L 1" F9) = /@ =22 f (@),
und
G(z) = 0.
Fiir folgendes Beispiel :

/

7+f2:f//_4

Damit wir besser sehen konnen, was fiir eine Art DGL die ist, sollen wir zuerst die Gleichung
mit f multiplizieren, damit diese f im Nenner weg ist :

'+ P =ff—Af
Jetzt bringen wir alle fs auf einer Seite :
F+r=ff+4af=o.
Die DGL ist Grad 2 und die Funktion F' ist
F(f.f f") =P +af+f = ff"

Diese ist nicht linear.
Noch eine wichtige Definition.

Definition 12.2.3. Fine DGL fiir eine unbekannte Funktion f : R — R nennt man eine
gewdhnliche DGL. Es gibt auch Gleichungen fiir unbekannte Funktionen f : R™ — R™ wobe:
n und m natirliche Zahlen sein konnen. Diese nennt man eine partielle Differentialgleichung.

Normalerweise wenn man ,,Differentialgleichung” sagt, bedeutet man ,,gewdhnliche Dif-
ferentialgleichung.” Auf dem Grund haben wir immer nur DGLs benutzt. Ich méchte, dass
Sie bereit fiir die Zukunft sind, und dementsprechend ist es gut fiir Sie zu wissen, dass es
auch partielle Differentialgleichungen gibt. Diese sind oft PDGLs genannt.
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12.3 Lineare DGL Grades 2

Eine DGL Grades 2 enthélt die zweite Ableitungsfunktion der unbekannte Funktion. Sie
kénnen schon einige lineare DGLs Grades 2 16sen! Zum Beispiel : wenn ein Objekt sich
bewegt mit einer konstanten Beschleunigung gleich a, was ist die Positionsfunktion? Nach

dem Satz ist )

at
p(t) = 53 + vot + po,

wobei vg die Anfangsgeschwindigkeit ist und py die Anfangsposition ist. Da Beschleunigung
die zweite Ableitung der Positionsfunktion ist, konnen wir zuerst :

p'(t)=a

schreiben. Diese ist eine DGL! Sie haben schon DGLs gelost! Diese DGL ist eine lineare, KK,
und fiir @ # 0 inhomogen DGL Grades 2.
Ein anderes Beispiel ist folgende :

r=y
Da f” die Ableitung der Funktion f’ ist, kénnen wir diese DGL so schreiben :
(fy ="
Nennen wir g := f’. Dann ist die DGL :
9 =9
Sie kennen die Losungen schon :
g(x) = ce®.

Dann gilt :
f(z) =ce® = f(x)=ce”,

wobei ¢ € R eine Konstante ist. Allgemeiner fiir
ff=bf = f(x)=ce™.
Ein anderes wichtiges Beispiel ist folgende DGL :
1" =N,

wobei A € R. Kennen Sie die Losung(en)? Wenn Sie die nicht kennen, ist das in Ordnung.
Die Losungen sind :
f(z) =sin(A\x), oder f(z) = cos(\x).

Wir kénnen mit dieser zwei Losungen auch andere Losungen finden und die sind :

f(z) = Asin(Az) + B cos(Az),
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wobei A und B reelle Zahlen sind. Die Gleichung
" _ _/\2f

ist so wichtig, dass sie einen Name hat : die Laplace-Gleichung. Diese Gleichung beschreibt
Schwingungen, Vibrationen, Klang, und noch viel mehr.
Schreiben wir die Laplace-Gleichung so :

/AN f=0 = N+f"=0
dann kénnen wir die Gleichung auch so schreiben :

f
(A2 0 1] |f| =0.
f//

Dann sehen wir, dass die Gleichung linear, Grad 2, kk, und homogen ist. Sobald die Gleichung
nicht mehr homogen ist, zum Beispiel fiir eine Funktion G die nicht die 0 Funktion ist :

f"+Xf = Gla),

dann nennt man die Gleichung eine Schréodinger Gleichung. Diese sind wesentlich schwieriger
zu losen.

12.3.1 Beispiele
1. Die einfachste lineare, kk, homogen DGL Grades 2 ist :
" =0.

Beispiele dafiir sind Funktion, deren Beschleunigung gleich null ist. Die Losungen sind

f(x) =mz +0b,
wobei m und b reelle Zahlen sind. Um zu erkennen welche Zahlen m und b sind, da es
zwei unbekannte gibt, brauchen Sie zwei Informationen.
2. Die néchste einfachste lineare kk DGL Grades 2 ist die inhomogene DGL :

"
= a’

wobei a € R. Beispiele sind Funktionen, deren Beschleunigung eine nicht-null Kon-
stante ist. Die Allgemeine Losungen dieser DGL sind :
at?
p(t) = 7 + vt + po.

Ich habe andere Buchstaben benutzt aber die Bedeutung ist gleich als wenn wir mit f
und x schreiben.
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3. Die néachste einfachste lineare kk DGL Grades 2 ist

f"=bvf = f(z)=ce™.

Beispiele sind Situationen, wenn die Beschleunigung proportional zu der Geschwindig-

keit ist.

4. Die Laplace-Gleichung ist :
f// — —)\Qf-
Die Losungen sind :
f(z) = Asin(Az) + B cos(Az).

12.4 Komplexe Zahlen
Eine lineare KK DGL Grades zwei ist :
f"=cf, ceR.
Fiir
ist
fi@) = Vel f'(z) = ceV.
Falls ¢ < 0 ist, dann gibt es A > 0 sodass gilt :
c= -\

Die Losungen der Gleichung
f// — _)\Zf
sind
f(z) = Asin(Az) + B cos(Az).

Die Funktion
eVer

soll aber auch eine Losung sein! Fiir ¢ < 0 ist /¢ nicht mehr eine reelle Zahl.

Definition 12.4.1. Eine komplexe Zahl ist
a + b,

wobei a,b € R und i erfillt
= -1



Man nennt a der reelle Teil der Zahl a + ib und b der imagindr Teil der Zahl a + ib. Die
konjugierte-komplexe Zahl der a + ib ist

a+ i(—b).
Schretben wir z = a + b, dann ist
Z=a+1i(-b).
Fiir eine reelle Zahl A > 0 st ‘
e™ = cos(\) 4 isin(\).

Nach der Definition gilt die Eulersche Formel, die die fiinf wichtigste Zahlen der Mathe-
matik sowie der Natur enthélt : .
e"+1=0.

Aww, how cute. He has
an imaginary friend!

&5

12.5 Aufgabe

1. (4p) Klassifizieren Sie folgende DGLs :
f!
f
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312 — €' f'(t) = [ (t)
f(t) —tf'(t) + f(t) = cos(mt).
f2 —9 m
=27
F-s o
(Classify the above differential equations - in English these are abbreviated Diff EQs).

. (4p) Fir die DGLs der letzten Aufgabe, die lineare sind, schreiben Sie die DGL in der
Matrix-Form. (For the Diff EQs in the last exercise which are linear, write them in the
matrix form).

. (4p) Eine Saite eines Instruments lénges L vibriert. Diese ist mit der folgende Gleichung

beschrieben :
s"(z) = =N*s(z), s(0)=0, s(L)=0.

Finden Sie alle Losungen dieser Gleichung. Die Bedeutung s(0) = 0 sowie s(L) = 0 ist,
dass die Ende der Saite sich nicht bewegen kénnen, genau wie bei einer Gitarrensaite.
Man nennt diese ,,Dirichlet Rand Bedingungen.” (The string of an instrument of length
L vibrates. This is described by the equation above. Find all the solutions of the
equation. The meaning of s(0) = 0 and s(L) = 0 is that the ends of the string are
fixed, like on a guitar. This is called ”Dirichlet boundary condition.”)

. (4p) Ein Flugzeug hat eine Beschleunigung von 2m/s?. Schreiben Sie eine DGL fiir
die unbekannte Funktion, deren Eingabe Sekunden nach das Flugzeug startet ist und
deren Ausgabe die Entfernung in Meter von der Anfangsposition. Welche Information
kennen Sie fiir dieser Funktion im Zeitpunkt ¢ = 07 Diese Information nennt man
,,Anfangsbedingungen.” (An airplane accelerates at 2m/s*. Write a Diff EQ for the
unknown function whose input is time (in seconds) after the plane starts and whose
output is the distance in meters from the starting position. What information do you
know about this function at time ¢ = 07 This information is called "initial conditions.”)

. (4p) Wie teilt man komplexe Zahlen? Fiir eine komplexe Zahl a + ib die ungleich 0 ist
(d.h. entweder a # 0 oder b # 0 oder beide a # 0 sowie b # 0), was ist

! ?
a-+1b
Schreiben Sie ]
a4+ b
als
c+1d,

wobei ¢ und d reelle Zahlen sind. Hinweis : Versuchen Sie mit 1 verkleidet... (How does
one divide complex numbers? For a non-zero complex number a + b (that means a
and b cannot both be 0) what is
1
?
a+ b
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Write

a-+ b
as

c+1d,

with ¢ and d real numbers. Hint : Try using 1 in disguise...)

Damit Sie fiir die Klausur bereit Sind, werden Sie eine Probeklausur in der Vorlesung
der Woche 28.1.13 bekommen. Diese Probeklausur werden wir zusammen in der Vorlesung
16sen und Sie kénnen jede Menge Fragen stellen bis um Sie alles verstanden haben. Danach
bekommen Sie eine zweite Probeklausur. Wenn Sie eine gute Note bekommen wollen, sollen
Sie folgendes tun :

1. NICHT an der zweite Probeklausur schauen!

2. Zuerst, die erste Probeklausur lernen, die wir in der Vorlesung zusammen gearbeitet
haben.

3. Danach, fiir jede Aufgabe, die Sie nicht sofort allein 16sen konnten, tiben Sie dhnliche
Aufgabe aus dem Skript und aus den Ubungsblétter.

4. Wenn Sie mit aller Arten Aufgabe sich wohl fithlen, dann nehmen Sie zwei Stunden
Zeit. Stellen Sie einen Timer fiir zwei Stunden, schliessen Sie Ihrer Tiir, damit Niemand
Ihnen stort, und schreiben Sie die zweite Probeklausur.

5. Kommen Sie in die Vorlesung der Woche 2.2.13 und passen Sie gut auf: wir werden die
zweite Probeklausur zusammen losen.

6. In der Zeit vor der Klausur, iben (lernen) Sie beide Probeklausuren.

7. Vor der Klausur, ausreichend schlafen, gut frithstucken, und kein Angst haben. Wenn
Sie diese Schritte machen, werden Sie es schaffen!
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