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L dsningar till finalt avlingen den 19 november 1961

1. Det andra ekvationssystemet hasiingarnax = y = 0 ochxz = y = 1. Den fdrsta bsningen
satisfierar inte detdfsta systemets andra ekvatiowr tt analysera orsaken arfvi

A=yt —y? +22) -2
och
B=zx(z* —y* +2%) - 1.

De bdda systemen karadskrivas

A=0 res A=0

B=0 P\ 4z - By=0
Man inser @, att varje dsning till det Brsta systemedren bsning till det andra, tyl = B = 0 maste
innekdra attavenAx — By = 0. Om vi ddremot har end$ning till detandrasystemet, kan vitt sluta

oss till att By = 0, men detai endast ony # 0, som vi kdrav kan dra slutsatsen dit= 0, d.v.s. att
detforstasystemetr satisfierat.

2. Forn = 2 innekdr pdsdendet attr; /zo + xo/x1 > 2, d.v.s. atte? + 23 > 2x129. Men detta kan
skrivas(z1 — x2)? > 0, vilket ar uppfylit, eftersom en kvadrat ej kan vara negativ.

Omn = 2m ar jamnt, besir summan avn par av formen- + g Varje parar enligt ovan> 2, d.v.s.
Yy
summamr > 2m = n.
Omn = 2m + 1 ar udda, best’ summan avn par av formen- + Y samten etta, d.v.s. summan
Yy

>2m+1=n.

3. Lat oss bist bestimma ett ndvandigt villkor pd n. Antag dirfor, attn ar sadant, att projektet kan
genombras. st skall ett ljus brinna i en timme, sedaatits i en timme o.s.v. fram tilh ljus i en
timme. Sammanlagda &mhtidenai darfor

1
1424 +n=gnn+1)

timmar (enligt formeln 6 summan av en aritmetisk serie). Alla ljuseaste brinna likadnge. Varje
ljus maste @ifor brinna i%(n + 1) timmar. Men detta aste vara ett heltal, eftersom varije ljus brinner
ett helt antal timmar. Allta’mésten + 1 vara ett @imnt tal och dljaktligen ar det mdvéndigt, attn ar

ett udda tal.

Vi skall nu visa, att omn ar udda= 2m + 1, 3 o1 boh s s
kan ljustillverkning och ljuskainning ske p°det av- 1) 12| 2] |3] |38] |3 |4
sedda attet. Av diskussionenn ovan framgick det, att 2 Tal Tal sl sl sl [l
branntiden 6i varje ljus n@ste vara (n + 1) = m + 1 I [ IO S IO
timmar. Vi tillverkar darfor 2m + 1 ljus med denna 5| |6 |6 6] |6 |6 |86
branntid. Ljustindningen kan ske enligt de principer, S L L T2 T
som illustrerats i fig. 1, @"de delar av ljusen, som brin- L) (L) (L () ) ()
ner @ en timme, illustrerats medaxstreck. | allt har et 7 ror e teerare '
man

1+24--4+2m+1=02m+1)(m+1) (1)

sadana delar. Derofsta ®hdagendinder man ljus 1, den andra ljus 2 och 8r Farje ®ihdag &inder
man ljusen till vger om dem, som vaatida 6reggende siidag, och fortatter frdn Véinster p’résta
rad om det bebv's. Programmet kan foattasanda tills vi tagit det nedersta stycket av @bt +1):sta
ljuset i anspak. Likheten (1) visar emellertid, att detta skerdt'c vi tander sista ljuset sistasdagen.



4. Valj z huvudégar med inbides avsthd1/z langdenheter octesatt de ytterstaagarna liggei /2z
langdenheter &3 AB resp.C'D (se fig. 2). Om biagarna drages tillariaste huvudag, far alla en
langd sonaf < 1/2z. Sammanlagdaagrétets &ngd blir dirfér mindreahn eller lika med

1 144
flz)=2-14288 - — =2+ —.
2x x

Lat oss nu studera funktiongfiiz) = = + 144/ for alla talz > 0. Vi far

144 12 12
(r)=1- = (1-22)(1+2);
) =1- 5 =(1-2) (1+3);
f(z) <0,da0 <z <12, f(x)>0, ddz > 12.

Det minsta aidet erlalles dirfor ddx = 12.
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For att fa ett kort \agret &r det dirfor klokt att \élljaz = 12. Langden blir d’< f(12) = 24. Om
langden genom dettagval skulle bli exakt 24, aste alla punkterna ha asst] exaktl /2z = 1/24

till huvudvagarna. Om man issfall i stillet laggerz + 1 huvudvégar som i fig. 3 och med = 12,

behdvs inga bivgar alls. \Agratet fr alltsd i detta fall Engden 13dngdenheter. Allskan vi alltid
valja vagratet &, att dessdilgdar < 24 langdenheter.

Man kan skipa detta resultat. Vi studeraanfir de teda \agraten i fig. 2 och fig. 3df sammar. For

varje punkt gller att summan awakigderna av bagjarna till punkten i fig. 2 och fig. 8r'exakt 1/2x.
Summan av agraten i de da figurerna blir difér exakt

288 144
22 +1+ —=224+14+ —.
2x T

Vi studerar nu funktionen
144
g(m) = 2$ + 1 + 7

for alla talz > 0. Underskning av derivatan visar att funktionen avtar@< = < /72 och \éxer
ddz > \/72. Det heltalsdide @z, som ger det minstaardet, naste dirfér vara mgot av dem som
ligger rérmasty/72, d.v.s. 8 eller 9. Inaftning gerg(8) = ¢(9) = 35. Om man wljer z = 8 eller
x =9, blir darfér summan av de tvVagratens éingder 35. Ett avagraten naste difor ha en &ingd,
somdr < 17,5 langdenheter.

De amdnda metoderna kan #ltipasaven vid andra punktantal.



5. Vi sétter .

X
fz) = 5 +2® —na fig. 4 | f/(2) (n = 400)

och finner
f'(z) = 2° + 2z — n, T

300 —+

vilket ar en \axande funktion. Eftersorfi(0) = —n < 0 och T
f'(n) = n®+n > 0, finns det exakt ett nollatle till /() (se
fig. 4). Vi kallar detta nollstlle x,,, och har allta’f’(x,,) = 0.
For x = x,, andrar derivatan teckerdin’- till +, och f(z) har
alltsa exakt ett minimuna,, = f(z,,).

Vi skall nu férsoka uppskatta:,,. Det &r troligt att bsningen
till ekvationenz® —n = 0, alltsdz = n'/?, for storan kommer
att ge god upplysning om,,. Vi finner att

f’(n1/5) —2m'/® >0

och eftersomf (z) ar véxande visar detta att, < n'/°.
For att 3 en uppskattning aw, nedit forssker vi med(n — v/n)'/° och finner

i ((n . \/5)1/5) =2(n — \/5)1/5 V2 copl/s 12 15 (2 . n3/10) :

somar < 0 for tillrackligt storan. Fér n > 16 galler detta akert. Omn > 16 galler darfor z,,

(n~ V).

Sammanfattningsvis kan vi skriva
(n—vn)/° < 2, <n*/5,

omn > 16, vilket kan skrivas
Tn = (TL - Hn\/ﬁ)l/g)a

daro < 6,, < 1,dan > 16.
Harur finner vi

an = f(xn) = n° ((1 —0,/v/1)%2 )6 + 0P (1 — 6, //n)¥® — (1 - en/m)%) .

Harav fljer att
I anp, 5
b né/5 6

Vi far sledes att: = 6/5 och gens\ardet= —5/6.
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