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L dsningar till kvalificeringst avlingen den 9 oktober 1961

1. Nej, systemet kan inteagKugghjul sonar sammankopp-

lade med varandra roterat motsatt afl (se figur). Detta
innekdr att (1) och (2) grf at motsatt Afl, (2) och (3)at

motsatt lall o0.s.v. Alltsa roterar (1), (3), (5),.. d.v.s. alla
hjul med udda nummeat’samma &fl. Detta innelr spe-
ciellt att (1) och (127) roteraat’samma &l vilket strider

mot att dear sammankopplade.

. Formeln(a — b)? = a® — 3ab + 3ab® — b? ger

(999 999 999)> = (10° —1)3 =10%>" —3-10® +3-10° — 1
= 1000 000 000 000 000 003 000 000 000
- 3 000 000 000 000 000 001
= 999 999 997 000 000 002 999 999 999.

. For alla reellax ar

cosx <1 (1)
cos®z < 1 (2)
cosTe <1 (3)

varfor cos x + cos® x 4 cos 7w < 3. Likhet intraffar om och endast om det samtidagtlikhet i (1), (2)
och (3). For att vi skall & likhet i (1) maste vi har = n - 2w, n heltal. A andra sidan ser maatt att
alla dessa arden ger likheaven i (2) och (3), d.v.s. att de satisfierar ekvationen.

. Vi kan bortse fah det fall & de kada nanglorningarna har ta"sammanfallandednii. Bigen mellan
dessa bin svarar ju i afall mot medelpunktsvinkeln 0, d.v.s. olikhetentippfylld.

n-horningens bin delar cirkelperiferin in lika stora

bagar. Det mste finnas @hdrn i (n+ 1)-hérningen, som

ligger pd samma &ge, ty annars kunde den inte ha mer

ann hérn. | figuren har dessaolri betecknats med och \

B. PunkternaC' och D ar @ndpunkterna @ den mimnda

bagen, d.v.s. dar’hdrn i n-hérningen.
Med figurens beteckningar elés
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. Pd det sitt som anges i figur 1 kan etohi'C i triangeln ABC flyttas & att det hamnar i punkted’
pa mangtorningens omkrets. EftersomC’ + C'C > AC ar omkretsen av den nya triangeBC’
> omkretsen av den ursprungliga triangedBC'. P4 samma aft kan de ta’6vriga hornen flyttas
sS4 att vi far en triangeld’ B'C’ med lornen @ omkretsen av arighorningen (se figur 2). Den del
av mangtorningens omkrets som ligger mellatf och B’ ar > langden av sa¢kan A’ B’. Analoga
forndllanden gller fér B’C’ och C’ A’. Manglsiningens omkretar alltsi > omkretsen av triangeln



A’B’C’" som i sin turar > den givna triangelns omkrets.

6. LatK beteckna en kvadrat med sidaralla métt i cm) ochK’ den kvadrat med sidan+ 1 som man

far genom att utaof sidorna iK dra linjer parallella med<:s sidor @ avséindet 1/2 fah dessa (se
figur 3). fig. 3

Antag nu att man lyckats placeggx) punkter i det in-

re av K pa ett sidant gft att alla inlbrdes avstnd ar

> 1. Rita med varje punkt som medelpunkt en cirkel J k
med radien 1/2 (se figur 3). Man inser att det inte finns

tva av dessa cirklar som haagdn inre punkt gemensam.
Vidare ligger alla cirklarna innaof"K’. Detta visar att

X

(z + 1)?=ytan avK’ > sammanlagda ytan av alla cirk-

larna= f(x) - 7 /4, varfor m
K X

flz) <

Vi kan allts vélja B = 4/ i den givna olikheten.

Antag fortfarande atff () punkterdr utplacerade i det inre af med avsihd > 1. Om cirklar med
radie 1 dras med varje punkt som medelpurktgste helas tackas, ty annars skulle det finnas plats
for en punkt till. Alltsa caller

l\.’)l»—‘

=1|~>

(z + 1) K’

712 f(z) > 2% dv.s.f(z) > 22/

Vikan allts vélja A = 1/7.

| sjalva verket kan man bevisa att den givna olikhedeniktig for A = B = 2/1/3, vilket ar de laista
mojliga vardena p’konstanterna. Vi visaran'endast att man karala A = 2/1/3.

Vi placerar punkterna idrhen av ett at besaende av liksidiga trianglar med sidan 1 enligt figur 4. En
sida i trianglarna aljes parallell med en sidak . Pa detta att far vi ett antal horisontella punktrader
som vi numrerar med 1, 2, 3, ... nedifriiknat. Avséhdet mellan taraderai v/3/2. Harav Bljer att

om
(p— 1)? <z < p?, p naturligt tal, (1)

sa kan vi placera iy rader, brutsatt att den understagdges tilleckligt langt ner.



fig. 4
Vid berdkning av antalet punkter i raderrax i skil-
ja pa rader med udda ockajint nummer. Om det
forutom (1) giller att
1 1 .
(g — 1)5 <z < a5 g naturligt tal,
finner man, om manaljer den nedre afistra punk-
ten E i natet tillrackligt réra tornet A i kvadraten,
E foljande resultat/{ och k hela tal):
A K B
p =2k, p =2k, p=2k+1, p=2k—+1,
gq=2h | ¢g=2h+1 q=2h q=2h+1
Antal udda rader k k k+1 k+1
Antal jamna rade k k k k
Antal punkter i I Bl I Bl
en udda rad
Antal punkter i I I I i
en jamn rad
Totala antalet kh+kh | k(h+ 1)kh | (k+ 1Dh+kh | (k+1)(h+ 1)+ kh
punkter =pg/2 | =pq/2 = pq/2 = (pg+1)/2

| samtliga fallar alltst antalet punktelr pq/2. Vi har dirmed bevisat att

pqg 1 2z 2
r)>—>—- - — 2r=—1°
f()_2_2 \/3 \/§

d.v.s. att vi i den givna olikheten karafa A = 2/1/3.

Figuren har ritatsdi z = 7,4 varforp =9 =2-4+10ochg=15=2-7+ 1. Alltsadrk = 4 och

h="T.
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