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L dsningar till kvalificeringst avlingen den 17 oktober 1962

1. Vibetraktar triangel™ BC med torn i tre av de givna punkterna och skiljea pfika fall beroende @°
laget av den §ide punkterD. fig. 1 A
Antag forst attD ligger i det inre av triangeld BC (fig.
1). Sammanbinde® med A, B och C, bildas vidD tre
vinklar, vars summar360°. Minst en av dessa vinklar”
da > 120°, vilket medfr att minst en av trianglarna med
ett horn i D har en icke spetsig vinkel.
Antag nu att D ligger utanbr triangeln ABC. Om
da D skulle ligga i ett vinkelilt bildat av sidornas
forlangningar i ett bin, t.ex. A, skulle A ligga inuti tri-
angelnBC'D (fig. 2), och vi vore tillbaka i detdist be-
handlade fallet.
Aters&ende mjlighet &r att D ligger i den del av pla-
net som begiisas av en sida, t.eAC, och de t& and-
ras forlangningar (fig. 3). Detta innalp‘att diagonalerna i 7
fyrhorningenABC D traffar varandra inuti fyrbiningen. fig. 3 4
Denna har vinkelsumma®60°, varfér minst en av dess
vinklar &r > 90°. Denna vinkels ben och mo&sde dia-
gonal bildar en triangel medoiri i tre av de givna punk-

terna och med en icke spetsig vinkel. V.S.B. 5 -

2. Det gller att bessinma antalet dagardn’den 17 oktober 1962 (exklusive) till den 17 oktober 3000
(inklusive) och undersKa vilken rest detta antal ger vid division med 7 (antalet dagar per vecka). Det
sokta antalet dagaar 365 multiplicerat med ett, antal heda, plus en dagdi varje skotar. Antalet
heladr ar 3000 — 1962 = 1038. Fran och medaf 1964 (brstadrtal delbart med 4) till och medr®
2999 finns1036/4 = 259 artal delbara med 4. Av dessa 10artal delbara med 100, medara@al
(2000, 2400 och 2800) dessutan delbara med 400. Antalet skarttfar 3000ai ej skot#ir) blir da
259 — 10 + 3 = 252. Det ©kta antalet dagar alltst

365-1038 +252 = (7-52+41)-1038+7-36=7-52-1038 + 1038 + 7 - 36
= 7-52-1038+7-148+2+7-36 = 7(52- 1038 + 148 + 36) + 2.

Dettadr ett antal hela veckor plus 2 dagar, vilket maeditt den 17 oktober 3004 ‘en fredag.

sinz = —sinz —siny (1)
COSZ = — COSXT — COSY (2)

Om (1) och (2) kvadreras och adderas f°
1 = sin? z 4 cos® & + sin? y + cos? y + 2sinzsiny + 2coszcosy = 2 + 2cos(z — y),

d.v.s.

Produktformler och (3) ger
sin 2x + sin 2y = 2sin(x + y) cos(z — y) = —sin(z + y) (4)

cos 2x + cos 2y = 2 cos(z + y) cos(x — y) = — cos(z + y) (5)



Alltsa gdller enligt (1), (2) och (4)
sin2z = 2sinzcosz = 2(sinx cosx + sinx cosy + cos x siny + sin y cos y)
= sin2x + sin 2y + 2sin(x + y) = sin 2z + sin 2y — 2(sin 2z + sin 2y),

d.v.s.
sin 2z + sin 2y + sin 2z = 0.
Likasa ger (1), (2) och (5)
cos2z = cos?z—sin?z = cos?z + cos®y + 2cosxcosy — sin? x — sin® y — 2sin zsiny

= cos2x + cos 2y + 2cos(x + y) = cos 2x + cos 2y = —2(cos 2z + cos 2y),

d.v.s.
cos 2z + cos 2y 4 cos 2z = 0.

V.S.B.

Ett alternativar att ur (3) 6sa ut
x—1y=120° +n-360°.

Pa motsvarandeast far man ., m ochk ar heltal)

y —z = 120° + m - 360°

och
z—1y=120° + k - 360°.
Tva godtyckliga av vinklarna;, y och = skiljer sig darfor y z
med 120° (s& rér som @& hela varv). Bljande fall kan & 120°
intraffa (se fig. 4)
120° 120°
y =z + 120° + n - 360°
z = x + 240° 4+ ny - 360°
eller
y =+ 240° + my - 360° fig. 4 z
z=x+ 120° + msy - 360° °
z x
| bada fallen gller d& 120°
sin2y +sin2z = sin(2z + 120°) + sin(2z + 240°) 120° 120°
= 2sin(2z + 180°) cos 60°
= —sin2x.
Analogt far mancos 2y + cos 2z = — cos 2z, d.v.s. de ta’ y

sokta relationerna har visatgg.

En tredje metod (som vi endast skissemaratt betrakta triangeln meaii’ (cos x, sin x), (cos y, sin y)

och (cos z, sin 2) i ett ratvinkligt koordinatsystem. Villkoren (1) och (2) innebatt triangelns tyngd-
punktar origo, som ocksadr omskrivna cirkelns medelpunkt.alXan visas att triangelar liksidig.

Men di &r ocks triangeln med tfnen Gos 2z, sin 2z), (cos 2y, sin 2y) och (cos 2z, sin 2z) liksidig,

varav Bljer att dess tyngdpunkt sammanfaller med omskrivna cirkelns medelpunkt, origo, vilket ger
de tv@ relationerna som skulle bevisas.

. Latv vara vinkeln mellan strandens riktning motstrs
och simmarens riktning (fig. 5).dF att komma a’hagt. TeosD '
upp som nojligt langs floden df personen inte simma h :tsmv
med stommen, vard? vi kan inskenka oss till vinklar ~ fig5 ‘

iintervallet0 < v < 7/2. i

Stromriktning ——

u




Pa tident sek. simmar personenmeter. Efter denna tid befinner han sig @it vinkelgtt avséind av
tsin v meter fdn stranden. Om inte strimen hade varit, skulle han befinna sigys v meter logre
upp kings floderan han startade. Men strimen 6r honom @ denna tid2t meter i flodens riktning,
och han kommer alltsf silva verket att vara(cos v — 2) meter fogre uppah startpunkten. (Eftersom
cos v — 2 ar negativt, befinner han sig nedansin startpunkt.)

Om avstindet mellan stridernaar d meter, taroversimningend/ sinv sek. Han kommer allsstill
andra strandefcos v — 2) - d/ sin v meter lvgre uppah han startade. Viokér dirfor maximum av

f(v) = (cosv —2)/sinv for0 < v < w/2.
f'(v) = (2cosv — 1)/sin®v = 0 forv = 7 /3.

Foro < v < w/3arf'(v) > 0, d.v.s.f(v) vaxande, ochdi'n/3 < v < w/2 &r f'(v) < 0, d.v.s.f(v)
avtagande. Allta@r f(/3) ett maximum avf (v) for0 < v < 7/2, d.v.s.7/3 eller 60° ar den skta
vinkeln.

Problemet haaven en enkel geometriskdiiing.

Man far simmarens verkliga hastighetsvektor genom att fige P
addera stimmens hastighet (vektorAB i fig. 6) och
simmarens hastighet relativt sinimen (vektornBC'i fi-

guren). Simmarens hastighaatalltst vektornAC. For att
simmaren skall kommaaddgt upp som nojligt maste nu
linjen AC tangera cirkeln kring3 med radie 1 ', d.v.s.
BC och AC maste vara vinkelita. Men d’ar ABC en
halv liksidig triangel, och vinkelw &r darfor 60°.

. Lata ochb vara td olika rationella tal. Dela intervallét:, b) i n lika stora delintervall« ar ett positivt
heltal) med delningspunkterna (fig. 7)

fig 7 |

| |
| |
a=ag ai a Gp—1 Gp =Db

ap=a,a1 =a+ (b—a)/nyaa =a+2(0b—a)/n,...,an—1 =a+ (n—1)(b —a)/n,a, = 0.

Daadr alla talemy, ay, . . ., a, rationella, och varje delintervallatigd= (b — a)/n.
Nu géller for godtyckliga tals, ss, .. ., s, att

|51+ s 4+ 4 55| < |s1| + [s2] + -+ + [snl.

Pa grund av villkoret i problemets lydelse bliad®

|f(a) = f(0)] |f(ao) — f(ar) + f(a1) — flaz) + -+ + flan—1) — flan)]
|f(ao) — f(ar)] + |f(a1) — flaz)| + -+ | f(an—1 — f(an)|
7(|a0 — a1|2 + |CL1 — (12‘2 + -+ |an71 — an\Q)

7 ((b—a)/n)? =7(b — a)?/n.

VANVA

Menn kan \éljas godtyckligt stort, d.v.sf (a) — f(b) ar godtyckligt litet, allts’f (a) — f(b) = 0. D&
ar for ndgon konstan€ funktionenf(x) = C for alla rationellar.

Lat nux vara ett godtyckligt tal. @finns det rationella tal hurandz som helst; man kan t.ex. approx-
imeraz med ett decimall@k medn decimaler, varvid allts felet kan gras< 10~". Det finns allts’
rationella talr, sa att|z — r| kan giras godtyckligt litet. @’blir ocks | f(z) — C| = | f(x) — f(r)| <
7|z — r|? godtyckligt litet, d.v.s.f(x) = C.

Vi har alltsg visat attf (z) = C for allax, dar C ar ragon konstant. Onarit inses omedelbart attrf”
varje konstantC uppfyller f(z) = C villkoret i problemets lydelse.

Svar: f(x) = C, darC ar ett godtyckligt tal.



I. Vi betraktary = f(z) = +/1+ z mellan punk-
ternaA = (0,1) och B = (3,2) (fig. 8, ddr kur-
vans kokning ar 6verdriven 6r askddlighets skull).
AB har riktningskoefficienten 1/3, oclf’(x) =
1/(2v/1 + x), varav Bljer att en tangent tilly =
f(x), somar parallell medAB, tangerar kurvan i
punktenT = (5/4,3/2). AB:s ekvationar y =
x/3 + 1, och tangentens ekvati@rj = =/3 + 1 +
1/12. Kurvbadgen AT B ligger helt mellan denata
linjen AB och tangentenT’, ty denar konkav nedf
(f"(z) < 0for0 < x < 3). En god approximation
avy = f(zx)ardy = L(z) = #/3+1+1/24, som
ligger mitt mellanA B och tangentenT'. Den sbista
avvikelsen mellary (x) och L(z) for0 < = < 3 ar fig. 8
1/24 vilket int@éffar for x = 0, = 5/4 ochx = 3.

Il. L(x) ardet Brstagradspolynom som ger deaské approximationen i den betydelsen att den max-
imala avvikelsen f (x)— P (x)| ar & liten som nojligt. Ty antag attP; (=) vore ett Brstagradspo-
lynom som avviker fah f(z) for 0 < 2 < 3 med mindreah 1/24. ’'mésteP; (0) < 1+1/24 =
L(0) och Py(3) < 2+ 1/24 = L(3).

Men & méaste (se fig. 9)ata linjeny = Py (z) lig-
ga under afa linjeny = L(x) i hela intervallet0 <
z < 3. Speciellt naste glla P, (5/4) < L(5/4) d.v.s.
f(5/4) — Py(5/4) > f(5/4) — L(5/4) = 1/24, vil-
ket strider mot antagandef(x) — Py (z)| < 1/24 for
0 < z < 3, som alltg’ar falskt. A
[1l. Den minsta maximala avvikelsen som man kawvid approximation med etofstagradspolynom
ar alltsa 1/24. Vi vill visa att man kan finna andragradspolynom som géréyapproximation.
Vi skall studera ett speciellt andragradspolynom och uppskatta (egrbes) dess maximala
awvikelse fan f(z).
Vi bestimmer det polynony = Q(z) = ax? + bz + ¢, d.v.s. den parabel med vertikal axel, som
gar genom punkternd, 7" och B (fig. 10).
Polynomet blir @

fig. 9

y = Q(x) = —4x2/105 + 472/105 + 1.

Liksomy = f(x) ary = Q(x) konkav nedt for 0 < z < 3, d.v.s. kurvan liggeover sina kordor
men under sina tangenter.
Kordan AT har ekvationery = 2x/5 + 1. Den tangent

till y = f(x), somar parallell medAT’, har ekvationen 4 19

y = 2x/15 4+ 1 + 1/40 och den tangent til) = Q(x),

somar parallell medAT', har ekvationery = 2z /5 +

1+5/336. Mellan A och T ligger alltsi bdda kurvorna T

mellan de ata linjernay = 2x/5 + 1 ochy = 2z /5 +

1+ 1/40, varfor sikert|f (v) — Q(x)| < 1/40for0 < Stockeg ko o)

xr <5/4.

Kordan7 B har ekvationery = 2z/7+ 1+ 1/7. Den tangent tilly = f(z) resp.y = Q(x), som
ar parallell medl' B, har ekvationery = 2x/7 + 1 + 9/56 resp.y = 2z/7 + 1 + 289/1680.
Alltsa gdlller skert| f(z) — Q(x)| < 289/1680 — 1/7 = 7/240 for5/4 < z < 3.

Eftersom1/40 < 7/240 visar detta attf(z) — Q(z)| < 7/240 for 0 < z < 3. Och eftersom
1/24 > 7/240 ger andragradspolynornép(x) en k#ttre approximation av/1 + x an varje
forstagradspolynom i intervallét< z < 3.

Allmant kan visas att varje kontinuerlig funktion i ett intervall< x < b kan approximeras
godtyckligt réra av polynom bara maraljér polynomets gradtal tiCkligt stort. D.v.s. att till



varjee > 0 finns ett polynomP(z) av ndgon grach, 3 att|f(z) — P(z)| < e fora <z <.
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