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Lösningar till kvalificeringst ävlingen den 17 oktober 1962

1. Vi betraktar triangelnABC med hörn i tre av de givna punkterna och skiljer p˚a olika fall beroende p˚a
läget av den fj¨arde punktenD.
Antag först attD ligger i det inre av triangelnABC (fig.
1). SammanbindesD medA, B ochC, bildas vidD tre
vinklar, vars summa ¨ar360◦. Minst en av dessa vinklar ¨ar
då≥ 120◦, vilket medför att minst en av trianglarna med
ett hörn i D har en icke spetsig vinkel.
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Antag nu att D ligger utanför triangeln ABC. Om
då D skulle ligga i ett vinkelfält bildat av sidornas
förlängningar i ett h¨orn, t.ex.A, skulleA ligga inuti tri-
angelnBCD (fig. 2), och vi vore tillbaka i det f¨orst be-
handlade fallet.
Återstående m¨ojlighet är att D ligger i den del av pla-
net som begr¨ansas av en sida, t.ex.AC, och de två and-
ras förlängningar (fig. 3). Detta inneb¨ar att diagonalerna i
fyrhörningenABCD träffar varandra inuti fyrh¨orningen.
Denna har vinkelsumman360◦, varför minst en av dess
vinklar är≥ 90◦. Denna vinkels ben och motst˚aende dia-
gonal bildar en triangel med h¨orn i tre av de givna punk-
terna och med en icke spetsig vinkel. V.S.B.
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2. Det gäller att best¨amma antalet dagar fr˚an den 17 oktober 1962 (exklusive) till den 17 oktober 3000
(inklusive) och unders¨oka vilken rest detta antal ger vid division med 7 (antalet dagar per vecka). Det
sökta antalet dagar ¨ar 365 multiplicerat med ett, antal hela ˚ar, plus en dag f¨or varje skottår. Antalet
hela år är 3000 − 1962 = 1038. Från och med ˚ar 1964 (förstaårtal delbart med 4) till och med ˚ar
2999 finns1036/4 = 259 årtal delbara med 4. Av dessa ¨ar 10årtal delbara med 100, medan 3 ˚artal
(2000, 2400 och 2800) dessutom ¨ar delbara med 400. Antalet skott˚ar (år 3000är ej skottår) blir då
259 − 10 + 3 = 252. Det sökta antalet dagar ¨ar alltså

365 · 1038 + 252 = (7 · 52 + 1) · 1038 + 7 · 36 = 7 · 52 · 1038 + 1038 + 7 · 36
= 7 · 52 · 1038 + 7 · 148 + 2 + 7 · 36 = 7(52 · 1038 + 148 + 36) + 2.

Dettaär ett antal hela veckor plus 2 dagar, vilket medf¨or att den 17 oktober 3000 ¨ar en fredag.

3.
sin z = − sin x − sin y (1)

cos z = − cos x − cos y (2)

Om (1) och (2) kvadreras och adderas f˚as

1 = sin2 x + cos2 x + sin2 y + cos2 y + 2 sin x sin y + 2cos x cos y = 2 + 2 cos(x − y),

d.v.s.

cos(x − y) = −1
2

(3)

Produktformler och (3) ger

sin 2x + sin 2y = 2 sin(x + y) cos(x − y) = − sin(x + y) (4)

cos 2x + cos 2y = 2cos(x + y) cos(x − y) = − cos(x + y) (5)



Alltså gäller enligt (1), (2) och (4)

sin 2z = 2 sin z cos z = 2(sin x cos x + sin x cos y + cos x sin y + sin y cos y)
= sin 2x + sin 2y + 2 sin(x + y) = sin 2x + sin 2y − 2(sin 2x + sin 2y),

d.v.s.
sin 2x + sin 2y + sin 2z = 0.

Likaså ger (1), (2) och (5)

cos 2z = cos2 z − sin2 z = cos2 x + cos2 y + 2cos x cos y − sin2 x − sin2 y − 2 sin x sin y

= cos 2x + cos 2y + 2cos(x + y) = cos 2x + cos 2y = −2(cos 2x + cos 2y),

d.v.s.
cos 2x + cos 2y + cos 2z = 0.

V.S.B.

Ett alternativär att ur (3) lösa ut
x − y = 120◦ + n · 360◦.

På motsvarande s¨att får man (n, m ochk är heltal)

y − z = 120◦ + m · 360◦

och
z − y = 120◦ + k · 360◦.

Två godtyckliga av vinklarnax, y och z skiljer sig därför
med120◦ (så när som på hela varv). F¨oljande fall kan d˚a
inträffa (se fig. 4)

y = x + 120◦ + n1 · 360◦
z = x + 240◦ + n2 · 360◦

eller
y = x + 240◦ + m1 · 360◦
z = x + 120◦ + m2 · 360◦ .

I båda fallen g¨aller då

sin 2y + sin 2z = sin(2x + 120◦) + sin(2x + 240◦)
= 2 sin(2x + 180◦) cos 60◦

= − sin 2x.

Analogt får mancos 2y + cos 2z = − cos 2z, d.v.s. de tv˚a
sökta relationerna har visats g¨alla.
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En tredje metod (som vi endast skisserar) ¨ar att betrakta triangeln med h¨orn (cos x, sin x), (cos y, sin y)
och (cos z, sin z) i ett rätvinkligt koordinatsystem. Villkoren (1) och (2) inneb¨ar att triangelns tyngd-
punkt är origo, som ocks˚a är omskrivna cirkelns medelpunkt. D˚a kan visas att triangeln ¨ar liksidig.
Men då är också triangeln med h¨ornen (cos 2x, sin 2x), (cos 2y, sin 2y) och (cos 2z, sin 2z) liksidig,
varav följer att dess tyngdpunkt sammanfaller med omskrivna cirkelns medelpunkt, origo, vilket ger
de två relationerna som skulle bevisas.

4. Låt v vara vinkeln mellan strandens riktning motstr¨oms
och simmarens riktning (fig. 5). F¨or att komma s˚a högt.
upp som m¨ojligt l ängs floden f˚ar personen inte simma
med strömmen, varf¨or vi kan inskränka oss till vinklar
i intervallet0 < v ≤ π/2.
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På tident sek. simmar personent meter. Efter denna tid befinner han sig p˚a ett vinkelrätt avstånd av
t sin v meter från stranden. Om inte str¨ommen hade varit, skulle han befinna sigt cos v meter högre
upp längs floden ¨an han startade. Men str¨ommen för honom på denna tid2t meter i flodens riktning,
och han kommer allts˚a i själva verket att varat(cos v − 2) meter högre uppän startpunkten. (Eftersom
cos v − 2 är negativt, befinner han sig nedanf¨or sin startpunkt.)
Om avståndet mellan str¨anderna ¨ar d meter, tar ¨oversimningend/ sin v sek. Han kommer allts˚a till
andra stranden(cos v − 2) · d/ sin v meter högre uppän han startade. Vi s¨oker därför maximum av

f(v) = (cos v − 2)/ sin v för 0 < v ≤ π/2.

f ′(v) = (2 cos v − 1)/ sin2 v = 0 för v = π/3.

För 0 < v < π/3 är f ′(v) > 0, d.v.s.f(v) växande, och f¨or π/3 < v < π/2 ärf ′(v) < 0, d.v.s.f(v)
avtagande. Allts˚a är f(π/3) ett maximum avf(v) för 0 < v ≤ π/2, d.v.s.π/3 eller 60◦ är den s¨okta
vinkeln.

Problemet har ¨aven en enkel geometrisk l¨osning.
Man får simmarens verkliga hastighetsvektor genom att
addera str¨ommens hastighet (vektornAB i fig. 6) och
simmarens hastighet relativt str¨ommen (vektornBC i fi-
guren). Simmarens hastighet ¨ar alltså vektornAC. För att
simmaren skall komma s˚a högt upp som m¨ojligt måste nu
linjen AC tangera cirkeln kringB med radie 1 iC, d.v.s.
BC och AC måste vara vinkelr¨ata. Men d˚a är ABC en
halv liksidig triangel, och vinkelnv är därför 60◦.

fig 6
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5. Låta ochb vara två olika rationella tal. Dela intervallet(a, b) i n lika stora delintervall (n är ett positivt
heltal) med delningspunkterna (fig. 7)

fig 7
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a0 = a, a1 = a + (b − a)/n, a2 = a + 2(b − a)/n, . . . , an−1 = a + (n − 1)(b − a)/n, an = b.

Då är alla talena0, a1, . . ., an rationella, och varje delintervalls l¨angd= (b − a)/n.
Nu gäller för godtyckliga tals1, s2, . . ., sn att

|s1 + s2 + · · · + sn| ≤ |s1| + |s2| + · · · + |sn|.
På grund av villkoret i problemets lydelse blir d˚a

|f(a) − f(b)| = |f(a0) − f(a1) + f(a1) − f(a2) + · · · + f(an−1) − f(an)|
≤ |f(a0) − f(a1)| + |f(a1) − f(a2)| + · · · + |f(an−1 − f(an)|
≤ 7(|a0 − a1|2 + |a1 − a2|2 + · · · + |an−1 − an|2)
= 7n ((b − a)/n)2 = 7(b − a)2/n.

Menn kan väljas godtyckligt stort, d.v.s.f(a) − f(b) är godtyckligt litet, allts˚a f(a) − f(b) = 0. Då
är för någon konstantC funktionenf(x) = C för alla rationellax.
Låt nux vara ett godtyckligt tal. D˚a finns det rationella tal hur n¨arax som helst; man kan t.ex. approx-
imerax med ett decimalbr˚ak medn decimaler, varvid allts˚a felet kan g¨oras< 10−n. Det finns allts˚a
rationella talr, så att|x − r| kan göras godtyckligt litet. D˚a blir också |f(x) − C| = |f(x) − f(r)| ≤
7|x − r|2 godtyckligt litet, d.v.s.f(x) = C.
Vi har alltså visat attf(x) = C för allax, där C är någon konstant. Omv¨ant inses omedelbart att f¨or
varje konstantC uppfyller f(x) = C villkoret i problemets lydelse.
Svar: f(x) = C, därC är ett godtyckligt tal.



6. I. Vi betraktary = f(x) =
√

1 + x mellan punk-
ternaA = (0, 1) och B = (3, 2) (fig. 8, där kur-
vans krökning är överdriven för åskådlighets skull).
AB har riktningskoefficienten 1/3, ochf ′(x) =
1/(2

√
1 + x), varav följer att en tangent tilly =

f(x), som är parallell medAB, tangerar kurvan i
punktenT = (5/4, 3/2). AB:s ekvationär y =
x/3 + 1, och tangentens ekvation ¨ar y = x/3 + 1 +
1/12. KurvbågenATB ligger helt mellan den r¨ata
linjen AB och tangenten iT, ty denär konkav ned˚at
(f ′′(x) < 0 för 0 ≤ x ≤ 3). En god approximation
avy = f(x) är dåy = L(x) = x/3+1+1/24, som
ligger mitt mellanAB och tangenten iT . Den största
avvikelsen mellanf(x) ochL(x) för 0 ≤ x ≤ 3 är
1/24 vilket inträffar för x = 0, x = 5/4 ochx = 3.

fig. 8
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II. L(x) är det förstagradspolynom som ger den b¨asta approximationen i den betydelsen att den max-
imala avvikelsen|f(x)−P1(x)| är så liten som m¨ojligt. Ty antag attP1(x) vore ett förstagradspo-
lynom som avviker fr˚anf(x) för 0 ≤ x ≤ 3 med mindre ¨an 1/24. Då måsteP1(0) < 1+1/24 =
L(0) ochP1(3) < 2 + 1/24 = L(3).
Men då måste (se fig. 9) r¨ata linjeny = P1(x) lig-
ga under r¨ata linjeny = L(x) i hela intervallet0 ≤
x ≤ 3. Speciellt måste gälla P1(5/4) < L(5/4) d.v.s.
f(5/4) − P1(5/4) > f(5/4) − L(5/4) = 1/24, vil-
ket strider mot antagandet|f(x) − P1(x)| < 1/24 för
0 ≤ x ≤ 3, som alltså är falskt.

fig. 9
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III. Den minsta maximala avvikelsen som man kan f˚a vid approximation med ett f¨orstagradspolynom
är alltså 1/24. Vi vill visa att man kan finna andragradspolynom som ger b¨attre approximation.
Vi skall studera ett speciellt andragradspolynom och uppskatta (ej best¨amma) dess maximala
avvikelse frånf(x).
Vi bestämmer det polynomy = Q(x) = ax2 + bx + c, d.v.s. den parabel med vertikal axel, som
går genom punkternaA, T ochB (fig. 10).
Polynomet blir då

y = Q(x) = −4x2/105 + 47x/105 + 1.

Liksomy = f(x) äry = Q(x) konkav ned˚at för 0 ≤ x ≤ 3, d.v.s. kurvan ligger ¨over sina kordor
men under sina tangenter.
KordanAT har ekvationeny = 2x/5 + 1. Den tangent
till y = f(x), somär parallell medAT , har ekvationen
y = 2x/15 + 1 + 1/40 och den tangent tilly = Q(x),
somär parallell medAT , har ekvationeny = 2x/5 +
1 + 5/336. MellanA ochT ligger alltså båda kurvorna
mellan de räta linjernay = 2x/5 + 1 ochy = 2x/5 +
1 + 1/40, varför säkert|f(x) − Q(x)| ≤ 1/40 för 0 ≤
x ≤ 5/4.

fig. 10
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KordanTB har ekvationeny = 2x/7+1+1/7. Den tangent tilly = f(x) resp.y = Q(x), som
är parallell medTB, har ekvationeny = 2x/7 + 1 + 9/56 resp.y = 2x/7 + 1 + 289/1680.
Alltså gäller säkert|f(x) − Q(x)| ≤ 289/1680 − 1/7 = 7/240 för 5/4 ≤ x ≤ 3.
Eftersom1/40 < 7/240 visar detta att|f(x) − Q(x)| ≤ 7/240 för 0 ≤ x ≤ 3. Och eftersom
1/24 > 7/240 ger andragradspolynornetQ(x) en bättre approximation av

√
1 + x än varje

förstagradspolynom i intervallet0 ≤ x ≤ 3.
Allmänt kan visas att varje kontinuerlig funktion i ett intervalla ≤ x ≤ b kan approximeras
godtyckligt nära av polynom bara man v¨aljer polynomets gradtal tillr¨ackligt stort. D.v.s. att till



varjeε > 0 finns ett polynomP (x) av någon gradn, så att|f(x) − P (x)| < ε för a ≤ x ≤ b.
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