Losning till problemet juni 2002

1 1 1
Substitutionen ¢t = x + — 6verfor ekvationen x? (x2 +—=+a (:1: + —) + b) =0 i ekvationen
T T T

t2 +at +b—2 = 0. Av olikheten |t| =

x4+ —‘ > 2 foljer att x &r en reell rot till den givna
x

ekvationen d& och endast da t &r en reell rot till ekvationen t? +at +b — 2 = 0 och [t| > 2.
Ekvationen 2 + at + b — 2 = 0 har de reella rotterna

1 1

tmaxz—i(a—\/8—4b+a2) och tmi“:_§< 8 _ 4b—|—a)
1

om och endast om 4b < 8+a? och ekvationen 22 —tx+1 = 0 har tva olika rotter z = 3 (t + V2 — 4)

om och endast om [t| > 2.

Problemet #r darmed reducerat till att bestimma de omraden i ab-planet dir 4b < 8 + a® och dar
tmax och tiin ar < —2, = =2, > —2 men < 2, = 2 respektive > 2.

Eftersom x &r en reell rot till ekvationen z* + az3 + bz? +ax+1 = 0 da och endast da —z &r en reell
rot till ekvationen x* — az® + bx? — ax + 1 = 0 réicker det att studera det hogra halvplanet a > 0.
Antag darfor att a > 0 och att 4b < 8 + a?. Da giiller

thax < —2 & a—4>\/8—4b+a2<:>a>4och(a—4)2>8—4b—|—a2<:>
a>4ochb>2a—2

tmax = =2 & a—4=V8—4b+a2 = a>4o0ch (a—4)>?=8—-4b+d® &
a>4ochb=2a—2

tmax > 2 & a+4< 8—4b+a2<:>(a+4)2<8—4b+a2(:)

b< —2a—2
lmax =2 & a+4= 8—4b+a2<:>(a+4)2:8—4b+a2(:)
b=—2a—-2

tmin < -2 & 4—a<V8—4db+a?sa>4deller (4—a)?<8—4b+a’ s
a>4eller b<2a—2

tmin = —2 < 4—a:m®a§4och(4—a)2:8—4b+a2®
a>4ochb=2a—2

tmin <0 < aZOoch4b§8—|—a2

2
I omradet {(a, b) : 2a—2<b<2+ aZ,O <a< 4} ar —2 < tmin < tmax < 2, och dar saknar den

ursprungliga ekvationen reella rétter. I det resterande omradet ar tnin < —2 och den ursprungliga

ekvationen har minst en reell rot. )

En rot ar mojlig da tmin = tmax = —2, som intraffar dd a =4 och b =2+ az = 6 eller da tyi, = —2
och —2 < tpax < 2 som géller dab=2a—2,0<a < 4.
Tva reella rotter far man da tnin = tmax # —2 eller da tpim = —2 och tpax = 2 eller da tp;, < —2

2
och —2 < tpax < 2 som ger upphov till mangderna {(a, b) : b=2+ az,a > 4}, {(0,—2)} och

{(a,b) :2a —2<b<2a—2}.
Tre rotter svarar mot tyin < tmax = —2 eller tin < —2 < tax = 2 dvs. b = 2a—2, a > 4 respektive



b=—-2a—-2,a>0.
2

Slutligen far man 4 rotter da 2a — 2 < b < 2 + az’ a > 4ellerda b < —2a — 2, a > 0.

Svar:Lat Ag, k = 0,1,2,3,4, vara det omrade i ab-planet déar b

ekvationen
2 rar® + b’ +ar+1=0

har precis k olika reella rotter. Da géller:

Ay = {(a,b) : 4b>8+d*} U
{(a,b) : b>2la] —2, |a] <4}
Ay = {(a,b) : b=2la| -2, 0<]a| <4}
Ay = {(a,b) : 4b=8+d? |a| >4} U{(0,-2)} U
{(a,b) : —2|a| —2 < b<2|a] —2}
As = {(a,b) : b=—2|a| -2, a# 0} U
{(a,b) : b=2la] — 2, |a|] >4}
Ay = {(a,b) : 8la] -8 <4b<8+d? |a| >4}U
{(a,b) : b< —2|a|] —2}
Det kan vara illustrativt att faktorisera den ursprungliga ekva- 2
tionen i de fall d& (a,b) ligger pa parabel 4b = 8 + a? eller pa
linjen b = 2a — 2
D4 4b = 8 + a? kan ekvationen skrivas A ,

(¢35~

dér brottpunkterna med |a| = 4 skiljer pa fallen ingen rot, en
rot, respektive 2 olika rotter.
P& linjen b = 2a — 2 far man

(x+1)2<<x+aT_2)2—#> =0

dér valen a < 0,a=0,0<a <4,a=4ocha>4ger3, 2, 1, 1 respektive 3 olika reella rotter.




