
Lösning till problemet maj 2003

Låtg vara funktionen

g(x) =




2bx, 0 ≤ x ≤ 1
2

b + (1 − b)(2x − 1),
1
2
≤ x ≤ 1

.

Observera f¨orst att

g(x) − x =




(2b − 1)x, 0 ≤ x ≤ 1
2

(2b − 1)(1 − x),
1
2
≤ x ≤ 1

,

dvs.g(x)− x ≥ 0 i intervallet [0, 1] med likhet då och endast d˚ax = 0 ellerx = 1. Därför omg(x) ≤ f(x)
i [0, 1] så följer att0 < g(x) − x ≤ f(x) − x för 0 < x < 1.

Insätting avx = 0 i f(x) = bf(2x) gerf(0) = 0, medanx = 1 ochx =
1
2

i f(x) = b + (1 − b)f(2x − 1)

gerf(1) = 1 resp.f
(

1
2

)
= b.

Låtn ≥ 1 vara ett heltal och l˚atPn vara påståendet:

Pn : x =
n∑

i=1

ai

2i
, ai ∈ {0, 1}, i = 1, 2, . . . , n ⇒ g(x) ≤ f(x) ≤

n∑
i=1

aib
i.

Att P1 är sann f¨oljer avg(0) = f(0) = 0 ochg

(
1
2

)
= f

(
1
2

)
= b.

Antag då attn ≥ 1 och attPn är sann och l˚at

x =
n+1∑
i=1

ai

2i
=

a1

2
+

1
2

n+1∑
i=2

ai

2i−1
=

a1

2
+

1
2

y, ai ∈ {0, 1}, i = 1, 2, . . . , n + 1.

Oma1 = 0 äry = 2x < 1 och av induktionsantagandet f¨oljer att

f(x) − g(x) = f

(
1
2

y

)
− 2bx = bf(y) − by ≥ b(g(y) − y) ≥ 0

och

f(x) = f

(
1
2

y

)
= bf(y) ≤ b

n+1∑
i=2

aib
i−1 = a1b +

n+1∑
i=2

aib
i.

Oma1 = 1 är0 ≤ y = 2x − 1 och av induktionsantagandet f¨oljer att

f(x) − g(x) = (1 − b)f(2x − 1) − (1 − b)(2x − 1) = (1 − b)(f(y) − y) ≥ (1 − b)(g(y) − y) ≥ 0

och

f(x) = b + (1 − b)f(2x − 1) = a1b + (1 − b)f(y) ≤ a1b + bf(y) ≤ a1b +
n+1∑
i=2

aib
i.

Alltså gällerPn ⇒ Pn+1 och av induktionsprincipen f¨oljer attPn är sann f¨or allan ≥ 1.

För varjex ∈ [0, 1] kan man nu v¨alja en följd xn =
n∑

i=1

ai(n)
2i

, ai(n) ∈ {0, 1}, i = 1, 2, . . . , n, sådan att

xn → x dån → ∞. Av kontinuiteten följer då att

f(x) − g(x) = lim
n→∞(f(xn) − g(xn)) ≥ 0.
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Dessutom ¨ar

f(xn) − xn ≤
n∑

i=1

ai(n)
(

bi − 1
2i

)
<

∞∑
i=1

(
bi − 1

2i

)
=

b

1 − b
− 1 =

2b − 1
1 − b

= c.

Av kontinuteten hosf följer attf(x) − x ≤ c för allax ∈ [0, 1].
För 0 < x < 1 gäller alltså

0 < g(x) − x ≤ f(x) − x ≤ c.
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