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Vara vanligaste fordelningar
Matematisk statistik for D3, VT02

Geometrisk fordelning
X &r geometriskt fordelad med parameter p, X ~ Geo(p), om

P(X=k)=(1-p*"'p P(X<k)=1-(1-p)*

for k = 1,2,... Beskriver antalet oberoende forsok vi maste gora tills vi lyckas forsta gangen, dar
varje forsok lyckas med sannolikheten p. Minneslés pa samma sétt som exponentialférdelningen.
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Exponentialférdelningen
X ar exponentialférdelad med parameter A > 0, X ~ exp()\), om

fx(x) =X >0 Fx(z)=1—e¢? 2>0.

Exponentialférdelningen beskriver tiden tills en hiandelse intraffar, dar A ar intensiteten for handelser.
Den forvéntade tiden mellan héndelser &r 1/, och kursboken anvénder 8 = 1/ som parameter. Van-
ligtvis upptrader exponentialférdelningen som livslangden for en komponent, A kallas da felintensitet.
Exponentialférdelningen &r minneslos, det vill sdga,

PX<t+T|X>t)=P(X<T).
I ord betyder detta att den aterstaende livslingden &r oberoende av det forflutna — komponenter
aldras eller slits inte.
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Var (X) = —

E[X] = N

1
A
Intressant specialfall:

X1 ~exp(A1), Xo ~ exp(Az2) och oberoende = min(X1, X2) ~ exp(A1 + A2).
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Negativ binomialférdelning
ar en generalisering av den geometriska fordelningen ovan. X &r negativt binomialférdelad med
parametrar p och r, om

E—1
P(X=k)= (T_1>(1—p)k_rpr, k=rr+1Lr+2,...

Beskriver antalet forsok vi maste gora tills vi lyckas r:te gangen, dér varje forsok lyckas med san-
nolikheten p. Med det inser vi att detta ar fordelningen fér en summa av 7 stycken oberoende
geometriskt fordelade stokastiska variabler, och da r = 1 far vi precis geometriska férdelningen.
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E[X]= 5

r Var (X) =r
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I'-férdelningen (Gamma-férdelningen)
X ar I'-fordelad med parametrar n och A om

A" n—1_—A\x
— >
fx(a:)—r(n)a: e >0,

Funktionen i ndmnaren I'(n) definieras av
I'(n) = / 2" lem*dz, n>0.
0
Om n &r heltalig sa &r I'(n) = (n — 1)!, och fordelningen fx(z) &r fordelningen for en summa

av n oberoende, exponentialférdelade stokastiska variabler, alla med parameter A. For n = 1 ar
I'-férdelningen lika med exponentialférdelningen.

Var (X) = %

E[X] =1

Intressant relation:

X ~T(n,\) = AX ~T(n,1),

dér vi kan fa konfidensintervall for A genom att avldsa I'(n, 1)-tabeller.
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Binomialférdelningen
X &r binomialférdelad med parametrar n och p, X ~ Bin(n,p) om

P(X=k) = (Z)pk(l—p)"k, k=0,...,n

Typisk situation ar att X &r antalet lyckade forsok i en serie av n oberoende forsok, vardera med
sannolikhet p att lyckas.

E[X]=mnp Var (X) = np(1 — p).

Om n &r stor och p liten, kan binomialférdelningen approximeras med Poissonférdelningen med
c=np.
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Poisson-férdelningen
X &r Poissonfordelad med parameter ¢, X ~ Po(c), om

ck

P(X=k)=5e, k=01...

Poissonfordelningen raknar antalet handelser, typiskt 6ver ett tidsintervall T', dar héndelser sker med
intensitet A. En vanlig modell for antalet inkommande samtal till en telefonstation under tiden T'.
Parametern ¢ tolkas som det férvantade antalet hédndelser, och uppfyller ¢ = AT. Tiden mellan
tva héndelser ar exponentialfordelad med parameter A\, och pa grund av minneslésheten, ar antalet
héndelser pa disjunkta (ej dverlappande) intervall oberoende.

E[X]=c¢ Var (X) =c¢
Intressant relation:

X1 ~ Po(cy1), Xa ~ Po(cz) och oberoende = X7 + X5 ~ Po(c1 + ¢2).
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Hypergeometrisk férdelning
X ar hypergeometriskt fordelad med parametrar s, v och n, om

() )
k —k
P (X — k)= M\ k)
s+v
o)
Detta &ar ingen fordelning att minnas egentligen, utan den kan latt hérledas ndr den behovs.
Fordelningen uppstar da vi vill plocka n kulor (utan aterlidggning) ur en urna med s svarta och
v vita kulor, och sedan raknar antalet svarta bland dessa n dragna. Vanligtvis brukar problemen
stallas i form av defekta och hela enheter i ett parti varor istéllet for svarta och vita kulor.

For kompletthetens skull infogas hér ocksa véintevirdet och variansen for den hypergeometriska
férdelningen ovan.

k = max(n — v,0),..., min(s,n).

S SvU S+v—n
E[X]= : X) = - .
] sto Var (X) (s +v)? -

Likformig fordelning (kontinuerliga fallet)
X ér likformigt fordelad pa intervallet [a, b], X ~ Likf(a,b), om
1 r—a

= < x < F = < x <b.
b_a,a_x_b x () b_a,a_x_b

fx(x)

Detta ar en grundlaggande férdelning och definierar vad vi menar med ”pa mafa”, och sasom brukligt
for grundlaggande saker ar beteckningen Likf(a, b) ej standard. Alla skriver olika.

Efx) = 210 Var (X) =

(b—a)?
12
Intressant relation: Vi vet att funktioner av stokastiska variabler i sig &r nya stokastiska variabler. Om

Y godtycklig stokastisk variabel med fordelningsfunktion F'y (t), sa &r X = Fy(Y) en ny stokastisk
variabel och X ~ Likf(0, 1).
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Likformig fordelning (diskreta fallet)
X ar likformigt fordelad pa talen {a,a +1,...,b}, om
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Bernoulliférdelning (tvapunktsférdelning)
X ar Bernoulliférdelad med parameter p om den bara kan anta véirdena 0 och 1, och

Ett annat vanligt namn pa en sadan variabel ar indikatorvariabel.
EX]=p Var (X) = p(1 —p)

En summa av n oberoende Bernoullivariabler dr binomialférdelad med parametrar n och p.

Normalférdelningen
X dr normalférdelad med parametrar p och o2, X ~ N(u,02) om

Fx(2) = e (@-m)?/(20)

V2mo?

Denna dyker upp precis 6verallt! Under vildigt allmidnna villkor kommer summor av oberoende
stokastiska variabler att vara approximativt normalférdelade.

EX]=pn Var (X) = o2

Observera att en del anvédnder beteckningssittet N(u, o) och anger standardavvikelsen istéllet for
variansen. Alla linjirkombinationer av oberoende normalférdelade stokastiska variabler
ar i sig normalférdelade. Grundldggande relation:

X_
X ~N(p,o?) = =—F

~N(0, 1).

x2-férdelningen (” Tji-tvd”, eng. Chi-square)
Forekommer om X7, ..., X, ir oberoende N(0,1) s éir Y = X2+ - -+ X2, x2-férdelad med parameter
n, vilket utlises "med n frihetsgrader”. Speciellt: Y7 ~ x2,, Y2 ~ x2 och oberoende, ger Y7 + Yo ~

X72’L+m'
E[Y]=n Var (V) = 2n.
x2-fordelningen #r ett specialfall av [-fordelningen med (n, \) = (n/2,1/2).
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