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Losningar till uppgifter fran Milton-Arnold, kap 5, 11 & 15

Matematisk statistik

Léat X beteckna antalet syntaxfel och Y antalet logiska fel som finns vid forsta kérningen av ett BASIC-
program, dir fordelningen for (X,Y") ges av tabellen nedan:

x/y 0 1 2 3 > y Py
0 400, .100 .020 .005 | .525
1 300, .040, .010 .004 | .354
2 040, .010 .009 .003 | .0625
3 .009; .008, .007 .003 | .027;3
4 008, .007, .005 .002 | .0225
5 005, .002, .002 .001 | .0105
> wPay 762 167, .053, .018 | 1.000

Sannolikheten for att inget fel skall finnas i ett program fas ur tabellen (markerad med subindex 1) som
P (’inget fel”) = P (X =0,Y = 0) = 0.400.

Sannolikheten att ett p4 méafa valt program innehéller atminstone ett syntaxfel och som mest ett logikfel fas
som summan av tabellvirden motsvarande {X > 1,Y < 1} (de med subindex 2). Alltsd P(X >1,Y <1) =
0.429. Réknar vi sedan ut de marginella fordelningarna P (X =k) = >, P(X =k,Y = j) och P(Y =) =
>, P(X =k, Y = j) s fdr visista kolumnen respektive sista raden i tabellen. Observeraatt 3, P (Y = j) =1 =
>R P(X ) Hir finner vi att sannolikheten att ett p4 mafa valt program innehaller atminstone tva syntaxfel
som (submdex 3)

P(X >2)=.062+.027 + .022 + .010 = 0.121,

Y <2) = .167 + .053 = 0.220. Notera att X och Y ej dr oberoende, ty
= ) for till exempel k = 5, j = 0.

och slutligen sannolikheten P (1 <
PX=kY=j)#P(X =kPY

Frekvensfunktionen for de stokastiska variablerna X, Y ges av

fX,Y(x7y) y» 0<£L’y<2

16

Forst bestammer vi den marginella fordelningen for X genom

o 21 3
fx(z) = / fxy(zy) dy = / — a2’y dy = —.
- , 16 4

Av symmetriskil kommer fy (y) = y3/4, och vi ser att X och Y &r stokastiskt oberoende, eftersom

1 x3
fX,Y(%y) Eﬂf y vy

! 1 1
P(Xgl):/o fX(:v)d:v:/O Zm de = —

yz = fx(@)fy(y), 610 <y <2,
P4 sa vis far vi att

16’
och pé grund av oberoendet dven att P (X < 1|Y =1) =P (X <1) =1/16.

‘ 5.9,5.21,5.33,5.42 | Lat X vara tiden i andelen av en timme som den forsta bilen i nord-sydlig riktning kommer

till en given korsning. LAt Y vara motsvarande for vist-Ostlig riktning. Antag att den sammansatta tétheten for
(X,Y) ges av

1
fX,Y(x7y):_7 Ogygcvgl
x

Lat 2 vara {(z,y) : 0 <y < z < 1} Detta &r en giltig tathetsfunktion eftersom fx y (z,y) > 0 for alla x, y, samt

1 x 1
1
/fX,Y(%y)dydmZ/ / —dyd:c:/ dr =1.
% o Jo ¥ 0
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Vi bestimmer P (X < 0.5,Y < 0.25) genom att berédkna

25 15 25 25

P(X <05Y <0.25) = / / - dr dy = / log(.5) — logy dy = / —log(2y) dy
0 y 0 0
0.25
B 2 _ 1 1_1.1

= [—ylog(2y)]; +/0 y2ydyf 4log1/2+4—4+410g2.

Vidare s blir 5 1

P({X > 0.5} eller {¥ > 0.25}) =1~ P(X <05,Y <0.25) = © — _ log2.

P4 liknande satt far vi att

Lot 11
P(X >0.5Y >0.5) = —drdy=---= - — -log2.
05Jy 2 2

Marginalfordelningarna ges av

T

|
I
—

fx@ = [ty = [ L=

X
och

e’} 1
1
fy(y):/ fx,y(x,y)dx:/ —de=logl—logy = —logy.
e y

Anvinder vi dessa dr det latt att rdkna ut att

0.5 0.5
P(X <0.5) = fX(x)da::/ ldx =1/2,
0 0

samt

0.25 0.25 02 0.25 1 1
P(Y§O.25):/ fy(x)da::/ —logydy = [-ylogyly +/ dy = Z+§log2.
0 0 0

Ur detta ser vi att

11 11
P(X <05Y <05) =+ log2+# 5+ log2 =P (X <05)P(Y 0.25),

varfor X och Y ej dr oberoende.

N | =

E [X] :Alex(x)dm:/olxdm:

1 1
1
eV = [ ufvdy= [ —ylogydy == 7.

0 0

1 1
E[X2]:/O xzfx(az)dx:/o :czdx:%.

1 1
1
E[Yg]:/ ysz(y)dyZ/ —y2logydy:...:§.
0 0
1 x 1 1x2 1
eixv = [ sy = [ [Cotaae= [ Dae2l
2 o Jo "% 0 2 6
Med dessa storheter far vi att
1
Cov(X,Y) =E[XY] - E[X]E[Y]= 7 >0
1
Var (X) = E[¥?) ~E[X* = 5
7

Var (V) =E[Y?] —E[Y]* = 7

=
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samt korrelationskoefficienten

 cvxy) 3
PXY)= Var(X)Var(Y)\/;

De betingade tidtheterna beridknas enligt

 fxy(zy) 1z

fX|Y:y($) - fY(y) - _logy
och fey(ey) 1
_Jxy\wy) 1

Da kan vi berédkna regressionslinjerna, de betingade vénteviardena, som

hxy—y = E[X[Y = y] = / Fxly—y(@) dz = (1 — )/ logy

och "
py|x=o = E[Y]X = 1] = / fy|x=2(y)dy = /2.
0

Léat X vara antalet slingor i ett Fortran-program och Y antalet ganger programmet far provkoras for att
finna alla buggar. Lat (X,Y") ha férdelningen given av

X\y 1 2 3 4
0[.059 .100 .050 .001 | .210
1/.093 .120 .082 .003 | .298
21.065 .102 .100 .010 | .277
3[.050 .075 .070 .020 | .215
267 397 302 .034 1.0

Vi far foljande vdrden pa vara intressanta storheter
E[X]=1497 E[Y]=2103 E[X?] =3341 E[Y?] =5.1170 E[XY]=3.2790.
Fran dessa far vi dven att
Var (X) =1.100 Var(Y)=10.694 Cov(X,Y)=0.1308 p(X,Y)=0.1497.
Eftersom p(X,Y) > 0sd dr X och Y beroende (positivt korrelerade).

Vi betraktar modellen Y (x) ~ N(a + Bz, o). Baserat pa stickprovet Y7 (z1), ..., Y, (z,) skatta o och .
Med observationsparen

:1:| 5 15 25 35 45 50

y[10 18 20 25 32 45

kan vi skriva detta pa matrisform enligt

1 =z
a+ Bry =y 1 x; Z;
o+ Bra = yo = . ) [g]— ) = AB=uy.
A 5

Minsta kvadratlosningen ges av

som med vara observationer blir
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45; 0
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20f o
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10f o

% 10 20 30 40 50 60
Vi betraktar modellen Y (x) ~ N(a + [z, 0). Baserat pa stickprovet Y7 (z1),...,Y,(z,) skatta a och .
Med observationsparen

20.0 30.5 40.0 55.1 60.3 749 8384 95.2
1.8 30 48 50 65 70 90 91

x
Y

kan vi skriva detta pad matrisform pa samma sétt som i uppgift 11.2. Vi anvénder oss istédllet att med

n
Sez = Zw? — nT? = Z(xl —7)?
i=1 =

i=1
S,y = sz}/z —nZY = Z(ZL‘Z — f)(Y; — 7)
=1 i

=1
Syy = Y. Y2-aY = Y (vi-Y)
i=1 i=1
kan vi direkt skriva skattningarna som
o SwY ~ v —
= = Y —
B 5. pz
Med data har vi de observerade virdena
Spx = Y al-nz® = 51315
i=1
~ 8 N ~
Suy = inyi —nTy = 49126 = (= S“y =0.0957 a=7y-— fpT =0.2177.
i;l Tx
Sy = Y yi—ny = 485350
i=1
10f
8t
4r
2f o
S ‘ : ‘ : ‘
0 20 40 60 80 100

Z(xi—f):in—Zfznf—nfzo
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visar likheten i (a), och for (c) far vi

Z(Scz‘ —T)(yi—y) = Z(ﬂ%yi —Ty; — Y + 7Y)
= ) wiyi — Tny — Tny + Tny

= leyz —Tny = % <n2xzyl - (Z wi)(z yi)) :

D a;=1675 > a7 =2864 > y; =170 Y y? =2808 > zy; = 285.625

for n = 10 observerade virden. Vi far d4 foljande observerade virden pé vara kvadratsummor

See =1 (nYa? — (Y u:)?) = 05837
Syy = % (nzy? - (X yz)z) = 8.000
Sey = (X wiys — (i) (X yi)) = 0.8750

Modell: Y (x) = By + S1x + €, e ~ N(0, o). Vi skattar 5; med

Sev S,
x by — zy
Soe 1T Sa

By = — 1.4989

och 3y med
1 1
Bo==Y Y(x;)— B~ ;= by = 14.4893.
0 nE (3) 1n§ T 0

Vidare, Var (B1) = 02 /S, och Var (By) = 02> 27 /(nS,,) dir o2 skattas med

-
n

—(Syy = BiSy) = s = 0.8361.

Daér far vi

— —

Var (B;) = 1.4322 Var (Bj) = 4.1019.

Notera att B B
B/ N(0,1) och T = BB

\02/Szx Sv/1/Sz
Hy:5,=0 mot H;:01#0

genom att betrakta teststatistikan 7' med observerat virde (under Hy) ¢ = 1.25. Vi forkastar for stora virden pa
|T| och ur tg-tabeller far vi att P (|T'| > 1.25) = 0.25. Vi kan inte forkasta H.

~tp_o.

Vi testar hypoteserna

Med hypoteserna
H02ﬁ0:25 mot H12ﬁ0#25

utnyttjar vi att

B _
T = 0 —fo ~ tg-fordelad.

V 52 ng/(n‘sm)

Vi observerar t = —5.19 med p-virde P (|T'| > |¢|) = 0.000833. Forkasta Hy pé niva 1%.

Om vi betraktar problemet i sin formulering blir véra slutsatser att exekveringstiden inte signifikant okar (eller
minskar) i antalet rader kod (vi kan ej forkasta 3; = 0), men att startup-tiden signifikant skiljer sig frn 25
sekunder.

11.51 | Léat X och Y vara tva stokastiska variabler med korrelationskoefficient p
Cov(X,Y)

P Nar (X) Var (V)

som skattas med R enligt
SIY

R= ——
\% Sx;cSYY
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dar
n n

P S R
i=1 i=1

S,y = Zini—nE? = Z(%-T)(K‘—Y)
i=1

Syy = Zn:YiQ—n?z = Z(E—?f
i=1

Med observationer far vi det observerade virdet r pd R som

n

Spw = fo—HEQ = 0.0236
=1
Spy = Zmy—nx_y = 13931 = 7 =0.5860.
=1
Sy, = ny—nf = 239.361
=1
72;
70r o °©
681
661 o
641
62} °
601
58+ o o ©
56+
54O 0.65 011 0.‘15 012

Lat p; = 0.4, po = 0.3, ps = 0.20 och ps = 0.10 vara andelarna av befolkningen som ir i favor,
neutrala, emot, respektive ej insatta, i frigan om ett dammbygge. L&t O, vara antalet i kategori ¢ av n = 150
tillfragade. D4 4r E [O;] = np; = e;. Vi kan skatta p; med p; = O;/n, och vi kan jimf6ra skattningarna p; med de
formodade vdrdena p;, eller snarare, jamfora O; med e; genom att betrakta

Q= (0; — €;)?
€i

4
=1
som dr approximativt x3_,-férdelad.

Vi observerar foljande
Kategorier
1 2 3 4
pi | 0.40 0.30 0.20 0.10
e;| 60 45 30 50
o; | 42 61 33 14
p; 1 0.28 0.41 0.22 0.09

Ur dessa data verkar det snarare som om forhallandet mellan p; och ps dr det omvinda, dvs p; = 0.30 och
po = 0.40.

Testa alltsa

HO p1 = 04, P2 = 03, pP3 = 020, P4 = 0.10

mot
H1 : ej HQ

med hjilp av statistikan Q. Ur y3-tabell fr vi att
P(Q > qo) = 0.01 for ¢, = 11.345.
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Vi forkastar Hy om vi observerar () > g, och data ger det observerade vérdet

C_0.)2
¢=> % = 5.40 + 5.69 + 0.300 + 0.0667 = 11.4556.

i=1

Eftersom g > g, forkastar vi Hy p& niva 1%.

15.10 | Man vill undersoka om luftkvalité X och lufttemperatur Y dr oberoende, varfor man gér n = 200
mitningar pa (X,Y). Vi vill testa
Hy: X och Y oberoende

mot
Hi: X ochY beroende

pa niva a = 5%.

Lat O,; vara det observerade antalet gédnger (av dessa 200) som (X = ¢,Y = j). Véra observerade virden
sammanfattas i tabellen nedan

Luftkvalité
Temperatur Dalig Medel Bra
Under medel 1 3 24 | 28
Medel 12 28 76 | 116
Over medel 12 14 30| 56
25 45 130 | 200

Vi skattar de marginella sannolikheterna med kolumn/radsumma sett over det totala antalet, dvs P (X =)
skattas med px (i) = >, O;j/n, och P(Y = j) med py(j) = >, O;;/n. Gors detta fas foljande tabell dver
observerade skattningar

Luftkvalité
Temperatur Dalig Medel Bra
Under medel 0.14
Medel 0.58
Over medel 0.28
0.125 0.225 0.650 1

Om H, ér sann sd skall P(X =i)P(Y =j) = P(X =4,Y =j). Vi kan alltsd skatta P(X =4,Y = j) med
Dx (1)py (j). Det skattade forviantade antalet i kategori 4, j &r sdledes E;; = npx(i)py(j). Dess observerade
virden €;; sammanfattas i

Luftkvalité
Temperatur Dalig Medel Bra
Under medel 3.5 6.3 182
Medel 14.5 26.1 754
Over medel 7 126 364
200

Vi bildar sedan teststatistikan

med observerat virde S
=Y (055 —€5)" _ 1 7890

— €ij
1,J J

Teststatistikan Q dr approximativt x2-fordelad med (3 — 1)(3 — 1) = 4 frihetsgrader. Ur tabell far vi att
P(Q > ¢o) = 0.05 for g, = 9.4877

sé vi forkastar hypotesen om oberoende om vi observerar att () > ¢,. Eftersom ¢ = 10.789 sa forkastar vi Hy till
formén for H, pé signifikansniva 5%.



