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Inledning till algebraisk geometri

Hilberts Nollstiallensats

Hilberts Nollstillensats i svag form.
Lat fi, ..., fi € klxg,...,x,], ddr k ar en algebraiskt sluten kropp, vara polynom utan
gemensamma nollstéllen. Da finns det polynom ¢, ..., g, sadana att

1= figi+-+ figr .

Hilberts Nollstéllensats.
For varje ideal J C k[xy, ..., x|, k algebraiskt sluten, géller 1(V (J)) = /J.

I den é&ldre litteraturen visas den svaga formen med eliminationsteori. Hilberts namn &r
dér bara forknippat med sjélva satsen. Med Rabinowitsch trick dr beviset kort. Enligt
André Weils slagord ‘eliminera eliminationsteorin’ visas den svaga formen nufértiden som
i boken, efter Artin—Tate och Zariski. Datoralgebran gor det mojligt att verkligen berék-
na losningsméngder och de gamla metoderna blir intressanta igen. Jag foljer [Laureano
Gonzalez-Vega, Fabrice Rouillier and Marie-Francoise Roy, Symbolic recipes for polyno-
mial system solving. In: Some tapas of computer algebra. Springer-Verlag, Berlin, 1999].

Bevisidé. Vi anvinder induktion. Vi vill hitta polynom ¢; € k[xy,..., 2z, 1] som har
gemensamma nollstdllen om och endast om de f; har gemensamma nollstéllen. Detta gor
vi med resultanten. Minst ett polynom skall darfoér ha ledande koefficient (som polynom i
x, ) utan nollstéllen, d v s den ledande koefficienten &r 1.

Lemma. Lat f € k[xy,...,z,], ddr k &r en oédndlig kropp (t ex k algebraiskt sluten),
vara ett polynom av grad d. Det finns ett linjart koordinatbyte x; = y1 + AMYn, - .,
Tpo1 = Yn-1+ A1Yn, Tn = Yn, dar \; € k, sadant att f(y1 + MYn,...,Yn) har ledande
koefficient 1 som polynom i vy, .

Bevis. Se Reid, 3.13. O

Bevis av Hilberts Nollstillensats i svag form.
Induktion m a p n. For n = 1 ger villkoret att SGD(f1,...,f;) = 1 och polynomen
g1, - .., g hittas med Euklides algoritm.

Lat nu n > 1. Vi far anta att f; har ledande koefficient i x,,. Lat u vara en ny variabel
och definiera
Q(uaxla s 7xn) = f2 +U’f3 + - 'U’172fl .

Berdkna nu resultanten Ry, , € k[u, z1,...,2,-1]. Vi kan skriva Ry, , som polynom i u:
Rfl,q - 900@17 s Jn—l) + -+ usgﬁs(l‘l, ... ,xn_l) .

Vi vet att Ry, , = vfi + wq. Jamforelse av koefficienterna till de olika u potenser ger att
alla pi € (fla' . 'afk)’



Péastdende. De y; saknar gemensamma nollstéllen i A}™".

Bevis. Antagatt (ai,...,a,-1) ér ett nollstélle. Da dr Ry, , = 0 for alla (u,aq, ..., a,-1),
sa fi(a1,...,an—1,2,) och q(u,as,...,a,_1,x;) har en gemensam rot i k for alla u € k.
Eftersom fi(as,...,a,_1,x,) har ledande koefficient 1 har fi(aq,...,a,_1,z,) bara éndlig
manga rotter, sa det finns en rot € sa att q(u, ay, ..., a,_1,§) = 0 for odndligt manga u € k.
Men q(u,ay,...,a,_1,&) &ar ett polynom i den ena variablen u med konstanta koefficienter
av grad <[ — 2. Sa detta ar nollpolynomet och f;(ai,...,a,_1,£) = 0, som motsiger att
(f1, ..., fi) saknar nollstéllen. U

Enligt induktionshypotesen &r 1 € (1, ..., ¢s). Eftersom (¢1,...,9s) C (f1,..., fi) exis-
terar alltsa g; med 1 =>" f;g;. O



