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1 a) indefinit

b) positivt definit

c¢) negativt definit

d) positivt semi-definit
e) postivt definit

2 Den kvadratiska formen z? + zy + y* = (z + 1y)? + 2y? ir positivt definit.
Saledes ar nivakurvorna begrénsade, och ddrmed ellipser (sdavida de inte bestar av
en enda punkt eller &r tomma).

Vi finner t.ex att

1
z+ J¥ = cos(t)
? = sin(¢)
Varav vi finner
x = cos(t) — ? sin(t)

Vi kan nu antingen finna maximum och minimum av funktionen z2 + 2 uttryckt
i trigonometriska funktioner och dubbla dess kvadratrotter, eller anvianda linjar
algebra och finna ortogonala egenvektorerna till den symmetriska matrisen

(1)

3 1
Z(ﬂf+y)2+z($—y)2 =1

Varav vi litt inser att storaxlen har lingd 2 och lillaxeln lingd 2//3

e

Vilket leder till



3 Vi skall i samtliga deluppgifter nedan betrakta den kvadratiska formen

0’ f i 0 f
—=h?+2 hk k2
0x? + 0xdy * 0y?
med de partiella derivatorna evaluerade i de kritiska punkterna.
a)
of
— =—-12
ox oy
of 2 _ o2
3 =6(2y+1)°—62"=62y+1+2)2y+1—1x)

Om zy = 0 har vi att x = 0 eller y = 0. Satt in dessa varden i den andra ekvationen
och vi finner i det forsta fallet den kritiska punkten (0,+1) ((2y + 1) = 0) i det
andra fallet (£1,0) (622 = 6)

Andraderivatorna ger

0% f
=12
0x? Y
o0 f
= —12
0xdy o
0% f
T _ouoy+1
55 =21+ 1
Vi erhéller séledes
punkt % afgy giyj; kvadratisk form typ
0,—-3) 6 0 0 6h2 pos.semidef.
(1,0) 0 —12 24 —24hk + 24k%  indefinit
(=1,0) 0 12 24 24hk + 24k?  indefinit
b)
0
O —(2a(o—y) + 1)o@
0 (22 4u?
o =(-2yla —y) = e
For att biagge skall vara noll inser vi att z = —y (eftersom z = m —y)

vilket leder till ekvationen 4y? = 1 séledes de tv4 kritiska punkterna +(1,—1)
Andraderivatorna ges av

2 2 2
% = (—2z(-2z(z —y) +1) - 2(z — y) - 2x)e” " V)
82 2 2
aa:gy = (—2y(—2z(z —y) + 1) — 2z)e” @ +¥)
o2 f

8—y2 =(—2y(—2y(x —y)—1)—2(x—y) + 2y)e_(“”2+92)



och saledes

punkt % aéfafy giy; kvadratisk form typ
(%’ - %) —e" 2 —e7 2 —e73 —e"3h2 —2e 2 hk — e 3 k2 neg.semidef.
(-1, 1 e~ 3 e~ 3 e~ e"2h? + 2e"3hk + e 2k> pos.semidef.
c)
% =y — 3z
g—]yc =xr — 3'y2

Varav fas ekvationen y = 3(3y2)? = 27y* Med de tvi losningarna y = 0 och
Yy = %, och diarmed de tva kritiska punkterna (0, 0), %, %)

0% f
P
’f .
0zdy
0% f
—L — 6y
0y?
och
punkt % % giy{ kvadratisk form typ
0.0) 0 1 0 2hk indefinit.
(3,3) -2 1 -2 —2h% + 2hk — 2k? neg.def(max).
d)
0
8—£ =2z cos(z? + y?)
g—z =2y cos(z? + y?)

De kritiska punkterna blir (0,0) och cirklarna 7 + nm med n > 0(d.v.s. dér
cos(z? +y?) =0)
Andraderivatorna ar givna av

82_f 42 2 2 2 2
= —4z? sin(z? + y?) + 2 cos(z® + y?)
0x?
*f 2, .2
= —4zysi
920y zysin(z® + y*)
0%f

e —4y? sin(z? + y?) + 2 cos(2? + y?)



Samtliga av dessa &r noll vid origo (0,0) saledes har vi en noll-form.

For de andra punkterna giller sin(z? + y%) = 41, cos(z? + y?) = 0 siledes har
vi formerna

+(42>h® + Sxyhk + 4y*k?) = +4(xh + yk)?

som alla ar semidefinita

4

a)
oF
oz =f'(x)
%—1; =g'(y)

Saledes alla punkter (xg, yo) dér z( en kritisk punkt for f och yo en kritisk punkt
for f(y).

Vidare om f och g har lokala minima for ¢ och yo respektive, har F(z,y) ett
lokalt minimia for (zg, yo), analogt for lokala maxima. Daremot om f(z) har sig ett
lokalt maximum for z¢ och g(y) ett lokalt minimum for yo har F'(z, y) en sadelpunkt
for (o, yo)

b)

= @)

?9—5 —J' (1) f ()

for en kritisk punkt (zo, yo) giller z¢ ar en kritisk punkt for f eller yq ett nollstélle
for g samt yo en kritiskt punkt for g eller o ett nollstille for f. Detta kan lata
krangligt. Vi kan ta ett exempel dir f(r) = z? — 1 med kritisk punkt 0 och

nollstillen +1 och g(y) = (y — 2)%2 — 1 med kritiskt punkt y = 2 och nollstéllen 3, 1.
De kritiska punkterna for

F(z,y)= (2" - 1)((y—2)? - 1) =2%y* — 42’y + 32° —y* + 4y — 3

blir (0,2)(3,1), (3, ~1)(1,1)(1, 1)



5

5 Notera att denna funktion ar valdefinerad ocksa vid polerna dar 6 inte ar
valdefinerad.
Vi finner som ovan

0
5% = 20 cos @ cos )

0
% = —20sinfsinvy
De kritiska punkterna utgores av polerna ¢ = +7/2 (notera att 6 kan tagas
som 0 och 7 for dessa punkter), samt 0 = 7/2,3w /2,9 = 0. Det forsta fallet ger
ett hogtryck (= 780), det andra fallet ett lagtryck (= 740). Vid polerna har man
sadelpunkter eftersom sin 6 cos ¥ antar bade postiva och negativa varden dar.
6
Vi skall maximera zyz dir 3(x+y+2) = 1 d.v.s. z = 3 —z —y saledes reduceras
vi till funktionen

Soy(1 = 3(z + 1)

Vi beraknar gradienten

= (1 =3z 1)) 3y
0 1
5 = 5l =3+ 1) ~ 3y

Den kritiska punkten infaller for (%, %) Andra derivatorna ges av

0% f
ox?
0% f
0xdy
o’ f
57

=1-—6x — 6y
Och i den kritiska punkten far vi det kvadratiska polynomet
2.9 2
—3 (h* + hk + k%)

som uppenbarligen ar negativt definit, och saledes ett (lokalt) maximum.

Vi erhaller sdledes ett maximum i fallet av en kub med sidan %



