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a) A /2 fo %y sin(zy) = fo W/ — cos(zy)lg
fovwm(l—cos (v/7/ ydy:y—#sin(\/w y|O =\/7r/2—\/1_/2

1 2 1
b) [ [ aye” v = [} 1ev|idy = [ L(ev —1)dy = %(ey—y)%: se—1

fo fo 1+\/_ fo fo 1_|_\/_d3:)dy Gor substitutionen 2y = ¢2 vilket ger dz =

2tdt med granserna t =0ocht=,/y. Den forsta integreringen ger da 2 fo

1+t
Notera att 1—+t =1- 1—+t saledes skall vi integrera fo 5y —In(1 + \/_))dy Den
forsta termen ger inga problem 4y2 |§ = 4. Den andra termen ldmnar vi dérhén.
d) [ [psin(z?) = fol(ysin($2)|3dm = folxsin(m2)dm = —Zcosz?|0! = 3(1 —

cos 1)

©) [ Jpov® = JLGe Y T dy = M LA - y?) = I

alternatlvt ger 1nf0randet av polara ko- ordlnater

b - BN =
1

3515
ffnyzda:dy = [ [ r/2(T cos Or? sin Nrdrd) = [ i W/2r *cosOsinfOdrdd =

[ rtdr f:/r% cos 0 sin® 9df = (27°|3) (3 sin 9|71ﬁ/2) =:2=2

f) Parablen y = z? skar linjen y = 1 i punktern (&1,1). Vi skriver siledes
[ [paPe™ = f_ll(fle (z3e®¥dy)dx och erhéller
/. ' (22e™|ldz = [ ' (2%e® — 2%e*"dx Den forsta termen erhélles genom partiell
1ntegrat10n I (rretde = z?e” |l fl 2ze® = e — e ' — 2ze®|L| + 2f11 =
e—e ' —2—2e!+2(e—e!)=e—5e"!. Den andra termen genom %e® ES

3(e—e™1). Sedan dr det bara att ligga ihop.

g) Integralen [ [,z — zy + y*dady dir given av skillnaderna av integralerna

2 1
! f_11($2 — zy + y?)dzdy och [P [?a? — xy + y*dzdy. Betrakta integralen
2 3

I
b rd b b

I, Jo@® =y +y?)dedy = [, (2% — j29° + 30°(Dde = [, (2°(d - ¢) — ay(d® -

c?) + %(d?’ —c3)dx = %x3(d— c) — ix2y2(d2 —c?)+ %CIT(dS —3)P = %(b‘3 —a3)(d—

¢) — 3 (0* — a?)(d® — ) + 3(b—a)(d® — ¢3). T det forsta faller fir vi 3 i det andra

3
fallet ett nagot mera komplicerat uttryck.

h) Via poléra ko-ordinater reducerar vi till integralen
o[22 brdr = 27 [ r9dr = 2n(%y 3 = 21(1023/10)



i) Omradet D bestar faktiskt av tva omraden beligna i den forsta och tredje
kvadranten respektive, symmetriska med avseende pa spegling i origo (d.v.s.) in-
variant under (z,y) — (—z, —y). Lat oss begréinsa oss till en.

Betrakta avbildningen given av u = z2—y?,v = zy. Den avbildar D p4 kvadraten

K begransad av linjerna u = 1,2, v = 1, 2! Dess Jacobian 3"3“ ar given av 2(z2+y?).

Vi kan dérmed skriva [ [, (2 +y?)3dedy = [ [ (2* +y )3gzggdudv = [ [p(z®+
y?)2dudv dir integranden skall betraktas som en funktion av u, v. Vi finner att u? =
(22 —y?)? = 2% — 222y% + y* sdledes u? + 4v? = (2% + »2)2. Vi har nu reducerat till
integralen [ [, u?+4v’dudv = [} [} u®+4v2dudv vilken litt evalueras [, dviu3|?+
[P duted)? = 5
1 GUZVTIT = o
) [ [pcos(z?® + zy + y?) dér D &r givet av olikheten 22 + zy + y* < 1 Ledning:

Betrakta exempel 18 sidan 271. Problemet ar att berakna areorna for ellipserna
2+ay+y?<u

2 Berikna foljande trippelintegraler
1
fo fo fo zy’z’ = [ fo 327y pdydz = fo fo 3y?2idydz = fo §¥°2°[odz =

11
0 24 0

b) Rymdpoléra ko-ordinater ger

1 32T o2 ging m 3 g2
= =2 inyd d
///Dl—($2+y2+z2) /0 /0 /0 T2 7r/0 sin 1) lb/O 1,2 r

Vi har [ sintpdyp = — cos9)[3™ =2 och
r’ === —-1=1(3 )—lsaledesfO g dr—ln\/l—r2—r|0_
In(v/3/4) — & séledes blir 1ntegralen 4m(In(v/3/4) — 1)

1—7r2 1— 1+r
c)Integrerar vi med avseende pa z reducerar vi till dubbelintegralen
[ [p(z+y + 2)dzdy poléra ko-ordinater ger

o fol r2(cos § + sin ) + 2rdrdf vilken blir summan av produkterna

2 1 1
(/ cos @ + sin 0d9)(/ r2dr) + 27r/ 2rdr = 0+ 2|5 = 27
0 0 0

3 Genom inforande av polara eller sfariska ko-ordinater sa transformeras inte-
gralerna till

fo 2T 2K g

fo T 2"’r2sm¢
27r 2k
f1 rdr
m 2k
d) [° T smw

Notera att fe t* =t " |1 saledes konvergerar intergalen precis nir a > —1 medan

1, t*7 N . " .
fl t% = %37 l1 och konvergens intréaffar nér a < —1.

IDen avbildar bigge komponenterna av D pa K, avbildningen &r inte injektiv utan 2 : 1



Vi far da
a) (2k+1) >

~1dvsk>-1b)2k+2>-1dvs. k>—-3¢)2k+1< -1

dvs. k< -1d)2k+2< —-1dvs. k< —%

4 Berakna ytan av grafen z = T3+ y% over kvadraten 0 < x,y <1 Vi har

Arean ges av dubbelintegralen

0z 3 1
or 2"
9z _ 3.4
8y_2y

Jo Jo 1+ (3 )2 +(52)dudy = [y [y \/1+ Jo + Sydedy =

Jy & 1+z$+zy \tl)dy_

/ / )L =
2745 1+ 3 +4y - 1+4y 0=

1) = 1‘25‘1*5;(\/ —2V145 + 1)

5 5
w2 (J1+2+9 —\/1+5 —



