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1 Bestam «, 3 sd att vektorfiltet givet av (v + ay + xy,3z + Bz + y) ar
konservativt samt ange en potential. Anvand denna for att berakna integralen
langs en kurva fran punkten (1,1) till punkten (2,2)

Vi far villkoret

a+x =3+ 20z

varav vi sluter att & = 3 och g = %

Integrera = + ay + zy med avseende pd z och vi erhéller U(z,y) = 322 +
3xy + %xzy + C(y) dar C(y) ar en konstant, d.v.s. oberoende av z. Betrakta nu
3z + 34° +y = 5 = 3w3a® + C’'(y). Vi drar nu slutsatsen att C'(y) = y d.v.s.
C(y) = 3y*. En potential U(z,y) ér siledes given av

1 1 1
U(z,y) = 53:2 + 3zy + §x2y + Eyz

Att berakna kurvintegralen ar da enkelt. Den &ar given av

1 1 1 1 1 1
2. —-U(1,1)=(4x =+1248x —4+4x =)= (=+3+=-+=-)=15.5
U2,2)—-U(1,1) (><2+ +><2+ ><2) (2+ +2+2)

2 a) Berdkna kurvintegralen

/ —ydzx
~

dar v utgéres av linjesegmentet som forbinder punkterna (a,b) och (c,d)

b) anvand a) och Greens formel for att ge en formel av arean for en triangel med
hérn i punkterna (a,b), (c,d)(e, f)

c¢) Generalisera b) till att ge en formel for arean av en polygon given av hérnen
(a11 bl); (a27 bZ) s (a"n,7 b'n,) = (0,]_, bl)

d) Hur skall formeln modifieras om det rér sig om en polygon pa sfiren och
héornen ges av longituder och latituder?

a) Parametrisera y(t) = (1 — t)(a,b) + t(c,d) = (a + (¢ — a)t,b + (d — b)t).
Kurvintegralen ges da av

/0 — (b (d=b)t)(c—a)dt = —b(c—a)t—%(d—b)(c—a)tzhl) _ —b(c—a)t—%(d—b)(c—a) - (c—a)(—b—%(c

b) Greens formel ger med P(z,y) = —y

[ [ o=
1



Dar T ar triangeln och 0T ar dess rand med positiv orientering.

Kurvintegralen blir dd summan av de tre linjein-
@ tegralerna. Eftersom vi redan beraknat denna i det
allmannaste fallet ar det bara att substituera de rel-
evanta hornen. D.v.s. i formeln skall vi forst satta
(a,b), (c,d) sedan (c,d), (e, f) d.v.s istéllet for a tar vi
c istallet for b tar vi d etc. M.a.o vi betraktar summan

1 1 1
5(a—c)(b+d)+ 5(6—6)(d+f)+ §(e—a)(f+b)

(a,b)

c¢) For en allménn polygon far vi saledes summan

n—1

(a; — aj41)(b; + bit1)

DO | =

=1

d) Pa sfiren nir punkterna ges av longituder (=5 < 6 < 7) och latituder
(—m < 9 < m) &r vi istéllet intresserade av integralen [ [}, cos@dfdiy dér P &r
polygonen. Det finns méanga vektorfalt P(6,1)d0 + Q(0,)dy som kan komma
ifraga. P = —1cosf,Q) = 0 ar ett exempel P = 0,Q = sinf ar ett annat. Lat oss

ta det senare. Vi erhaller da kurvintegralen

d—b sin(a+ (c — a))[t = sin(c) — sin(a) (d—b)

c—a c—a

1
/ cos(a+ (¢ — a)t)(d — b)dt =
0
Formeln blir da istallet

sin(ai1) — sin(a;)

bii1 —bs
; Qit1 — az) ( 1+1 z)
Vilket kan approximativt omskrivas sasom
n—1
D (cos(@i1)(biy1 — bi)
i=1

3 Berikna kurvintegralen fv y?dx + cos(y)dy langs sinuskurvan y = sin(z) fran

(0,0) till (m,0) genom att V{;ilja en alternativ integrationsvag samt utnyttja Greens
formel

>
5

Lat § vara en alternativ integrationsvig fran (0,0) till (7, 0) given av linjeseg-
mentet (£,0) (0 <t < ).



Via Greens formel far vi att
/yzda: + cos(y)dy — /y2dx + cos(y)dy = // —2ydxdy
v 6 D

ddr D ar omradet som begrinsas av grafen y = sin(z) och z-axeln mellan de tva
punkterna (0,0) och (7, 0). Dubbelintegralen berdknas genom att forst fixera z och
integrera med avseende pa y. D.v.s.

™ . ™ ™ 1
// —2ydxdy = / —y2|gm(x)da: = / —sin?(z)dz = / —(1 = cos 2z)dx = T
D 0 0 0 2 2

Att berdkna [;y%dz + cos(y)dy &r 1att. Denna &r given av [ 0dt = 0
Saledes [ y’dz + cos(y)dy = §

4 Berakna flidet genom enhetscirkeln av vektorfiltet givet av (z,y)

Den utatriktade normalen till enhetscirkeln r given av (x,y). Dess skaldr pro-
dukt med vektorfiltet (z,y) ir 22 +y? = 1. Vi skall siledes integrera den konstanta
funktionen ett langs enhetscirkeln. Detta blir lingden av densamma. Siledes 27

5 Berdkna flédet ut ur kvadraten med hérn i punkterna (+1, £1) av vektorfiltet
(zy, 2%y?)

Vi har fyra kanter givna av (¢, —3), (3,t), (=t, 1), (—3, —t) dir —3 <t < 3 och
med utatriktade enhetsnormaler (0, —1), (1,0), (0,1), (—1, 0) respektive. Vi kommer
saledes att betrakta foljande fyra kurvintegraler.

1 1
2 2 2 /5 1, 1
_ / —z Yy dt = ——t4dt = ——
NS 1 18
\\\\\\\\ - - //////// 2 2
&i\\\\\ - _ /////55 % % 1
\\\ii\ - - - - R ,jj// / .Tydt - / __tdt == O
s e s _1 1 2
////////////////// 2 2
N 2 2 1 1
,,,,, 2 2 2 2
dt = — — —tdt = —
S I PR /_%a:y /_% 4 48
S S U 1

e e
//??Z:: :::§§\\

Det totala flodet blir saledes 0.
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6 Betrakta potentialen U = ———1— och dess gradient vektorfilt

V2?2
(—0U/0x, —0U/0y)

Betrakta ellipsen

dir a — b? = €2a? lings vilken en planet ror sig. Om planetens hastighet i punkten
(a(1+¢€),0) dr 1, berdkna dess hastighet



a) i punkten (ae,b)
b) i en godtycklig punkt pa ellipsen
Potentialskillnaden mellan punkten (a(1 + €),0) och punkten (ae, b) &r given av

1 1 1 1 €

- + S e——
Vai(l+e)?  Va?e? + b2 a(l+e¢)

a a(l+e)

Om hastigheten ar v kommer saledes att galla

112_ € +1
2 a(l4+e 2
d.v.s.
|
v = —
a(l+e€)

Om vi istéllet tar en godtycklig punkt (a(e + cost),bsint) erhaller vi potential-
skillnaden

1 1 1 1

\/612(1-1-6)2 \/a2(008t+6)2+b2sin2t CI,(1+6) av 1+ 2ecost

_I+e—+/1+2ecost
“a(l+ €)1+ 2ecost

och saledes

1+€e—+/1+2ecost i1
V=
a(l+€)v/1+ 2ecost

Notera att om € ar litet kan detta approximeras med

_ [e(1 —cost)
v—\/ a(l+e) +1




