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8.30 - 13.30

5| Finn tangentplanet till ytan given av funktionsgrafen z = sin(zy) i punk-
i1
3:2)

Tangentplanet till grafen z = f(z,y) i punkten (zo, yo, f(zo,yo) ges av

z = f(wo,y0) = 0f/0z(z — o) + 0F /Oy (y — yo)

Vi erhaller

of cos(zy) ! cos(ﬂ) !
_— = T = — —_) = —
ox 4 Y 3 6 23
g = iL'COS(.’L' ) — ECOS(E) — \/37'('
By YI=9 PG 4
Tangentplanet ges saledes av
1 1 LNRVEY 1
Z—§+m($—§)+T(y—§)
Anm. Manga tycks inte veta alt cos § = ? dock denna okunskap ger inget

poangavdrag.
Daremot de som inte hur man skriver ner ekvationen for ett plan far inga poang

alls.

2 [10] Berdkna integralen

//Asin(x—y)dxdy

genom upprepad integration dar A ar triangeln som ges avy < x < 27 for
0< <2

Fixerar vi forst « och integrerar med avseende pa y erhaller vi

27 2w
/ cos(x—y)|gdx:/ 1 —coszdr =z — sinz|3" = 27
0 0

2



Gor vi tvartom far vi istallet

2 2w
/ —cos(z — )\%dy—/ —cosy — (—1)dy =y — siny|2™ = 27
0 0

Teckenfel eller liknande lapsus ger ett poangs avdrag. Att skriva att sin0 = 1
och liknande blunders (att inte veta vdrdet pa sin2rw) ger 3 podngs avdrag.

Kan man upprepa integrationen men inte forstar att den sker over en triangel
med variable granser far man 3 podang.

3 [10]
Berakna foljande integral genom att utnyttja polara ko-ordi-

12 nater

2 2
/3 3 // 1 — e TV dzdy
D

Dar omradet D utgores av den skuggade figuren given till
vanster.

byte till polara ko-ordinater ger
1

2m/3 T r: e T3 e ed
Q- yrdrdg="(L ~C p=T2_ ¢, <
/ / e rdrdt = 5 (5 - 1y =5 (g -5+ )

Att satta upp rdtt funktion i r,0 ger 3 podang. Att integrera den ratt dessutom
ger totalt 5 podng. Att finna rdatt integrationsomrade i (r,0) ger ytterligare 4 podng.

Dock om man inte klarar av att integrera (1 — er2)r kan man hogst fa sju podang.
Vidare klantigheter sasom —e + ei =ei ger 3 poangs avdrag.

4 [10] Beridkna kurvintegralen

/ —2zdx + 3ydy
gl

dar ~y dr ellipsbagen som gar fran punkten (—%, 0) till punkten (0, %) av ellipsen
202 +3y2 =1

Ellipsbagen parametriseras av

r = ——=cost

V2

1
= —=sint
) V3
dar ¢ gar fran = till /2.
Kurvintegralen ges saledes av

1 7'('/2
sint)+ 3— sint(—= cost)dt = / 2 costsintdt
™

vt

\/_
2t 9
/ sin 2t = —%Vﬂ __tosm (_COS m

/2
2— cost(—
|7

) =1



Vi kan aven observera att faltet ar konservativt med en potential given av
Ulz,y) = —x> + %y2. Vi stoppar nu bara i punkterna och far

Notera att det ar viktigt med orienteringen av kurvan. Teckenfel ses darmed
allvarligt och medfor 3 podangavdrag. Sdtter man upp ratt parametrisering av el-
lipsbagen far man 2 podang. Sdtter man nastan upp ratt parametrisering och sedan
vet hur man satter upp integralen ges 3 poang.

5 [10] Ett flode ges av (z3y?22%, x2y322, x2y223). Berdkna det totala flodet ut
ur kuben med hérn i de atta punkterna (£1,+1,+1)

Genom att anvinda divergenssatsen blir det totala flodet givet av integralen av
divergensen over kuben.

Divergensen ges av 3x2y222 4+ 3x2y%22 + 322y%2? = 9229?22 och trippelintegralen
av

1 1 pl 1 1 1
/ / / 92292 22dxdydz = 9/ $2d:v/ y2dy/ 22dz = 9(t3/3|1,)® = 8/3
—1J-1J-1 -1 -1 -1

Alternativt kan man aven integrera normalen Over varje sida. man erhaller

darmned foljande sex integraler dar normalerna anges langst till vanster och sedan
ekvationen for sidan.

1 1 1 yg 1 Z3 4
(1,0,0) == 1/ / y 22 dydz = (/ —dy)(/ —dz) = -
1.1 _1 3 _1 9 9

1 pl 1.3 1.3
(-1,0,0) z= —1/ / y 22 dydz = (/ y—dy)(/ Z—dz) _4
—1J-1 _1 9 _1 9 9
1 1 1 .3 1.3 4
(0,1,0) y= 1/ / w222 dedz = (/ —dm)(/ —dz) = -
-1J-1 —1 3 —1 9
1,1 1.3 1.3 4
(0,-1,0) y= —1/ / r?22drdz = (/ —d:v)(/ —dz) = —
-1J-1 -1 3 -1 9
1 1 1,3 13 4
(0,0,1) z= 1/ / w2y’ dady = (/ —da:)(/ —dy) = -
-1J-1 -1 —1 9
1,1 1,3 1,3 4
(0,0,—-1) z= —1/ / r?y’dzdy = (/ I—da:)(/ y—dy) = —
—1J-1 1 3 _1 3 9

Notera att flodet ut genom varje sida ar lika och det totala flodet blir 6 x % = %

Notera att granserna ar givna av —1,1. Fel granser ger ett avdrag av 1 podng.
Om man far motsatt tecken pa integralerna pa motsatta sidor far man noll. Detta
7 ju fel och mycket viktigt och ger 3 poangs avdrag. Om man satter upp Gauss sats
och berdknar divergensen korrekt far man 5 poang. Kan man inte divergensen far

man bara 2 poang. Ger man flodet som en funktion av x,y, z far man noll podng.
Flodet skall ju vara ett tal.



En yta ar given av att punkterna pa tva parallella cirklar
ar forbundna med varandra enligt figuren till vanster. De
ovre punkterna ar vridna 90 grader visavi de undre punk-
terna. Man kan saledes parametrisera ytan via

(0,t) — (1 —t)(cosf,sinf,0) + t(—sinb,cosh, 1)

Satt upp en dubbelintegral som ger arean av ytstycket
begransad mellan planen z = 0 och z = 1 och berakna
denna.

Ytan parametriseras av

(0,1) — (cos® — At,sin 6 + Bt, t)(=r(6,1))

dar A = cosf +sinf, B = cosf — sinf. Man finner latt att

dA

0 = —sinf +cosf =B
B

C(li—e = —sinf —cosfl = —A

Déarmed kan vi berdkna dr/06, dr /0t och finner

r )
%_(—sme—Bt,cosﬁ—At;O)
"

—=(-A,B.1

o (-A,B,1)

Vad vi ar intresserade av ar att berdkna vektor-produkten (9r/08) x (9r/0t) och
framfor allt dess absolutbelopp |(0r/00) x (Or/0t)|
Vektorprodukten ges av

(cos@ — At,sin@ + Bt, —Bsinf — Bt + Acos — A%t)

Den sista komponenten kan forenklas betydligt om vi observerar att

1
Acosf = cos? 0 + Esin20
1
Asinf = —sin’? 0 + Esin29
A% =1+5sin26
B?Z=1-2sin26

Dessa kan utnyttjas for att berakna

Acosf — Bsinf =1
A*+B*>=2



och vi kan nu skriva
(cos@ — At,sinf + Bt,1 — 2t)

Beloppet av denna vektor ar givet av

V/(cos —At)?2 = (sinf 4+ Bt)2 + (1 — 2t)2 = /1 — 2t + 2t2 + (1 — 2t)?

Ytan ges saledes av dubbelintegralen

1 2T
/ V2 — 6t + 6t2dtdd
0 0

Genom kvadratkomplettering kan vi skriva

1 1 1 1 1
2-6t+6t2=6((t—=)2+(=—>)==(12(t— =)%2+1
61 +617 = 6((t — 5)*+ (5 — 5) = 5 (12t = 5)° +1)

Detta leder oss till variabelbytet u = \/§(2t — 1) och diarmed integralen

V3 4 \/7
27r/ ——+Vu?2 4+ 1du
V3 43

Och denna integral kan vi faktiskt evaluera med hjalp av den formel som gavs bland
hjalpmedlen.
Vi finner att

V3
1 /
/ Vu? + 1du = Z(2u\/1—i—u2+1n(2uQ-|—1—i-u 1+U2))|\/\§/§
-3 -

1 2
- 7+2V3

“(ln —=Y°
4( 7—2\/3)
V3
o T 61 + 143
— Vuz+ldu=m+ In
4\/3/_¢g 83 ( 37 )

Om man forstar att man skall integrera |(Or/00) x (Or/0t)| far man 3 podng.
Om man gor ett allvarligt forsok att bertakna denna samt sdtter upp granser far
man 6 poang.

7 [10,10] Betrakta funktionen

F(z,y) = (@ +y)e~ O 2430

a) Finn de kritiska (stationdra) punkterna till funktionen och avgor deras typ.
(Sadelpunkt, lokalt maximum eller minimum)

b) Skissa dess nivakurvor F(z,y) = ¢ och speciellt avgér for vilka c dessa ar i)
icke tomma ii) begransade.

Vi beraknar gradienten

F 2 2
0 () (b — 2y) 4 1)o@ 28"
F 2 2
Gy = (@ ) (-6 — 20) 4 )B4z



Denna forsvinner omm

—62% — 22 +1—8zxy =0
—6y? =222 +1—8xy =0

Detta leder till efter subtraktion av undre ekvationen fran den ovre

—6z2 — 2y2 = —6y2 — 222

d.v.s 422 = 4y? d.v.s. © = +y. Dock om x = —y erhélles  + y = 0 och darmed &r
gradienten alltid skild ifran noll. Aterstar z = y. Detta leder till ekvationen

162% =1
d.v.s. z = £} och de kritiska punkterna (g, 1) och (—§,—3%)

Observera nu att F(z,y) — 0 nir ellipserna 3z2 + 2zy + 3y? = R? vixer, medan
F(xz,y) < 0 precis niar x +y < 0 och F(z,y) > 0 nidr x +y > 0. Saledes antar
F(z,y) atminstonde ett positivt maximum och ett negativt minimum. Saledes finns
atminstonde tva kritiska punkter. Vi har funnit precis tva. En av dem (%, %) maste

vara maximum, och den andra (—%,—%) ett minimum.
Vi finner speciellt att

5 = P <Py < (-

1 1
4 4 B
Vi far saledes icke-tomma nivakurvor F(z,y) = ¢ for

1
4’ 4

For likhet far vi en punkt (max och minimipunkten). Med undantag for ¢ = 0 givet
av linjen 2 = 0 ar nivakurvorna begransade.

Om man vet hur man skall gora. D.v.s
beraknar gradienten och vet att denna skall
sattas till noll och hur man skall undersoka
punkternas art via andra derivator erhaller
man 5 poang. Om man finner de kritiska
punkterna far man 7 podng



7

8 [10,15]En korda pa en enhetscirkel kan beskrivas pa manga olika sitt. Man
kan dels a) beskriva dess mittpunkt' b) dess avstand till centrum och den vinkel
normalen gér med (1,0) och slutligen c) via vinklarna for dess andpunkter

..

I forsta fallet a) parametriseras kordorna av punkterna (x,y) i enhetsskivan
(x> +y? < 1) i b) av punkterna (c, d) péd cylindern (eller rektangeln) [0,27] x [0, 1]
och slutligen i ¢) av punkterna («, 3) pa torusen (eller rektangeln) [0, 27| x [0, 27].
Notera att parameterrummen har areorna m, 2w och 4n? respektive.

A) Satt upp funktionerna for kordornas langder, d.v.s. som funktioner av
(z,v), (o, d), (, B) respektive.

B) Berikna dess medelldngder i de tre olika fallen.

A) Pythagoras sats ger i de tva forsta fallen
a) 2¢/1 — 22 —y2

b) 2v/1 — d?

I det senare fallet ger avstandsformeln

¢) y/(cosa — cos B)2 + (sina — sin 3)2

Den senare kan forenklas till

\/1+1—2cos(a—ﬁ)=2\/1_C°S2(O‘_ﬁ) +2|sin#|

B) Vi behéver nu berikna foljande integraler.

a)
27
1
// 24/1 — 22 — 42 d:cdy—/ dO/ V1 —r2rdr=2n( _§ (1—7r?%)

dar D ar enhetsskivan
b)

Wl

27 1
/ d9/ 2v/1 — d2dd = 27 x w/2 = 7
0 0

Notera att integralen f_11 2v/1 — 22dx = 7w ty den berdknar arean av enhetsski-

van.
2r 2
™ ™ . o —
2 | sin
o Jo

c)
1En korda &r unikt bestimd av sin mittpunkt, sdvida den inte rakar vara en diameter, d.v.s.
en korda som gar genom cirkelns mittpunkt, men dessa kan vi ignorerar i sammanhanget

b |dadf3



Notera absolutbeloppet. Integralen splittras darmed upp i tva integraler, var och

en med samma varde
2// (sin 2= | dads
D 2

dar D ar triangeln angiven i uppgift 2. Losningen blir darmed sa gott som identisk
med denna namligen.

27

27
2/ 2sin(a — B)/2|gda = 4/ 1 — cos(a/2)da = 4(a — 2sin(a/2)|3" = 87
0 0

Den totala integralen blir da 167.
For att fa medelvardena bor man da dividera med areorna av parameterrumimen.

D.v.s.

Ulf Persson

31/3 2006

Skrivningsvakt: Marcus Warfheimer tel: 0762 721861
50 poang eller mer ger garanterat godkant pa kursen
75 poang eller mer ger garanterat val godkant pa kursen.



