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1 [10] Bestam a,b, c sa att vektorfaltet
(322 + azy + 2%, 20 + 3y® 4 bz, 22 + y + cx2)

dr konservativt och finn darefter en potential U(z,y, z)
Givet vektorfiltet (P, @, R) erhéller vi de tre villkoren

oP  9Q
dy Oz
oP _OR
9z O
0Q OR
9z oy

Ur detta inser vi latt att a = 4,b = 1,c + 2. Integrerar vi sedan det forsta
uttrycket m.a.p. x far vi 23 + 222y + 222 + 9 (y, 2). Integrerar vi det andra m.a.p.
y f*r vi istillet 222y + y3 + yz + 0(x,2). Sammanfattar vi de tva kan vi skriva
23 + 93 + 222y + yz + 222 + a(z). Slutligen integration m.a.p. z ger a(z) = 22+ C
dar C ar en godtycklig konstant.

En potential U ges av

Uz,y,2) =23+ 9% + 22 + 22%y + yz + x2°

2 [10] En vas har formen av en rotation av kurvan y = z*

vatska med volymen 1 fylles i vasen, till vilken hojd nar den?

Snittar vi y-axeln vinkelratt vid y erhaller vi en cirkel med radie y'/* eftersom
y = z*. Dess area ges dirmed av 7,/y. Den totala volymen upp till hojd h ges da
av integralen

runt y-axeln. Om
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3 [10] Berikna integralen

/ /D (2% — y®)dedy

dar D adr omradet givet av |z|+ |y| <1
Om vi gor variabelbytet u = x +y,v =2 —y ges D av —1 < u,v < 1. Vidare
ges funktionaldeterminanten av

du 0
dudv 57 5 =2
—louv Qul T
dxdy bc oy

Slutligen transformeras z2 — y? till uv.
Vi har siledes reducerat till integralen

1,1 1 1
/ / 2uvdudy = 2(/ udu)(/ vdv) =2x0x0=0
—1J-1 -1 -1

Alternativt kan vi dela upp integralen i de tva integralerna

/—01(/_11i($2 —y?)dy)dz + /01(/_11:(352 — y?)dy)dz

Detta leder till

0 1
1 5as 1 50,
/ (z%y — gy3|1_7;_$)da: +/ (z%y — §y3|1—1+x)d33 =
-1 0

/ (222(1 + 7) — §(1 +2)%)dz + /0 (222(1 — z) — §(1 _ o)z

—1

och det ar 14tt att inse att var och en av dessa integraler &r lika med noll (— fracl6+
2 1
57 3)

Slutligen under spegling i linjen x = y inser vi att (22 — y?) = —(y? — 2?) s&

integralen ar noll av symmteriskal.

4 [10]

Givet integralen [[, zydzdy dir D utgér omradet
z,y > 0,22 +y?2 < z* + y* < 1 omvandla den via variabel-
bytet uw = 2, v = y? och berikna den déirefter.

Omradet D ges av z*+y* < 1 och 22442 > 1 samt z,y > 0. Detta framgér inte

tydligt av beskrivningen som ir sjilvmotsiigande. (Om 0 < z < 1 giller z? < 22.)
I u,v planet ges detta av D’ givet av u,v > 0,u+v > 1,u?2 +2v2 < 1
Jacobianen ges av

dxdy g—g g—; 0 2y

Integralen transformeras darmed till



1 1 1 A4 1—u2
//,ZdUdU:Z/O (/1—u dv)du

Integralen utgores helt enkelt av ytan av kvarts cirkeln minus triangelns ganger en

fijardedel, d.v.s. %(% — %)

5 [10] En helix H ar given av (cos(t),sin(t),t), denna translateras i z-riktingen
med w och ger upphov till en ny helix H,. Finn det minsta avstandet mellan tva
punkter p,q dar p ar en punkt pa H och q ar en punkt pa H, Den andra helixen
H, parametriseras av (cos(s),sin(s), s + ), avstandet i kvadrat D(s,?) mellan tva
punkter givna av p = H(t) och ¢ = H,(s) ges av

((cos(t) — cos(t))? + (sin(t) — sin(t))? + (s — t + m)?
=2 — 2cos(t) cos(s) — 2sin(s) sin(t) + (s — t)* + 27 (s — t) + 72

Vilket kan forenklas till
2—2cos(s—t)+ (s—t)2 +2n(s—t) +7°

For att finna de kritiska punkterna beraknar vi gradienten och vi finner darvid

88—13) = —2sin(s —t)+2(s—t)+ 27
88—12;) =2sin(s —t) —2(s —t) — 27

Kritiska virden ges for s,t sadan att
sin(s—t)=(s—t)+
speciellt ser vi att den vasentliga ar differensen s — ¢ = « detta ger ekvationen
sina=a+w
Satt 8 = a + 7 och vi transformerar till
B =sin(8 — ) —sin g

Denna har som enda l6sning 8 = 0 d.v.s s — ¢t = —x. Vi finner att cos(s — t) =
cos(—m) = —1 och (s —t + )% = 0 vilket ger D = 2 + 2 = 4 och sdledes avstindet
ar vD =2

(Givet en punkt pa ena helixen finner vi den nirmaste punkten pa den andra
antipodt och pa samma hojd. Dt ar precis sa som basparen forenar i den dubbla
spiralen som utgér DNA’s struktur.)

6 [10] Berdkna kurvintegralen

/ —ydz + zdy
v



4

dar v ar en parabelbdge given av y = x? som sammanlinkar punkten p=(1,1) med
punkten (2,4).
¥ paranmetriseras av (t,t2) siledes transformeras kurvintegralen till

/1 (—2)1 + (1) (20))dt :/1 12dt = %t?’ﬁ _ %(8 )= ;

7 [10] Ett fléde ges av gradienten till funktionen sin(|r|) dar

Ir| = /2% + y® + 22. Berikna det totala flodet ut ur sfiren med radien 7.
Gradienten till funktionen |r| gives av 7> (dér 7 = (,y,2)) och dirmed ges
cos(|r])r

gradienten av sin(|r|) av filtet F

. Pa sfiren givet av |r| = 7 erhaller vi da

—%r. Denna gradient pekar hela tiden vinkelratt in i sfaren och med beloppet 1.
Det totala flodet blir dirmed den negativa sfirens area d.v.s. —4w|r|? = —4x3

8 [15] De normaler till niviytan x® + y3 + 23 = 1 som skar z-axeln ligger alla i
ett plan. Finn ekvationen for detta plan!

Visa aven att det endast finns en normal som gar genom origo. Finn denna
normal, och bestam den punkt pa niva-ytan den korresponderar emot. Vad ar
speciellt med denna punkt?

Normalerna ges av gradienten (3z2, 3y2, 322) med riktning (22,92, 22) d.v.s. lin-
jerna (z + z2t,y + y*t,z + 2?t). En sadan skir z-axeln omm vi kan finna ¢ si
att

x4+t =0
y+y2t:0

dvs. t=-1= —i vilket betyder att z = y vilket implicerar att z+z%t = y+y2t
for alla ¢, vilket betyder att normalerna alla ligger i planet z = y.

Om normalen gar genom origo erhaller vi dven t = —% d.v.s. x =y = z, detta
motsvarar punkten (a, a,a) sddant att 3a3 = 1.

Denna punkt ar aven den punkt pa nivaytan som ligger narmast origo. Notera
att fallen x = 0 och y = 0 bér behandlas separat givandes tv* nya fall

9 [15] Betrakta funktionen z = (x + y)e_2($4+y4)
a) Finn dess maximala och minimala varden.
b) Finn dess maximala och minimala virden under bivillkoret z* + y* = 1
c¢) Skissa funktionens nivakurvor, samt finn minsta avstandet mellan tva punkter
dir den ena tillhér nivikurvan korresponderande till vardet 2e~* och den andra
taillhéranivéikurvan korresponderande till —4e~%4.  De kritiska punkterna ges av
zZz zZ

e =52=0. Detta ar ekvivalent med att
y

(x+y)(—8z3) +1=0
(z+y)(=8y°)+1=0

Ur detta inses litt att —823 = —8y3 d.v.s. z = y vilket leder till villkoret 16z* = 1

d.v.s z = £1. Punkten (1, ;) ger vérdet e~ % medan (—3,—1) ger —e~ 4. Eftersom

funktionen gar mot noll for stora varden ar dessa abosluta maxima och minima.



5

Gradienten till niva-kurvan z%+y* = 1 gives av (423, 4y3) som skall vara parallell
med (((z + y)(—823) + 1)e=2="+v") ((z 4+ y)(—8y3) + 1)e~2(="+¥")) detta leder till
villkoret

((z +y)(=82°) + 1)y’ = ((z +y)(=8y°) + 1)z®

d.v.s.
((z + ) (-8(zy)®) + ¥ = ((z + y)(-8(zy)®) + 2°

varav vi sluter att z = y. Eftersom de ligger pa nivakurvan erhaller vi att z = +—,
21

de maximla och minimala viirdena blir da +-2-e~2

24
Nivakurvorna ar begransade ovaler runt de kritiska punkterna, utom linjen
x + y = 0 som motsvarar nivakurvan till vardet 0.

For att finna tva punkter pa tva olika nivakurivor med min-
imalt avstand mellan varandra, maste vi finna en linje som
ar vinkelrat mot bagge. Det ar latt att inse att linjen z = y
har denna egenskap, ty langs den linjen har alla gradienter
samma riktning. Det ar da latt att inse att vi valjer punk-
terna (1,1) och (—2, —2) respektive. Dess avstand sinsemel-
lan ar 3v/2
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40 poang ger garanterat godkant
80 poang ger garanterat val godkant



