Slump och sannolikheter

JOHAN WASTLUND, LINKOPINGS UNIVERSITET

N ar man namner sannolikhetsteori, tinker vil de flesta pd metoder for
att besvara fragor om just sannolikheter. Med hjalp av statistik och
sannolikhetsteoretiska modeller kan man forutsiga komplicerade och till
synes slumpmassiga fenomen. Slump forknippas ju med kaos och osiker-
het, och sannolikhetsteorins roll som vetenskap borde da vara att bringa
ordning i detta kaos.

Nigot som jag tycker dr fascinerande r att man ibland kan vianda upp
och ner pd det hela och introducera slumpmaissighet for att l6sa problem
som inte fran borjan har att gora med slump och sannolikheter. En av pi-
onjirerna nir det giller sidana probabilistiska metoder var ungraren Paul
Erdos (1913-1996). Pa 1940-talet studerade han ett problem inom graf-
teorin [2]. For att bevisa att det existerar grafer med vissa till synes mycket
speciella egenskaper, visade han att en tillrackligt stor slumpmassigt vald
graf har dessa egenskaper med sannolikhet storre dn noll. Detta bevisade
indirekt att sidana grafer maste existera, utan att ge ett enda exempel pa
en sidan graf.

Sedan dess har sidana metoder blivit vanliga bade i matematik och
datalogi (se till exempel [1]). Inom datorprogrammering anvander man till
exempel rutinmissigt s kallade hashtabeller, dir man ibland lagrar data
pa ett slumpmissigt valt stille i minnet, for att minimera den tid det tar att
sedan komma at dem. I spelteorin har det visat sig att slumpmassiga strate-
gier kan vara optimala i vissa spel. Att gora ndgonting pa ett slumpmassigt
satt behover inte vara irrationellt och ogenomtiankt, utan kan tvartom
vara mycket effektivt.

For nagra ar sedan studerade jag och tvd andra matematiker, Johan
Hastad och Svante Linusson, ett geometriskt problem som kan beskrivas
sa har: Antag att vi later ndgon boja till en staltrdd med given lingd (och
forsumbar tjocklek) pa godtyckligt sitt. Antag vidare att vi vill kunna
stoppa in staltradsfiguren i en byrdldda med hojden 1 dm (och tillrackligt
stor lingd och bredd). Hur lang far stiltrdden vara om vi i forvig ska kun-
na vara sikra pa att det gdr att fa in staltradsfiguren i byralddan oavsett
hur den ser ut?

Sjalvklart gar det bra om staltraden bara dr 1 dm ling. D4 kan man ju
placera den hur som helst. Det star ocksa klart att trdden kan fa vara lite
lingre 4n 1 dm. Den som experimenterar lite med en stdltrdd som ir till
exempel 3 dm ldng, kommer snart att inse att det aldrig 4r nigra problem
att f in den i en ldda med hojden 1 dm. Hur man 4n bojer den, kommer
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den alltid att bli ganska platt i ndgon riktning. Men hur bevisar man att
det alltid gar? Det duger inte att bara ge ndgra exempel pd hur staltrads-
figuren kan se ut, och hivda att dessa figurer litt far plats. Det skulle ju
kunna finnas ndgot annat sitt att boja trdden, som man inte har tankt pa.
Svarigheten ligger i att det finns sd manga olika sitt att boja en staltrad i
tre dimensioner. Det dr svart att ange en metod for hur figuren ska place-
ras, som verkligen tacker in alla fall.

Det krivdes en hel del tankearbete for att komma pa féljande resone-
mang, som visar att en figur av lingd 3 dm alltid gér att fa in i lddan: Vi
tanker oss att staltriden delas in i tre segment, vardera av lingd 1 dm. Vi
markerar mittpunkterna pa dessa tre segment, dvs. de tva punkter som
ligger pd avstind 5 cm fran respektive andpunkt, samt mittpunkten pa
hela trdden. Nir trdden har bojts till en tredimensionell figur, tinker vi oss
en triangel med horn i de tre markerade punkterna. Eftersom en triangel ar
en plan figur, kan vi placera staltradsfiguren sa att de tre markerade punk-
terna alla ligger pa hojden 5 cm. Eftersom varje punkt pa staltrdden ligger
pd avstind hogst 5 cm frdn ndgon av de tre markerade punkterna, méiste
hela figuren da ligga mellan h6jd 0 och hojd 10 cm, vilket bevisar att den
far plats i ladan.

Detta resonemang ar konstruktivt i den meningen att det anger precis
hur man ska gora for att placera figuren i ladan. Till var férvaning kom vi
pa ett probabilistiskt resonemang som ger ett annu battre resultat, nimli-
gen att stdltrdden kan fa ha lingden sr dm och alltid f plats i [idan. Vi
tanker oss att vi hinger upp staltradsfiguren i de tvd dndpunkterna, si att
dessa hamnar pd samma hojd. Sedan snurrar vi den som ett chokladhjul sa
att den stannar efter att ha snurrat en slumpmassigt vald vinkel. En berik-
ning visade sedan att den genomsnittliga hojdskillnaden mellan figurens
hogsta och liagsta punkt da dr hogst 1/m ganger staltrddens lingd. Av detta
foljer att det maste finnas ndgon vinkel for vilken hojdskillnaden blir hogst
1 dm. Figuren maste dirfor £ plats i ladan.

Resultatet ar till synes paradoxalt. Vi anstringde oss for att hitta en
snillrik metod att placera in staltrddsfiguren, och sa visar det sig att man
far ett bittre resultat om man limnar vissa detaljer it slumpen! Nu fragar
kanske ”vin av ordning” om man alltsd maste ha tur for att den hir meto-
den ska fungera. Svaret ar att om ndgon ger dig en staltradsfigur av lingd
s dm och ber dig ligga den i ladan, kan du sikert titta pa den och hitta ett
battre sitt dn att snurra den slumpmassigt. Vad resonemanget visar ar att
det alltid gar att fd in den i lddan pa ndgot sitt, och denna slutsats har
ingenting med tur eller sannolikheter att gora.

1[3] visade vi ett ndgot bittre resultat, samt en generalisering till hogre
dimensioner, men den maximala tillitna lingden pa traden ir s vitt jag
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vet fortfarande okiand. Om ndgon ldsare kan bevisa att triden kan f4 vara
33 c¢m lang, vill jag girna héra om det!

OVNINGAR
Foljande problem var uppgift nummer 6 i kvalomgéangen av Skolornas
Matematiktivling den 2 oktober 2002:

1. ”Tva cirklar med samma radie klipps ut ur en kartong. P4 randen till
varje cirkel markeras hornen i en regelbunden 27-horning. Halften av
hornen pé varje cirkel malas gula, halften malas bla. Cirklarna placeras
ovanpa varandra sd att hornen sammanfaller. Vi far da 2» par av horn.
Om ett blatt horn pa den ena cirkeln sammanfaller med ett blatt horn
pa den andra cirkeln, eller om ett gult horn sammanfaller med ett gult,
har vi ett matchande par. Visa att cirklarna kan placeras p4 ett sadant
sdtt att vi har minst # matchande par.”

Forsok inte hitta ndgot strategiskt och vil genomtinkt sitt att pla-
cera cirklarna, utan ligg dem bara slumpmassigt pa varandra, och be-
riakna hur manga matchande par det blir i genomsnitt!

2. Fundera over hur vi bar oss at for att vilja namn 4t vara barn.
Ange for- och nackdelar med f6ljande alternativ:

(a) Alla familjer ger sitt dldsta barn namnet Cecilia (oavsett kon), nista
barn namnet Per, och si vidare enligt en bestimd lista.

(b) Man ser till att varje barn far ett unikt namn, genom att lta namnet
inkludera information tillracklig for att identifiera barnet, till exempel
”Hansomfoddeskvartoversjudentjugosjattefebruarinittonhundrasjut-
tioettihudik”.

(c) Man ser till att varje barn far ett unikt namn, genom att kontrollera
varje namnforslag, till exempel ”Jojje769” mot en databas 6ver redan
upptagna namn.

(d) Man har en lista med 500 tillaitna namn, och varje barn far ett
slumpmassigt valt namn ur listan.
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Spelteori och sociala kontrakt:
Ska man betala for sig eller smitas

KIMMO ERIKSSON, MALARDALENS HOGSKOLA

P 4 1940-talet uppfanns spelteori av John von Neumann. Spelteori ar en
gren av matematik dar man med matematik beskriver och riknar pa
socialt samspel. Manga olika typer av socialt samspel forekommer bland
bade manniskor och djur. Tillimpningar finns darfor dels inom vetenska-
per som studerar hur manniskor beter sig i grupp (ekonomi, statsveten-
skap, psykologi och sociologi), dels inom evolutionsbiologi dir man stude-
rar djurs sociala beteenden och deras uppkomst.

Fangarnas dilemma

Det mest kinda exemplet pa en spelteoretisk situation ar det sa kallade
fangarnas dilemma. Har ar spelarna tva personer, ”A” och ”B”, som har
blivit arresterade som medbrottslingar till ett grovt brott dar straffsatsen
ar upp till tio ars fangelse. Polisen har dock dn sa linge bevisning bara for
ett mindre brott dir straffsatsen dr ett ars fangelse. For att locka fram en
bekinnelse haller polisen brottslingarna atskilda i var sitt férhérsrum och
ger var och en av dem f6ljande erbjudande:

”Om din kompis tjallar pa dig sa far du tio ars fingelse — fast inte om
du ocksa tjallar, for da far ni bara fem ars fangelse var. Om din kompis inte
tjallar pa dig sa far du dnda ett ars fiangelse for ett mindre brott — fast inte
om du tjallar pa henne, for da later vi dig ga fri!”

Varje brottsling har tva strategier att vilja bland, antingen att tjalla eller
att halla tyst. Sdtt dig nu in i den ena brottslingens situation. Vilken stra-
tegi bor hon vilja om hon vill sitta sa lite i faingelse som mojligt? Hon bor
naturligtvis tjalla! Det ar ju alltid battre for henne att tjalla, oavsett vilken
strategi medbrottslingen viljer.

For att gora situationer med tva spelare mer 6verskddliga brukar man
inom spelteori rita upp en matris dir man bokfor vad som hiander vid oli-
ka val av strategier. I varje ruta star tva tal, de sa kallade utbetalningarna
for spelare A respektive B. I det hir fallet bestar utbetalningen av ett antal
ar i fangelse.

B tjallar B tjallar inte
A tjallar 5,5 0,10
A tjallar inte 10,0 1,1

A borde som sagt vilja att tjalla. Om B tjallar pa henne far A fem ar i fing-
else (vilket ar battre dn tio ar) och om B inte tjallar pa henne far A noll ar i
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fingelse (vilket dr bittre dn ett dr). Resultatet av att bada tjallar blir att
bada far fem ar i fangelse, vilket dr vad polisen ar ute efter. For brottsling-
arna skulle det ju vara bittre for bada tvd om ingen av dem tjallade.

For att undvika att hamna i fingarnas dilemma boér medbrottslingar
forsoka uppritta ett kontrakt med varandra i forvig, dir de kommer 6ver-
ens om att aldrig tjalla pa varandra. Straffet for att bryta kontraktet maste
da sjalvfallet vara storre dn den beloning man far av polisen for att bryta
kontraktet. Exempelvis kanske brottslingarna sager till varandra: ?Om du
tjallar pd mig kommer jag att forfolja dig resten av livet.”

Det kan dock vara svart att gora sidana kontrakt trovardiga; niar man
vil kommer ur fingelset efter tio r har man ofta mer patringande behov
(till exempel av forsorjning eller tak over huvudet) dn att forfolja den som
tjallade. En del av spelteori handlar just om denna svarighet att gora hot
trovardiga, vilket krivs for att uppritta bindande kontrakt.

Betala skatt och andra sociala dilemman

Karnan i fingarnas dilemma &r att varje spelare vinner pa att tjalla, men
bade skulle anda foredra att ingen tjallar framfor att bada tjallar. I min
forskargrupp studerar vi sociala dilemman vilket ar motsvarigheten till
fangarnas dilemma nar det 4r manga personer inblandade. I ett socialt
dilemma kan varje spelare vilja mellan att bidra eller att smita. Att bidra
kostar en del for varje individ, men om alla bidrar sa skapas ett mervirde
som mer dn vdl uppviger kostnaden.

Ett exempel pa ett socialt dilemma dr huruvida man ska betala sina
skatter till staten. Varje individ skulle kanske helst slippa betala skatt, men
om tillrackligt ménga smiter ifran skatten sa brakar staten ihop (sd att
centrala funktioner som polis, rittsviasende, utbildningsvasende mm slutar
fungera) och da blir det ett simre samhille for alla. For att fa manniskor
att betala sina skatter anviands manga metoder, sisom normbildning
(”det ar haftigt att betala skatt” sa Mona Sahlin), konfiskation (arbets-
givaren betalar in preliminarskatt direkt sa att du inte har ndgon mojlighet
att smita), och straff for skattesmitning. Av dessa metoder ar straff den
mest allmingiltiga; i alla sociala dilemman forsoker de som bidrar att
straffa dem som smiter.

En enkel matematisk modell for ett socialt dilemma med N spelare kan
se ut sa har:

e Lat oss anta att varje spelare har tva strategier att vilja emellan: att
bidra (kostar b kr) eller att smita (kostar inget).

e Lt oss vidare anta att bidragen skapar ett mervirde som dr lika med tio
ganger det ssmmanlagda bidraget. Detta mervirde delas sedan lika pa
alla spelare. Aven de som inte bidragit far vara med och dela.
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Forst ska vi se nar den har modellen verkligen ger ett socialt dilemma. Det
kostar b kr att bidra, men i gengild 6kas ju den del man sjilv kommer att
fa av det totala mervirdet med 106/N. Darmed kan vi rikna ut nettofor-
lusten av att bidra som differensen & — 106/N = b(1 — 10/N). Nir antalet
spelare ir storre dn tio blir det alltsa en nettoforlust for varje spelare att
bidra. Samtidigt dr det mycket simre for varje spelare om ingen bidrar
(vinst = 0) 4n om alla bidrar (vinst = 106 — b = 9b). Nir antalet spelare dr
stort har alltsd detta spel den for sociala dilemman karaktiristiska egen-
skapen att ingen har lust att bidra sjdlv men att alla inda tycker att alla
borde bidra.

Lit oss se hur straff kan paverka dilemmat. En mojlighet ar att gruppen
tar en del av mervirdet for att inritta en polismyndighet som straffar smi-
tare, och att straffet for en upptickt smitare ar att polisen konfiskerar
smitarens andel av mervirdet.

I var modell kan vi till exempel sidga att 20 procent av mervirdet gér at
for att betala polisen, och att polisens effektivitet dr sidan att den upp-
tacker tre av fyra smitare. Det mervirde som alla kan dela pa 4r nu alltsa
bara 80 procent av det totala mervirdet, och om man smiter ir det
75 procents risk att man blir upptickt och blir av med sin andel.

I denna modell dr nu kostnaden for att bidra lika med b - 0,80 - 106/N,
vilket vi kan approximera med b om det finns vildigt manga spelare, kan-
ske miljontals. Vi ska jimfora denna kostnad med kostnaden for att smita,
men den beror pd om man blir upptickt eller inte. Om smitaren inte blir
upptickt dr kostnaden forstds noll, men om hon blir upptickt blir hon av
med sin andel av mervirdet — och hur stort mervirdet dr beror pa hur stor
andel av spelarna som inte smiter!

Vi infor darfor en variabel a for andelen spelare som inte smiter, si att
aN ir antalet spelare som inte smiter. Var och en av dessa spelare bidrar
med b kr, sd det ssmmanlagda bidraget blir baN och da skapas mervirdet
10baN. Efter att polisen har tagit sina 20 procent aterstdr 0,80 - 10baN
och spelarens egen andel av det blir 0,80 - 10ba. Det dr 75 procents chans
att en smitare blir upptickt och blir av med sin andel, sd i genomsnitt ar
kostnaden for att smita 0,75 - 0,80 - 10ba.

N4, ska man smita eller inte? Om man bara ser till sin egen vinning ska
man smita om det kostar mindre 4n om man inte smiter, dvs. om

0,75-0,80 - 10ba < b, vilket kan forenklas till a < 1/6.

Med andra ord, om det ir fler dn fem sjittedelar av spelarna som smiter s
vill jag ocksa smita. Ar det fler 4n en sjittedel som inte smiter s vill jag
inte heller smita.

I spelteori talar man om jamuvikt nir alla spelare har valt en strategi och
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ingen har lust att byta strategi om inte nigon annan byter forst. I det so-
ciala dilemmat ovan finns det tva jaimvikter: om alla smiter sa kommer
ingen att vilja dndra sig och borja bidra istillet, och om ingen smiter si
kommer ingen att vilja andra sig och borja smita i stillet.

OvNING

Vissa spel har blandad jamuvikt, vilket innebar att en viss andel bidrar och
resten smiter. Ett sddant spel kan vi f4 om polisens skicklighet att upptacka
smitare beror pd hur mdnga smitare som finns att trina pa. Lat oss exem-
pelvis anta att upptacktsrisken dr 0,75 - (1 —a). I sd fall ska man smita om

0,75 -(1-a)-0,80 - 10ba < b, vilket kan forenklas till (1 —a)a < 1/6.

Forklara varfor det i detta spel inte dr en jamvikt att alla bidrar, medan

viistillet har en blandad jamvikt dar andelen 1/2- (1+ 1/ \/g) bidrar,
dvs. ungefir 79 procent av spelarna.
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Sd fel raknar vdra datorer

WARWICK TUCKER , UPPSALA UNIVERSITET

n atorer finns dverallt runt om oss i dagens samhalle. De anvinds till vitt
skilda uppgifter, varav flertalet faller inom ramarna for lagring, visua-
lisering och bearbetning av data. En stor del av dessa uppgifter involverar
mer eller mindre komplicerade berdkningar av matematisk natur.

Inom forskningsvirlden ar datortillimpningar ofta mycket beriknings-
intensiva. Det kan rora sig om datorsimuleringar for molekylstrukturer,
galaxhopars utveckling, eller hur en flygplansvinge bast bor utformas.

P4 senare tid har dven finansiella berdkningar blivit vildigt komplicerade.
Flertalet borser har numera helt datoriserade, vilket leder till mycket snab-
ba transaktioner som samtidigt skapar ett behov av att 6gonblickligen
kunna rakna om virdet av aktier och optioner.

I och med den 6kade komplexiteten av berdkningarna minskar var
formdaga att 6verblicka processerna och att avgora vad som utgér ett rim-
ligt resultat. Med andra ord blir insmugna fel i berikningarna nist intill
omdjliga att uppticka. Detta kan naturligtvis fa 6desdigra konsekvenser.

En vanlig bakomliggande orsak till felberikningar dr det oundvikliga
faktumet att vra datorer nistan alltid riknar fel. Anledningen till detta ar
att en dator endast har ett dndligt antal ettor och nollor (s.k. binira siffror
eller bitar) till sitt forfogande i minnet. Saledes kan en dator inte exakt
representera de flesta tal vi tar for givet i matematiken. Som ett exempel
kan nimnas att, trots att alla datorer kan representera talen 1 och 10 ex-
akt, sa kan kvoten 1=10 endast lagrar approximativt, fastin det bara ser
ut att krivas en decimal. 1/10 = 0,1. Anledningen att just denna kvot orsa-
kar problem ir att de flesta datorer anvinder sig av en bindr talrepresenta-
tion, vilket innebdr att siffrorna i talet stir for potenser av 2 istillet for 10:

(11001) =1-22+1.2'+0-2°+0-27 +1.27
=4+2+1/4=(625)

10"
(110.01)2=1.22+1.21 +0-2°+0-27" +1.272

Notera att vi anger vilken bas som avses genom ett index. Vi kan enkelt
Oversitta bindra tal till var decimala form:

Nu ar det ldtt att se varfor datorer med en binir talrepresentation bara kan
lagra 1/10 approximativt. Om vi omvandlar talet till binir bas, erhéller vi
foljande binara utveckling:

(0.1),,=(0.0001100110011001100...)

5 ¢
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Vi ser att ett tal som har en dndlig representation i en bas kan ha en oand-
lig representation i en annan bas. Eftersom en dator bara lagrar ett andligt
antal bitar mdste vi klippa av talet och gér siledes miste om information.
Felet som uppstar kallas for avrundningsfel.

Ett av de vanligaste dataformaten som anvinds i dagens datorer bestdr
av 64 bitar, varav 53 dr avsedda for att lagra den binira utvecklingen av
ett tal. Trots att detta resulterar i ett vildigt litet avrundningsfel, finns
risken att det fortplantar sig i alla fortsatta berikningar. T.ex. kan nimnas
att, enligt en modern dator, sa giller likheterna

0.1+0.1+...40.1=99.999999999998593

1000 termer

0.1+0.1+...4+0.1=1000.0000000001588

10000 termer

Det korrekta svaret i det forsta fallet vet vi ju ar exakt 100, vilket bevisar
att datorn riknat fel, oman med ganska lite. I det andra fallet har datorn
Overskattat resultatet (som skall vara exakt 1000).

Som du kanske redan gissat dr det inget speciellt med talet 1/10: samma
slags avrundningsfel sker for nistan alla kvoter. An viarre blir det nir man
forsoker att berdkna mer komplicerade uttryck. I manga datorsimulering-
ar ingér deluppgiften att evaluera polynom. Ett exempel skulle kunna vara
att, givet ett tal x, berdkna

plx)=x° —6x° +15x* —=20x° +15x* —6x+1

—15

x 10

— dator
--- exakt

-5k . ,
0,995 1 1,005

Figur 1: Avrundningsfel for ett polynom.
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Om man beriknar virden av p(x) for olika x-virden kan man konstruera
en graf som ger en ”bild” av polynomet. I figuren som visas ser vi hur fel
det kan bli!

Den matematiskt korrekta bilden av polynomet ges av den streckade
grafen, medan datorns bild ges av den heldragna. Skillnaden ir sldende:
den streckade grafen ir slit medan den heldragna oscillerar vilt. Dessa
diskrepanser kan naturligtvis leda till allvarliga fel, och ju storre utrik-
ningarna ir desto svarare blir felen att hitta.

For en matematiker ar det extra viktigt att halla reda pa avrundnings-
felen i en datorberikning. Nir det giller matematiskt stringenta bevis sa
far inget limnas at slumpen! Darfor har man uppfunnit ett sitt att rakna
med ”osikra” tal. Ett sidant tal kan man tinka pa som ett intervall, vars
bredd motsvarar graden av osidkerhet. Men hur riknar man med intervall?
Det visar sig vara ganska enkelt: Lit oss anta notationen [a]: [g, E] for
ett slutet intervall.

Da kan vi definiera aritmetiken for intervall enligt:

[a]+[b]=[a+b E+E]

[a]-[b]=[a-b,a-b]

[a]x[b]= [m (ab, ab, ab, ab), max(ab, ab, ab, ab)|
[a]+[b]=[a]x[1/b, 1/b]

med undantaget att [a] + [b] ar ogiltigt om intervallet [b] innehaller talet
noll (kan du foérklara varfor?). Lagg marke till att om vi enbart studerar
tunna intervall, dvs. intervall [a] som har bredd noll (a=a), sa far vi
tillbaka de vanliga riknereglerna. Intervallaritmetiken ar siledes en ut-
vidgning av den reella aritmetiken.

Nu kan vi enkelt rakna med intervall:

[152] + [3; 4] = [4; 6] [1;2] - [3;4] = [-35-1]

(1,20 % [35 4] = [38]  [1;2] + [354] = H %]

For att visa ett anvindningsomrade for intervallaritmetiken behover vi
inte ens limna klassrummet. Tank dig att du skall bevisa att funktionen
f(x)=

x*—2x+3
X’ -2x"+8

inte antar nagra negativa virden for 1 < x < 2. Istallet for att derivera f
eller utfora teckenstudier kan vi helt sonika undersoka hela intervallet
[1;2] i ett enda svep:
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1,27 =2[1,2]+3
f0-2)- [[1, z]]3 —2[[1, 2]]2 +8
(2] -[2.2][12]+[3. 3]

B [1,2] -[2 2][L 2] +[8, 8]
[1,4]-[2,4]+[3, 3]
[, 8]-[2, 21, 4]+[8. 8]
4,71-[2,4] [o,s
B [[9, 16]] —[[2, 8]] B [[1, 14]] -[0:5]

Intervallaritmetiken sager oss nu att, for vilket x som helst, taget fran

.~ intervallet [1; 2], s& galler att 0 < f{x) = 5. Diarmed har vi l6st uppgiften!
Tack vare intervallanalysen kan matematiker bevisa komplicerade

pastdenden med hjilp av datorer, och detta utan att beh6va oroa sig for

insmugna avrundningsfel. Utan datorns hjalp hade dessa problem varit

. helt utom rickhall fér vad en minniska orkar med att rikna.

OVNINGAR
- (1) Kan du skriva om polynomet p(x) som ett enklare uttryck?

(2) Hur médnga nollstillen har p(x)? Hur manga hittade datorn?

: (3) Berdkna f([x])=|:x]3 —5[x]+l for intervallen [x]:[l, 2] och
- [x]=[-2.1].

(4) Galler likheten [x]—[x]zo ? Prova med ndgra intervall. Vad kan du
i sdgaom [x]+|:x] ?

(5) Hur skulle du definiera sm[x] ?
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SVAR )
(1) Polynomet kan faktoriseras som p(x)= (1— x) .

(2) Polynomet p(x) har ett nollstalle av grad sex. Den heldragna linjen
visar over 30 nollstillen.

3) £([1. 2])=[-8, 4]. £([-2. 1])=[-12, 15].

(4) Likheten [x]— [x]: 0 giller bara for tunna intervall. Ovriga intervall
ger en inneslutning av noll. P4 samma sitt giller likheten [x]+ [x]: 1
. bara for tunna intervall. Ovriga intervall ger en inneslutning av talet ett.

(5) Ledtrad: sin[x]z[sing, sin?c] ar inte korrekt 16sning. Dela upp defini-
tionen i fyra fall.
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Ett forvdnande pris
- lite finansiell matematik

JOHAN TYSK, UPPSALA UNIVERSITET

Under senare tid har matematik borjat anvandas i 6kad utstrickning inom
olika finansiella sektorer i samhaillet. En bank eller annat finansiellt insti-
tut sysslar med olika finansiella instrument, t.ex. aktier, fonder eller kapi-
tal, eller pa senare tid, s.k. optioner.

En finansiell option ger innehavaren ritten, men inte skyldigheten, att
kopa eller silja en viss tillgang, t.ex. en aktie, till en givet pris, kallat Gsen-
pris. I fallet med sdiljoption kan optionen ses som ett slags forsikring. Hur
mycket tillgdngen dn sjunker, kan vi under optionens l6ptid, silja tillgang-
en for losenpriset. A andra sidan kan vi fortfarande vara med pa en even-
tuell uppgang hos tillgangen. Vad dr en sadan option vird? Eller kanske
bittre formulerat, vad beror priset pa?

Lat oss titta pa en mycket enkel modell. Vi borjar med en tillgéng, t.ex.
en aktie med priset 100 (kronor om man sd vill) och vi later l6senpriset
ocksa vara 100. Efter ett dr ir aktien, i var forenklade modell, vird 80
eller 120 (kronor). For att kunna hantera pengar bor vi ocksa ett sparkon-
to i vdar marknadsmodell. Lat oss anta att rintan pa kontot ar 2 %. Vad dr
da denna siljoption viard? Ett svar som ligger nara tillhands ar madhanda
att ndgot entydigt pris inte finns (i 72odellen) utan att detta far bestimmas
genom aktorerna pa en marknad. Tror mdnga pd en nedgdng i aktien blir
siljoptionen attraktiv och dirfor dyr, medan det omvinda giller om
manga tror pa en uppgang.

For att f ett pris inom modellen kanske man da liagger in ett antagande
att aktien okar till 120 med sannolikheten 30 %, medan den sjunker till
80 med sannolikheten 70 %. Med sannolikheten 70 % fés d4 ett vdrde for
optionen om ett 4r om 20 kr, ty vardet av att kunna silja en aktie som ar
viird 80 kronor fér 100 kronor ér 20 kr. A andra sidan, stiger aktien till
120 blir optionen virdelos, ty i detta fall ir det ointressant att kunna silja
den for 100. Den forvintade utbetalningen iar saledes 70 % av 20 kronor,
vilket ju dr 14 kr. Nuvirdet av 14 kronor dr 14/1,02 kr = 13,7 kr eftersom
vart bankkonto ger en rinta om 2 %. Sdledes borde priset i denna modell
vara 13,7. Detta dr, forvdnande nog, fel! En sidan prissittning skulle i var
modell vara ett s kallat arbitrage, vilket betyder att med den prissittning-
en kan en investerare fa en riskfri vinst utan att satsa nigra egna pengar.

Vi ska nu se hur ett pris som inte ger upphov till nigot arbitrage kan
bestimmas. En idé som visat sig mycket fruktbar dr da att forsoka kon-
struera en portfolj, bestdende av tillgdngarna i marknadsmodellen, nimli-
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gen aktien och pengar pa kontot, som ger samma virde som optionen efter
ett &r oavsett hur aktien har gitt. En sddan portfolj sigs vara en replike-
rande portfolj. For att se hur en sddan portfolj ska se ut lat oss anta att vi
satter in b kronor pd bankkonton och koper aktier for s kronor. For att
replikera optionen maste da foljande gilla:

b-1,02+51,20=0
b-1,02+5-0,80=20

Den forsta ekvationen siger att portfoljens varde ska var noll vid dret slut
om aktien gar upp, medan, enligt den andra ekvationen, portfoljens virde
ska vara 20 kronor om aktien gér ner, enligt den andra ekvationen. Subtra-
herar vi den forsta ekvationen frin den andra finner vi att s - 0,40 =-20,
vilket ju ger s ==50. Satter vi in detta resultat i nagon av de 6vriga ekvatio-
nerna fas

b= s

1,02

Ekvationssystemet ir saledes l6sbart och vi kan darfor konstruera en repli-
kerande portfolj! Vi ska tydligen sitta in 59 kr i sparkontot. Det negativa
virdet for investeringen i aktier ska tolkas som att vi ”blankar” aktier for
50 kr. Detta innebir att vi l1dnar ut aktier for detta belopp (i vart fall blir
det faktiskt en halv aktie eftersom aktiens initiala varde i var modell dr
100). Nir vi ldnar ut dessa aktier fir vi 50 kronor. Efter ett 4&r maste dessa
aktier dterkopas till det dd gillande marknadsvirdet. Kostnaden for denna
portfolj ar 59 — 50 = 9kr, ty 50 kr erhélls dd vi lanar ut aktier. Vi behover
darfor endast ligga till 9 kr av egna medel for att fa de erforderliga
59 kronorna pa bankkontot. D4 portfoljen dr vird lika mycket som optio-
nen vid periodens slut, bide vid uppgang och nedgang for aktien, maste
optionens pris vara lika med portfoljens pris vid drets borjan, i vart fall
saledes 9 kr. Detta ir det enda pris som inte leder till arbitrage i var mo-
dell! Det pris vi berdknade tidigare ar siledes for hogt ty en investerare
skulle annars kunna képa den replikerande portfoljen for 9 kr och sedan
sdlja optionen for 13,70 kr och pa sd sitt gora ett arbitrage. Observera att
investeraren dd inte tar ndgon risk eftersom portfoljens virde dr lika med
optionens virde efter ett dr, oavsett aktiens rorelser. Investeraren kan dar-
for ticka de kostnader som kan uppsta efter ett ar da innehavaren av op-
tionen vill I6sa in sitt instrument.

Den forvintade tillvixten hos aktien dr alltsa inte relevant vid options-
prissittning, vilket kan tyckas vara mycket forvanande. Detta galler dven i
mer sofistikerade optionsprissittningsmodeller. I den beromda formeln for
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prissittning av optioner, som publicerades av Fischer Black och Myron
Scholes och oberoende av Robert Merton dr 1973, dr den viktiga parame-
tern den underliggande aktiens volatilitet. Denna miter aktieprisets ten-
dens att rora sig upp och ned. Den forvintade tillvixten hos aktien dr dock
irrelevant i deras formel. Deras resultat kan sidgas vara startpunkten for
den livaktiga forskning som idag bedrivs for att studera modeller for att
prissitta allt mer avancerade finansiella instrument. Den matematiska
delen av denna forskningsverksamhet brukar kallas finansiell matematik.
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Kedjekod —

ett satt att beskriva former i digitala bilder

GUNILLA BORGEFORS, CENTRUM FOR BILDANALYS, SLU, UPPSALA

atoriserad bildanalys anvinds for att rikna, mita, kinna igen och

kontrollera objekt i digitala bilder. Vardagliga enkla exempel dr att
rikna blodkroppar, ldsa streckkoder, ldsa blanketter och kontrollera om
flaskor som ska fyllas med ldsk 4r tomma och hela. Mer komplicerade
uppgifter dr att avgora om vavnadir normal eller dr angripen av cancer,
kontrollera kvalitén pa plankor, kidnna igen ansikten eller att fafotbolls-
spelande robotar att ”se” bollen och varandra. Amnet bildanalys uppstod
pa 1960-talet, nar man insdg att en bild kunde representeras i en dator
som ett antal punkter med olika ljushetsviarden. I borjan kunde man bara
hantera mycket sma bilder — 64X 64 punkter var stort! — men mycket teori
utvecklades forvanansvirt fort. Manga grundliggande begrepp och meto-
der skapades redan da. Idag ar det inga problem att lagra och gora berak-
ningar i stora bilder i datorer — men teoretiskt finns fortfarande mycket
kvar att gora.

En bild i en dator bestar alltsd av ett antal punkter, kallade pixlar (pixel
= picture element), dir varje pixel har ett varde. Pixeln ritas som en liten
kvadrat. Virdet ir oftast ett heltal mellan 0 och 255, dir 0 betyder svart
och 255 vitt. L en fargbild har varje pixel tre varden, ett for rott, ett for
gront och ett for blatt. Genom att blanda dessa tre firger kan man skapa
(nédstan) alla andra farger. En morkbla pixel kan till exempel ha virdet (0,
0, 50) och en gul (200, 200, 0). Hir ska jag dock inte prata om firg, utan
om form.

Form dr en mycket viktig egenskap hos olika objekt i bilder. Former
anvinds for att kinna igen olika foremal och bedéma om de ir korrekta
eller felaktiga. En bild ddr man enbart ir intresserad av formbrukar vara
bindr, vilket betyder att pixlarna bara kan ha tv4 olika virden: 1 for pixlar
som tillhor objektet och 0 for pixlar i bakgrunden. Det finns manga olika
sitt att skapa en binir bild frin en svartvitbild eller en fargbild. Processen
kallas segmentering. Ett mycket enkelt fall ir om man har fotograferat ett
morkt objekt mot en vit bakgrund. Da kan man segmentera fram objektet
genom att bestimma att alla pixlar med ett tillrackligt hogt varde ar bak-
grund (0) och alla andra 4r objekt (1). Tyvarr ar det sdllan sd enkelt —

i sjalva verket ar problemet att segmentera en bild i intressant objekt och
ointressantbakgrund oftast det allra svaraste i bildanalysprocessen! Men
nu forutsitter vi att segmenteringen ir gjord och att vi har en binir bild.

Eftersom en digital bild bestar av ett antal enskilda punkter, inte ett
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kontinuerligt plan, blir den matematik man anvinder for att analysera och
beskriva form ganska olika jimfort med den ”vanliga” geometrin. I den
digitala geometrin méste alla vanliga begrepp som lingd, area, rita linjer,
cirklar, konvexitet, osv. definieras pa limpliga sitt, s att de far de egen-
skaper man forvintar sig. En del av detta arbete gjordes redan pa 1960-
talet, men det ar fortfarande ett mycket aktivt forskningsomrade, bade i
Sverige och internationellt.

Nir man ska se hur pixlar hinger ihop utgdr man fran den 3 X3 pixel
stora omgivning till varje pixel som bestdr av dess dtta grannar: fyra som
delar en kant med centrumpixeln och fyra som delar en punkt. Ett antal 1-
pixlar bildar ett sammanhingade objekt om de ”sitter ihop”. En formell
definition dr att man ska kunna ga fran varje pixel i objektet till alla andra
pixlar i det genom att hoppa frin granne till granne. Om man alltid kan
hitta en vig med bara kantgrannar talar man om ett 4-sammanhingande
objekt(fyra grannar). Om man dessutom behéver anvinda punktgrannar
ar objektet 8-sammanhingande (atta grannar). I fortsittningen menar jag
med objekt en grupp 4-sammanhingande pixlar och jag forutsitter att det
bara finns ett objekt i bilden.

Att rikna upp alla positioner i bilden dir det finns en objektpixel ar ett
daligt sitt att beskriva formen pa objektet. Dels blir den otymplig, dels far
samma objektform helt olika beskrivningar om objektet flyttas i bilden.
Vad vi vill ha ar en kort beskrivning som ir enkel att hantera och som ar
oberoende av liget i bilden (och helst ocksa hur objektet dr roterat.) En
sddan beskrivning, som skapades i bildanalysens barndom, ir kedjekod.
Kedjekoder kan vara a flera olika slag. Grundidén ir att vi gar runt objek-
tets kontur och i varje steg antecknar riktningen till nista pixel. Vi gar fran
kantgranne tillkantgranne (objektet dr ju 4-sammanhingande), sd vi beho-
ver bara fyra riktningar. Dessa betecknas med talen 0, 1, 2, 3, se Fig. 1 till
vinster. [ mitten av Fig. 1 finns ett mycket litet objekt. Vi startar rundvand-
ringen i ovre hogra pixeln, markerad med en fylld cirkel, och gar moturs.
Nista konturpixel ligger it vinster, dvs. i riktning 2. Det gor dven nista
tvd konturpixlar, men sedan blir riktningen nerat, riktning 3. Om vi foljer
objektet runt till startpunkten fir vi kedjan av riktningar:
22233003301111. Detta tal, riktningskoden, utgor en fullstindig beskriv-
ning av formen pé det lilla objektet. Det ar litt att dterskapa objektet frin
koden: vi startar i en punkt och gar sedan steg for steg i den angivna rikt-
ningen.
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8 Kod: 22233003301111 Kod: 22332230000111

Figur 1: Till vanster de fyra riktningarna i kedjekoden. I mitten ett litet objekt och
dess riktningskod. Till héger samma objekt roterat. Startpunkterna markeras med o.

Riktningskoden for ett objekt dr oberoende av objektets position i bilden,
men den beror forstds pavar lings objektets kontur vi startar. Detta dr inte
bra — vi vill att beskrivningen ska vara s invariant som mojligt, dvs. bara
bero pa sjialva formen och inte pa ett antal ovidkommande saker. Den dr
redan invariant for laget i bilden. Dessbattre ar det enkelt att gora rikt-
ningskoden invariant for startpunkten. Olika startpunkt innebar bara att
kedjan av tal startar pa ett annat stille, ordningen pa talen ir alltid den-
samma. Darfor kan vi vilja att starta kedjan sd att motsvarande tal blir
sd litet som moijligt. I fallet i Fig. 1 blir den invarianta koden
00330111122233. Om vi har tva former kan vi nu skapa deras riktnings-
kod och i stallet for att jamfora formerna jamfora koderna.

Koden ir fortfarande beroende pa hur objektet dr roterat i bilden. Till
hoger i Fig. 1 har formen i mitten vridits ett kvarts varv medurs. Med start
i 6vre hogra hornet blir riktningskoden 22332230000111. Skrivet som
minsta tal blir det 00001112233223. Koderna for objektet i mitten och till
hoger i Fig. 1 ar olika, trots att det fortfarande dr samma form. Kan vi
gora ndgot t detta? Svaret ar att det gar bra, om vi inser att det inte ar
riktningsvardena i sig som ar viktiga utan skillnaden mellan dem. I stéllet

» »

for att tinka ”ga vinster”, ”gd vanster”, ”gd nedat” kan vi tinka ”fortsatt
rakt fram”, ”fortsitt rakt fram”, ”sving ett kvarts varv moturs”. Vi kan
riakna fram den rotationsoberoende koden ur den ursprungliga genom att
titta pa skillnaden mellan pa varandra foljande tal. I koden i Fig. 1,
00330111122233, drar vi forsta talet fran andra, andra fran tredje, osv.
tills sista talet dras fran det forsta. Den nya koden blir 0- 0,3 -0, 3 -3,
0-3,1-0,0sv.,dvs. 03 0-31osv. Talen 0, 1, 2, 3 i skillnadskoden bety-
der d4 inte langre absoluta riktningar, utan 0 = fortsitt i samma riktning,

1 = sving ett kvarts varv moturs, 2 = sving ett halvt varv moturs, 3 = sving
ett trekvarts varv moturs (dvs. ett kvarts varv medurs). Men vad betyder

— 3?2 Enligt ovan bor det betyda sviang trekvarts varv bakat, dvs. medurs.
Detta dr samma som ett kvartsvarv moturs, vilket betecknas 1. Vi har allt-
sd — 3 = 1. For att inse att detta ar helt korrekt och for att kunna rakna
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skillnader behover vi anvianda moduldr aritmetik.

Nir man riknar modulo ett visst #z raknar man helt enkelt endast med
den rest man far nar man heltalsdividerar med 7. I vart fall behover vi
rikna modulo 4, betecknat ?mod 4”. Négra exempel: 5 mod4=1(5=1
X4+1),8mod4=0(8=2X4+0),157mod4=1(157=39 X 4+1).
Modulorikningen fungerar lika bra for negativa tal: ~=3 mod4=1 (-3 =~
1X4+1),-49mod4=3(-49=-1 X 13 + 3). Man har nytta av modu-
lar aritmetik i manga sammanhang — hir utnyttjar vi den for att hantera
att vi efter att ha roterat ett kvarts varv fyra ganger ar tillbaka dar vi bor-
jade.

Om vi riknar mod 4 kan vi dterféra de negativa talen i den riktningso-
beroende koden till 0, 1, 2, 3. Vart exempel 00330111122233 blir da
03011000100101. Naturligtvis bor vi dven hir ange den ordning pa ko-
den som ger det minsta talet, i detta fall 00010010103011. Riktningsko-
den for samma form nir den vridits ett kvarts varv medurs var
00001112233223. Dess rotationsoberoende kod blir, genom subtraktion
av intilliggande tal, 00010010103011, som dessutom direkt 4r minsta
talet, dvs. samma tal som forut! Detta tal, som beskriver var form i Fig. 1
pa mest invariant sitt, kallas formnummer.

Kedjekoder kan dven baseras pa atta riktningar. Allt kommer att fung-
era pa samma sitt, men naturligtvis maste man rikna modulo 8 i form-
numret. Ett litet exempel finns i Fig. 2. Ligg dven mirke till att i den smala
delen till hoger maste koden vinda tillbaka genom samma pixel. Det kan
forstas hinda dven om vi anvinder fyra riktningar.

0 [

Riktningskod: 000043334667
Formnummer: 000470012011

Figur 2: Till vanster de dtta riktningarna i kedjekoden. Till hoger ett litet objekt och
dess rikiningskod och formnummer. Startpunkten for minsta rikiningskoden marke-
ras med med 0.
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OVNINGSUPPGIFTER
1. Rédkna fram bade riktningskod och formnummer med béade fyra och
atta riktningar for hjartat i Fig. 3.

Figur 3: Digitalt bjdrta att omvandla till olika kedjekoder.

2. Om du gjort ratt i uppgift 1 kommer du att upptiacka att koden med
atta riktningar blir betydligt kortare dn den med fyra riktningar. Var-
for? Kan man siga nagot allmant om hur mycket kortare kod man far
med atta riktningar?

3. Rita formen som beskrivs av foljande riktningskod, atta riktningar.
Ténk pa att du ritar fran pixelcentrum till pixelcentrum.
044443223265665444407775656111177772323111. Svaret dr
beloningen.

4. Rita formen som beskrivs av foljande formnummer, fyra riktningar.
Vrid svaret tills du ser ett husdjur.
00010001310020030300130310230032013031.

5. Riktningskoden kan anviandas for att manipulera formen péa olika sitt.
Hur kan du dubblera storleken pd objektet genom att andra koden?
Hur kan du halvera (ungefir) storleken?
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